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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❆ss♦❝✳ Pr♦❢✳ ❈❤❛✉ ▲❛♣ P✉✐ ❢♦r

t❤✐s s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠② st✉❞②✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ❤✐s

♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② r❡s❡❛r❝❤✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts ❢♦r t❤❡✐r ✉♥✇❛✈❡r✐♥❣ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t t✐♠❡s ■ ❤❛❞ ✐♥ ♠② st✉❞②✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ✐♥ ◆❚❯ ❢♦r t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞

❢♦r ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ♠❡ ♦♥ t❤✐s ❥♦✉r♥❡②✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ ❧❛❜ t❡❝❤♥✐❝✐❛♥ ▼s ❍♦✇ ❢♦r ❤❡r ❛ss✐st❛♥❝❡

✇❤❡♥ ♠② ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ✉♥❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ◆❛♥②❛♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛

s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠② st✉❞②✳
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❆❜str❛❝t

✸❉ ❝♦♥t❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✸❉ ♠❡s❤❡s✱ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❡❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥t❡rt❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ s♣♦rts✳ ❉✉❡ t♦ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

♦❢ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t✱ ♣♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❤✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭♠♦❝❛♣✮ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧

s②st❡♠s✱ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❜♦❞② ♣❛rts ♦r ♠❛r❦❡rs✳ ❋♦r

s❝❛♥♥❡❞ ✸❉ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❀ t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥s✉♠❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡❝♦✈❡r ❛♥②

♠✐ss✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ♠❡s❤❡s✳

❋♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐s ❛r✲

r❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ❢♦r♠s ❛ ❝♦❧✉♠♥ t♦ ❛❧❧♦✇ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐①

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛✲

tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖✉r

♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s t❛r❣❡t t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✿ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡

❡❛❝❤ ❥♦✐♥t ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t

✈



✐s ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t✐♠❡✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ♠❛tr✐①

✐♥t♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦r

♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❝♦✈❡r②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛

❧♦✇❡r r❛♥❦ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥

♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r r❛♥❦✱ t❤✐s ❢❛❝t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❙❱❚ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥

♠❡t❤♦❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❛t ❛ ♠✉❝❤

❧♦✇❡r ❡rr♦r✳

❇♦t❤ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s❀ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

❢r❛♠❡s✱ ✇❤❡r❡❛s tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ❝♦♥✲

str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❢♦r♠❡❞ ❜②

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳

❋♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s

♦❢ t✐♠❡✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤✉♠❛♥ ❜♦♥❡s ❛r❡ r✐❣✐❞ ❛♥❞

❝♦♥str❛✐♥ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❥♦✐♥ts✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❙❱❚ ♠❛tr✐①

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥

t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❥♦✐♥ts

❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ♠❛♥② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢r❛♠❡s✳

■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❡s ♠❡s❤❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✈✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ■t r❡♥❞❡rs ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ ✷✵ s✉rr♦✉♥❞✲

✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
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✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s r❡♣❡❛t❡❞ r❡♥❞❡rs ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❛❞❜❛❝❦ ❝②❝❧❡s ❞✉r✐♥❣

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡

❛❞❛♣t✐✈❡❧② ♣❧❛❝❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥

s♦ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ❇♦t❤ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s✐♠♣❧✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r✉♥ ❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t✇❡♥t②✲✜✈❡ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛t

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
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♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts n ❢♦r s✐① s❡q✉❡♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✺ ❘▼❙ ❡rr♦r ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✶✸✺❴✶✶ ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ✶✹✸❴✵✹ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s l ❢♦r ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✻ ❙❦❡❧❡t♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r ❢♦r ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❙❈❋❙❱❚ ❢♦r ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r♠❛① ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r♠❛① ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❢♦r ❜❧♦❝❦

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

①✐✈
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✻✳✶ ✭❧❡❢t✮ ❈♦✇ ♠❡s❤❀ ✭r✐❣❤t✮ ■♠❛❣❡s r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡s❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✷ ✭❧❡❢t✮ ❈♦✇ ♠❡s❤❀ ✭r✐❣❤t✮ ■♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✾✸

✻✳✸ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ R t❤❛t ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ v t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

✈❡rt❡①✳ ❆rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ ❢❛❝❡s ✐♥ R✳ nv ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢

❢❛❝❡s ♦❢ R✱ ❛♥❞ nf ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ αf ❢r♦♠ nv✳

✭❜✮ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛♥❞ t❤❡✐r

♥♦r♠❛❧s✱ nf1 ❛♥❞ nf2 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ v❧✐❣❤t✳

❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ θ1 = θ2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✹ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ R❳ ❛♥❞ R❨ ✭❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥

❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r v0 ✐s ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ v1✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ❡❞❣❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡

♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛

❞♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✺ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ vp ✇❤❡r❡ vp ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❧✐❡ ♦♥

t❤❡ ♣❧❛♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nfM ❛♥❞ nR❨ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✻ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛✐♥ ♠❡s❤❡s ❛t ✜✈❡ st❛❣❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✶✵✺

✻✳✼ ■♠❛❣❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛✐♥ ♠❡s❤❡s ❛t ✜✈❡ st❛❣❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✶✵✻

✻✳✽ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ❛t ✜✈❡ st❛❣❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✶✵✼

✻✳✾ ■♠❛❣❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ❛t ✜✈❡ st❛❣❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✵✽

✻✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ❝♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭✷✺✹ ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ✭❛✮

♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✭❡✮ ◗s❧✐♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ❤♦rs❡ ♠♦❞❡❧s ✭✸✶✶ ✈❡rt✐❝❡s✮✳

✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✭❡✮ ◗s❧✐♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ❛r♠❛❞✐❧❧♦ ♠♦❞❡❧s ✭✶✵✵✵ ✈❡r✲

t✐❝❡s✮✳ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✭❡✮ ◗s❧✐♠ ✳ ✳ ✶✶✶
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✻✳✶✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡①t✉r❡❞ ❝♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭✺✵✽ ✈❡rt✐❝❡s✮✳

✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻✳✶✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡①t✉r❡❞ ❛r♠❛❞✐❧❧♦ ♠♦❞❡❧s ✭✶✵✵✵

✈❡rt✐❝❡s✮✳ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

①✈✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✷ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✶ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✷ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✸ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ❛t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s ♦❢ ✵✳✶✱

✵✳✸✱ ❛♥❞ ✵✳✺ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ◆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛

s❡q✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✹ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ❛t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛

r❛t❡s ♦❢ ✵✳✶✱ ✵✳✸✱ ❛♥❞ ✵✳✺ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ◆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✮ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❇✮ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❈✮ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✮ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✭❇✮ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ L = 50✱ ❛♥❞ ✭❈✮

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ L = 200 ✉♥❞❡r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t

❛ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✪✳ l ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

①✈✐✐



▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙

✹✳✶ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ ✭❆✶✮ ❋❙❱❚✭δ = 1.9✮✱ ✭❆✷✮ ❋❙❱❚✭δ =

0.75✮✱ ✭❇✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈❋❙❱❚✱ ❛♥❞ ✭❈✮ ❇❖▲❊❘❖ ❢♦r ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳

◆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘▼❙❊ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❜❡✲

✇❡❡♥ ✭❆✮ ❋❙❱❚✱ ✭❇✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈❋❙❱❚ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✱ ❛♥❞ ✭❈✮

❇❖▲❊❘❖ ✉♥❞❡r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ n ❛♥❞ l ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣

❥♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❜❡✇❡❡♥ ✭❆✮ ❋❙❱❚✱ ✭❇✮

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈❋❙❱❚ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✱ ❛♥❞ ✭❈✮ ❇❖▲❊❘❖ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭❆✮ ❋❙❱❚✱ ❛♥❞ ✭❇✮ ❚❙❱❚✱ ❛♥❞ ✭❈✮ ❈❋❚❙❱❚

✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭❆✮ ❋❙❱❚✱ ❛♥❞ ✭❇✮ ❚❙❱❚✱ ❛♥❞ ✭❈✮ ❈❋❚❙❱❚

✉♥❞❡r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✶ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡rr♦r ♦❢ E■❉❙✲■◆❋ ✇✐t❤ k ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❆r♠❛❞✐❧❧♦

♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ✶✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻✳✷ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ✭s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❆✮ ■❉❙✱ ✭❇✮ ▼❆✲

■❉❙✲❙✱ ✭❈✮ ▼❊✲■❉❙✲❙✱ ✭❉✮ ▼❆✲■❉❙✱ ❛♥❞ ✭❊✮ ▼❊✲■❉❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✸ ❊rr♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ✭❆✮ ■❉❙✱ ✭❇✮ ▼❆✲■❉❙✱

✭❈✮ ▼❊✲■❉❙✱ ❛♥❞ ✭❉✮ ◗s❧✐♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
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▲✐st ♦❢ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❙❱❚ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

❋❙❱❚ ❋r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

❚❙❱❚ ❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

❙❈❋❙❱❚ ❙❦❡❧❡t♦♥ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❋r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

❈❋❚❙❱❚ ❈♦♠❜✐♥❡❞✲❋r❛♠❡✲❛♥❞✲❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

■❉❙ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

▼❆✲■❉❙ ▼❛①✐♠✉♠ ❆♥❣❧❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

▼❊✲■❉❙ ▼❛①✐♠✉♠ ❊rr♦r ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

▲❖❉ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❉❡t❛✐❧

●P❯ ●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t

①✐①
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①①



▲✐st ♦❢ ◆♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙❝❛❧❛rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥

✐t❛❧✐❝s (s)✱ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞❢❛❝❡ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs (v)✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞

✐♥ ❜♦❧❞❢❛❝❡ ✉♣♣❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs (M)✳ ❆❧❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❱❡❝t♦rs ♦r ♠❛tr✐❝❡s

✇✐t❤ ✐t❛❧✐❝✐③❡❞ s✉❜s❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦r ♠❛tr✐①✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ vi ✐s

❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✈❡❝t♦r v✱ ❛♥❞ Mi ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦r ✈❡❝t♦r ✐♥ ♠❛tr✐① M✳ ❱❡❝t♦rs ♦r ♠❛tr✐❝❡s

✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❢♦♥t s✉❜s❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ♦r ♠❛tr✐①✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ M❢ ❛♥❞Mt

❞❡♥♦t❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ✐♥ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❧✐st ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❦❡② ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✸

σ ❙✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡
f ❋r❛♠❡ ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡
t ❚r❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥t
M ▼❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡
M❢ ❋r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡
Mt ❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡

①①✐
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❈❤❛♣t❡r ✹

σ ❙✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡
A ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①
C ❙❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①
b ❖❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①
✈❡❝ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❛ ♠❛tr✐① t♦ ❛ ✈❡❝t♦r
L ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❈❤❛♣t❡r ✺

M❢ ❋r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡
Mt ❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡
A ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐①
b ❖❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①

X̂❢ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❋❙❱❚
✈❡❝ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❛ ♠❛tr✐① t♦ ❛ ✈❡❝t♦r
L ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
Tt❢ ▼❛tr✐① t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s ❛ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ t♦ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❈❤❛♣t❡r ✻

M̂ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤
Mk ❆ st❛❣❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤
❡❝♦❧ ❊❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
I❳, I❨ ■♠❛❣❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t
v✵ ❱❡rt❡① t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞
R❳, R❨ ✶✲r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✈❡rt❡① t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞
PAf Pr♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ f
nf ❋❛❝❡ ♥♦r♠❛❧
nv ❱❡rt❡① ♥♦r♠❛❧
vp ❱✐❡✇♣♦✐♥t ✈❡❝t♦r

①①✐✐



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ✈✐s✉❛❧ ♠❡❞✐❛ ✉s❡❞ ❜② ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✱

s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✈✐❞❡♦s✱ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧❧② t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ❝♦♥t❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ✸❉ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥

❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r♦✇✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② ✸❉ ❝♦♥t❡♥t✱ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t

✐s ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡❝t♦rs✱ s✉❝❤

❛s ❡♥t❡rt❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ s♣♦rts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡❧❡❛s❡s ♦❢ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❤❛r❞✇❛r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ▼✐❝r♦s♦❢t ❑✐♥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❦❡r❜♦t ❉✐❣✐t✐③❡r✱ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r

♠❛r❦❡t ❛❧❧♦✇ ♥♦♥✲♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s t♦ ❡❛s✐❧② ❛❝q✉✐r❡ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❡❛s❡s✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤

❝♦♥s✉♠❡r✲t❛r❣❡t❡❞ ✸❉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ✸❉ ♣r✐♥t❡rs✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢

✸❉ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ✐ts t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜② ♥♦♥✲♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s✳

✸❉ ❝♦♥t❡♥t ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t❤❛♥ ✷❉ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ✸❉ ❝♦♥t❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t ❡♥❝♦❞❡s ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

✐t ✐s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✶



✶✳✶✳ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆ ❜❛s✐❝ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✭r✐❣❤t✮

❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛♥ ❛t❤❧❡t❡✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐❢ ❤✐s ♠♦t✐♦♥s ❛r❡

❝❛♣t✉r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ✸❉ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷❉✳ ■♥ ♠♦✈✐❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇♦r❧❞s ❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ✸❉ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐❞❡♦

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✈✐❡✇✐♥❣✳

❆ ✸❉ ♠❡s❤ ✐s ❛ ❜❛s✐❝ ❞✐❣✐t❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧❀ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ ❝♦❧♦r

❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ♠❡s❤ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts r❡❛❧✐s♠✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶ s❤♦✇s ❛ ❜❛s✐❝ ♠❡s❤

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ✇❤❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❡①t✉r❡s✳ ✸❉ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞

✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ✈✐rt✉❛❧ s❝❡♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❈♦♠♣✉t❡r

●❡♥❡r❛t❡❞ ■♠❛❣❡r② ✭❈●■✮ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❧❞s✳

▼♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭♠♦❝❛♣✮ ❞❛t❛✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣

s❦❡❧❡t❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♦r s❦❡❧❡t♦♥✱ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ♦r ♦t❤❡r ❛♥✐♠❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜②

❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❥♦✐♥ts ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷ s❤♦✇s s❦❡❧❡t♦♥s

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❤✉♠❛♥ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✳ ▼♦❝❛♣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❤✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥s ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦r ✈✐❡✇✐♥❣✱ t❤✉s ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✷
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆ st✐❝❦ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❥♦✐♥ts ❛r❡
❣r❡❡♥✳

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛t❤❧❡t❡✬s tr❛✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞

t♦ ✜♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❛t❤❧❡t❡✬s ♣♦s❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s

❛❝t✐♦♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♠♦❝❛♣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢

❛ ❤✉♠❛♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❞❡r❧② ♣❡♦♣❧❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛♥❞

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❛❧❛r♠ ❝❛♥ ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❬✶❪✳

❆ ♠❛❥♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❞r❛✇s ✉♣♦♥ ❜♦t❤ ♠♦❝❛♣ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ✸❉ ♠❡s❤❡s ✉s✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ▼♦t✐♦♥ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥ ❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥

✉s❡❞ t♦ ❛♥✐♠❛t❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛②✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡

❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ●♦❧❧✉♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦✈✐❡ ❚❤❡ ▲♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❘✐♥❣s✳ ■♥

✈✐❞❡♦ ❣❛♠❡s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛♣ ❛ ♣❧❛②❡r✬s ♠♦t✐♦♥s t♦ ♣❧❛②❡r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞

✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳

❇♦t❤ ♠♦❝❛♣ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ♦r ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ s❛♠✲

♣❧❡s✳ ❋♦r ♠❡s❤ ❞❛t❛✱ ✸❉ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❛ ♠♦❞❡❧❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛

♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ✸❉ ♠❡s❤ s❝❛♥♥✐♥❣ t♦ ♦❜✲

t❛✐♥ ✐ts ♠❡s❤✳ ❋♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❝♦♥t❡♥t ❝r❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ s❦❡❧❡t♦♥ ❥♦✐♥ts ✭s♣❡❝✐✜❝

♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s❦❡❧❡t♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛

❧❛❜♦r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t ♥♦t ❧♦♦❦ r❡❛❧✐st✐❝✳ ❚❤✉s✱ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐s ✉s✉❛❧❧②
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧✲❜❛s❡❞ ♠♦❝❛♣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠

❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ ❧✐✈❡ ❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡♥ ❡❞✐t❡❞ ❧❛t❡r ✐❢ r❡q✉✐r❡❞✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐✲

s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣❡r❢♦r♠❡r ❛❝t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❧❡

❛ ♠♦❝❛♣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞❛t❛✳ ▼♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ♠♦❝❛♣

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❱✐❝♦♥ ❙②st❡♠ ❬✷❪✱ ✉t✐❧✐③❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳ ■♥ s✉❝❤

s②st❡♠s✱ ❛ ♣❡r❢♦r♠❡r ❤❛s ♠❛r❦❡rs ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❤✐s ❜♦❞② ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r

✐s tr❛❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛♠❡r❛s✱ s✉❝❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❆ ♣❛ss✐✈❡ s②st❡♠

✉s❡s r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s②st❡♠ ✉s❡s ▲❊❉ ♠❛r❦❡rs✳ ▲❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞

r❡❧✐❛❜❧❡ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❚❤❡ ▼✐❝r♦s♦❢t ❑✐♥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ ❘●❇ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❛ ❞❡♣t❤

❝❛♠❡r❛✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ♠♦❝❛♣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❬✸❪✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘●❇ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡

❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✹✱ ✺❪✳

✹
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ✭❧❡❢t✮ ❆ ✸❉ ♠❡s❤ s❝❛♥♥❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❀ ✭r✐❣❤t✮ ❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✸❉
♠❡s❤

❆❢t❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❵r❡♣❛✐r❡❞✬ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s

❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ♥♦✐s②✱

♠✐ss✐♥❣✱ ♦r ✐t ❝♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♠✐ss✐♥❣ ♠❛r❦❡rs ✐s ♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❜②

❜♦❞② ♣❛rts ♦r ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ♦✉t❞♦♦r ♠♦❝❛♣ s②st❡♠s✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s

r❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛r❦❡rs✳ ◆♦✐s② ♦r ♦✉t❧✐❡r ❡♥tr✐❡s ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t✇♦

♠❛r❦❡rs ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r❀ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ♠✐st❛❦❡♥❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠❛r❦❡r

❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✇❤❡♥ t✇♦ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❈❡rt❛✐♥ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦

♥♦✐s②✱ ♦r ♠✐ss✐♥❣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❞✉❡ t♦ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ♠❛r❦❡rs ♦r ❜♦❞② ♣❛rts✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r

t❤❡ ❑✐♥❡❝t s②st❡♠✱ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❢♦r ❛♥ ❛r♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛r♠ ✐s s✇✉♥❣

❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦❝❛♣

❞❛t❛ t❤❛t ✐s ♠✐ss✐♥❣✳

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ♠❡s❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❀ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s

♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡♣t❛❝❧❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡r ❛♥❞ s❝❛♥♥❡❞✱ s✉❝❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❈♦♠♠❡r✲

❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❝❛♥♥❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❈②❜❡r✇❛r❡ ▼♦❞❡❧ ❙❤♦♣ ✸❉ s❝❛♥♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❦❡r❜♦t

❉✐❣✐t✐③❡r✳

❆❢t❡r ❛ ✸❉ ♠❡s❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ r❡♣❛✐r❡❞✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡

✺
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ✸❉ ♠❡s❤ ♦❢ ❛ ❝♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s

❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤❀ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss

❝❛❧❧❡❞ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ✐ts s✉r❢❛❝❡✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ r♦✉❣❤❧② r❡❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✐ts s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s r❡s♦❧✉t✐♦♥

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❛ ♠❡s❤ ✐s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♠❡s❤ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✈❡r❛❧❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❢ ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✈❛r② ❛❝r♦ss ✐t✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧

r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣❛rts ❧✐❦❡ t❤❡ t♦rs♦✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦r ❝♦♠♣❧❡①

❢❡❛t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡❛rs ❛♥❞ t❤❡ ❡②❡s✱ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t

❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦r ♠❡s❤ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥

r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ✇❤✐❧❡ str✐✈✐♥❣ t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❧♦✇❡rs t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡

❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♠❡s❤ r❡♥❞❡r✐♥❣

❛♥❞ ❡❞✐t✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✶✳✺ s❤♦✇s ❛ ✸❉ ♠❡s❤ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛❢t❡r ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦✇ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✶✷✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s ✭❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐s ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛ ✺✵✵ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❛ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐③❡s ❜♦t❤ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡

❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛♥♥❡❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ P✐♥♦❝❝❤✐♦ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❬✻❪✱ ❛ s❦❡❧❡t♦♥ ✐s

✻
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❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r✐❣❣❡❞ ✐♥ ❛ ❤✉♠❛♥♦✐❞✲s❤❛♣❡❞ ✸❉ ♠❡s❤❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✸❉ ♠❡s❤

t♦ ❜❡ ❛♥✐♠❛t❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ r❡♣❛✐r✐♥❣ ❛♥② ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥

s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠

❛ s❡t ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❆♥② ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s r❡st♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✳ ❚❤❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❝❛♥

t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥✐♠❛t❡ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛♥✐♠❛t❡s t❤❡ ✸❉ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❡♥❞

r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ❛♥✐♠❛t❡❞ ♠❡s❤ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♠✐t❛t❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳

✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❝♦♣❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ✸❉ ♠❡s❤

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥t ❞❛t❛ ❜② r❛♥❞♦♠❧②

r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr✐❡s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❛s

✐♥♣✉t✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥t ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ✸❉

♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤❡s ❛t ✉♣ t♦ ✷✵✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ✐♥♣✉t✱ ✇❡

s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❡s❤❡s t♦ ✈❛r✐♦✉s t❛r❣❡t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✶✳✺ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✇

♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ s❝♦♣❡✱ ❢♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r s❝♦♣❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳

❲❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r✐♦r ♠♦t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♥♦♥✲♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s

t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧②

r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐♦r ♠♦t✐♦♥s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡r s❡t✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❧✐❛♥t ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♣r✐♦r ♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞

♠♦t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡✱ ♦r ✐❢
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t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r✐♦r ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♠♦t✐♦♥✱ r❡❝♦✈❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠✐❣❤t ❜❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❋♦r ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss

♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s r❡♥❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡s❤

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤✳ ❆ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❼ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦

r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡str✉❝t✉r❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦❝❛♣

❞❛t❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞

❛❝❤✐❡✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r

r❛♥❞♦♠❧② ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❼ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❙❱❚ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ s❦❡❧❡✲

t❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡

❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r

❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t✐♠❡✳

❼ ❋r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✉t✐❧✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s❀ ❢r❛♠❡✲

❜❛s❡❞ ❙❱❚ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s✱ ✇❤❡r❡❛s tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ ❙❱❚ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t
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❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛♠❡s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞

❙❱❚✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❜♦t❤ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ❛♥❞

❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ❢♦r r❛♥❞♦♠❧② ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❼ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭■❉❙✮ ✐s ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s r❡✲

♣❡❛t❡❞ r❡♥❞❡rs ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝❛♣t✉r❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✷✵ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❞✉r✐♥❣ s✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ■❉❙ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ♣❧❛❝❡❞

✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵ st❛t✐❝❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ♦♥❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❧❛❝❡

t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s♦ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳

❚❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ■❉❙ ♠❡t❤♦❞s r✉♥ ❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t✇❡♥t②✲✜✈❡

t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ■❉❙ ❛t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✶✳✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❈❤❛♣t❡rs ✸✱ ✹✱ ❛♥❞ ✺ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❤❡r❡❛s ❈❤❛♣t❡r ✻

❝♦✈❡rs ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥

♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✸❉ ♠❡s❤ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ✉s✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❢♦r♠s ❜❛s✐s ♦❢ ❛❧❧ ♦✉r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❙❱❚

♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞ ❜② ♠❛tr✐①

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱

❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❢♦r ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s

✾
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t❤❛t ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣♦s❡

s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ ✐t ✉s✐♥❣ ❙❱❚✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡ t♦❣❡t❤❡r t✇♦ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞

✇❤✐❝❤ ✜rst r❡❝♦✈❡rs ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t♦

❣✉✐❞❡ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚✳

❈❤❛♣t❡r ✻ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭■❉❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts ❞❡✜✲

❝✐❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❛t ■❉❙ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵✳ ❚✇♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞

t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❈❤❛♣t❡r ✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ s✉❣❣❡sts s♦♠❡ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✷

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❤✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✸❉ ♠❡s❤

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✈✐❡✇s ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♥❡ ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭♠♦❝❛♣✮ ❞❛t❛

r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ♠♦❝❛♣

r❡❝♦✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✸❉ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

❲❡ t❤❡♥ ❣❛✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜r✐❡❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❢♦r ❧❡ss r❡❧❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ✐♥✲❞❡♣t❤

❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❧❛ss ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳

▲❛st✱ ✇❡ ✇r❛♣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳
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LowerNeck

UpperNeck

Head

Thorax

Upperback

Lowerback

Root

RClavicle

RHumerus

RRadius

RWrist

RHand

RFingers

RThumb

LClavicle

LHumerus

LRadius

LWrist

LHand

LFingers

LThumb

RHipjoint

RFemur

RTibia

RFoot RToes

LHipjoint

LFemur

LTibia

LFootLToes

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▼♦❝❛♣ s❦❡❧❡t♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❊❛❝❤ ❧❛❜❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❥♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❵▲✬ ❛♥❞ ❵❘✬ ♣r❡✜①❡s
❞❡♥♦t❡ ❧❡❢t✲s✐❞❡❞ ❛♥❞ r✐❣❤t✲s✐❞❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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✷✳✷ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❉❛t❛ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❍✉♠❛♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❆ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛

s❡q✉❡♥❝❡ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s❦❡❧❡t❛❧ str✉❝t✉r❡ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡✱ ♦r

❢r❛♠❡✱ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❆ s❦❡❧❡t❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♦r s❦❡❧❡t♦♥✱

✐s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐♠❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❦❡❧❡t♦♥ ♣♦s❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭❝❛❧❧❡❞ ❥♦✐♥ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥♦✐♥ts✳ ■♥

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✭✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✱ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡♥ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛rs ❝♦♥✲

♥❡❝t✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❥♦✐♥ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜♦♥❡s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❥♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥

✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ❛❧❧ ♣♦s❡s ✐♥ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ s❤❛r❡

t❤❡ s❛♠❡ s❦❡❧❡t♦♥ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ ✜rst r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧

❥♦✐♥t✲♣♦s✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t✳ ❋✐❧❡ ❢♦r♠❛ts

s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❈✸❉✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧

❥♦✐♥t✲❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ❥♦✐♥t✱ ❛♥❞

t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤✐❧❞ ❥♦✐♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ❥♦✐♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t ✉s✐♥❣ ✐ts ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✐ts ♣❛r❡♥t ❥♦✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❜♦♥❡ ❧❡♥❣t❤✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞ ❥♦✐♥t ♣❛✐r ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡

s❦❡❧❡t♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐❧❡ ❢♦r♠❛ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❥♦✐♥t✲❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❆❙❋✰❆▼❈

❛♥❞ ❇❱❍✳

❋♦r ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠s✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡

❜♦❞② ♦❢ ❛♥ ❛❝t♦r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❝t♦r ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦t✐♦♥s✱ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛♠✲

❡r❛s ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡

t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s❦❡❧❡t♦♥ ❥♦✐♥ts✳ ■♥ s♦♠❡ s②st❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✉s❡

♠❛r❦❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❑✐♥❡❝t✱ ❥♦✐♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❘●❇

❛♥❞ ❞❡♣t❤ ✈✐❞❡♦✳ ❚❤✉s ♠♦❝❛♣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ♦✉t♣✉t ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❥♦✐♥t✲

✶✸
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♣♦s✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛❧s♦

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞❀ t❤✉s✱

✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❡♥❝♦❞❡s ❛ s❡t ♦❢ s❦❡❧❡t♦♥ ♣♦s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣♦s❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❥♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✳

■♥ ♠♦t✐♦♥ ❡❞✐t✐♥❣✱ t❤❡ ❥♦✐♥t✲❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✲

♥✐♣✉❧❛t❡❞ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♥❞ ❡❛s✐❧②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡✲❜②✲❢r❛♠❡✱

s♣❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❛❝r♦ss t✐♠❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛✲

t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✳✸ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❉❛t❛ ❘❡❝♦✈❡r② ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ♠♦❝❛♣ ♠❛r❦❡rs ♦r ❜♦❞② ♣❛rts

♠✐❣❤t ❜❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❝❛♣ ❥♦✐♥t ❡♥tr✐❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤✉s

t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❲✐❧❡② ❛♥❞

❍❛❤♥ ❬✼❪ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠✐ss✐♥❣

♠❛r❦❡r r❡❝♦✈❡r②✱ P✐❛③③❛ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✱

❝✐r❝✉❧❛r ♦r ❜♦t❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❝♦✈❡r②✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❝♦✈❡r ❡❛❝❤

❥♦✐♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❥♦✐♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❨✐✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ✉s❡❞ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛s

❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s✳ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉

❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡t t❤❡

✇✐♥❞♦✇ s✐③❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❥♦✐♥ts ✐s ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱

t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦♥❧② ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❢r❛♠❡s t❤❛t ❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ♥❡❛r t❤❡ ♠♦❝❛♣

❞❛t❛ t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❉❛t❛ t❤❛t ❧✐❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦

r❡❝♦♥str✉❝t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳
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❙♦♠❡ ✇♦r❦s ✉t✐❧✐③❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛✳ ▲✐✉ ❛♥❞ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❬✶✶❪ ❢♦r♠❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ▼✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛ss✐❣♥s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❢r❛♠❡s ❧✐❡ ✐♥

t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ s❛✐❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ❈❤❛✐ ❛♥❞ ❍♦❞❣✐♥s ❬✶✷❪ r❡tr✐❡✈❡❞ ♣♦s❡s

✭❢r❛♠❡s✮ t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♣♦s❡ ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ ♣♦s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛

❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♦r ✐♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡

♣r♦❝❡ss❡❞ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♣♦s❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❑rü❣❡r

❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❦❞✲tr❡❡ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s

✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❇❛✉♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹❪ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦s❡✳

❙✐♥❝❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❧✐♥❡❛r✱ s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s

t♦ ♠♦❞❡❧ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ●r♦❝❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❧❡❛r♥❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ▲❛t❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡ ▼♦❞❡❧s

✭●P▲❱▼✮ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ♣♦s❡s✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ♦❜s❡r✈❡❞

t❤❛t ●P▲❱▼ tr❡❛t❡❞ ❡❛❝❤ ♠♦❝❛♣ ♣♦s❡ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣

●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❝❛♣

❞❛t❛✱ t♦ ♠♦❞❡❧ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞✳ ▲♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢

♣♦s❡s t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❡ts ♦❢ ❢r❛♠❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤

t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ r♦❜✉st st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❜❛s❡s ❢r♦♠ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇❡r❡ ✉s❡❞

t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❚❛②❧♦r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❡str✐❝t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥

▼❛❝❤✐♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❛✐♠✳ ❳✐❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

✶✺
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❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦❝❛♣ ❢r❛♠❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡②

s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛rs❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞

❢r❛♠❡ ✐s ❛s s✐♠✐❧❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜②

❍♦✉ ❬✷✶❪ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ r❡q✉✐r❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛

♠♦❞❡❧✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s❀ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞

tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡r s❡t✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦

r❡❧✐❛♥t ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ✐s

❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r✐♦r ♠♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♠♦t✐♦♥✱ r❡❝♦✈❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✲

❝❡ss❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r

❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠❀ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢

❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✲

✐♠✐③❡❞ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞

❇❖▲❊❘❖ ❬✷✸❪ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤✐s s②st❡♠ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❜♦♥❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈✲

❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

❜♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

♥♦♥❧✐♥❡❛r❀ t❤✉s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s❧♦✇✳

▲❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ❛rr❛♥❣❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ t♦ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s✳

❚❤❡② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠❛tr✐① ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s

t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✺❪✱
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❛♥❞ t❤❡② s♦❧✈❡ ✐t ✉s✐♥❣ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❬✷✻❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡

❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❀

❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ♠❡t❤♦❞s ♣♦s✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❆ ❢❛st❡r

❜✉t ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦✇ r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛tr✐①

✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙r❡❜r♦ ❛♥❞ ❏❛❛❦❦♦❧❛ ❬✷✼❪✳

❆ r❡❧❛t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ✇♦r❦s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❝❝❧✉❞❡❞ s❡♥s♦r ♠❛r❦❡rs ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧

♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠s✳ ❍❡r❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✽✱ ✷✾❪ ✉s❡ ❛

♣r❡✲s♣❡❝✐✜❡❞ s❦❡❧❡t♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❛r❦❡rs✳ ■♥

t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍♦r♥✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪✱ s❡ts ♦❢ ♠❛r❦❡rs ✇✐t❤ ✜①❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠❛♥✉❛❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ s❦❡❧❡t♦♥ str✉❝t✉r❡❀ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✐❞ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛r❦❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ ✇♦r❦s✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❬✸✶✱ ✸✷❪

❛♥❞ ✉♥s❝❡♥t❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❬✸✸❪ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛❝❦ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛♥② ♠✐ss✐♥❣

♠❛r❦❡rs✳

✷✳✹ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡ ❉❛t❛ ❘❡❝♦✈❡r② ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡tt✐♥❣s

❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❢❡✇ ❝❤❛♣t❡rs❀

t❤✉s ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡✳

■♥ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❈▼❯ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛❜❛s❡

❬✸✹❪✳ ❊❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✸✶ ❥♦✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮✱ ❛♥❞ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✻✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r

s❡❝♦♥❞ ✭❢♣s✮ ♦r ✶✷✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧

s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡ ✶✷✵ ❢♣s s❡q✉❡♥❝❡s ❞♦✇♥ t♦ ✻✵ ❢♣s✳

❲❡ s❡❧❡❝t t✇♦ s❡ts ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s❀ t❤❡ ✜rst s❡t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥

♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s s❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✉♥❞❡r
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❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s

✷✵❴✵✶ ❈❤✐❝❦❡♥ ❞❛♥❝❡ ✻✹✷
✺✹❴✵✶ ▼♦♥❦❡② ❛❝t✐♦♥s ✾✻✵
✺✻❴✵✶ ❲❛❧❦ ❛r♦✉♥❞ ✼✺✸
✶✸✺❴✶✵ ❙②✉t♦✉✉❦❡ ♠❛rt✐❛❧ ❛rts ✇❛❧❦ ✶✵✵✵
✶✹✸❴✹✶ ❙♥❡❛❦ ✺✽✸
✹✷❴✵✶ ❙tr❡t❝❤✱ r♦t❛t❡✱ ❤❡❛❞✱ ❛r♠s✱ ❧❡❣s ✶✶✸✹
✺✺❴✵✶ ❉❛♥❝❡✱ ✇❤✐r❧ ✾✵✸
✽✺❴✵✶ ❏✉♠♣❚✇✐st ✹✾✾
✽✺❴✵✻ ❑✐❝❦✢✐♣ ✹✼✺
✶✹✸❴✷✹ ❑✐❝❦✐♥❣ ✺✵✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s

✶✹❴✵✶ ❇♦①✐♥❣ ✷✼✾✼
✶✹✸❴✵✹ ❘✉♥ ✜❣✉r❡ ✽ ✺✹✸
✶✸✺❴✵✷ ❊♠♣✐ ♠❛rt✐❛❧ ❛rts ✷✻✵✶
✻✶❴✵✺ ❙❛❧s❛ ❞❛♥❝❡ ✼✾✵
✽✺❴✵✷ ❏✉♠♣t✇✐st ✹✵✺
✹✾❴✵✷ ❏✉♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦♦t ❤♦♣♣✐♥❣ ✶✵✹✸
✶✸✺❴✶✶ ❨♦❦♦❣❡r✐ ♠❛rt✐❛❧ ❛rts ✇❛❧❦ ✶✷✷✸
✽✽❴✵✹ ❆❝r♦❜❛t✐❝s ✶✷✹✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❘❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♠❛s❦
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✭❛✮ l = 30
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✭❜✮ l = 60

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❇❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♠❛s❦ ❢♦r ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳ l ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♦❢
♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛

✻✵❢♣s s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡✳ ❲❡ s❡❧❡❝t s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s ✭❢r♦♠ ✻ s❡❝♦♥❞s t♦ ✹✻ s❡❝♦♥❞s✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❧♦♦s❡❧② ❞❡✜♥❡

❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡✱ s❤♦rt ♠♦t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♣✉♥❝❤ ♦r ❛ ❦✐❝❦❀ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥

❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠♦❝❛♣ s❡t✱ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛st❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛r❡

❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞s

t♦ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✽✺❴✵✷✱ ✶✸✺❴✵✷✱ ❛♥❞ ✽✽❴✵✹✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✶✹❴✵✶✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♣❡r❢♦r♠s r❡♣❡❛t❡❞ ♣✉♥❝❤✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ s✉❝❤

❛s str❛✐❣❤t ♣✉♥❝❤ ❛♥❞ ✉♣♣❡r❝✉t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ✶✸✺❴✵✷✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛

✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣♦s❡s✱ ❦✐❝❦s✱ ❛♥❞ ♣✉♥❝❤❡s✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡♥tr✐❡s {x, y, z} ❢r♦♠ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s

✶✾
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✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛

✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛

r❛t❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❙❛♠♣❧❡ ♠❛s❦s ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ✶✵✪ ❛♥❞ ✸✵✪ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛

r❛t❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ❊♥tr✐❡s ❢♦r ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❜❧❛❝❦❡❞ ♦✉t ❛r❡❛s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t ❤❛s ✸ ❡♥tr✐❡s ✭x, y, z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✮ ✐♥ ❛ ♠♦❝❛♣

s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ r❡♠♦✈❡❞ ❡♥tr② ✐♥ ❛ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♠❛s❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✸ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡

♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ❛t ❧♦✇❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s

❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ❛t ❤✐❣❤❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦

t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ l✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡t ♦❢ ❥♦✐♥ts t♦

r❡♠♦✈❡✳ ❊❛❝❤ ❥♦✐♥t r❡♠❛✐♥s ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❙❛♠♣❧❡ ♠❛s❦s

❢♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t l = 30 ❛♥❞ l = 60 ❢♦r ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 3

31
≈ 10%

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ❢♦r

s❤♦rt❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ♥♦t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ❢♦r ❧♦♥❣❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s✳ ❋♦r

♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❢r❛♠❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ l✱ ✇❡ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡♠ s♦ t❤❛t t❤❡②

❛r❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ l ❢r❛♠❡s✳

❇❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s

t♦✇❛r❞s ❥♦✐♥ts ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞

t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② t♦✇❛r❞s s✉❝❤ ❵❜✉rst②✬ ❡rr♦rs ✉♥❞❡r

t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❥♦✐♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡

❝♦rr✉♣t❡❞ ♠♦❝❛♣✱ ❡✳❣✳✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤r❡❡ ❥♦✐♥ts ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ 3

31
≈ 10%✳

❲❡ ✉s❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❘▼❙❊✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝♦✈❡r❡❞

♠❛tr✐①✳

RMSE(X̂,M) =

√√√√ 1

n1 × n2

n2∑

j=1

n1∑

i=1

(
X̂ij −Mij

)2

✭✷✳✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡①✱ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ♠❡s❤✳

✇❤❡r❡ X̂ ❛♥❞ M ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❝❛♣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡

❈▼❯ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✱ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❜② ✺✻✳✹✹✳

❚♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡

s❦❡❧❡t♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✻✳✻ ✉♥✐ts ✭✶✳✺ ♠❡t❡rs✮✳

✷✳✺ ✸❉ ▼❡s❤ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ■♥

❈❆❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s✉❛❧❧② s♣❧✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤

✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡

t❤❡ t❡r♠ ✸❉ ♠❡s❤✱ ♦r ❥✉st ♠❡s❤✱ t♦ r❡❢❡r s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✳

❆ ✸❉ ♠❡s❤ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ V = {v1, . . . , vV }✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡s✱ F = {f1, . . . , fF }, fi ∈

V×V×V ✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① s♣❡❝✐✜❡s

❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡✱ pvi = [xvi , yvi , zvi ]
T ✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢❛❝❡s✱ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

✷✶
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✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ E = {e1, . . . , eE}, ei ∈ V ×V ✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ♠❡s❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s

♦r ❢❛❝❡s t❤❛t ✐t ❤❛s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s V ✱ ❡❞❣❡s E✱ ❛♥❞ ❢❛❝❡s F ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠❡s❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ ❜② ❊✉❧❡r✬s ❢♦r♠✉❧❛

F + V − E = 2(1− g)

✇❤❡r❡ g ✐s t❤❡ ❣❡♥✉s✱ ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s✱ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥✉s ♦❢ ♠♦st ♠❡s❤❡s

✐s s♠❛❧❧✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s✱ ♦r ❢❛❝❡s t♦ q✉❛♥t✐❢②

♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♠❡s❤

r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✻ ✸❉ ▼❡s❤ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❆ ✸❉ ♠❡s❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✸❉ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦r t♦♠♦❣r❛♣❤② ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t

✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❀ t❤✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s❧♦✇s

❞♦✇♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r ♠❡s❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢

♠❡s❤ ❡rr♦rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ♦r ♠❡s❤ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✳

▼❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❜② ❡✐t❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❞✐st♦rt✐♦♥

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦r ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳ ▼❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✸✺❪ ✖ ✈❡rt❡① ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡♠❡s❤✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♠♦r❡ ♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

✷✷
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❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜r✐❡✢②

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳

❱❡rt❡① ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❢❛st✱ ✇✐t❤ (O(n)) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ r♦❜✉st✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤❡s

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✻❪ ✇♦r❦s ❜② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♦♥ ❛

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ■t t❤❡♥ ❝❧✉st❡rs ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

✐♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ▲♦✇ ❛♥❞ ❚❛♥ ❬✸✼❪

s♦rt❡❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦r❞❡r

❛♥❞ ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ▲✐♥❞str♦♠ ❬✸✽❪ ✉s❡❞

❛ q✉❛❞r✐❝ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❛❧❧ ❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✳

❘❡♠❡s❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❡s❤❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✱ ✇❤❡r❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ❛r❡

♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t②

♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡s❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✷❉ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✸❉ s✉r❢❛❝❡s✱

t❤✉s r❡♠❡s❤✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s r❡❣✉❧❛r✐t② ❛❧s♦ ♠❛❦❡s

t❤❡ ♠❡s❤ ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣r❡ss❀ ❤❡♥❝❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ♠❡s❤

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬✸✾❪✳

❘❡♠❡s❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡s❛♠♣❧❡ ❛ ♠❡s❤ ❛♥❞ r❡❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r

✇❛②✳ ❍❡♥❝❡✱ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤ ❜② ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛

♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ♦❜❡② ❝❡rt❛✐♥ ♣❛tt❡r♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠❡s❤❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✱

♦r ♥❡❛r❧② ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧✱ tr✐❛♥❣❧❡s ❬✹✵❪✱ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s ❬✹✶❪✱ ♦r sq✉❛r❡s ❬✹✷❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣

✈❡rt✐❝❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ r❡s❛♠♣❧❡❞ ♠❡s❤✱ ❈♦❤❡♥✲❙t❡✐♥❡r ❬✹✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢

s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s ❛s ♣r♦①✐❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝♦✉❧❞

r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✹❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✈❡② ♦❢ r❡♠❡s❤✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✷✳✻✳✶ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❉❡❝✐♠❛t✐♦♥

❍♦♣♣❡ ❬✹✺❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❛ ♠❡s❤ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① ❛t ❛ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡rt❡① ❝♦✉♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✿ ✐t ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ❤❛s ♦♥❡ ❧❡ss ✈❡rt❡① t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡s❤✳ ❚❤✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❤❛s t✇♦ ✉s❡❢✉❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤

✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❝❤❛♥❣❡s

s♠♦♦t❤❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s❝❛❧❡❞ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬✹✻❪ ♦❢ ❛ ♠❡s❤✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❉❡t❛✐❧ ✭▲♦❉✮

❬✹✺❪✳

■♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡rt❡① ✐s r❡♠♦✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✺✮❀ ✐t ✐s ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt❡① ✭❛ ✈❡rt❡① t❤❛t ✐t s❤❛r❡s ❛♥

❡❞❣❡ ✇✐t❤✮ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♥❡✇ ✈❡rt❡①✳ ■♥ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rt❡① t❛❦❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❢✉❧❧✲❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rt❡① ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

♠♦✈❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❢✉❧❧ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t②

♠❡s❤❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐s ♥♦t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ✈❡rt✐❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ s②st❡♠s r❡❧②✐♥❣

♦♥ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rt❡①✱
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❛♥❞ s♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❆❢t❡r t❤❡

t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rt❡①

❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ❛s t❤❡ t✇♦ ♣❛r❡♥t ✈❡rt✐❝❡s✳

❊❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ♠❛♥♥❡r ✖ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱

t❤❡ ✈❡rt❡① ♣❛✐r t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ ❧❡❛st ❡rr♦r ❛❢t❡r ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞✳ ❚❤✐s

❡rr♦r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s E(M̂,Mk)✱ ✇❤❡r❡ M̂ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ Mk ✐s t❤❡ ♠❡s❤

❛❢t❡r t❤❡ kt❤ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❍♦✇ t❤✐s ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❣❡s t♦ ❜❡

❝♦❧❧❛♣s❡❞❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✳

■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r✳ ●❛r❧❛♥❞ ❛♥❞ ❍❡❝❦❜❡rt ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ q✉❛❞r✐❝ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ❬✹✼❪✱

✇❤✐❝❤ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤✳

▲❛t❡r✱ ▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❚✉r❦ ❬✹✽❪ ✉s❡❞ ❛ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡

❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ E(Mk−1,Mk)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠❡s❤

✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉♥✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♠❡s❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s

♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s♦♠❡ ✇♦r❦s tr✐❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡

q✉❛❞r✐❝ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ✇❛s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧s✱ ❝♦❧♦rs✱ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥

❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ s✉♠♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❲❡✐ ❬✺✶❪ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✉s✐♥❣

❢❡❛t✉r❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❡rr♦r

t♦❣❡t❤❡r ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ ✐s ❞✐✣❝✉❧t❀ t❤❡s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡

♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❛✛❡❝ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❢♦❝✉s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ♥♦r♠❛❧s ♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s ❛♥ ❡rr♦r
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♠❡tr✐❝✳ ❍✉ss❛✐♥ ❬✺✷❪ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r ❝♦❧❧❛♣s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧s

✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛✳ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ❡rr♦r

♠❡tr✐❝✳ ❚♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❡①t✉r❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ t❡①t✉r❡ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❞✉r✐♥❣

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳

❖t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❬✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽❪ ♠❛♣♣❡❞ t❤❡ ♠❡s❤ s✉r❢❛❝❡ ♦♥t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✭❡✐t❤❡r s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✮

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥❀

♠❡s❤ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❡rr♦r s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ tr②✲

✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠✱ ▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❚✉r❦ ❬✺✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤✳ ❱✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡t ♦❢ ❝❛♠❡r❛s ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ ♠❡s❤

❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳

❙✐♥❝❡ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✉t✐❧✐③❡

✐♠❛❣❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❩❤❛♥❣ ❬✻✵❪ ✉s❡❞ t❤❡s❡

✐♠❛❣❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦

✇❡✐❣❤ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝ t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ ❝♦❧❧❛♣s❡s ❢♦r ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s❡❡♥

✭❡✳❣✳✱ ✐♥t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❡s❤✮✳ ❈❛st❡❧❧♦ ❬✻✶❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡

♦♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❢❛❝❡ ❛r❡❛✳ ❆ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧✲♦❢✲❞❡t❛✐❧ ✭▲❖❉✮✳

❱✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❖❉ ❬✹✺❪ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♠❡s❤ ✉s✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞✱ ❛t ❧♦✇

✷✻
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❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ♠❡s❤ ❛t ✈❛r②✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✈✐❞❡♦

❣❛♠❡s✱ ✈✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❖❉ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ s♣❡❡❞❀ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❛

❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛r❡ ✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡✱

t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳

▲❛t❡r ✇♦r❦s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ▲❖❉ ❦♥♦✇♥ ❛s ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❖❉ ❬✻✷✱ ✻✸✱ ✻✹❪✱

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ✐t✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡

✈✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❖❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡s❤✳ ■♥ t❤✐s s②st❡♠✱ ❛♥ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ✈❛r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ♠❡s❤

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t r❡♥❞❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❋♦r

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t r❡♥❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠❡s❤ ✐s s❡t t♦ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❛r❡❛s ♥❡❛r t❤❡

✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛♥❞ t♦ ❛ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❛r❡❛s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✈✐❡✇✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❖❉ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣❡r❝❡♣t✐❜❧② ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ♠❡s❤ t❤❛♥ ✈✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❖❉

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡rt❡① ❝♦✉♥t✱ ❜✉t ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦st ❞✉r✐♥❣ ♠❡s❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ▲❖❉ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✻✺✱ ✻✻✱ ✸✺❪✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ ♦✉r ✇♦r❦ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡

t❤❡♥ ❝♦✈❡r t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❜r✐❡✢② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✖ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✱

❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s

t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♠❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡

♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ✐♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✸❉ ♠❡s❤ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✼
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❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❞❡❝✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✳

✷✽



❈❤❛♣t❡r ✸

▼♦❝❛♣ ❘❡❝♦✈❡r② ✉s✐♥❣

❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍✉♠❛♥ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦✈✐❡s✱ ✈✐❞❡♦ ❣❛♠❡s✱ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❧❞s✱ s♣♦rts ❛♥❞

♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❤✉♠❛♥ ❛♥✐♠❛t✐♦♥✳ ▼♦❝❛♣

❞❛t❛ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥s ✇❤♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦t✐♦♥s❀ ✉s✉❛❧❧② ✈✐❛

♠❛r❦❡rs ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦r✬s

♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t

♣❡r❢❡❝t ✖ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦✐s② ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✉❡ t♦ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ♠❛r❦❡rs✳

▲❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ❛rr❛♥❣❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡♥

r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❬✷✺❪ ♣r♦❜❧❡♠

t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠❛tr✐①❀ t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✻❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡

✷✾
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t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❙✐♥❝❡ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❝♦✈❡rs ♠✐ss✐♥❣ ♠❛tr✐① ❡♥tr✐❡s ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧② ✇❤❡♥

t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❧♦✇✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ❜②

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ✐♥st❡❛❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐ts ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ♠♦❝❛♣

❞❛t❛ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❯s✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠

♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇s

s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✲s❡q✉❡♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✳

❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♣ t♦ ✽✵✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✻✽✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤✲

♦❧❞✐♥❣✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱

✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇r❛♣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺

✸✳✷ ▼❛tr✐① ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛tr✐①❄

■❢ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❧♦✇ r❛♥❦❡❞ ✭♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ❧♦✇ r❛♥❦✮✱ ❧♦✇ r❛♥❦

♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✷✺❪ s❛②s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐① t❤❛t

♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s✳ P✉t ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥

s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❦✳

❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥s ✭♦r

r♦✇s✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① X ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢

♠❛①✐♠❛❧❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢

✸✵
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X✱ ✐✳❡✳✱

xi =
k∑

j

αjcj , ∀xi ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ xi ✐s t❤❡ it❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ X✱ k ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ X✱ ❛♥❞ cj ∈ C✱ ✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ k

♠❛①✐♠❛❧❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❝t♦rs✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❜❛s✐s s❡t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ C ❛s t❤❡

s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ X❀ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ X ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞

❜② k✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ C✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ s♠❛❧❧ k ❧✐♠✐ts t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡

❡♥tr✐❡s ♦❢ X❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡♥tr✐❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❝♦✈❡r ❛

❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① X✳

❚❤❡ ❧♦✇ r❛♥❦ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛tr✐①

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧✐♠✐t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❆ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n1 × n2

❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ ♦❢ ♠✐♥✭n1, n2✮✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■❢ ❛

♠❛tr✐① ❤❛s k = ♠✐♥(n1, n2)✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ ♣♦ss✐❜❧❡❀ ✐t ✐s ❛ ❢✉❧❧ r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐①✳

❆ss✉♠✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤❡r❡ n2 > n1✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ k = 10 ❛♥❞ n1 = 93 ✐s

❧♦✇ r❛♥❦❡❞✱ ❜✉t ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ k = 10 ❛♥❞ n1 = 11 ✐s ♥♦t✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥❡❛r❧② ❢✉❧❧ r❛♥❦❡❞✳

❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❤♦✇ s♠❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ k s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❦✮ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s

❧♦✇ r❛♥❦❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧♦✇ r❛♥❦❡❞❀

str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡② ❛r❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦❡❞✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡❧② ❜② ❛ ❧♦✇

r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐①✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❧♦✇ r❛♥❦

♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳

❋r♦♠ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❢♦r ❊q✳ ✸✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t ❛ k r❛♥❦❡❞

♠❛tr✐① ❤❛s ❝♦❧✉♠♥s ✭♦r r♦✇s✮ t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ ❛ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s s✉❜s♣❛❝❡

✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ C✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❧♦✇ r❛♥❦❡❞ ✐❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡

✸✶
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❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ✐s s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ xi✱ n1✳

▼♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✐♥

♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✶✶❪✱ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t C ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠

❛ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ xi✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ✐♥ xi ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✉s✐♥❣ α✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✶✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❛s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

❜❛s✐s s❡t C ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜❛s✐s s❡t t❤❛t ❝❛♥ ❢♦r♠

X✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ α ❛♥❞ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ♦❢ X✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ✇r♦♥❣ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❊q✳ ✸✳✶ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦✇ ✈❡❝t♦rs✱ ✐✳❡✳✱ xT
i =

∑k
j αjc

T
j , ∀xT

i ✱ ✇❤❡r❡ xT
i ✐s t❤❡ r♦✇ i ♦❢ ♠❛tr✐① X✱ ✐t ✐s ♥♦t ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❞♦ s♦ ✇❤❡♥

n2 ≫ n1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ k r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r ♦r

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❡t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇ ✈❡❝t♦rs ✐♥ X ✐s n1✱

t❤❡♥ k ≤ n1✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t n2 ≫ n1✱ t❤❡♥ n2 ≫ k✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛♥②

♠❛tr✐① ✇✐t❤ s✉❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ r♦✇ ✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ r♦✇ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s n2✮ s✉❜s♣❛❝❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧♦✇

r❛♥❦❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♠✐♥(n1, n2) = n1✳ ❚❤✉s ✐t ✐s

♥♦t ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉s❡ r♦✇ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❛tr✐① ❤❛s ❧♦✇ r❛♥❦✱ ❛♥❞

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦♥ s❛✐❞ ♠❛tr✐①✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ k

✈❡❝t♦rs s♣❛♥♥✐♥❣ ❛ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞

✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② r❡❞✉♥❞❛♥❝② t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳

▼❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥

❜❡ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛✉s❡s

t❤❡ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ❧♦✇ r❛♥❦❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① ✐s ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ❡①❛❝t❧②

❧♦✇ r❛♥❦❡❞✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧♦✇ r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐① ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❋♦r
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❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ♠♦✈✐❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠✱ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s

♦❢ ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ✉s❡r r❛t✐♥❣s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦✈✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

r♦✇s ❛♥❞ r❛t❡❞ ♠♦✈✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❧♦✇ r❛♥❦❡❞

s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ✉s❡r✬s ♠♦✈✐❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ▼❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❤❛s

❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✈✐❞❡♦ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❬✻✼❪✱ ✇❤❡r❡ ♣✐①❡❧s ❞❡❡♠❡❞ ♥♦✐s② ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛♥❞

t❤❡♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✻✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ✐s s♣❛rs❡❧②

s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ❧♦✇✲r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞❀ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❡♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤

❝♦❧✉♠♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❡❝t♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♣r❡❛❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❛♠♣❧❡❞ ❡♥tr✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r❡❝♦✈❡r②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❡❝t♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✺❪✱ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ♠❛tr✐① ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s m ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❛♥❦

r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳✱

m ≥ Cn6/5r log n ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ n = ♠❛①(n1, n2) ✇❤❡r❡ (n1, n2) ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♠❛tr✐①✳ ❊q✳ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧②✳
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✸✳✷✳✶ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st r❛♥❦❡❞ ♠❛tr✐① t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

❡♥tr✐❡s✱ ✐✳❡✳✱

♠✐♥✐♠✐③❡ r❛♥❦(X) ✭✸✳✸✮

s✉❜❥❡❝t t♦ Xij = Mij (i, j) ∈ Ω

✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ r❛♥❦✭X✮ ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ X✱ ❛♥❞ Ω ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s Mij ♦❢ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① M✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

♣r♦♣♦s❡❞ ❬✷✺❪✱ ✐✳❡✳✱

♠✐♥✐♠✐③❡ ‖X‖∗ ✭✸✳✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦ Xij = Mij (i, j) ∈ Ω

‖ • ‖∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♥♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❛rr❛♥❣❡❞

✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳✱

‖X‖∗ =
n∑

k=1

σk(X) ✭✸✳✺✮

Pr♦❜❧❡♠ ✸✳✹ ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

▼❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡❝♦✈❡rs ❛ ♠❛tr✐① ❜② s♦❧✈✐♥❣ Pr♦❜✲

❧❡♠ ✸✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ Pr♦❜❧❡♠ ✸✳✹✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣

❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧✐❡rs ✭❆❉▼▼✮ ❬✻✾❪ ❛♥❞ ❋✐①❡❞ P♦✐♥t ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡ ❙❱❉ ✭❋P❈❆✮ ❬✼✵❪✳

❲❡ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ▲❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❙✐♥✲
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❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✻❪✳ ❙❱❚ ♠✐♥✐♠✐③❡s f(X) := τ‖X‖∗+ 1

2
‖X‖2F ✱

✇❤❡r❡ ‖X‖F ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ X✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ f(X) := ‖X‖∗❀ t❤✉s✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ✐♥❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛

♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r τ ✱ ❜✉t

❞♦✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t ❝♦st ♦❢ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

■♥♣✉t✿ M✱ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s Ω
P❛r❛♠❡t❡r✿ δ✱ τ ✱ k♠❛①✱ tol
❖✉t♣✉t✿ ❘❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ X̂

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿
Y0 ← δPΩ(M)
k ← 1

✶✿ ✇❤✐❧❡ k < kmax ❛♥❞ RMSE(PΩ(X
k), PΩ(M)) > tol ❞♦

✷✿ Xk = Dτ (Y
k−1) ✴✴ ✉♣❞❛t❡ X

✸✿ Y ← Yk−1 + δPΩ(M−Xk✮ ✴✴ ✉♣❞❛t❡ Y

✹✿ k ← k + 1
✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✻✿ X̂← Xk

✼✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭PΩ(X)✮
✽✿ ✐❢ (i, j) ∈ Ω t❤❡♥

✾✿ Yij = Xij

✶✵✿ ❡❧s❡

✶✶✿ Yij = 0
✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✸✿ ❘❡t✉r♥ Y

✶✹✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✺✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Dτ (X)✮
✶✻✿

∑
i σiuiv

T
i ← X ✴✴ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✶✼✿ Y ←
∑

imax(σi − τ, 0)uiv
T
i

✶✽✿ ❘❡t✉r♥ Y

✶✾✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❙❱❚ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r st❡♣

s✐③❡ δ ✇✐❧❧ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱
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t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❞✐✈❡r❣❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❝♦✈❡r❡❞

♠❛tr✐① Xk ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❡rr♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❜② tol✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

❡♥tr✐❡s ♦❢ M✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ kmax✳

✸✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❆ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ❤♦❧❞s t❤❡ ✸❉

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s {xi, yi, zi} ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❥♦✐♥ts❀ ❛s s✉❝❤✱ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ n2 ❢r❛♠❡s ❛♥❞ j

❥♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① M ∈ Rn1×n2 , n1 = 3j

M❢ = [f1 f2 . . . fn] ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ f = [x1 y1 z1 x2 y2 z2 . . . xj yj zj ]
T

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♠❛tr✐① ❛s ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ♠♦❝❛♣

s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦s❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❛ ♣❡rs♦♥ ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣✉♥❝❤✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ r❡❛❞② ♣♦s❡✱ ❛r♠ ♦✉tstr❡t❝❤ ♣♦s❡✱ ❛♥❞

❛r♠s ♣✉❧❧❡❞ ✐♥ ♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s❡s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❧♦✇✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❊q✳ ✸✳✶✱ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡

xi ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❢r♦♠ ❥✉st ci ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦s❡s

♠❡♥t✐♦♥❡❞✳

❖t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ r❛♥❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❢r❛♠❡s ♦❢

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❇❛r❜✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✼✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢r❛♠❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ❧✐❡ ✐♥ ❛

❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ❧♦✇ r❛♥❦✳ ❚❤✐s ❧♦✇ r❛♥❦ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ❛s ✉s❡❞ ❜② ▲❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✳

❙✐♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r r❛♥❦ ✭❊q✳ ✸✳✷✮✱ ✇❡ ❛✐♠
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t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❤❛s ❤✐❣❤ ❢r❛♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❢♦r ♠♦t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t✱ ❛✮ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

❢r❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ❢r❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞✱ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡rr♦r✱ ✐♥t♦ ❛ s♠❛❧❧ s❡t

♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ ❜✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② r❡♣❡t✐t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❇❛r❜✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✼✶❪ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦t✐♦♥

✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❛❝t✐♦♥s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t❤❛♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳

◆❡①t✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❥♦✐♥ts ♦✈❡r ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛r❡

❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❤✉♠❛♥ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

♠❛♥♥❡r❀ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ❥♦✐♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✇❤❡♥ ✇❡ s✇✐♥❣ ❛ ♣✉♥❝❤✱ t❤❡ s❤♦✉❧❞❡r✱ ❡❧❜♦✇ ❛♥❞ ✇r✐st ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢

❛♥ ❛r❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r r❡♣❡❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❤✐❣❤

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❝t✐♦♥s✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡

❧♦✇❡r r❛♥❦ t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❛s ❛

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts t✱ ✐✳❡✳✱

Mt =[t1 t2 . . . tk]

✇❤❡r❡ t =[xi,s yi,s zi,s xi,s+1 yi,s+1 zi,s+1 . . . xi,s+L−1 yi,s+L−1 zi,s+L−1]
T ,

k =n1 × n2/3L

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥t✳ ❊❛❝❤ t ✐s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛

❥♦✐♥t ❢r♦♠ ❢r❛♠❡ s t♦ ❢r❛♠❡ s + L − 1✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♠❛tr✐① ❛s ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶ s❤♦✇s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❢♦r ▲ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤✉s

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢r❛♠❡s✱ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❥♦✐♥t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①

✸✽
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tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❙✐♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ ✉♥✐t✱ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① M❢ ❛♥❞ ✐ts tr❛♥s♣♦s❡ MT
❢ ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛ ❝♦❧✉♠♥

♦❢ MT
❢ ❛s ❛ ♣r♦♣❡r tr❛❥❡❝t♦r②✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ x✱ y ♦r z ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛

❥♦✐♥t ❛♥❞ ❧❛❝❦s ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ {x, y, z} ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t t♦❣❡t❤❡r ❛s ❛ ✉♥✐t

❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❥♦✐♥t✬s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ {x, y, z} ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

s❡q✉❡♥❝❡ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Mt ✇✐t❤ L = n2 ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ MT
❢ ✳

✸✳✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳

❲❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✶✮ ❢♦r ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❢r❛♠❡✲

❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❋❙❱❚✮ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❚❙❱❚✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❜② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜② ❈❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ τ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦

8
√
n1n2 ❢♦r ❋❙❱❚✱ ❛♥❞ 8

√
m1m1 ❢♦r ❚❙❱❚ ✇❤❡r❡ (m1,m2) ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ s❡t tol = 0.01 ❛♥❞ δ = 1.9✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❙❱❚ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛t❧❛❜ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛

❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ✐✼✲✸✼✼✵ ❈P❯ ❛♥❞ ✽●❇ ♠❡♠♦r②✳

❲❡ ❧✐st ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮

❛♥❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② r❛♥❞♦♠❧②

r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❲❡
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❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✷✵❴✵✶ ❈❤✐❝❦❡♥ ❞❛♥❝❡ ✹✷❴✵✶ ❙tr❡t❝❤✱ r♦t❛t❡✱ ❤❡❛❞✱ ❛r♠s✱ ❧❡❣s
✺✹❴✵✶ ▼♦♥❦❡② ❛❝t✐♦♥s ✺✺❴✵✶ ❉❛♥❝❡✱ ✇❤✐r❧
✺✻❴✵✶ ❲❛❧❦ ❛r♦✉♥❞ ✽✺❴✵✶ ❏✉♠♣❚✇✐st
✶✸✺❴✶✵ ❙②✉t♦✉✉❦❡ ♠❛rt✐❛❧ ❛rts ✇❛❧❦ ✽✺❴✵✻ ❑✐❝❦✢✐♣
✶✹✸❴✹✶ ❙♥❡❛❦ ✶✹✸❴✷✹ ❑✐❝❦✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤

❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✶✹❴✵✶ ❇♦①✐♥❣ ✽✺❴✵✷ ❏✉♠♣t✇✐st
✶✹✸❴✵✹ ❘✉♥ ✜❣✉r❡ ✽ ✹✾❴✵✷ ❏✉♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦♦t ❤♦♣♣✐♥❣
✶✸✺❴✵✷ ❊♠♣✐ ♠❛rt✐❛❧ ❛rts ✶✸✺❴✶✶ ❨♦❦♦❣❡r✐ ♠❛rt✐❛❧ ❛rts ✇❛❧❦
✻✶❴✵✺ ❙❛❧s❛ ❞❛♥❝❡ ✽✽❴✵✹ ❆❝r♦❜❛t✐❝s

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

s✐♠✉❧❛t❡ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈❡ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❥♦✐♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❢♦r ❤♦✇ ♠❛♥② ❢r❛♠❡s ✐s ❛ ❥♦✐♥t ♠✐ss✐♥❣✳ ❲❡ ✉s❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥

❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❘▼❙❊✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠❛tr✐①✳

RMSE(X̂,M) =

√√√√ 1

n1 × n2

n2∑

j=1

n1∑

i=1

(
X̂ij −Mij

)2

✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ X̂ ❛♥❞ M ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❝❛♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✹✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ▲❡♥❣t❤ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐①

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r r❛♥❦✱ ✇❡ ✜rst ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s

❧♦✇❡r r❛♥❦✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ✐s ♥❡❛r❧② ❛❧✇❛②s ❢✉❧❧ r❛♥❦✱ s♦ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
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Frame−based

Trajectory L=20

Trajectory L=31

Trajectory L=80

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ Er ♦❢ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ r❛♥❦ r ❢♦r ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞
♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤s L✳

❡♥❡r❣② Er ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦ r✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢

r✳ Er ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ ❛rr❛♥❣✐♥❣

t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✽✳

Er =

∑r
i=1

σ2
i∑j♠❛①

i=1
σ2
i

✭✸✳✽✮

Er r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢

r❛♥❦ r❀ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① ❤❛s r❛♥❦ r ✇❤❡r❡ ✐ts Er ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱

✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦ ✐❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✶ ❡❛r❧✐❡r ✭❛t ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s

♦❢ r✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠❛tr✐❝❡s✳

❲❡ ♣✐❝❦ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✲

❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦s r ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤s L✳ ❋r♦♠

t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤
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L ✉s❡❞❀ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r L ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡r L ❛❧s♦

❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❀ ❛s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐ts

♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ ❜② s❡tt✐♥❣ L = 31✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ L = 31 ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐①❀ t❤✉s t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦ t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛✲

❜❧❡ ✸✳✷✮ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s

❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ L ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❛✮✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❘▼❙ ❡rr♦rs ♦✈❡r ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❜✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡

♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ L ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ✜t ❛ ❧✐♥❡ t♦ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s

✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❝✮✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ L ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣

r❛t❡✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ s❤♦rt❡r tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❧❡ss r♦❜✉st t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡rr♦r r❛t❡❀

❘▼❙ ❡rr♦r r✐s❡s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ✇❤❡♥ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❜✮✮✳

❲❡ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L ❤❛s ❧❡ss ✐♠♣❛❝t ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✪❀

t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ L ✐s ✇✐t❤✐♥ ✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘▼❙ ❡rr♦r✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡

s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L t♦ ✺✵✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤✐♥❦ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐t

❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t

✐s ❛ s✐♠♣❧❡r ✇❛② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
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❛st❡r✐s❦s✮✳ ❈✐r❝❧❡s s❤♦✇ L ✇✐t❤ ❘▼❙ ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ ✺✪ ♦❢
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘▼❙ ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ L✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ❛t ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s
♦❢ ✵✳✶✱ ✵✳✸✱ ❛♥❞ ✵✳✺ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ◆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
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✸✳✹✳✷ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚✐♠❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❝♦♥st❛♥t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❈♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ ❋❙❱❚✱ ❚❙❱❚ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❜② ✹✻✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❚❙❱❚ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r ❋❙❱❚ ❜② ✸✻✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞

❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭▲✐♥❡ ✶✻

♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❱❚ ❜② ❢❛r✳

✸✳✹✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡

❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❢r❛❝✲

t✐♦♥s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✱

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r ❛r❡ ✽✺❴✵✷✱ ✶✸✺❴✵✷✱ ❛♥❞ ✽✽❴✵✹✳ ❚❤✐s ❝♦♥❢♦r♠s ✇✐t❤

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥✱

✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

♠✐ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ r❡❝♦✈❡r ❜♦t❤ ❢r❛♠❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❞r♦♣ ✐♥

❛❝❝✉r❛❝② ❛t ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡s ❛❜♦✈❡ ✹✵✪✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✐s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✽✵✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ✻✽✪ ✐♠✲

♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t s❤♦rt ❥♦✐♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

t❤❛♥ ❢r❛♠❡s✳

✹✺
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✽✺❴✵✷ ❆ ✵✳✵✹✶ ✵✳✵✾✹ ✵✳✶✾✷ ✵✳✹✵✷ ✵✳✻✻✶ ✶✳✶✾✸
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✭❏✉♠♣✐♥❣✮ ❇ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✺✸ ✵✳✵✾✾ ✵✳✷✵✶

❈ ✻✻✳✾✵✪ ✼✵✳✵✸✪ ✼✶✳✵✺✪ ✼✵✳✸✻✪ ✻✷✳✽✺✪ ✺✹✳✶✻✪

✶✸✺❴✵✷ ❆ ✵✳✵✽✼ ✵✳✶✺✶ ✵✳✷✻✷ ✵✳✹✶✺ ✵✳✻✹✺ ✶✳✵✷✺
✭▼❛rt✐❛❧❆rts✮ ❇ ✵✳✵✷✷ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✺✸ ✵✳✵✽✶ ✵✳✶✸✾ ✵✳✷✻✺

❈ ✼✹✳✾✼✪ ✼✼✳✺✹✪ ✼✾✳✾✶✪ ✽✵✳✹✶✪ ✼✽✳✹✻✪ ✼✹✳✶✸✪

✶✸✺❴✶✶ ❆ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✼✽ ✵✳✶✹✶ ✵✳✷✹✵ ✵✳✸✽✵ ✵✳✻✽✸
✭❑✐❝❦✐♥❣✮ ❇ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✹✾ ✵✳✵✽✹ ✵✳✶✸✵ ✵✳✷✺✹

❈ ✻✺✳✷✷✪ ✻✸✳✵✸✪ ✻✺✳✹✸✪ ✻✺✳✵✽✪ ✻✺✳✼✽✪ ✻✷✳✽✼✪

✻✶❴✵✺ ❆ ✵✳✵✺✻ ✵✳✶✵✸ ✵✳✶✼✺ ✵✳✷✼✺ ✵✳✹✶✼ ✵✳✻✺✼
✭❙❛❧s❛✮ ❇ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✷✼ ✵✳✵✸✾ ✵✳✵✼✵ ✵✳✶✸✺

❈ ✼✺✳✼✾✪ ✽✶✳✽✷✪ ✽✹✳✼✼✪ ✽✺✳✻✼✪ ✽✸✳✷✹✪ ✼✾✳✸✽✪

✽✽❴✵✹ ❆ ✵✳✵✽✽ ✵✳✶✹✾ ✵✳✷✾✼ ✵✳✹✾✹ ✵✳✼✼✹ ✶✳✷✵✶
✭❆❝r♦❜❛t✐❝s✮ ❇ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✸✶ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✽✽ ✵✳✶✺✹ ✵✳✸✵✽

❈ ✼✾✳✻✼✪ ✼✾✳✶✾✪ ✽✷✳✸✻✪ ✽✷✳✷✽✪ ✽✵✳✶✺✪ ✼✹✳✸✽✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✮ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❇✮ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭❈✮ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✮ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ ✭❇✮ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ L = 50✱ ❛♥❞ ✭❈✮ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ L = 200 ✉♥❞❡r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ❛ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✪✳ l ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡r✈❛❧✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✳ ❋✐rst✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡ ✐s ✜①❡❞ ❛t ✶✵✪✱ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡rr♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱

✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛s

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛s t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❚❙❱❚ ✐♠♣r♦✈❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✷✵✵❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐s st✐❧❧ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❋❙❱❚✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ L ❞❡❢❡❛ts t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ r❛♥❦ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❚❙❱❚ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❋❙❱❚✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ❤❛s

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❡❛r❧✐❡r t❤❛t ❚❙❱❚ ❤❛s ❧♦✇❡r r❛♥❦ t❤❛♥ ❋❙❱❚✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t

t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥✐❢♦r♠✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❊q✳ ✸✳✷ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♠❛s❦ ❢♦r

❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥

✹✼
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✭❜✮ ❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
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✭❞✮ ❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ l = 120

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❇❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts
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❋✐❣✳ ✸✳✹ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛s ✉♥✐❢♦r♠ ❛s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ✉♥✐❢♦r♠ t❤❛♥

t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆t ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l = 15✱ s♦♠❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮

❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥tr✐❡s ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤✐s

s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✇♦rs❡ ❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ l✱ s✉❝❤ ❛s l = 120✳ ▼❛♥② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❤❛✈❡

❛❧❧ t❤❡✐r ❡♥tr✐❡s ♠✐ss✐♥❣❀ t❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❧✐❛❜❧② r❡❝♦✈❡r ♠❛tr✐❝❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐ts

❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉t✐❧✐③❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ ❜❡

str✉❝t✉r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❜②

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❛s s❡ts ♦❢ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

✉s❡❞ s❡ts ♦❢ ❢r❛♠❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦ t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②

❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❤✉❣❡ ♠❛r❣✐♥ ❢♦r r❛♥❞♦♠❧② ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r r❡❝♦✈❡r② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❧❧ t❡st❡❞ ♠♦❝❛♣

s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛t ✻✽✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ✽✵✪ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢

r❛♥❞♦♠❧② ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❡✈❡♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ✐t ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✳

❋♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤
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✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤

t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❙❱❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦✇❛r❞s

❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✺✵



❈❤❛♣t❡r ✹

▼♦❝❛♣ ❘❡❝♦✈❡r② ❯s✐♥❣ ❙❦❡❧❡t♦♥

❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦✉t♣❡r✲

❢♦r♠s t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s✱

❜♦t❤ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐s ♥♦t r♦❜✉st ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐①

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s r♦❜✉st t♦✇❛r❞s

s✉❝❤ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❆s ❛ r❡❝❛♣✱ ❈❛♥❞ès ❛♥❞ ❘❡❝❤t ❬✷✺❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡♥tr✐❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①

✺✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❱❚✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t
❦♥❡❡ ❥♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ❛r❡ s❡✈❡r❡❧② ❞✐st♦rt❡❞✳

✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉❝❧❡❛r ♥♦r♠ t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❦♥♦✇♥ ❛s

♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ▲❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✱ ✇❤❡♥ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✐s ❛ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡② t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛

❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❦♥♦✇♥ ❛s ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮ ❬✷✻❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ s❦❡❧❡t♦♥ ✐s r✐❣✐❞✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❥♦✐♥ts ✐s ❝♦♥✲

st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ♠♦t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞

❢♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❱❚✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♠♦❝❛♣ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❧♦♥❣

✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦♥❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛

♠✐❣❤t ✉♥❞❡r❣♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ s❤r✐♥❦❛❣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ s❡q✉❡♥❝❡❀ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

❲❡ r❡♠♦✈❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱ r❡❝♦✈❡r t❤❡

❡♥tr✐❡s ✉s✐♥❣ ❙❱❚✱ ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r

♦❢ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❥♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❆s s❤♦✇♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘▼❙ ❡rr♦r ❛♥❞ s❦❡❧❡t♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ t❤r❡❡ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣
❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦✈❡r ✈❛r②✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r
✐s t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❥♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞
♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✳

✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❜♦t❤ ❡rr♦rs ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞❀ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥

✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♠♣ts t♦

♣r❡s❡r✈❡ ❜♦♥❡ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✇❤❡♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜♦♥❡

✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

st✐❧❧ ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❙❈❋❙❱❚✮

♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❋❙❱❚✮ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❛r❣✐♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r

❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳ ❙❈❋❙❱❚ ♣❡r❢♦r♠s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡❧②

✇✐t❤ ❇❖▲❊❘❖ ❬✷✸❪✱ ❛ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s t❤❛t

❛❧s♦ ✉t✐❧✐③❡s s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
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■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❙❱❚

♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞✳ ❆❢t❡r t❤❛♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ s❦❡❧❡t♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞

❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✇r❛♣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

✹✳✷ ▼♦❝❛♣ ❘❡❝♦✈❡r② ❯s✐♥❣ ❙❱❚

❚♦ r❡❝♦✈❡r ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜rst r❡♣r❡s❡♥t ✐t ✉s✐♥❣ ❛

❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ Rn1×n2 , n1 = 3j

M = [f1 f2 . . . fn2
] ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ f = [x1 y1 z1 x2 y2 z2 . . . xj yj zj ]
T

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ f ❤♦❧❞s t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s {x, y, z} ♦❢ j ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①

❤❛s ❧♦✇ r❛♥❦❀ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❝❛♣

r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✶

♠✐♥ f(X) ✭✹✳✷✮

s✳t✳ S(X) = b ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ S : Rn1×n2 7→ Rnb ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ t❤❛t ❡①tr❛❝ts nb ❡♥tr✐❡s ❢r♦♠ ❛ n1 × n2 ♠❛tr✐①✳

b ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ m ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① M t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✱ ✐✳❡✳✱ b = S(M)✳

f(X) := ‖X‖∗✱ ✇❤❡r❡ ‖X‖∗ ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ∈ Rn1×n2 ✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✻❪✱

✶❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❊q✳ ✸✳✹✱ ❜✉t ✐s ❝❛st❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳

✺✹
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✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r f(X) := τ‖X‖∗ + 1

2
‖X‖2F ✱ ✇❤❡r❡

‖X‖F ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ X✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ❆

❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r τ ✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✷ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ ✐s

Xk = DτS∗(yk−1) ✭✹✳✹✮

yk = yk−1 + δ(b− S(Xk)) ✭✹✳✺✮

❚❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① X̂ = Xk✜♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r Xk ✐♥

❊q✳ ✹✳✹ ❛♥❞ yk ✐♥ ❊q✳ ✹✳✺ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ S∗ : Rnb 7→ Rn1×n2 ✐s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ S✱ ✇❤✐❧❡

δ ✐s t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ Dτ ✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❙❱❚✱ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞s t❤❡

s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σi ♦❢ ✐♥♣✉t X ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Dτ (X) := UDτ (Σ)VT , Dτ (Σ) = diag((σi − τ)+) ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ (σi−τ)+ = max(0, σi−τ)✱ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡sU ❛♥❞V✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r

✈❛❧✉❡s Σ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❡❝t♦r ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮✱ ✐✳❡✳✱ X = UΣVT ✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Dτ (X) ❢❛❝t♦r✐③❡s X ✉s✐♥❣ ❙❱❉ ❛♥❞ s❡ts ❛❧❧ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐♥ Σ t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss

t❤❛♥ τ t♦ ③❡r♦✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❙❱❚ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✶✱ ✐s ❝❛st ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❛②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❊q✳ ✹✳✹ ❛♥❞ ❊q✳ ✹✳✺✱ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

Xk = Dτ (Y
k−1) ✭✹✳✼✮

Yk = Yk−1 + δPΩ(M−Xk) ✭✹✳✽✮

✺✺
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LowerNeck

UpperNeck

Head

Thorax

Upperback

Lowerback

Root

RClavicle

RHumerus

RRadius

RWrist

RHand

RFingers

RThumb

LClavicle

LHumerus

LRadius

LWrist

LHand

LFingers

LThumb

RHipjoint

RFemur

RTibia

RFoot RToes

LHipjoint

LFemur

LTibia

LFootLToes

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▼♦❝❛♣ s❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❥♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❧❛❜❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❥♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❵▲✬ ❛♥❞ ❵❘✬
♣r❡✜①❡s ❞❡♥♦t❡ ❧❡❢t✲s✐❞❡❞ ❛♥❞ r✐❣❤t✲s✐❞❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✇❤❡r❡ PΩ s❡ts t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥tr✐❡s Ω t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡

r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① X̂ = Xk✜♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r Xk ❛♥❞ Yk

✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳

✹✳✸ ❙❦❡❧❡t♦♥ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❱❚

✹✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ✉s✐♥❣ ❙❱❚ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡

♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✇❡❛❦♥❡ss ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ s❦❡❧❡t♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✷✳ ❋✐rst✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ S(X) ✐♥ ❊q✳ ✹✳✸ ❛s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣

✺✻
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♠❛tr✐① A ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ vec

S(X) = A vec(X) = Ax ✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ vec : [f1 . . . fn2
] 7→




f1

✳✳✳

fn2




✭✹✳✶✵✮

vec ♠❛♣s X ∈ Rn1×n2 t♦ x ∈ Rn1n2 ✱ ❛♥❞ A ∈ Rnb×n1n2 ❡①tr❛❝ts t❤❡ nb ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s

b ∈ Rnb ❢r♦♠ M✱ ✐✳❡✳✱ b = A vec(M)✳

❚❤❡ ♠♦❝❛♣ s❦❡❧❡t♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧❛❜❡❧ ✐s ❛

❥♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ❛ ❜♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥t ❥♦✐♥ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t t❤❛t ✐s ♠✐ss✐♥❣✱

✇❡ ✐♥s❡rt ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t ❡❞❣❡s ✐♥t♦ ❛ s❡t E ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ∈ E , i = 1 . . . p✱ ✇❡

❤❛✈❡ ✐ts ❧❡♥❣t❤ di ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❥♦✐♥t ♣❛✐r (α, β)i✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ei✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s❦❡❧❡t♦♥

❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① Ci ∈ R3×n1n2 ✱ ✇❤✐❝❤ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ (α, β)i ❢r♦♠

x✱ ✐✳❡✳✱ Cix = [x y z]Tαi
− [x y z]Tβi

✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts Ci t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✷✱ ✇❡ ❣❡t

Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

♠✐♥ f(X) ✭✹✳✶✶✮

s✳t✳ x = vec(X) ✭✹✳✶✷✮

Ax = b ✭✹✳✶✸✮

‖Cix‖2 ≤ di i = 1...p ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❥♦✐♥ts✳ di ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

st❡♣ ❜② s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts

✺✼
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✹✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❧❡♠

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ❬✷✻❪✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✶ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝❛st✐♥❣ ✐t ✐♥t♦

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❱❚✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r

❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ L(X,y) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Xk =argmin
X

L(X,yk−1) ✭✹✳✶✺✮

yk =yk−1 + δ ∂yL(Xk,y) ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦❢ L(X,y)✱ ❛♥❞ δ ✐s t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r X t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s L(X,y) ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ y ✐♥

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❯♣♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ X̂ = Xk✜♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✶✱ ✇❡ ✜rst ❡①♣r❡ss t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s❦❡❧❡t♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❊q✳ ✹✳✶✹ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❡ K ✭s❡❡

❬✷✻❪✮✳



Cix

di


 ∈ Ki ✭✹✳✶✼✮

✺✽



✹✳✸✳ ❙❑❊▲❊❚❖◆ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❙❱❚

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s

L(X,y❛,y❝, s) =f(X) + 〈y❛,b−A vec(X)〉

+

p∑

i

(〈y❝i ,−Ci vec(X)〉 − sidi) ✭✹✳✶✽✮

=f(X) + 〈y❛,b〉 − 〈y❛,A vec(X)〉

−
p∑

i

(〈y❝i ,Ci vec(X)〉+ sidi) ✭✹✳✶✾✮

=f(X) + 〈y❛,b〉 −
〈
vec∗(ATy❛),X

〉

−
p∑

i

(〈
vec∗(CT

i y❝i),X
〉
+ sidi

)
✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ < X,Y > ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tr✐❝❡s X ❛♥❞ Y✳ y❛ ❛♥❞ y❝i

❛r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✹✳✶✸ ❛♥❞ t❤❡ it❤ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❊q✳ ✹✳✶✹✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❛❦✐♥❣ f(X) := τ‖X‖∗ + 1

2
‖X‖2F ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

argmin
X

L(X,y❛,y❝, s)

=

{
X

∣∣∣∣∣ τ ∂X‖X‖∗ +X ✭✹✳✷✶✮

− vec∗(ATy❛)−
p∑

i

vec∗(CT
i y❝i) = 0

}
✭✹✳✷✷✮

=




X

∣∣∣ τ ∂X‖X‖∗ +X− vec∗



[
AT CT

]


y❛

y❝





 = 0





✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ C =




C1

✳✳✳

Cp



, y❝ =




y❝1

✳✳✳

y❝p




✭✹✳✷✹✮

✺✾
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■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✻❪ t❤❛t

Dτ (Y) = argmin
X

τ‖X‖∗ +
1

2
‖X−Y‖2F ✭✹✳✷✺✮

= {X | τ ∂X‖X‖∗ +X−Y = 0} ✭✹✳✷✻✮

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊q✳ ✹✳✷✸ ✇✐t❤ ❊q✳ ✹✳✷✻✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✹✳✷✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ s♦❢t

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r Dτ

argmin
X

L(X,y❛,y❝, s) = Dτ vec
∗



[
AT CT

]


y❛

y❝





 ✭✹✳✷✼✮

❚❤✉s✱ t♦ ✉♣❞❛t❡ Xk✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✼ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥

❊q✳ ✹✳✶✺

Xk = Dτ vec
∗



[
AT CT

]


yk−1
❛

yk−1
❝





 ✭✹✳✷✽✮

❚♦ ✉♣❞❛t❡ ya✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✶✽ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✶✻✳

yk
❛ =yk−1

❛ + δ ∂y❛L(Xk,y❛,y❝, s) ✭✹✳✷✾✮

=yk−1
❛ + δ(b−A vec(Xk)) ✭✹✳✸✵✮

✻✵
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❊❛❝❤ yci ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pi ♦♥t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❡s Ki ✭s❡❡ ❬✷✻❪✮



yk
❝i

ski


 = Pi






yk−1
❝i

sk−1
i


+ δ



−Ci vec(X

k)

−di





 , i = 1...p ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ Pi : (yc, s)i 7→





(yc, s), ‖yc‖ ≤ s

‖yc‖+s
2‖yc‖

(yc, s), −‖yc‖ ≤ s ≤ ‖yc‖

(0, 0), s ≤ −‖yc‖

✭✹✳✸✷✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✶ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠♦❝❛♣

s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ t❤❡ nb ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❛

♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①✱ b ∈ Rnb ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ p ❥♦✐♥t ♣❛✐rs✱ d ∈ Rp✳ ▼❛tr✐① A

❛♥❞ ♠❛♣ vec ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✾✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐① C ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❊q✳ ✹✳✶✹✳

❆ ❧❛r❣❡r τ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡r δ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱

❜✉t ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐✈❡r❣❡✳ ❲❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s❡t τ t♦ 8
√
n1n2 ❢♦r

❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❊q✳ ✹✳✸✸✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ tol ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ✐s ✵✳✵✶✳ ❚❤❡ ❋❙❱❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤♦✉t

s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ C✱ yc ❛♥❞ si ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✸✶ ❥♦✐♥ts ❛♥❞ ✸✵ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡

❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t ❢r♦♠ ❥♦✐♥t ❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❞❛t❛✱ s♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦♥❡ di ✐s ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧②✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢

✻✶
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❙❦❡❧❡t♦♥ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❱❚

■♥♣✉t✿ A,C,b,d
P❛r❛♠❡t❡r✿ δ✱ τ ✱ k♠❛①✱ tol
❖✉t♣✉t✿ ❘❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ X̂

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿
y❛ ← b

y❝ ← 0

sc ← 0
k ← 1

✶✿ ✇❤✐❧❡ k < kmax ❛♥❞ RMSE(A vec(Xk),b) > tol ❞♦

✷✿ Y ← vec∗
([

AT CT
] [yk−1

❛

yk−1
❝

])
✴✴ ✉♣❞❛t❡ X

✇❤❡r❡ C =



C1

✳✳✳
Cp


 ,y❝ =



y❝1
✳✳✳

y❝p




✸✿ Xk ← Dτ (Y)

✹✿ yk
❛ ← yk−1

❛ + δ(b−A vec(Xk)) ✴✴ ✉♣❞❛t❡ y❛,y❝

✺✿

[
yk
❝i

ski

]
← Pi

([
yk−1
❝i

sk−1
i

]
− δ

[
Ci vec(X

k)
di

])

✻✿ k ← k + 1
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✿ X̂← Xk

✾✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Pi(y, s)✮ ✴✴ s❡❡ ❊q✳✹✳✸✷
✶✵✿ ✐❢ ‖y‖ ≤ s t❤❡♥
✶✶✿ (z, t)← (y, s)
✶✷✿ ❡❧s❡ ✐❢ −‖y‖ ≤ s ≤ ‖y‖ t❤❡♥
✶✸✿ (z, t)← ‖y‖+s

2‖y‖ (y, s)
✶✹✿ ❡❧s❡

✶✺✿ (z, t)← (0, 0)
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ ❘❡t✉r♥ (z, t)
✶✽✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✾✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Dτ (X)✮
✷✵✿

∑
i σiuiv

T
i ← X ✴✴ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✷✶✿ Y ←
∑

imax(σi − τ, 0)uiv
T
i

✷✷✿ ❘❡t✉r♥ Y

✷✸✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✻✷
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❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s

✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②

♠❡t❤♦❞ ✭❙❈❋❙❱❚✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✭❋❙❱❚✮

❬✷✹❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❣❛✐♥st ❇❖▲❊❘❖✷ ❬✷✸❪✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛

❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇❖▲❊❘❖ ❝♦❞❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❇❖▲❊❘❖✲❍❈✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♦✉r t❡st ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② t❡r♠✐♥❛t❡s ❧♦♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ r❡s✉❧t ❤❛s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱ ❢♦r ❜❡t✲

t❡r ❢❛✐r♥❡ss✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ str✐❝t❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❝❤❡❝❦s ❢♦r ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥t✐♦♥ ✭❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ r❡t❛✐♥

t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❤❛s ❞r♦♣♣❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛

t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②

✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛t❧❛❜ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ✐✼✲✸✼✼✵

❈P❯ ❛♥❞ ✽●❇ ♠❡♠♦r②✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛ ❜② r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡ ✐s

s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈❡ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦✐♥ts✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❥♦✐♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✱

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❢♦r ❤♦✇ ♠❛♥② ❢r❛♠❡s ✐s ❛ ❥♦✐♥t ♠✐ss✐♥❣✳ ❲❡ ✈❛r② t❤❡

✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ ✶✺✕✶✷✵ ❢r❛♠❡s ✭✵✳✷✺✕✷ s❡❝♦♥❞s✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r

✷▼♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❞♦✇♥ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛❜✐❧✐t② ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞
t♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧❡❢t ❛t ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s✳
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✭❘▼❙❊✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠❛tr✐①✳

RMSE(X̂,M) =

√√√√ 1

n1 × n2

n2∑

j=1

n1∑

i=1

(
X̂ij −Mij

)2

✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡ X̂ ❛♥❞ M ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❝❛♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✹✳✶ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚✐♠❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❙❈❋❙❱❚ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡

♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡

♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✐s n
31
✱ ✇❤❡r❡ n

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❧✐st❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ 1− m
n1n2

✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ yc ∈ R3p

❛♥❞ C ∈ R3p×n2 ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ y ∈ Rm ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭st❡♣ ✺ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳

❚❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❢❛r ✐s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t s❝❛❧❡s

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s n2✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❛❝r♦ss ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ✈❡r② s❤♦rt s❡q✉❡♥❝❡ ❧✐❦❡ ✽✺❴✵✷✱ ❝❛♥ ❜❡

❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣❀ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s tr✉♥❝❛t❡❞ t♦

♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤✳

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❋❙❱❚✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❈❋❙❱❚ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ yc ❛♥❞ C✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❙❈❋❙❱❚✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s❀ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❙❈❋❙❱❚✱ ❜✉t

♥♦t ❣r❡❛t❧② s♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❈❋❙❱❚ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r δ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛♥ ❋❙❱❚✳

❲✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ✱ ❙❈❋❙❱❚ r❡q✉✐r❡s ♠❛♥② ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡❀ ❤❡♥❝❡✱ ✐t

✻✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❙❈❋❙❱❚ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣
❥♦✐♥ts n ❢♦r s✐① s❡q✉❡♥❝❡s✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ ✭❆✶✮ ❋❙❱❚✭δ = 1.9✮✱ ✭❆✷✮ ❋❙❱❚✭δ =
0.75✮✱ ✭❇✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈❋❙❱❚✱ ❛♥❞ ✭❈✮ ❇❖▲❊❘❖ ❢♦r ✸ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳ ◆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✳

r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❙❈❋❙❱❚✭δ = 0.75✮ ❛❣❛✐♥st t❤❛t ♦❢ ❋❙❱❚✭δ =

0.75✮✱ ❋❙❱❚✭δ = 1.9✮✱ ❛♥❞ ❇❖▲❊❘❖ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤r❡❡ ♠✐ss✐♥❣

❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦✈❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ④✶✺✱ ✸✵✱ ✻✵✱ ✾✵✱ ✶✷✵⑥ ❛r❡

s❤♦✇♥✳ ❋❙❱❚✭δ = 1.9✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1.9
0.75 ≈ 2.5 t✐♠❡s ❛s ❢❛st ❛s ❋❙❱❚✭δ = 0.75✮✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ✉♣ t♦ ✷✺✪ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❙❈❋❙❱❚✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❙❈❋❙❱❚ ✐s ✸ t♦ ✶✶ t✐♠❡s

❢❛st❡r t❤❛♥ ❇❖▲❊❘❖✳

❋✐❣✳ ✹✳✺ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r t❤r❡❡ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts✳ ❇♦t❤

❋❙❱❚ ❛♥❞ ❙❈❋❙❱❚ ❝♦♥✈❡r❣❡ s♠♦♦t❤❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r✲

✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l✳ ❋❙❱❚ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❙❈❋❙❱❚✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❘▼❙ ❡rr♦r ✐♥✐✲

t✐❛❧❧②✱ ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ ❙❈❋❙❱❚ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡✳ ❇❖▲❊❘❖

❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦r❡ s❧♦✇❧② t❤❛♥ ❜♦t❤ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❙❈❋❙❱❚✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢

❇❖▲❊❘❖ ✐s ❛❧s♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦r ❧♦♥❣❡r l✳
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✹✳✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✲❥♦✐♥t

❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❥♦✐♥t ♣❛✐rs✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❘▼❙ ❡rr♦r

RMSEskel =
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✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ it❤ ❜♦♥❡ ✐ts ❥♦✐♥ts ❛r❡ αi ❛♥❞ βi✱ ❛♥❞ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✐s di✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✸✵ ❜♦♥❡s✱

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✱ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❘▼❙❊ ❢♦r ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❙❈❋❙❱❚ ❣❡♥❡r❛❧❧②

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ❙❈❋❙❱❚ ✐s ❧♦✇❡r ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r r❛t❡✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘▼❙❊ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❜❡✇❡❡♥ ✭❆✮ ❋❙❱❚✱
✭❇✮ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈❋❙❱❚ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✱ ❛♥❞ ✭❈✮ ❇❖▲❊❘❖ ✉♥❞❡r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ n ❛♥❞ l
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✼✵



✹✳✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❙❱❚ ❞❡❝r❡❛s❡s s✉❜st❛♥✲

t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙❈❋❙❱❚ ❞❡❣r❛❞❡s

♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❋❙❱❚ t♦✲

✇❛r❞s ❧♦♥❣ ❜✉rsts ♦❢ ❥♦✐♥t ❞❛t❛ ❧♦ss✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❙❈❋❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋❙❱❚ ❜② ✉♣ t♦ ✾✵✪

❛♥❞ ❛t ✹✶✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❣❛✐♥s ❛t ❧♦♥❣❡r ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣

❙❈❋❙❱❚ ✇✐t❤ ❇❖▲❊❘❖✱ ❙❈❋❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❇❖▲❊❘❖ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♦✉r

t❡sts ✇✐t❤ ❛ ✹✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

❲❤✐❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❢ ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❘▼❙❊ ✢✉❝t✉❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡ ✽✺❴✵✷ ❛t n = 3✱

t❤❡ ❘▼❙❊ ❢♦r ❙❈❋❙❱❚ r✐s❡s ❢r♦♠ ✵✳✶✾✶ t♦ ✵✳✷✸✵ ❛t l = 60✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢❛❧❧s t♦ ✵✳✷✵✹ ❛t

l = 90✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t l✱ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❛ ❡♥tr✐❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❝❛♣

s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r l = 60✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦❝❛♣ ❡♥tr✐❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐ss✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡s❡

❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r l = 90✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ l = 90 ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦✇❡r ❘▼❙❊✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❢♦r ❙❈❋❙❱❚ ❛♥❞ ❇❖▲❊❘❖ s❤♦✇s

t❤❛t s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜②

❧♦♥❣❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛✳ ❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉♣ t♦ ✹✵✪ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡ s✐♥❝❡ ❇❖▲❊❘❖ ❜❡❝♦♠❡s

✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❤✐❣❤❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s t❡st✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❙❈❋❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋❙❱❚

✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❡rr♦r t❡st✱

❛t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✼✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❙❈❋❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❇❖▲❊❘❖ ❛t ✶✵✪ ❛♥❞ ✷✵✪

♠✐ss✐♥❣ r❛t❡✱ ❜✉t ❧♦s❡s ♦✉t ❛t ❤✐❣❤❡r ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡s✳
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✹✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❇❖▲❊❘❖ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❬✷✷❪ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❛

❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠❀ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✐✲

♠✐③❡❞ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇❖▲❊❘❖ ✐♠♣r♦✈❡s

♦♥ t❤✐s s②st❡♠ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦♥❡

❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡s t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡

✇❡ ❝❛♥ ✉t✐❧✐③❡ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❙❈❋❙❱❚✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❙❈❋❙❱❚ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❊q✳ ✹✳✶✹✱

‖Cix‖2 ≤ di✱ t♦

di − ǫ ≤ ‖Cix‖2 ≤ di + ǫ ✭✹✳✸✺✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ❜♦♥❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ di ✇✐t❤ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ✱ ✐♥st❡❛❞

♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ di✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥str❛✐♥t ✭❊q✳ ✹✳✶✹✮ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❝♦♥str❛✐♥t

✭❊q✳ ✹✳✸✺✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥❀ ✇❡ ❧♦s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

❡✈❡♥ ✇✐t❤ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ❧♦♦s❡r ❜♦✉♥❞✱ ❙❈❋❙❱❚ st✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ ❋❙❱❚ ❜② ❛

❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t✱ ❛♥❞ ✐ts ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❇❖▲❊❘❖✳

✼✸



✹✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮✱ ✇♦r❦

✇❡❧❧ ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙❱❚

❞❡❝r❡❛s❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❞✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

❜♦♥❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡

✐♥t❡r✲❥♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❥♦✐♥t ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❥♦✐♥ts

❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ ✭❙❈❋❙❱❚✮ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ ✭❋❙❱❚✮

❜② ✹✵✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❣❛✐♥s ❛t ❧♦♥❣❡r ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

r❡❝❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❇❖▲❊❘❖❬✷✸❪✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦✛❡rs ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ✸ t♦ ✶✶ t✐♠❡s ❢❛st❡r✳

❚❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

s✐♥❝❡ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛t ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❡♥t✐r❡❧② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉♥❞❡r ♠❛tr✐①

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛

❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

✼✹



❈❤❛♣t❡r ✺

❙✉❜s♣❛❝❡ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼♦❝❛♣

❘❡❝♦✈❡r②

✺✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❱❚ ♠❛tr✐① ❝♦♠✲

♣❧❡t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✲

❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❀ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤

♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❆ ♥❛✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞♦ s♦ ✐s ❜② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ X❆ ❛♥❞ X❇ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♠❡t❤♦❞ ❆ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦✈✲

❡r❡❞ ❞❛t❛ XC ✱ ✐✳❡✳✱ X❈ = αX❆ + (1 − α)X❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ XC ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠

❜♦t❤ XA ❛♥❞ XB✳

✼✺
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❵❝♦♠❜✐♥❡✬ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤✲

♦❞s t♦ ❡①♣❧♦✐t ❜♦t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r②

s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❢r❛♠❡s✱ ♦r ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢r❛♠❡s✱ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

❧✐❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ♠❛✲

tr✐①✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐①✱

t❤❡ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s s✉❜s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜②

❋❙❱❚✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❋r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✲

✐♥❣ ✭❋❙❱❚✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠❛tr✐① ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❚r❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❚❙❱❚✮ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❙❱❚ t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡t❤♦❞

❛s ❈♦♠❜✐♥❡❞✲❋r❛♠❡✲❛♥❞✲❚r❛❥❡❝t♦r② ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❈❋❚❙❱❚✮✳

❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❢♦r✲

♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡

❚❙❱❚ t♦ ❛❝❝❡♣t ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r rmax ✐s ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

✺✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ r❡❝♦✈❡rs ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s❀ ✜rst✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ✐s

❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ M❢ ∈ Rn1×n2 ✳ ❋❙❱❚ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r M❢

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥✐t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ X̂❢ ∈ Rn1×n2 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ X̂❢ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳ ❆t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✇❡ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥♣✉t

♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Mt ∈ Rm1×m2 ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡ ❢♦r
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t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❙❱❚✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱

❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ t❤✐s r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ✳

✺✳✷✳✶ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥

❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ X̂❢✱ ✇❡ ✜rst t❛❦❡ ✐ts ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮✱

UΣVT = SVD(X̂❢) ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ U = [u1 . . .un1
] ∈ Rn1×n1 s♣❛♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ X̂❢ ❧✐❡

✐♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❦ r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst

r ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ U✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ X̂❢ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✻✵✱ s♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦✇

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ U ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❦ rmax✱

U = {u1, . . . ,ur} ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ r = min(rmax, rank(X̂❢)) ✭✺✳✸✮

●✐✈❡♥ ❛ ❢r❛♠❡ x❢ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ U t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥

U ✱ eU (xi)✱ ✐s

eU (x❢) = PU⊥x❢ ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡ PU⊥ = I−UrU
T
r ✭✺✳✺✮
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✇✐t❤Ur = [u1 . . .ur]✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞

✐s

‖PU⊥x❢i‖2 = 0 ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ PU⊥ ∈ Rn1×n1 ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ U⊥ ❛♥❞X❢ = [x❢1 . . .x❢n2
] ∈ Rn1×n2

✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❧✐❡ ✐♥ U ✳

✺✳✷✳✷ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❙❱❚

❲❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❋❙❱❚ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞

✐t t♦ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❙❱❚✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❡✈❡r② ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

✇❡ ❤❛✈❡

‖PU⊥x❢i‖2 = 0, i = 1...n2 ✭✺✳✼✮

◆♦✇ ✇❡ tr② t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ x❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r P❢x❢✱ ✇❤❡r❡

P❢ =




PU⊥ 0 . . .

0 PU⊥ . . .

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳



, x❢ = vec(X❢) =




x❢1

✳✳✳

x❢n




✭✺✳✽✮

❉❡♥♦t✐♥❣ (P❢)i ❛s t❤❡ it❤ ❜❧♦❝❦✲r♦✇ ♦❢ P❢✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ r♦✇ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ n1 r♦✇s✱ ✇❡
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❤❛✈❡ (P❢)ix❢ := PU⊥x❢i ✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❋❙❱❚

♠✐♥ f(X❢) ✭✺✳✾✮

s✳t✳ x❢ = vec(X❢) ✭✺✳✶✵✮

A❢x❢ = b ✭✺✳✶✶✮

‖(P❢)ix❢‖2 ≤ 0, i = 1...n2 ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ A❢ ∈ Rnb×n1n2 ❡①tr❛❝ts t❤❡ nb ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥tr✐❡s b ∈ Rnb ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①

M ∈ Rn1×n2 ✱ ✐✳❡✳✱ b = A❢ vec(M)✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✉s✐♥❣

❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ❊q✳ ✺✳✼✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

✭❊q✳ ✺✳✶✷✮❀ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

(P❢)ix❢ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❊q✳ ✹✳✶✹✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛st t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ✺✳✾ t♦ Xt

♠✐♥ f(Xt) ✭✺✳✶✸✮

s✳t✳ xt = vec(Xt) ✭✺✳✶✹✮

A❢x❢ = b ✭✺✳✶✺✮

‖(P❢)ix❢‖2 ≤ 0, i = 1...n2 ✭✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ b = A❢ vec(M)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❈♦♥str❛✐♥t ✺✳✶✺ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Atxt = bt✱ ✇❤❡r❡

bt = At vec(Mt) ❛♥❞ Mt ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ✐♥ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xt ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✐♥ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❊q✳ ✺✳✶✻ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ x❢i✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✲

❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✼✾
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❚❤✉s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Tt❢ ∈ Rn1n2×n1n2 t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲

❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱

Tt❢xt = x❢ ✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ x❢ = vec(X❢), ✭✺✳✶✽✮

xt = vec(Xt) ✭✺✳✶✾✮

vec : [x1 . . .xn] 7→




x1

✳✳✳

xn




✭✺✳✷✵✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✺✳✶✼ ✐♥t♦ P❢x❢✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P❢x❢ = P❢Tt❢xt ✭✺✳✷✶✮

(P❢)ix❢ = (P❢Tt❢)ixt ✭✺✳✷✷✮

✇❤❡r❡ (P❢Tt❢)i ✐s t❤❡ it❤ ❜❧♦❝❦ r♦✇✳

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✺✳✶✼ ❛♥❞ ❊q✳ ✺✳✷✷ ✐♥t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✺✳✶✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s✉❜✲

s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❙❱❚

♠✐♥ f(Xt) ✭✺✳✷✸✮

s✳t✳ xt = vec(Xt) ✭✺✳✷✹✮

A❢Tt❢xt = b ✭✺✳✷✺✮

‖(P❢Tt❢)ixt‖2 ≤ 0, i = 1...n2 ✭✺✳✷✻✮

✇❤❡r❡ b = A❢ vec(M)✱ (P❢Tt❢)i ∈ Rn1×n1n2 ✱ ❛♥❞ n2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤❡

♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❊q✳ ✺✳✷✻ ❝♦♥str❛✐♥s ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ X❢ t♦ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s♣❛❝❡✱ ❜✉t ✐s

✽✵
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❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ xt✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t Pr♦❜❧❡♠ ✺✳✷✸ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤✉s

t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡

♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❙❱❚ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞

♠❛tr✐① ✐s ✐♥ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❝❤❛♣t❡rs✱ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

rmax ✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛t❧❛❜✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛

❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ✐✼✲✸✼✼✵ ❈P❯ ❛♥❞ ✽●❇ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ τ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❋❙❱❚ ❛♥❞

s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❙❱❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s❡t t♦ 8
√
n1n2 ❛♥❞ 8

√
m1m2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❚❙❱❚ ✐s s❡t t♦ L = 50✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❋♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛✱ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡r ❡♥tr✐❡s✳ ❋♦r

❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞

❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ♠❛r❦❡rs

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳

❲❡ ✉s❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✶ ✭❘▼❙❊✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝♦✈❡r❡❞

♠❛tr✐①✳

RMSE(X̂2,M) =

√√√√ 1

n1 × n2

n2∑

j=1

n1∑

i=1

(
X̂ij −Mij

)2

✭✺✳✷✼✮

✇❤❡r❡ X̂2 ❛♥❞ M ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❝❛♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ✉♥✐ts ❢♦r ♠♦❝❛♣ ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✱ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡♠
❜② ✺✻✳✹✹

✽✶



✺✳✸✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❱❚

■♥♣✉t✿ A❢,P❢,Tt❢,b
P❛r❛♠❡t❡r✿ δ✱ τ ✱ k♠❛①✱ tol
❖✉t♣✉t✿ ❘❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ X̂

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿
y0
❛ ← b

y0
❝ ← 0

s0c ← 0
k ← 1
A← A❢Tt❢

C← P❢Tt❢

✶✿ ✇❤✐❧❡ k < kmax ❛♥❞ RMSE(A vec(Xk),b) > tol ❞♦

✷✿ Y ← vec∗
([

AT CT
] [yk−1

❛

yk−1
❝

])
✴✴ ✉♣❞❛t❡ X

✇❤❡r❡ C =



C1

✳✳✳
Cp


 ,y❝ =



y❝1
✳✳✳

y❝p


 ✴✴ Ci ∈ Rn1×n1n2

✸✿ Xk ← Dτ (Y)

✹✿ yk
❛ ← yk−1

❛ + δ(b−A vec(Xk)) ✴✴ ✉♣❞❛t❡ y❛,y❝

✺✿

[
yk
❝i

ski

]
← Pi

([
yk−1
❝i

sk−1
i

]
− δ

[
Ci vec(X

k)
di

])

✻✿ k ← k + 1
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✿ X̂← Xk

✾✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Pi(y, s)✮ ✴✴ s❡❡ ❊q✳✹✳✸✷
✶✵✿ ✐❢ ‖y‖ ≤ s t❤❡♥
✶✶✿ (z, t)← (y, s)
✶✷✿ ❡❧s❡ ✐❢ −‖y‖ ≤ s ≤ ‖y‖ t❤❡♥
✶✸✿ (z, t)← ‖y‖+s

2‖y‖ (y, s)
✶✹✿ ❡❧s❡

✶✺✿ (z, t)← (0, 0)
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ ❘❡t✉r♥ (z, t)
✶✽✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✾✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Dτ (X)✮
✷✵✿

∑
i σiuiv

T
i ← X ✴✴ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✷✶✿ Y ←∑
imax(σi − τ, 0)uiv

T
i

✷✷✿ ❘❡t✉r♥ Y

✷✸✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✽✷
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✭❛✮ ▼❡❛♥ ❘▼❙ ❡rr♦rs
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Missing rate

r m
a

x

✭❜✮ ▲✐♥❡ ✜tt❡❞ t♦ r♠❛① ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘▼❙
❡rr♦r ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❛st❡r✐s❦s✮✳ ❈✐r❝❧❡s s❤♦✇ r♠❛①
✇✐t❤ ❘▼❙ ❡rr♦r ✇✐t❤✐♥ ✶✪ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❘▼❙ ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r♠❛① ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠
♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❲❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛♥❦ r♠❛① ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳

✺✳✸✳✶ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❘❛♥❦ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r rmax ✭❊q✳ ✺✳✸✮ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r r❛♥❞♦♠

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❘▼❙ ❡rr♦rs ♦✈❡r ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❛✮✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡

rmax t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘▼❙ ❡rr♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ✜t ❛ ❧✐♥❡ t♦ t❤❡♠ ✉s✐♥❣

❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❜✮✮✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r♠❛① ✐s ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡s✱ s♦ ✇❡ s❡t r♠❛① = 48✳

❋♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❢♦r ❡❛❝❤ l = 15 t♦ l = 120 ❛t t❤r❡❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛r❦❡rs✱ ✇❡ r❡♣❡❛t

t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ r♠❛① ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✈❛r② r♠❛① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r t❤❡
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✭❜✮ ▲✐♥❡ ✜tt❡❞ t♦ r♠❛① ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘▼❙❊
✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❛st❡r✐s❦s✮✳ ❈✐r❝❧❡s s❤♦✇ r♠❛① ✇✐t❤
❘▼❙❊ ✇✐t❤✐♥ ✶✪ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘▼❙❊

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r♠❛① ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❢♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣
❞❛t❛✳

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t r♠❛① t♦ ✭✷✻✱✷✹✱✶✾✱✶✹✱✾✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧

❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✭✶✺✱✸✵✱✻✵✱✾✵✱✶✷✵✮✳

✺✳✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❈❋❚❙❱❚ ✇✐t❤ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❋❙❱❚✮ ❛♥❞

tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❚❙❱❚✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ t❤❛t ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛✱ ❈❋❚❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋❙❱❚ ❜② ❛ ✇✐❞❡ ♠❛r❣✐♥ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❡✇

❝❛s❡s ❛t ❧♦✇ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❚❙❱❚✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

❛t ❤✐❣❤❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡s✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❈❋❚❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋❙❱❚ ❜② ✼✻✪ ❛♥❞ ❚❙❱❚

❜② ✷✸✪✳

❋♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ❚❙❱❚ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r✳ ❋❙❱❚

♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❈❋❚❙❱❚ ♠♦st❧② ❛t ❧♦♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ l✱ ❛♥❞ ❜②

✶✸✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❙t✐❧❧✱ ❈❋❚❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋❙❱❚ ✐♥ ✶✹✸❴✵✹ ✭❘✉♥♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s

♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ✽✺❴✵✷ ✭❏✉♠♣t✇✐st✮✳
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❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s ♦❢ ❈❋❚❙❱❚✳ ❆ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡

♦✉t♣✉t ♦❢ st❛❣❡ t✇♦ ❚❙❱❚ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ st❛❣❡ ♦♥❡ ❋❙❱❚❀ ❤❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣

❛ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋❙❱❚✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s ❡①♣❧♦✐t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ t♦ ❞♦

r❡❝♦✈❡r②❀ ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❋❙❱❚✮ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ✇❤❡r❡❛s tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❚❙❱❚✮ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❈♦♠❜✐♥❡❞✲❋r❛♠❡✲❛♥❞✲❚r❛❥❡❝t♦r② ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❈❋❚❙❱❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts

❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s❀ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✲

❞✉❝❡s t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ ❛ ♠♦❝❛♣ ♠❛tr✐① ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❙❱❚✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞

✐♥ ❚❙❱❚✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ✐ts❡❧❢ ♦♥❧② ❡①♣❧♦✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣

t❤❡ ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❙❱❚ t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❡①tr❛❝t❡❞

♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❋❙❱❚ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❚❙❱❚✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❈❋❚❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ✐♥ r❛♥❞♦♠

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ t❡sts✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ■♥

t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ♠❡s❤ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② r❡♣❡❛t❡❞ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧

✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ❢❛s❤✐♦♥❀ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧ st❡♣✱ t❤❡ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t

❝❛✉s❡s t❤❡ ❧❡❛st ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡✐r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✐✛❡r ❜② ❤♦✇ t❤❡② ❞❡✜♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ✈❡rt❡① r❡♠♦✈❛❧✳ ❚❤❡

♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❣❡♦♠❡tr②✲❜❛s❡❞ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥

s✉❝❤ ❛s ✈♦❧✉♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s

❞✉❡ t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛✛❡❝t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ❧✐❦❡ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ t❡①t✉r❡✱ ❛

❢❡✇ ✇♦r❦s ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❵❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✬ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤

s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱

✽✾
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✐✳❡✳✱ ❵❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✬ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❀ ❵❛♣♣❡❛r❛♥❝❡

❞✐st♦rt✐♦♥✬ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❵❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐st♦r✲

t✐♦♥✬ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ r❡❢❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱

s✉♠♠✐♥❣ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ❚✉r❦ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✖ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭■❉❙✮ ❬✺✾❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❍❡♥❝❡ ■❉❙ ♠❡❛s✉r❡s

♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤✳

❚❤❡ ♠❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ r❛❞✐❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡s ❡♠❛♥❛t✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ t❤❡ r❛❞✐❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡s✱ ■❉❙ ♦♥❧② ❛✐♠s

t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■❉❙ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ♠❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ♠❡s❤ ✐♠✲

❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❡rr♦r

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡s❤❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✭❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♠❛❣❡s✮ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛♣t✉r❡❞ r❛❞✐❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡s❀ t❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✐♠♣r♦✈❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t

♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ❛ ✸❉ ♠❡s❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡s❤

r❡tr✐❡✈❛❧ ❬✼✷✱ ✼✸❪✳

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✇❤❡r❡❜② t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ❜② ❛♥

❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ r❛❞✐❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♦♥❡ s✉❝❤

♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❉❙✱ ✷✵ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡✱

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ r❡❣✐st❡r

❛♥② ✐♠❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛t ❛ ✜①❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐✲
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❡♥t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡

r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛♣♣❡❛r✲

❛♥❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ✇✐t❤

♣r♦♣❡r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❣♦♦❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

q✉❛❧✐t②✳ ❇② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t♦ ♦♥❡✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❛✈✐♥❣s ✐♥

♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ❢❛st❡r s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ■♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ✇❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♦✉r s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ♣r♦✲

❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳

✻✳✷ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤ Mn ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ M̂ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✭ecol✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✈❡rt❡①

✐s ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt❡①✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛

s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❡s❤❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧❡ss ✈❡rt❡① t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡s❤✳

M̂
ecol→ ...

ecol→ Mk−1 ecol→ Mk ecol→ ...
ecol→ Mn

❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ M̂ t♦ Mn ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ♠❛♥♥❡r✳ ❆t ❛♥② st❛❣❡ k

♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ Mk−1 ecol→ Mk✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦rs E(ecol(x, y)) ♦❢ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❡rt❡①

♣❛✐rs (x, y) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ Mk✳ ❚❤✐s ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✭❧❡❢t✮ ❈♦✇ ♠❡s❤❀ ✭r✐❣❤t✮ ■♠❛❣❡s r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡s❤✳

♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ M̂ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ Mk(x, y)✱ ✇❤❡r❡ Mk(x, y) ✐s t❤❡ ♠❡s❤ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡

♦❢ (x, y) ♦♥ Mk−1✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(x, y)k = argmin
x,y

E(ecol(x, y)) ✭✻✳✶✮

= argmin
x,y

E(M̂,Mk(x, y)) ✭✻✳✷✮

◆♦t❡ t❤❛t (x, y) ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✜rst ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ♦❢ (x, y)✱

s♦ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛✐rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✜rst ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❆❢t❡r ❡rr♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛✐r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ Mk✳

■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✺✾❪ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡s❤❡s ❛s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ▼❡s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s r❡♥✲

❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡s❤✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤❡s M❳ ❛♥❞ M❨✱ E■❉❙(M❳,M❨)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

✾✷



✻✳✸✳ P❘❖P❖❙❊❉ ▼❊❚❍❖❉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ✭❧❡❢t✮ ❈♦✇ ♠❡s❤❀ ✭r✐❣❤t✮ ■♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡ s❡ts✱ t❤❛t ✐s✱

E■❉❙(M❳,M❨) = ‖EI(I❳,1, I❨,1), . . . , EI(I❳,k, I❨,k)‖2 ✭✻✳✸✮

=

√√√√
k∑

h

E2
■ (I❳,h, I❨,h) ✭✻✳✹✮

✇❤❡r❡ E■(I❳, I❨) =

√√√√
m∑

u

n∑

v

(i❳,u,v − i❨,u,v)2 ✭✻✳✺✮

E■(I❳, I❨) ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✱ I❳ ❛♥❞ I❨✱ ❛♥❞ i❳,u,v ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ♣✐①❡❧ (u, v) ♦❢ ✐♠❛❣❡ I❳✳ ■♥ t❤❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛♣❡r✱ k ✐s s❡t t♦ ✷✵✳

❋♦r r❡♥❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ t❤❛t ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞

♥❡❛r t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳

✻✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ■❉❙✱ ♠♦st ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣s❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✈✐❡✇✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞✐st♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡✲

❝♦❧❧❛♣s❡ ✐s s♠❛❧❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

✾✸
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❚♦ ❞♦ s♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥

❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❀ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ■❉❙✱ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ✜①❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❞❛♣t✐✈❡❧② ♣❧❛❝✐♥❣

t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡❞✳ ■♥ ❛ ✜①❡❞✲❧♦❝❛t✐♦♥

✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛♥② ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳

■♥ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✭❊q✳ ✻✳✷✮ ❛s

✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s ❢♦r ❛ r❡❣✐♦♥ ✭♦r ✐♠❛❣❡✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

♠❡s❤✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ s❛♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭♦r ✐♠❛❣❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡❧②✲♣❧❛❝❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡

s❛♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❡s❤❡s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❞✐st♦rt✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ M̂ ✳ ▼♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡s E(M̂,Mk−1)✱ ✇❤✐❝❤ ✈♦✐❞s ❛♥②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ E(M̂,Mk(x, y))❀ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡

❡rr♦r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦r s✐♠♣❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✹✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss

❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♣❛t✐❛❧

❡rr♦r ♠❡tr✐❝s ❬✹✽✱ ✺✵❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣s❡ ❛t st❡♣ k r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Mk−1✳

(x, y)k = argmin
x,y

E❙❱(M
k−1,Mk(x, y)) ✭✻✳✻✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ Mk−1 ✐s ❛❧✇❛②s

③❡r♦ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r ♦✉r s✐♥❣❧❡

✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦✉r ❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

✾✹
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❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤❡s M❳ ❛♥❞ M❨ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢

M❳✱ I❳✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ M❨✱ I❨✱ t❤❛t ✐s✱

E❙❱(M❳,M❨) = E■(I❳, I❨) ✭✻✳✼✮

=

√√√√
m∑

u

n∑

v

(i❳,u,v − i❨,u,v)2 ✭✻✳✽✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ M❳ ❛♥❞ M❨ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡

❝❛♣t✉r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦

♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡

❛✛❡❝ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳

✻✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❆♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛♥②

❤❡✉r✐st✐❝ s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐❢ ✐t ♠❡❡ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳ ✶✮ ❚❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t

✐s ✜①❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ♦❢ ❛♥② ✈❡rt❡①✱ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛

r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳ ✷✮ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❡①t✉r❡ ♦r ❝♦❧♦r ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✈✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✭❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r v❧✐❣❤t✮✱

♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡♥❞❡r✐♥❣✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ R t❤❛t ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✈❡rt❡① v t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r

✭❋✐❣✳ ✻✳✸❛✮✳ R ✐s t❤❡ ♦♥❡✲r✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ v✱ ❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠❛❧ nv ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦r♠❛❧

♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ R✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ R ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ v s❡r✈❡s

❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ R✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s v✳

■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❛ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ R ✐❢ R ✐s ♥♦t ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠
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(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ R t❤❛t ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ v t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❡rt❡①✳
❆rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ ❢❛❝❡s ✐♥ R✳ nv ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ R✱ ❛♥❞ nf ✐s ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ αf ❢r♦♠ nv✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧s✱ nf1 ❛♥❞ nf2 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ v❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ θ1 = θ2

✈✐❡✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❊①❝❡♣t✐♦♥ ✶ ♦❝❝✉rs ✐❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ ❧✐❣❤t ✈❡❝t♦r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ R

❛r❡ ♥♦t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞❀ t❤✉s ❛♥② ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❲❡ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❜②

❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ✈❡❝t♦r v❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✈❡❝t♦r v✈✐❡✇ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✳

❋✐❣✳ ✻✳✸❜ s❤♦✇s ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✷ ✇❤❡r❡ ❛ ❢❛❝❡ ❤❛s ♥♦r♠❛❧s nf1 ❛♥❞ nf2 ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♥

❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② v❧✐❣❤t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❞✐✛✉s❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ ✐❢ θ1 = θ2✱ t❤❡

❢❛❝❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧s

✐♥ R ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s nv ❛❢t❡r ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❚❤✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢

❡①❝❡♣t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ s❡t v❧✐❣❤t ✭❛♥❞ v✈✐❡✇✮ t♦ ❜❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ nf ✇✐t❤ t❤❡

❧❛r❣❡st ❛♥❣❧❡ αf t♦ nv ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✸❛✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t♦ s❡t v✈✐❡✇

❛♥❞ v❧✐❣❤t t♦ −nv s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❢❛❝❡s ♦❢ R ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✈✐s✐❜❧❡✱ ♦✉r t❡sts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤✐s

❣❡♥❡r❛t❡s ♣♦♦r r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✷✳

❇② ✉s✐♥❣ ♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡♥❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✬s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ R ❞♦❡s

♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡♥❞❡r❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ s❡t t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡✳
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❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ t♦ ❧✐❣❤t t❤❡ ♠❡s❤✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ R ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❚❤✉s ✇❡ s❡t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥

❛t ❛ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ v ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❣❧❡ t♦

nv✳

❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✇❡ r❡♥❞❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♠❡s❤

✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧♣❤❛ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧♣❤❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ♣✐①❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s

✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦✈❡r❡❞ ♦r ✉♥❝♦✈❡r❡❞✳ ❋♦r s✉❝❤ ♣✐①❡❧s✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❡rr♦r t♦

s× ✭♠❛① ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✮2✳ ❲❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s t♦ ✵✳✷✺✳

✻✳✸✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❊rr♦r ❱✐❡✇♣♦✐♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ■❉❙ ❝❛sts ♠❡s❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡

s❡ts ✭❊q✳ ✻✳✹✮✳ ❲❡ r❡❝❛st t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ L∞ ♥♦r♠ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

E■❉❙✲■◆❋(M❳,M❨) = ‖E■(I❳,1, I❨,1), . . . , E■(I❳,k, I❨,k)‖∞ ✭✻✳✾✮

= max
h

E■(I❳,h, I❨,h) ✭✻✳✶✵✮

✇❤❡r❡ E■(I❳, I❨) =

√√√√
m∑

u

n∑

v

(i❳,u,v − i❨,u,v)2 ✭✻✳✶✶✮

■❢ ✇❡ ❧❡t k →∞✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t♦ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠✳ ■♥st❡❛❞

♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st E■ ✭❊q✳ ✻✳✶✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧❛r❣❡st E■✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✉s✐♥❣ E■❉❙✲■◆❋ ✭❊q✳ ✻✳✶✵✮ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥

✭❊q✳ ✻✳✻✮ ✐s ✈✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ k ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❆r♠❛❞✐❧❧♦ ♠❡s❤ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡

♠❡s❤ t♦ ✶✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ L∞ ♠❡tr✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♠❛❣❡ ❡rr♦r t♦
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k ✶✷ ✷✵ ✻✷ ✷✹✷

❡rr♦r ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✵✽

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡rr♦r ♦❢ E■❉❙✲■◆❋ ✇✐t❤ k ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❆r♠❛❞✐❧❧♦
♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ✶✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ R❳ ❛♥❞ R❨ ✭❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥
❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r v0 ✐s ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ v1✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ❡❞❣❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞♦t✳

❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦r✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ k✱

✐♠♣r♦✈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡rr♦r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

✉s✐♥❣ t❤❡ L∞ ♠❡tr✐❝ ❛t k →∞✳

◆♦✇ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ ♣♦s✐✲

t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s E■(I❳, I❨)✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ M❳

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Mk−1 ❛♥❞ M❨ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Mk(x, y)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ▲❛r❣❡st ❆♥❣❧❡

❱✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮✱ ✇❡ ♦r✐❡♥t t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s vn ✭❋✐❣✳✻✳✸✮ ❛♥❞ ✉s❡

♦rt❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❡♥❞❡r✐♥❣ s♦ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✬s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥

✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t❀ ♦♥❧② t❤❡ ✈✐❡✇ ✈❡❝t♦r ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡

❛♥❞ s❡t ✐ts ✈❡❝t♦r t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✈✐❡✇ ✈❡❝t♦r✱ s♦ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡

✉♥✐t ✈❡❝t♦r✱ v✈✐❡✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❞✐✛✉s❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛t s❤❛❞✐♥❣ s♦ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❛❧❧

♣✐①❡❧s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ r❡♥❞❡r❡❞ ❢❛❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳

✾✽
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▲❡t R❳ ❛♥❞ R❨ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

v0 t♦ v1 ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳ R❳ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ v0✱ ✇❤❡r❡❛s R❨ ❝♦♥s✐sts ♦❢

t❤❡ ❢❛❝❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ v1✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t R❳ ❛♥❞ R❨ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r♦✉♥❞ t❤❡

♣♦❧②❤❡❞r♦♥✲s❤❛♣❡❞ ❜❛s❡✳ ❲❤❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ❡❞❣❡s

♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ R❳ ❛♥❞ R❨ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ R❳ ❛♥❞ R❨✱ E■(IR❳ , IR❨)✱ ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❢❛❝❡s ♦❢

R❳ ❛♥❞ R❨ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s✳

E■(IR❳ , IR❨) ✭✻✳✶✷✮

=
√∑

((i❳,c − i❨,c)2 × PAc) ✭✻✳✶✸✮

=
∑

f❳

∑

f❨

[(♠❛①(vp · nf❳ , 0)−♠❛①(vp · nf❨ , 0))
2 × (PAf❳(vp) ∩ PAf❨(vp))] +B(vp)

✭✻✳✶✹✮

✇❤❡r❡ i❳,c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ R❳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❡❧❧ c ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✱ ❛♥❞ PAc

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ c✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ ♦✉t ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝♦♥st❛♥ts✱

✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ ❊q✳ ✻✳✶✸ t♦ ❣❡t ❊q✳ ✻✳✶✹✱ ✇❤❡r❡ f❳ ❛♥❞ f❨ ❛r❡ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ R❳✱ ❛♥❞ R❨

❛♥❞ B ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ♦r ♠♦r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ (PAf❳ ∪ PAR❨)− (PAf❳ ∩ PAR❨)✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✻✳✶✹✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ t❛s❦ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ EI ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢❛❝❡ ♦❢ R❳✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s f▼✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t R❨ ✐s ✢❛t✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❢ f▼ ❛r❡

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ R❨✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥ vp t♦ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡

♣❧❛♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nf▼ ❛♥❞ nR❨ ❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡

✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ vp ✇❤❡r❡ vp ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nfM ❛♥❞ nR❨

✭❋✐❣✳ ✻✳✺✮✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐♥ ❊q✳ ✻✳✶✸ ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ s♦ ✇❡ ❞r♦♣ ✐t✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

argmax
vp

E■(IR❳ , IR❨)

≈ argmax
vp

(max(vp · nf▼ , 0)−max(vp · nR❨), 0)
2 × (PAf▼(vp) ∩ PAR❨(vp)) ✭✻✳✶✺✮

≈ argmax
vp

(max(vp · nf▼ , 0)−max(vp · nR❨ , 0))×min(max(vp · nf▼ , 0),max(vp · nR❨ , 0))

✭✻✳✶✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ f ✐s ❡q✉❛❧s t♦ (vp · nf )× ❆r❡❛f ✳ ❇② ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡

sq✉❛r❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✳ ✻✳✶✺✱ ✇❡ ❣❡t ❊q✳ ✻✳✶✻✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❛r❡

vp = ̂(nf▼ + nR❨) + n⊥R❨ ✭✻✳✶✼✮

vp = ̂(nf▼ + nR❨) + n⊥f▼ ✭✻✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ̂ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ n⊥ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ n✳ ❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜②

✶✵✵
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s✐♠✉❧❛t✐♥❣ E■(IR❳ , IR❨) ✭❊q✳ ✻✳✶✻✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ vp ❛♥❞ α✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥✜r♠✐♥❣

t❤❛t t✇♦ ❡q✉❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r E■(IR❳ , IR❨) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✻✳✶✼ ❛♥❞ ❊q✳ ✻✳✶✽✳ ❲❡

✉s❡ ❊q✳ ✻✳✶✼ t♦ s❡t t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s✐♥❝❡ ✐t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

■❢ R❳ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r f▼ t♦ ❜❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❢❛❝❡s ♦❢ R❳ ✇❤❡♥

r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ✈✐❡✇ ✈❡❝t♦r vp✳ ❚❤✉s ❢♦r str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❡ r❡✈❡rs❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ vp

❛♥❞ r❡♥❞❡r t❤❡ ❜❛❝❦s✐❞❡ ♦❢ R✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦♥❝❛✈✐t②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ v0✳ ■❢ ❛❧❧ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ nR❨ ✱ t❤❡

r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ nR❨ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦r♠❛❧s

♦❢ f❳✳

✻✳✸✳✸ ❙♣❡❡❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

■♥ ■❉❙✱ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s❡❧❡❝t✐✈❡❧② r❡♥❞❡r❡❞ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱

♦♥❧② ❢❛❝❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✷❉ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡❞

✐♠❛❣❡ ❛r❡ r❡♥❞❡r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤

✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✈❡rt❡① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣

❜♦① ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡① str✉❝t✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡

♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ t❛❦❡

❛ ❢❛st❡r ❜✉t ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ♣❛t❝❤ R ❢♦r

♦✉r ❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❛❞✲❜❛❝❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠

●P❯ t♦ ❈P❯✮ ❜② ✉s✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❜✉✛❡r ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♣②✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣

❜♦① ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ♣❛t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❜✉✛❡r✳

✻✳✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭■❉❙✮✱

▼❛①✐♠✉♠ ❆♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭▼❆✲■❉❙✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮✱ ▼❛①✲

✶✵✶
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✐♠✉♠ ❊rr♦r ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭▼❊✲■❉❙✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡

◗✉❛❞r✐❝ ❊rr♦r ▼❡tr✐❝ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✼❪✳ ❚❤❡ ■❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞

s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖♣❡♥▼❡s❤ ❬✼✹❪ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ◗s❧✐♠ ❬✹✼❪ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❞r✐❝

❊rr♦r ▼❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r ♥♦♥✲t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ r❡♥❞❡r

✉s✐♥❣ ✢❛t s❤❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ❧✐❣❤t✐♥❣✳ ❋♦r t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ r❡♥❞❡r ✉s✐♥❣ s♠♦♦t❤

s❤❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ❧✐❣❤t✐♥❣✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❛t ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✺✻①✷✺✻✳ ❖✉r t❡st

♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛ ❈♦r❡ ✷ ◗✉❛❞ ✷✳✻✻ ●❍③ ❈P❯ ✇✐t❤ ❛ ●❡❢♦r❝❡ ✽✻✵✵●❚ ●P❯✳

❚❤❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ t❤✐s t❡st ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❙t❛♥❢♦r❞ ●r❛♣❤✐❝s ●r♦✉♣✱ ❆■▼❅❙❍❆P❊

❙❤❛♣❡ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❬✼✺❪✱ ❍✉❣✉❡s ❍♦♣♣❡ ❛♥❞ ❈②❜❡r✇❛r❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♥♦t t❡①t✉r❡❞❀

t❤✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❡①t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s

❜② ✉s✐♥❣ ❈●❆▲✬s ❬✼✻❪ ♣✉❜❧✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❬✼✼❪

t❡①t✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❣r❛② ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ❛s t❡①t✉r❡✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛

❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❢ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ ♠❡s❤ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t

✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♠❡s❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣♦✐♥ts ♦❢ t✇♦ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ▼❡tr♦ ❬✼✽❪✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts

❛r❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡tr✐❝✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❉❙ ♣❛♣❡r ❬✺✾❪✱ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❘▼❙ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❡rr♦r

♠❡❛s✉r❡s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❡rr♦r ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢

♣❡r❝❡✐✈❛❜❧❡ ❡rr♦r✱ s✉❝❤ ❛s t❡①t✉r❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ❛r❡

r❡♥❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ✻✵ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ♦❢ ✺✶✷①✺✶✷ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡

❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❘▼❙ ❡rr♦r✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♠❡s❤ ❛♥❞

r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✳

✶✵✷
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▼♦❞❡❧ ❱❡rt✐❝❡s ❚✐♠❡

❖r✐❣✐♥❛❧ ❋✐♥❛❧ ✭❆✮ ✭❇✮ ✭❈✮ ✭❉✮ ✭❊✮

❆r♠❛❞✐❧❧♦ ✷✵✵✵✵ ✶✵✵✵ ✷✵✾✽✼ ✽✷✹ ✽✷✾ ✽✽ ✽✼

❇✉♥♥② ✷✵✵✵✵ ✺✵✵ ✶✽✶✼✻ ✼✵✼ ✻✻✹ ✽✻ ✾✵

❈♦✇ ✶✶✻✶✵ ✷✺✹ ✽✺✶✶ ✷✻✾ ✷✼✶ ✺✷ ✺✶

❉✐♥♦s❛✉r ✷✵✵✵✵ ✽✵✵ ✶✽✷✹✾ ✼✶✷ ✼✺✽ ✽✷ ✽✼

❍♦rs❡ ✶✾✽✺✶ ✸✶✶ ✶✺✽✶✶ ✺✻✺ ✺✼✵ ✽✹ ✽✽

❘♦❝❦❡r✲❛r♠ ✶✵✵✹✹ ✸✵✵ ✺✼✾✸ ✶✻✽ ✶✻✼ ✹✻ ✹✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ✭s❡❝♦♥❞s✮ ♦❢ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❆✮ ■❉❙✱ ✭❇✮ ▼❆✲■❉❙✲❙✱
✭❈✮ ▼❊✲■❉❙✲❙✱ ✭❉✮ ▼❆✲■❉❙✱ ❛♥❞ ✭❊✮ ▼❊✲■❉❙

✻✳✹✳✶ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛st❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣

t✐♠❡✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ■❉❙ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❝❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✭s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✮ ❍❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢❛✐r❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥♦♥✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s

♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s ▼❆✲■❉❙✲❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙✲❙✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲
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♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ r❡❣✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❇♦t❤ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s♣❡❡❞✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✺ t✐♠❡s

❢❛st❡r t❤❛♥ ■❉❙✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❧❧s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s❀ ✇❡ ❡①♣❡❝t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ t♦

✐♠♣r♦✈❡ ✷✵ t✐♠❡s ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ✶ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❞✉❝❡

t❤❛t t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡

t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞✳ ❇♦t❤ ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙ s❤♦✉❧❞
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▼❊✲■❉❙✱ ❛♥❞ ✭❉✮ ◗s❧✐♠✳

✻✳✹✳✷ ◗✉❛❧✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ✉♥t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ❛s ♣❧❛✐♥ ♠❡s❤❡s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst

q✉❛❧✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤❡s ❞♦✇♥ t♦ ❛ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❛❝✲

❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ♠❡s❤❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ■♥ t❡r♠s

♦❢ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ▼❆✲■❉❙ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦r ❢♦r ❈♦✇✱ ❉✐♥♦s❛✉r✱ ❛♥❞ ❘♦❝❦❡r✲❛r♠✱

✇❤❡r❡❛s ▼❊✲■❉❙ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦r ❢♦r ❆r♠❛❞✐❧❧♦✱ ❇✉♥♥②✱ ❛♥❞ ❍♦rs❡✳ ❇♦t❤ ▼❆✲■❉❙

❛♥❞ ▼❊✲■❉❙ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ■❉❙ ❛♥❞ ◗s❧✐♠ ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❘▼❙

❡rr♦r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r✳ ❙t✐❧❧✱ ▼❊✲■❉❙ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st

❡rr♦r ❢♦r ❆r♠❛❞✐❧❧♦✱ ❇✉♥♥②✱ ❛♥❞ ❍♦rs❡✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛t ✜✈❡ st❛❣❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥✱

t✇✐❝❡ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♣ t♦ ✜✈❡ t✐♠❡s t❤❡ ❧♦✇❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r

❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❘▼❙ ✐♠❛❣❡ ❡rr♦r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✼ ❢♦r ♣❧❛✐♥

♠❡s❤❡s✳ ❖✈❡r ✈❛r✐♦✉s r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❢♦r ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜♦t❤ ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙

♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ◗s❧✐♠ ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ■❉❙✳ ❋♦r ✐♠❛❣❡ ❘▼❙ ❡rr♦r✱ ♦✈❡r❛❧❧✱ ▼❊✲
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ■♠❛❣❡ ❘▼❙ ❡rr♦r ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ❛t ✜✈❡ st❛❣❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ❝♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭✷✺✹ ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ✭❛✮
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✭❡✮ ◗s❧✐♠

■❉❙ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦r ❢♦r ❆r♠❛❞✐❧❧♦✱ ❇✉♥♥② ❛♥❞ ❍♦rs❡✱ ✇❤❡r❡❛s ◗s❧✐♠ ❤❛s t❤❡ ❜❡st

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❉✐♥♦s❛✉r✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✾ ❛t ✜✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ ◗s❧✐♠ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦r t❡①t✉r❡s ❞✉r✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡ ◗s❧✐♠ ❢♦r

t❤✐s ❝❛s❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ▼❊✲■❉❙ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ▼❆✲■❉❙ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ✐s

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ■❉❙✳

❋r♦♠ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ♠❡s❤❡s ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ▼❆✲■❉❙

❛♥❞ ▼❊✲■❉❙ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❜❡st ❛t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠❡s❤ ✜❞❡❧✐t② ❛♥❞ ❞♦ ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣

♠❡s❤ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❡②❡s ❛♥❞ ❡❛rs✳ ■❉❙ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡s❡r✈❡s s♠♦♦t❤❧②

✈❛r②✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✇❡❧❧ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❤❛r♣ ❞❡t❛✐❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❈♦✇ ♠♦❞❡❧s✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥✐♣♣❧❡s ❛♥❞ ❡❛rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✇ ❛r❡ ❜❡tt❡r
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ❤♦rs❡ ♠♦❞❡❧s ✭✸✶✶ ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ✭❛✮
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✭❡✮ ◗s❧✐♠

✶✶✵



✻✳✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛✐♥ ❛r♠❛❞✐❧❧♦ ♠♦❞❡❧s ✭✶✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s✮✳
✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙ ✭❡✮ ◗s❧✐♠
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡①t✉r❡❞ ❝♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭✺✵✽ ✈❡rt✐❝❡s✮✳
✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙

♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❍♦rs❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶✱

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐✳❡✱ t❤❡ ❡❛rs✱ ❛r❡ ❜❡tt❡r ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙✳ ■♥

❋✐❣✳ ✻✳✶✷✱ t❤❡ ❡②❡s ❛r❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✲♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙❀ ■❉❙ ❛♥❞

◗s❧✐♠ ❜❧✉r ♦✉t t❤❡ ❡②❡s✳ ❇♦t❤ ▼❊✲■❉❙ ❛♥❞ ◗s❧✐♠ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t

❛r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ t♦rs♦ ✐s s♠♦♦t❤❡r ❢♦r ■❉❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❆ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s s❤♦✇ t❤❛t s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤

♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❡ ❛r♠❛❞✐❧❧♦ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✹✮✱ ■❉❙ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❧❡❢t ❛r♠❛❞✐❧❧♦

❤❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡

❝♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✸✮✱ ■❉❙ s❦❡✇s t❤❡ ❡❛rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✇ ❛♥❞ t❤❡ t❛✐❧ ✐s ♣❛rt❧② ♠❡r❣❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❞②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ♣❡rs❡r✈❡ t❤❡ ❡❛rs ❛♥❞ t❛✐❧ ✇❡❧❧✳ ■t ✐s

♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ t❡①t✉r❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝

❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ str♦♥❣❡r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥ t❡①t✉r❡❞ ♣❛tt❡r♥s

❛r❡ ❞✐st♦rt❡❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡①t✉r❡❞ ❛r♠❛❞✐❧❧♦ ♠♦❞❡❧s ✭✶✵✵✵ ✈❡r✲
t✐❝❡s✮✳ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ■❉❙ ✭❝✮ ▼❆✲■❉❙ ✭❞✮ ▼❊✲■❉❙
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❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❡①t✉r❡✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇

t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡rr♦rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ♦♥ t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♣❧❛✐♥ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❡①t✉r❡s ❛❞❞ ❡①tr❛ ❞❡t❛✐❧s t♦ ✢❛t ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡❧❡ss ❛r❡❛s ♦❢

t❤❡ ♠❡s❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡s❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ❡①tr❛ ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡

❛r❡❛s✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ✉♥t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡s❡r✈❡

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✳

✻✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❊✲■❉❙ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❝t♦r

✐♥ t❡①t✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡①t✉r❡ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥

♦❢ ♦✉r ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

t❡①t✉r❡ ✐s ✈✐❡✇✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❀ t❤❡ ❝♦❧♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡①t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t

❛♥❞ ❧✐❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞s

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t✇❡♥t② ✈✐❡✇♣♦✐♥t ■❉❙ ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ■❉❙ ♦♥

❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ❢♦r s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙✱

✐❢ ❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ♣✐①❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧✱ ✐t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❡✐❣❤s t❤❡ tr❛❞❡♦✛

❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❧✐❦❡❧② s✐❧❤♦✉tt❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦tr✉❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞

✢❛tt❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❙✐♥❝❡ t❡①t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ❝♦❧♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡r r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ♠✐❣❤t ❜❡

❧❡ss ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t♦♦ ❣r♦ss❧② ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❢❛st t♦ ❝♦♠♣✉t❡❀ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❡①♣❡♥s✐✈❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t r❡q✉✐r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ♦✉r

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛r❡ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛t ❧❡❛st ♠❛t❝❤ t❤❡ ✷✵

✶✶✹
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✈✐❡✇♣♦✐♥t ■❉❙ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❣❡♦♠❡tr②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ◗s❧✐♠✱ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭■❉❙✮

✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❡s❤ ❧✐❦❡ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❞✉r✐♥❣

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜②

✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✉s❡❞ ✐♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❆♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭▼❆✲■❉❙✮✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❛ ❢❡✇ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝

t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡s❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝

❜② ❝❛st✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ ❛ L2 ♥♦r♠ t♦ ❛ L∞ ♥♦r♠✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤✐s L∞ ❡rr♦r✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ t❤❡♥

♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊rr♦r ❱✐❡✇♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t

❢♦r ▼❛①✐♠✉♠ ❊rr♦r ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭▼❊✲■❉❙✮

❖✉r ❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ t✐♠❡s ❢❛st❡r

t❤❛♥ ❛ ♥♦♥✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ■❉❙ ❛♥❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t✇❡♥t②✲✜✈❡ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ♥♦♥✲t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥

s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❞✐st♦rt✐♦♥

t❤❛♥ ■❉❙✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ✷✵ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❋♦r t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ❜♦t❤ ▼❊✲■❉❙ ✐s ♣❡r❢♦r♠s

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ■❉❙✱ ✇❤❡r❡❛s ▼❆✲■❉❙ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡✳ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

t❡①t✉r❡s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

✶✶✺
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✶✶✻



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ❛♥❞

♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳

✼✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✸❉ ❝♦♥t❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✸❉ ♠❡s❤❡s✱ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❡❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥t❡rt❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ s♣♦rts✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼✐❝r♦s♦❢t ❑✐♥❡❝t ❛♥❞ ▼❛❦❡r❜♦t ❉✐❣✐t✐③❡r

♠❡s❤ s❝❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t✱ ♣♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥

r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✸❉ ❝♦♥t❡♥t ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❤✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥

❝❛♣t✉r❡ ✭♠♦❝❛♣✮ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐ss✐♥❣

❞✉❡ t♦ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❜♦❞② ♣❛rts ♦r ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤✉s✱ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞

t♦ r❡st♦r❡ ❛♥② ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋♦r s❝❛♥♥❡❞ ✸❉ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡

♠❡s❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❀ t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥s✉♠❡

❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡

✶✶✼
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r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✐♥✲

❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❱❚✮ ♠❡t❤♦❞✱ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳ ▼❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♣♦s❡s

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ✇❤✐❧❡ ❙❱❚ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐①

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

✇❡ ✉s❡ ❙❱❚ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧❧② ✈❛❧✐❞ t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥st❡❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❱❚ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳

❖✉r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s t❛r❣❡t t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✿ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❥♦✐♥t ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

❥♦✐♥t ✐s ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ❧♦♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t✐♠❡✳ ❋♦r r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♠✐ss✐♥❣

r❛t❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✻✵✪✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❥♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢

✉♣ t♦ ✷ s❡❝♦♥❞s ❛t ❧♦✇ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡s✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t♦ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❝❛♣

♠❛tr✐① ✐♥t♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧

t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r r❛♥❦ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛tr✐①

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ r❡❝♦✈❡rs ❞❛t❛ ❜❡tt❡r ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r r❛♥❦✱ t❤✐s ❢❛❝t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❙❱❚ ♠❛✲

tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t♦ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ♠♦❝❛♣

❞❛t❛ ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❚❙❱❚✮ s❤♦✇s

✉♣ t♦ ✽✵✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ✻✽✪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❢r❛♠❡✲❜❛s❡❞ ❙❱❚ ✭❋❙❱❚✮ ♠❡t❤♦❞✳

✶✶✽
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❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ♠❡t❤♦❞s ❡①♣❧♦✐t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛❀ ❚❙❱❚ ❡①♣❧♦✐ts

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r② s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❋❙❱❚ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❜❡tt❡r

♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ♣r♦♣❡rt② ❢r♦♠ ❋❙❱❚✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

❞✉r✐♥❣ ❚❙❱❚ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❋r❛♠❡ ❛♥❞ ❚r❛❥❡❝t♦r② ❜❛s❡❞

❙❱❚ ✭❈❋❚❙❱❚✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❋❙❱❚ r❡❝♦✈❡r② ✐s ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❚❙❱❚✳ ❚❤❡ ❚❙❱❚

♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ s♦ t❤❛t ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r② ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡

♦✉t♣✉t ♦❢ ❋❙❱❚✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❈❋❚❙❱❚ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋❙❱❚ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ ✼✻✪ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✸✪✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❋❙❱❚ ❛♥❞ ❚❙❱❚ ❞❡❝r❡❛s❡

❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r ♠❛♥② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢r❛♠❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

♠♦❝❛♣ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉❡ t♦ s❦❡❧❡t♦♥ r✐❣✐❞✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞

t❤❡ ❋❙❱❚ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❥♦✐♥ts✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❚❙❱❚ ❢❛r❡s ♣♦♦r❧② ❛❣❛✐♥st s✉❝❤ ♣❛tt❡r♥s ♦❢

♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❡t❤♦❞s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❚❙❱❚ ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳ ❊①♣❡r✲

✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❦❡❧❡t♦♥✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❙❱❚ ✭❙❈❙❱❚✮ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s

❋❙❱❚ ❜② ✹✵✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❇❖▲❊❘❖✱

♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ✸ t♦ ✶✶ t✐♠❡s ❢❛st❡r✱ ❛♥❞ ♦✛❡rs ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❈❤❛♣t❡r ✻ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✸❉ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ✭■❉❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ■❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ r❡♥❞❡r ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❛❞❜❛❝❦ ❝②❝❧❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✷✵ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳

❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ■❉❙✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
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✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤✐❧❡ ♥♦t

❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❚✇♦ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ▼❆✲■❉❙ ❛♥❞ ▼❊✲■❉❙✱ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚✐♠✐♥❣ t❡sts s❤♦✇s

t❤❛t ❜♦t❤ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✷✺ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ■❉❙✳ ❖❜❥❡❝✲

t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡

❧♦✇❡r ❞✐st♦rt✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ■❉❙ ❢♦r ♥♦♥✲t❡①t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✳ ❋♦r t❡①t✉r❡❞

♠❡s❤❡s✱ ▼❊✲■❉❙ ✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ■❉❙✱ ✇❤❡r❡❛s ▼❆✲■❉❙ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss✱

t❤❡ t❡①t✉r❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✼✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✼✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ▼♦❝❛♣ ❘❡❝♦✈❡r②

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✐t ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s

❥♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ✇❛❧❦✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✱

t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❢❡❡t ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝②❝❧✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡

♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞❀ t❤❡ st❛rt ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❢♦♦t ♠✐❣❤t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡

♦❢ ❛ ❝②❝❧❡ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❢♦♦t✳ ■❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❜❡tt❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱

♦✈❡r❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✱ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦✈❡r✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❉✉r✐♥❣ r❡❝♦✈❡r②✱

❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣✐❝❦ ♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s

t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❝❛♣ r❡❝♦✈❡r②✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❀ ❡❛❝❤
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♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❧② ❡♥❝♦❞❡s

❛ ♣✉♥❝❤✐♥❣ ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ♣✉♥❝❤✐♥❣✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✢✐♣♣✐♥❣✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥

♠♦r❡ ❞✐✈❡rs❡ s❡ts ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r♠s ❛ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡ ✐♥ ❢r❛♠❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts

❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡✱ ♦r ♣♦s❡ ❬✼✾❪✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱

t❤✐s ❝✉r✈❡ ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥

t♦ r❡❝♦✈❡r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡❀ t❤✐s

s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡

✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❢r❛♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ s❡❣♠❡♥t ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ❢r❛♠❡s✱

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡t s♣❛♥s ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ tr② t♦ r❡❝♦✈❡r ❛❧❧ ❢r❛♠❡s ❛t ♦♥❝❡✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦

s❡❣♠❡♥t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛t ❡q✉❛❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s❀ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✇♦r❦

s✐♥❝❡ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ❢r❛♠❡s ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❆ ❜❡tt❡r ✇❛② ✐s t♦

✉s❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❝❛♣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✼✶✱ ✽✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦

♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②❀ t❤❡② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣s ♦r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥

s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❣♠❡♥t✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❢♦r

❧♦✇ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✽✶✱ ✽✷❪

❝❧✉st❡rs ❛ s❡t ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡ts ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱

❛♥❞ ❡❛❝❤ s❡t s♣❛♥ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❆ ♠♦❝❛♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛s

s✉❝❤ ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ❢r❛♠❡s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❡t r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳

❆♥♦t❤❡r ❛✈❡♥✉❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥

t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦

✶✷✶



✼✳✷✳ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♦t❤❡r t②♣❡s

♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠❡t❤♦❞s t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ t②♣❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❝❛♣ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r②✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧✐✈❡r② ♦❢

♠♦❝❛♣ ❞❛t❛✳

✼✳✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ▼❡s❤ ❙✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋♦r ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts t♦ ♦♥❡

s❤♦rt❡♥s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡ s❧♦✇✳ ❚❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦

♦❢ ■♠❛❣❡ ❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ r❡♥❞❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ●P❯ t♦ ❈P❯

❢♦r ❡rr♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❇② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡rr♦rs

❡♥t✐r❡❧② t♦ t❤❡ ●P❯✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r✳ ❊✈❡♥ ❢❛st❡r ♣r♦✲

❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ♣❛rt ♦❢ ♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦✈❡❞

t♦ t❤❡ ●P❯ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯✳

❙❤♦♥t③ ❡t ❛❧✳ ❬✽✸❪ ♠♦✈❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦r❦❧♦❛❞ t♦ t❤❡ ●P❯✳ ❉❡❈♦r♦ ❛♥❞

❚❛t❛r❝❤✉❦ ❬✽✹❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ✈❡rt❡① ❝❧✉st❡r✐♥❣ t②♣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥t✐r❡❧② ♦♥

t❤❡ ●P❯✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤

t②♣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ s✉❝❤ ❛s ■❉❙✱ ♦♥ ❛ ●P❯ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♥❛t✉r❡✳

❚❤❡ ▼❆✲■❉❙ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♣✉r❡❧② ❤❡✉r✐st✐❝❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▼❊✲■❉❙ ✈✐❡✇✲

♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✇❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞

s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡

♦❢ ❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡ ❧♦♥❣✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r t♦

❞❡r✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ❜❡tt❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✶✷✷



❆✉t❤♦r✬s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳ ❈✳✲❍✳ ❚❛♥✱ ❏✳ ❍♦✉✱ ❛♥❞ ▲✳✲P✳ ❈❤❛✉✱ ✏❍✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ✉s✲

✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r②✲❜❛s❡❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱✑ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✹✾✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣♣✳

✼✺✷✕✼✺✹✱ ✷✵✶✸✳

✷✳ ❈✳✲❍✳ ❚❛♥✱ ❏✳ ❍♦✉✱ ❛♥❞ ▲✳✲P✳ ❈❤❛✉✱ ✏▼♦t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❛t❛ r❡❝♦✈❡r② ✉s✐♥❣ s❦❡❧❡t♦♥

❝♦♥str❛✐♥❡❞ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱✑ ❚❤❡ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ♣♣✳ ✶✕✶✷✱ ✷✵✶✹✳

✸✳ ❈✳✲❍✳ ❚❛♥ ❛♥❞ ▲✳✲P✳ ❈❤❛✉✱ ✏❙✐♥❣❧❡ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ■♠❛❣❡✲❉r✐✈❡♥ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♥♦✳ ✵✸✱ ✷✵✶✹✳

✹✳ ❈✳✲❍✳ ❚❛♥ ❛♥❞ ▲✳✲P✳ ❈❤❛✉✱ ✏■♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱✑ ✐♥

✷✵✶✷ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❙❈❆❙✮✱ ✷✵✶✷✱ ♣♣✳

✽✺✽✕✽✻✶✳

✺✳ ❈✳✲❍✳ ❚❛♥ ❛♥❞ ▲✳✲P✳ ❈❤❛✉✱ ✏❙❛❧✐❡♥❝② ❣✉✐❞❡❞ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ❈♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❈■❈❙✮ ✷✵✶✶ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✶✕✹✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❩✳ ❇✐❛♥✱ ❏✳ ❍♦✉✱ ▲✳ ❈❤❛✉✱ ❛♥❞ ◆✳ ▼❛❣♥❡♥❛t✲❚❤❛❧♠❛♥♥✱ ✏❋❛❧❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥

❜♦❞② ♣❛rt tr❛❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤ ❝❛♠❡r❛✱✑ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞ ❍❡❛❧t❤

■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ PP✱ ♥♦✳ ✾✾✱ ♣♣✳ ✶✕✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✷❪ ❱✐❝♦♥✱ ✏❱✐❝♦♥ ♠♦t✐♦♥ s②st❡♠✱✑ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐❝♦♥✳❝♦♠✱ ✷✵✶✸✳

❬✸❪ ❚✳ ❉✉tt❛✱ ✏❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡❝t➋ s❡♥s♦r ❢♦r ✸✲❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡

✇♦r❦♣❧❛❝❡✱✑ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊r❣♦♥♦♠✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✻✹✺✕✻✹✾✱ ❏✉❧✳ ✷✵✶✷✳

❬✹❪ ❆✳ ❨❛♦✱ ❏✳ ●❛❧❧✱ ❛♥❞ ▲✳ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ✏❈♦✉♣❧❡❞ ❛❝t✐♦♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐❡✇s✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✵✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳

✶✻✕✸✼✱ ✷✵✶✷✳

❬✺❪ ❨✳ ❙❤❡✐❦❤✱ ▼✳ ❙❤❡✐❦❤✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛❤✱ ✏❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❛❝t✐♦♥✱✑ ✐♥

❚❡♥t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✷✵✵✺✳ ■❈❈❱ ✷✵✵✺✱ ✈♦❧✳ ✶✱

✷✵✵✺✱ ♣♣✳ ✶✹✹✕✶✹✾ ❱♦❧✳ ✶✳

❬✻❪ ■✳ ❇❛r❛♥ ❛♥❞ ❏✳ P♦♣♦✈✐➣✱ ✏❆✉t♦♠❛t✐❝ r✐❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❝❤❛r❛❝t❡rs✱✑ ✐♥

❆❈▼ ❙■●●❘❆P❍ ✷✵✵✼ P❛♣❡rs✱ s❡r✳ ❙■●●❘❆P❍ ✬✵✼✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✿ ❆❈▼✱

✷✵✵✼✳
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❬✹✹❪ P✳ ❆❧❧✐❡③✱ ●✳ ❯❝❡❧❧✐✱ ❈✳ ●♦ts♠❛♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆tt❡♥❡✱ ✏❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦❢

s✉r❢❛❝❡s✱✑ ✐♥ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r✐♥❣✱ s❡r✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱

▲✳ ❉✳ ❋❧♦r✐❛♥✐ ❛♥❞ ▼✳ ❙♣❛❣♥✉♦❧♦✱ ❊❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❏❛♥✳ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳

✺✸✕✽✷✳

❬✹✺❪ ❍✳ ❍♦♣♣❡✱ ✏Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤❡s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙■●●❘❆P❍✱ ✈♦❧✳ ✾✻✱ ✶✾✾✻✱ ♣♣✳

✾✾✕✶✵✽✳

❬✹✻❪ ❘✳ P❛❥❛r♦❧❛ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦ss✐❣♥❛❝✱ ✏❈♦♠♣r❡ss❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤❡s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✼✾✕✾✸✱ ❏❛♥✳ ✷✵✵✵✳

❬✹✼❪ ▼✳ ●❛r❧❛♥❞ ❛♥❞ P✳ ❙✳ ❍❡❝❦❜❡rt✱ ✏❙✉r❢❛❝❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ q✉❛❞r✐❝ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝s✱✑

✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✹t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆❈▼ Pr❡ss✴❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡② P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✼✱

♣♣✳ ✷✵✾✕✷✶✻✳

❬✹✽❪ P✳ ▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ●✳ ❚✉r❦✱ ✏❋❛st ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ✐♥

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✬✾✽✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❚r✐❛♥❣❧❡ P❛r❦✱ ◆♦rt❤

❈❛r♦❧✐♥❛✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✿ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✽✱ ♣♣✳ ✷✼✾✕✷✽✻✳

❬✹✾❪ ▼✳ ●❛r❧❛♥❞ ❛♥❞ P✳ ❙✳ ❍❡❝❦❜❡rt✱ ✏❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝♦❧♦r ❛♥❞ t❡①t✉r❡

✉s✐♥❣ q✉❛❞r✐❝ ❡rr♦r ♠❡tr✐❝s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✬✾✽✳

✶✷✾
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❘❡s❡❛r❝❤ ❚r✐❛♥❣❧❡ P❛r❦✱ ◆♦rt❤ ❈❛r♦❧✐♥❛✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✿ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②

Pr❡ss✱ ✶✾✾✽✱ ♣♣✳ ✷✻✸✕✷✻✾✳

❬✺✵❪ ❍✳ ❍♦♣♣❡✱ ✏◆❡✇ q✉❛❞r✐❝ ♠❡tr✐❝ ❢♦r s✐♠♣❧✐✜②✐♥❣ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✱✑

✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✬✾✾✿ ❝❡❧❡❜r❛t✐♥❣ t❡♥ ②❡❛rs✳ ■❊❊❊

❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss ▲♦s ❆❧❛♠✐t♦s✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✾✱ ♣♣✳ ✺✾✕✻✻✳

❬✺✶❪ ❏✳ ❲❡✐ ❛♥❞ ❨✳ ▲♦✉✱ ✏❋❡❛t✉r❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠❡s❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ s❡♥s✐t✐✈❡

♠❡tr✐❝✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♣♣✳ ✺✾✺✕✻✵✺✱ ✷✵✶✵✱

✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✸✾✵✲✵✶✵✲✾✸✹✽✲✼✳

❬✺✷❪ ▼✳ ❍✉ss❛✐♥✱ ✏❊✣❝✐❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ▲❖❉s ♦❢

✸❉ ♠❡s❤❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✷✹✱ ♣♣✳ ✻✵✹✕✻✵✹✱

✷✵✵✾✱ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✸✾✵✲✵✵✾✲✾✷✹✾✲✾✳

❬✺✸❪ ❙✳✲❏✳ ❑✐♠✱ ❈✳✲❍✳ ❑✐♠✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲❡✈✐♥✱ ✏❙✉r❢❛❝❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡

❝✉r✈❛t✉r❡ ♥♦r♠✱✑ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣♣✳ ✻✺✼✕✻✻✸✱ ❖❝t✳ ✷✵✵✷✳

❬✺✹❪ ❈✳✲❈✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❏✳✲❍✳ ❈❤✉❛♥❣✱ ✏❚❡①t✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤❡s✱✑

❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✸✹✸✕✸✺✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✺❪ ◆✳ ❈♦❧❧ ❛♥❞ ❚✳ P❛r❛❞✐♥❛s✱ ✏❆❝❝✉r❛t❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❤❛rt t❡①t✉r❡❞ ♠♦❞❡❧s✱✑

❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✈♦❧✳ ✷✾✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✶✽✹✷✕✶✽✺✸✱ ❙❡♣✳ ✷✵✶✵✳

❬✺✻❪ ❏✳ ❈♦❤❡♥✱ ❉✳ ▼❛♥♦❝❤❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖❧❛♥♦✱ ✏❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡

♠❛♣♣✐♥❣s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✬✾✼✱ ✶✾✾✼✱ ♣♣✳ ✸✾✺✕

✹✵✷✳

❬✺✼❪ ❏✳ ❈♦❤❡♥✱ ▼✳ ❖❧❛♥♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛♥♦❝❤❛✱ ✏❆♣♣❡❛r❛♥❝❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ✐♥

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s✳ ❆❈▼ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✽✱ ♣♣✳ ✶✶✺✕✶✷✷✳

❬✺✽❪ ❘✳ ❑❧❡✐♥✱ ❆✳ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙tr❛ss❡r✱ ✏■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♠✉❧✲

t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡s❤❡s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✶✾✾✽✱

✶✾✾✽✱ ♣♣✳ ✻✽✵✕✻✽✼✳

❬✺✾❪ P✳ ▲✐♥❞str♦♠ ❛♥❞ ●✳ ❚✉r❦✱ ✏■♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥

●r❛♣❤✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✷✵✹✕✷✹✶✱ ✷✵✵✵✳
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❬✻✵❪ ❊✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ●✳ ❚✉r❦✱ ✏❱✐s✐❜✐❧✐t②✲❣✉✐❞❡❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲

❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✬✵✷✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✷✱

♣♣✳ ✷✻✼✕✷✼✹✳

❬✻✶❪ P✳ ❈❛st❡❧❧ó✱ ▼✳ ❙❜❡rt✱ ▼✳ ❈❤♦✈❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋❡✐①❛s✱ ✏❱✐❡✇♣♦✐♥t✲❞r✐✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✉s✐♥❣ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱✑ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✷✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✹✺✶✕✹✻✸✱

❆✉❣✳ ✷✵✵✽✳

❬✻✷❪ ❍✳ ❍♦♣♣❡✱ ✏❱✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❡s❤❡s✱✑ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢

t❤❡ ✷✹t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✲

❙■●●❘❆P❍ ✬✾✼✱ ◆♦t ❑♥♦✇♥✱ ✶✾✾✼✱ ♣♣✳ ✶✽✾✕✶✾✽✳
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