
Commun. math. Phys. 19, 31-64 (1970)
©  by  Springer-Verlag 1970

A  Class of Homogeneous Cosmological Models

II.  Observations

M. A.  H.  MACCALLUM and  G. F. R.  ELLIS

Department  of Applied Mathematics and Theoretical  Physics, Cambridge, England

Received  March 30,  1970

Abstract.  This  paper  discusses  the  application  of  geometric  optics  to  the  study  of
observational properties of cosmological models examined in a previous paper. A number
of  results concerning these properties  are  derived, the  most  interesting of which is  the in-
variance  of  observational  relations  under  certain  discrete  isotropy  groups.  Closed  form
expressions  are  obtained  in certain cases.

1.  Introduction

This paper discusses  the observational  properties  of a class  of homo-
geneous  cosmological  models  studied  in  previous  papers  [1—3].  These
are  spacetimes which satisfy Einstein's  field  equations  for  a perfect fluid
and  which  admit  a  three-parameter  group  of motions  simply-transitive
on  spacelike  sections  (surfaces  of homogeneity)  orthogonal  to  the  fluid
flow  vector

1
,  u*.  They  are  therefore  universes  homogeneous  in  the  rest-

space  of any  fundamental  observer.
In this paper we will quote  freely  from  the results of the earlier  work.

The matter in these spaces has no rotation or acceleration. One can choose
coordinates  {£, x

v
} such that {xv}  are comoving coordinates, {t = constant}

are the surfaces of homogeneity, and  t is the proper  time along the world-
lines  of  the  matter  (Latin  indices  run  from  0  to  3, Greek  from  1 to  3
α, ft, c...  α, β  ... will be  used  for  components  referred  to  an  orthonormal
tetrad  {ea}  with e0 = u  ij,  k ... will be used for coordinate  components).
{eκ}  span  the tangent plane to  the surface of homogeneity  at each  point.
The  signature  is  + 2  and  ua

  is  normalised  (uaua = — 1). The  first  deriva-
tives  of ua are  determined  by  the expansion  tensor Θab,

ua.,b=θabι  θab=θ(ab};  θabu
b = 0.  (1.1)

1
  Spacetimes admitting a multiply-transitive group  acting on such three-dimensional

spacelike  surfaces  belong  to  the  class  of  L.R.S.  (locally  rotationally  symmetric)  spaces
[4,49].  The  only  such  spacetimes  not  admitting  a  simply-transitive subgroup  acting  on
these  surfaces are  those of  Case  I  of  Kantowski  and  Sachs  [5].
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We  write  θab = σab +1/3 θ hab  where  hab = gab + uaub.  σab  is  the  shear
tensor  and  θ  the  expansion.

The  commutator  of  two  vectors  X = Xid/dxί
  and  F— Yjd/dxj

  is
defined  by

[ X , Y ] f : = X ( Y f ) -  Y(Xf)  for  all  functions  /.  (1.2)

One  finds,  on  writing  \ea, e^\  — : yc

abec,  that  in  these  models

(1.3)

where
Ωa:  = ̂ ηabcdubec  ed9

M
α<5  .  —  \_  ..(α  pδ)yσ

n
  '  — 2 7  γσ

b
  ->

ηabcd
 is the skew pseudo-tensor with η0123 = 1, and  signifies  covariant

differentiation  in  the ua
  direction.  θΛβ, n

α/8
, aβ, Ωβ  depend  only  on  t  and

behave  as  symmetric three-tensors  and  three-vectors  respectively  under
proper  orthogonal  transformations  of  {ev}  dependent  only  on  ί.  In
general, we choose  {ev}  such  that nΛβ = diag(«

1?
 n

2
> ^3)

 an
d  cf  = (a, 0,0);

then  the  Jacobi  identities  for  {ev}  are  nίa = 0.  When  n
α

α
 = 0,  one can

choose  an  alternative  basis  such  that  n23 = q,  and  the  remaining  naβ

are  zero.
Three  linearly  independent  spacelike  Killing  vectors  {ξµ},  which

generate  the  simply-transitive  group  of motions,  can  be  chosen  so  that
at any one given  point  ξκ ^ — eκ, C

µ

κv  — yµ

κv, where Cµ

κv  are defined by

K V  "I _  fK  £  ίΛ  CΛ

µ )  *9vJ  ^  µvτic  '  \Λ-  ^J

For  this  choice  of basis  Nκµ9  Aµ
  can be  defined  from  Cκ

µv  by  equations
similar to (1.4). We may then set NK9  A  to  ± 1 or 0 by rescaling the Killing
vectors, unless AN2N3  φ 0 (see [1]). By the definition  of the vectors  {ea},
any  Killing  vectors  commute  with  them;

l>α,ίµ] = 0.  (1.6)

The possible  group  types  have previously  been  classified  by  Bianchi
[6]  and  Behr  [7].  We  follow  the  modification  of  Behr's  classification
described  in  [1].  If  a = 0  the  space  is  Class  A  and  if  αΦθ,  Class  B. If
naβ =

 0 Λe space is in subclasses Aa or Ba, and otherwise Ab, Bb. Case Bb
is  subdivided  according  as  aβ

  is  a  shear  eigenvector  (Bbi)  or  not (Bbii).
Case  Bbii  can  only  occur  in  a  group  of Bianchi  type  VI  in which

n2 n3 + 9 a2 = 0 = N2N3  + 9 A2
.  (1.7)
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In  this paper  we  investigate  the  behaviour  of null geodesies  in  these
spacetimes.  Section  2  introduces  the  required  formulae  from  geometric
optics  and  Section  3  discusses  their  use  and  evaluation  in  cosmology.
These  sections apply  to any spacetime, while Sections 4-6  apply  specifi-
cally  to  the class  defined  above.  Section 4  studies  the relation  of homo-
geneity  to  discrete  isotropy,  Section  5  is  concerned  with  closed  form
expressions,  and  Section  6 deals  with  the  observational  relations  down
the  principal  axes  of  shear.

Section  2,  which  is  included  for  completeness,  consists  mostly  of
known results necessary for an understanding of the later work. However,
it  incorporates  some  previously  unpublished  derivations  and  some
novelty of presentation which we hope will prove valuable. An  amplified
account  will  appear  elsewhere  [8].  In  this  and  the  remaining  Sections
results  for  which  no  reference  is  given  are, as  far  as  the  authors  are
aware, new.

2.  Geometric Optics

We  suppose  that  spacetime  is  (pseudo-)Riemannian  and  that  the
electromagnetic  tensor  Fab  for  the  light  emitted  by  a  source  obeys
Maxwell's  equations  for  a  charge  and  current  free  region

JWj  = 0,  (2.1 a)

Fab

;b  = 0.  (2.1 b)

From (2.1 a), using freedom of gauge, one can choose a vector potential
Φa

  such  that
Fab  = 2Φ[a;b];  Φ

 ;β
 = 0.  (2.2)

We  assume  that  there are  approximate  solutions  of (2.1) of the  form
Φa= Aa f(φ\  where  /  is  an  arbitrary  function  of  φ. and  varies  on  a
length  scale  much  shorter  than  that  on which Aa

  varies  (cf. Trautmann
[9] and Dehnen [10]). Defining ka:  = φ)aso that k[a.b] = 0, and A2: = AaAa,
we  find  by  substituting  in  (2.1),  (2.2)  and  equating  coefficients  of  /,
/': = df/dφ  and /": - d2f/dφ2

  that:

kaka = 0  (2.3 a)
implying

ka,bk"  = kb,ak
b = Q  (2.3 b)

Λfc
6
 = 0;  (2.4)

2Aa'bkb  + Aakb.b = 0  (2.5 a)
implying

(A2);ak"  + A2k\b = Q;  (2.5b)
and

Fab = f'(kbAa  -  kaAb) + 2fAla;b].  (2.6)

3  Commun.  math.  Phys., Vol. 19
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We  now  assume  it  is  reasonable  to  ignore  the  last  term  in (2.6) (this
is  the geometric optics  approximation

 2
). The energy-momentum tensor

of  the  electromagnetic  field  is  then

Sab = A2(f')2kakb.  (2.7)

Eq. (2.3)  shows  that  light  travels  on  null  geodesies  ("rays")  xa(λ)  on
which φ is constant. If two  observers A  and B measure the rate of change
of /  at  points  on the  same  ray,  their  results  are  in the ratio

(k\)B

where  z  is  the  redshift
3
  observed  by  B  in  light  emitted  by  A,  since

A  displacement kaδλ  at  a point p  along a null geodesic  will be inter-
preted  by  an  observer  at p  with velocity ua

 as a  time difference  δt  and a
spatial  distance  δx  where

δt = δx = (-kaua)δλ.  (2.9)

The  results  of  Jordan,  Ehlers,  and  Sachs  [13,14]  on  null  geodesic
congruences  show  that  the  size  and  shape  of a  small  cross-section  of a
given  bundle  of  rays  is  independent  of  the  observer's  four-velocity  and
that  its  area  dS  is  propagated  according  to

dS.ak
a = dS(ka

;a).  (2.10)

From  this, (2.3)  and  (2.5)  one  finds  that

A2f'2dS  is constant  along  a ray.  (2.11)

If  the  observer  A  sees  an  object  G with  intrinsic  area  dSG  which
subtends  a  solid  angle  dΩA  at  A,  one  can  define  an  area  distance  rA

between  A  and  G by

dSG=:rA

2dΩA9

while  if an  angle dΩG  at  G subtends  an  area  dSA  at  A  one can  define  an
area  distance rG  between A  and G by rGdΩG: = dSA.  The observer A  sees
a  flux

4  LA = (Sabu
aub)A  = A2ff2(kaua)A  from  the  source  at  G, while an

observer  at  unit  distance  from,  and  moving  with, the  source  measures
a flux LG = L/4π  where L is the total output of the source. One can define

2
  For  a  discussion  of the validity  of the approximations  see [11] (cf. [12]).

3
  There  is  no distinction  here  between  "Doppler" and "gravitational"  effects.

4
  The energy flux vector  is qa = ha

cS cbu
b. We can check  from  this  that LA  is the rate

of  receipt  of energy  per  unit area  by  a  screen  orthogonal  to  ua
 and  ka

  at  A,
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a  third  distance  between  A  and  G, the  luminosity  distance  D, by  D2

:=LG/LA  [15].  From  (2.11)  and  the  definitions,  D2
  = r|(l + z)2.  These

distances  are related  to rA  by

r| = rj  (1 + z)
2
,  (2.12)

which is known as the reciprocity theorem. It was first proved by Ethering-
ton  [16]  and  was  recently  rediscovered  by  Penrose. [17]  following  a
conjecture  of  Kristian  and  Sachs  [18].  A  simple  proof  suggested  by
Sachs  is  given  in  [8]  the  essential  step  applies  the known  first  integral
of the second order  geodesic deviation equation (the "Lagrange identity")
to  a  pair  of geodesic  deviation  vectors  which  are  orthogonal  at  both  A
and  G. (It  is  the  different  propagation  of  the  magnitudes  of  these  two
vectors  which  gives  rise  to  the  distortion  effect  [18, 19].)

The  area  distance  rA  depends  on  ua

A  but  not  on  ua

G. Since  the  fluxes
L

G
, LA  are related  by

LG = LArA

2(l  + z)
4 = LArG

2(l  + z)
2
 ,  (2.13)

momentarily  coincident observers  of the  same  source  see fluxes  propor-
tional  to  (l + z)~

2
  (r

G
  being  the  same  for  both),  while  an  observer  of

two  equal  momentarily  coincident  sources  sees  fluxes  proportional  to
(l + z)~

4  (rA  being  the  same)
5
.  Although  rA  depends  on  the  behaviour

of  a  small  bundle  of rays  it  can be  regarded  as  a  function  assigned  only
along  the  central  ray  of  the  bundle.

So far we have treated  G as a point source. If the intensity of radiation
is  defined (in the  terminology  of  Chandrasekhar  and  Ehlers, cf. [8])  by
I A : = LA/dΩA  and IG  : = LG/dSG  one finds

6

/
G
 = /

A
(l + z)

4
.  (2.14)

Moreover  we  have  so  far  considered  monochromatic  or  bolometric
fluxes, while  in  practice  one  observes  over  some  frequency range  A ωA

= A ω
G
/(l + z). Defining specific  flux  F(ω)  and  specific  intensity  I(ώ)  as

the  flux  and  intensity per  unit  frequency range  at  the  frequency ω,

)
,  (2.15)

5
  This leads to two definitions  of corrected luminosity distance [18]  in fact, a number

of  "luminosity  distances"  appear  in the  literature. [18]  and [20] use rA,  [21-23] use  rG

and [15] uses D. Note that a beam may refocus so that rG is the same at two points, although
for  fundamental observers  the  redshift  factors would usually lead  to  different  values  of  rA

at  the  two  points.
6
  An  alternative  derivation  of  this  result  and  those  that  follow  has  been  given  by

Sachs  [24] using a  Boltzmann equation  treatment  for photons.
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and similarly

τ  ,,  v  /
G
K(l + z))

A(
  ^

 =
 -  ~  — '

  (  }

In particular for black  body radiation at emitted temperaturfe  TG and
redshift  z

Kω\
G(C°G)  Qxp(hωG/kTG)-l  ^ A((°A)

  exp(fcω^(l

(K,  k,  h  are  constants),  so  that  the  observed  radiation  is  black-body.
radiation

 7
  at a temperature

TA=TG/(l  + z ) .  (2.17)

Finally  if the spacetime contains matter with emissivity j(ω)  per unit
volume and  absorption  coefficient  K(ω)  (including stimulated emission),
then

8

implying

o  o

where  τ(/l), the  optical  depth, is  defined  by

If  the congruence ends at  a  source  one can  set  λ' — λG  in (2.18); then
the observed  specific  intensity contains  a  term due  to  the  source  and a
term  due  to  the  integrated  effect  of other matter  along  the  line of sight.
Eq.  (2.18) can  be  used  to  investigate  the  effects  of  specified  absorption
or  emission  processes,  and  to  evaluate  the  intensity  of  light  from  a
discrete  source  or  a  background  flux.  The  right-hand  side  tells  us  that
Gibers'  paradox  is  resolved  if j(ω)  undergoes  a  suitable  cutoff  or  if  the
redshift  factors  sufficiently  attenuate the  emission.

No  particular  cosmological  models  or  gravitational  field  equations
are involved in the above  equations, nor  any relation between rA  and z.
A  and  G  need not  move  as  fundamental  observers  but  (2.18) assumes  a

7
  In an  anisotropic  universe  replacing  the assumed  instantaneous decoupling  of the

black body radiation by more realistic scattering processes yields a distorted  spectrum and
(2.17)  then  requires  modification  [25].

8  λ  is  any  parameter  along  the  geodesic  curves.  It  could  in  particular  be  an  affine
parameter  u;  if  it  is  not,  k°  in (2.8-3.1) should,  strictly, be  replaced  by  ka

  (see (3.2) below).
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unique  velocity  for  the  matter  at  each  point.  Therefore  Eqs.  (2.14-18)
allow one to compare intrinsic properties of the sources without reference
to a particular  cosmological model, provided  one can evaluate or  ignore
the  effect  of  intervening  matter  (cf. [22,26]).

3.  Observations and Cosmological Models

We  do  not  a  priori  know  the  intrinsic  surface  brightness  /
G
,  cross-

sectional  area  dSG  or  luminosity L  for  a  source  or  the  emissivity  j(ω)
or  absorption  K(ω)  of  matter  intervening between  the  source  and  ob-
server.  Thus  we  must  proceed  by  evaluating  the  formulae  of  Section  2
for  particular  assumed  matter  evolution  in  a  particular  cosmological
model and then comparing the results with observations. Some relations,
as  just  remarked,  can  be  used  without  specialising  the  cosmological
model, but  for others one needs the relationship of the three  fundamental
quantities  rA  (the  area  distance), λ  (the geodesic  parameter)  and  z  (the
redshift).  This  relationship  is  usually  calculated  assuming  that  sources
and observers move as fundamental observers; peculiar random motions,
gravitational  redshifts,  and  focussing  by  massive  bodies  being  treated
only  as  second  approximations.  When  the  function  z(λ)  is  known  Eq.
(2.18) can  be  used  to  determine  the  spectrum  of background  radiation,
and  (2.17) the  temperature  of primeval  black-body  radiation.

Eq.  (2.15)  is  the  basis  of  the  comparison  with  individual  sources.
The  specific  flux  at  the  galaxy  FG  is  deduced  from  the  properties  of
nearby  sources  similar  to  those  under  consideration.  The  observed
specific  flux  FA  is  usually  measured  only  out  to  a  certain  isophote  (i.e.
contour  of  observed  specific  intensity  IA).  It  is  then  corrected  a) for  the
effect  of the  change with z of the  relation  of this contour  to  the contour
of  a  fixed  IG  (the  so-called  aperture  correction)  and  b)  to  turn  (2.15)
into  (2.13) by  reference  to  a  standard  spectrum  for  the  class  of  sources
considered  (the  K-correction  [27]).  Correction  a)  requires  knowledge
of  the brightness  distribution  in  the  object;  the  relation  between  the re-
quired correction and  the angular diameter  of the specified  contour of  IA

is  cosmology  dependent  [28].
In  principle  one  can  measure  rA  independently  of  FA  simply  by

measuring  the  solid  angle  dΩA  subtended  by  the  source,  provided  one
knows  dSG.  This  is  probably  impractical  due  to  the  night-sky  back-
ground  which  makes  it  difficult  to  decide  where  an  extended  source
ends  [28]. Thus  in practice  the measurements  are  expressed  in terms of
a  corrected  source  magnitude  m, which  represents  the  total  flux  FA

received  from  the  source.  Once  rA(λ)  is known, one can combine it with
z(λ)  to  obtain  the  m — z  relation.
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The most  important  other  direct  test  is the number-flux  density  rela-
tion  for  radio  sources  (in  our  terminology  the  number-specific  flux
relation). Consider a small parameter  displacement δλ on a null geodesic,
and  a  small  bundle  of  rays  about  this  geodesic  with  cross-section  dS.
The  volume element thus  specified  contains

ndSδx  = n rA

2dΩA(  -  kaua)Gδλ

sources, where n is the number density of sources per unit proper volume,
and  we  have  used  (2.9). So  if N  is  the  number  of  sources  per  unit  solid
angle  at  parameter  distances  less  than  λ  down  a  certain  ray  bundle

*-=nr*A(l + z)(-lfuJA.  (3.1)

Thus if in a cosmological model one knows z(λ) and  rA(λ)  for a particular
ray  one  can  find  the  relation  of N  and  FA  along  that  ray  for  any  class
of  sources, with FG  as  a parameter  (or find dN/dFA  which may  be more
useful  [29],  cf. [30]).

The  remaining  problem  in  evaluating  the  theoretical  predictions  is
to  relate  rA9  λ  and  z along  any ray.

To  relate  λ  and  z  for  a  given  observer  A  and  galaxy  G  one  has  to
solve  the  geodesic  equation  (2.3 b)  for  the  null  geodesic  xj(v;µ^,µ2)
joining  a  point  / = x

l
(0;µ

1
,µ

2
)  on  the  observer's  world  line  to  the

galaxy's  world  line
9
.  Here  v  is  an  affϊne  parameter  along  the  geodesic

ι  ^  dx'fv  µ1^2)  Λ  Λ  ~
with  tangent  vector  κ\ so fc'ίu µ ,µ ) = - - -  and µ , µ  are

ov
constants  specifying  the  initial direction  at  the pointy*.  Substituting in
(2.8)  gives the observed  redshift  of the source at  affine  parameter distance
v,  i.e. determines  the  function  z(v) for  the  ray  in  direction  (µSµ

2
)  at

the  observer.
We  shall  wish  to  have  the  freedom  to  use  non-affine  parameters

along  the  geodesic,  i.e. to  choose  some  other  parameter  λ = λ(v).  Re-
expressing  the  equation  in  terms  of  the  parameter  λ,  the  geodesic
xl(λ;µl,µ2)  has  a  tangent  vector  with  coordinate  components

.,,
  f

,2χ> µ
  5

 µ  )  —
oλ

(3.2)

and  the  redshift  will be  known  as  a  function  z(λ).
9
  We  assume  this  geodesic is unique.
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To  determine  rA9  we  note  that  (3.2)  implies

39

dµM
  -  dµMdλ  -  dλ \dµ»  '  ^~^'  <

13a
>

This  equation  can  be  integrated  along  the  ray  to  obtain  the  quantities

G  fifci

dλ  (3.3 b)ί/M
 - a

µ

M

where the initial condition is taken to be pl

M\A  = 0. We have in fact  solved
the  first  order  geodesic  deviation  equation  for  null  geodesies  diverging
from  A  i  if one makes  a  small  variation  δµM

  of angular  parameters  at  A9

the resulting geodesic  deviation  vector  at  G is pl

MδµM,  since the  geodesic
deviation  equation  is  linear.

For  an  observer  with  four-velocity ua
  at  A

dΩA=  limdS/(uaka)
2

A(δλ)2

<5λ->0

where dS  is  the cross-section  of the ray  bundle at δλ  from  A.  Using (2.9)
and  the  definitions  one  finds

where
dt dt (3.4)

I/
[
W  = f ' f i  fJ9j

Clearly  the  arbitrariness  in  choice  of  (A, µM)  does  not  affect  (3.4).
The method  of finding  rA  outlined here appears  to  be  of wide  appli-

cability  as  well  as  being  conceptually  simple.  One  might  be  able  to
proceed  in various other ways, e.g. one might be able to find {V^µ

1
,  µ2)}

explicitly  and  then  differentiate  to  get  (3.3 b)
10

,  or  one  might  integrate
the  second  order  geodesic  deviation  equation  directly  (cf.  [18])  or
indirectly  [21,  31]. The method  we use  in this paper  has  the  advantage
that  it  could  be  easily  adapted  to  numerical  calculation  (cf. [32]).

From  the  solution  (3.3 b), one  can  also  find  the  distortion  of  optical
images  due  to  the  curvature  of space-time. To  do  so, choose  two  varia-

10
  Various  authors  [32-36]  have  introduced  (v, µx

,µ
2
) and  a  parameter  τ  defined

along  the world  line of  the  observer  as  coordinates.  As  only  v varies  along  the geodesies,

these  coordinates,  with  XB  = v,  satisfy

k\a = kB

tak
a/kB

  (no sum over B)

so  that  (2.10)  can  be  integrated  to  obtain  dS = C]^gkB
  where  the  constant  C  can be

found  in  terms  of dΩA.  τ  may  then  be  eliminated  and  the  result  re-expressed  in  terms  of

any  other  coordinate  system.  The  practical  difficulty  lies  in  evaluating  the  coordinate

transformations,  which  is  in  fact  just  equivalent  to  calculating  (3.3b).  (See  e.g.  [37].)
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tions  δµ^,  δµ%  such  that  they  represent  orthogonal  displacements  of
equal  magnitude  on  the  unit  sphere  representing  the  sky  at  A  (e.g.  if
µ*,µ

2
  are  polar  coords  Θ, Ψ  one  can  choose  variations  δµ^^Δδ®,

δµϊf  = sin Θ Aδψ)  and  denote  the  corresponding  deviation  vectors  at  G
by  p,  q  (so  p'^pM^µ^, ̂  — PM^ P^)-  The  magnitude  of  the  distortion
may  be  represented  by  the  quantity d where

and p2  = p
α
p«, q2

 = qaqa, p-q = paqa.
This quantity has  the following significance:  a galaxy  which  appears

to A  to be spherical (i.e. of Hubble  type E
0
) would appear  to an observer

near  the galaxy  in  the  same  direction  as  A  to  be  an  elliptical galaxy  of
type  £„, where  n = 10(1 — d). This  effect  offers  in  principle a  further  test
of  cosmological  models  [18, 19].

An  alternative  to  exact  evaluation  of  the  observational  formulae is
to obtain  a power  series  solution. This method was used by Kristian and
Sachs  [18],  who  found  power  series  in  v  and  eliminated  to  get  power
series in rA. dSG was found by use of Taylor's  theorem on the second order
geodesic  deviation  equation.  The main  results  of their  paper,  using  our
conventions,  are

1 + z = 1 + (ua;bK
aKb)ArA  + \  (ua;bcK

aKbKc)ArA

2

(3.5)

+  {K î̂ ^  ... ,

dN  = (1 + z) rA

2drA(nA  + (naK*)ArA  + ̂ rA

2((n;ab  + ±nRab)K«Kb)A  . . .)  (3.6)

where  Ka
  is  defined  by  Ka

  : = ka/(ubk
b)A,  and  is  a  past-pointing  null

vector.  To  obtain  power  series  in  directly  measurable  quantities  from
these  results, we  invert  Eq. (3.5), thus  finding  the  series

r  - - - .
  b

 K
C
)

A
Z

rA  -
α ; b A  « b 2

(uα.bK«Kb

V  α.b

(uα;bcK
αKbKc)2  (uα;bcdK

αKbKcKd)  (RαbK«Kb)  1
  2

4(uα;bK
αKb)4  l(uα;bK"Kbf  6(uα;bK«Kbf  \A  '

(which  in  the  Robertson- Walker  case  reduces  to  that  given  by  Bertotti
[21]), and  substitute  in (2.13), with mbol = — 2.5 log

10
L^ and M = — 2.5

log
10

L
G
.  Thus

Rαbκ
ακb

4(ua,bK"Kb)4  3(ua,bK"Kb)3  6(uaιbK°Kb)3

(3.8)
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In any particular model, one may  substitute for some of these terms  from
the field equations. In the Robertson-Walker case with vanishing pressure
one  obtains

Wboi  = M-5  Iog
10

#
0
 + 5 Iog

10
z

+ (2.51og
10

e)  (l-
ίo

)z+— (3ή
V  4

(in which H0, q0  and  A  have  their  usual  meanings)  as given  by  Solheim
[38],  who corrected  Mattig's result [39]. In the L.R.S. spaces of Bianchi
type I and  of Kantowski  and  Sachs  [5],  which  include  Bianchi  type III
(tfΛ  = 0), (3.8)  reduces  to  the  form  given  by  Tomita  [40].

Similarly one can find  the number-flux  relation. Assuming the emitted
spectrum  is FGocωG~

x  (x  constant) the  relation  of  N  to  FΛ  is

dflogJV)

d(\ogFA(ωA)}

3  (naK°)2

32  n2

M  Ίfa  Ίfb  ϊ?  Ίfa  Ίfb
n;abj^ ^  Kab^ ^

IQn  20

On

A

(3,0)

where ε = |/F
G

(ωA)/FA(ωA).  For x  = 1, (3.10) becomes  the N — LA relation
if one replaces  FA  by LA  and FG  by LG. If one assumes  there is no evolu-
tion  of  the  comoving  coordinate  volume  density  of  sources,  one  can
recover  from  (3.10), on using the field  equations, the results a) for Robert-
son-Walker  spaces  of  Mattig  [41],  Bondi  [42],  and  McVittie  ([15],
Eq.  9.306)  and  b)  for  L.R.S.  Bianchi  I  and  Kantowski-Sachs  spaces  of
Tomita  [40]. In the Robertson-Walker  case  one gets

where the symbols  have  their  usual  meanings.
We  note that  if there is no  evolution either  in luminosity or  comoving

coordinate  density  the  slope  of  the  source  counts  for  bright  (nearby)
sources  will  be  -3/2  as  is  well-known.  It  is  clear  from  (3.10)  that  the
deviation  from  this rule would  initially be towards  a flatter  slope, unless
x < — 2.5 or  we  observe  in particular  directions  in a  highly  anisotropic
universe.  Thus  one  is  justified  in  regarding  the  observed  numbers  of
sources  [43]  as  evidence  for  intrinsic evolution of luminosity or density
even  if  the  universe  is  not  exactly  homogeneous  and  isotropic.
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The  power  series  method  has  two  drawbacks.  First  the  region  of
validity  of  the  power  series  may  not  be  sufficiently  large  for  practical
use  — it certainly does  not extend to the last scattering of the microwave
background  radiation.  Secondly,  in  practical  applications  one usually
compares  only  the  first  few  terms,  i.e. a  truncated  series,  with  observa-
tions. However,  Solheim has  shown, by  comparing  (3.9) truncated  at the
second  order  with  the  exact  relations  for  Robertson-Walker  models,
that  such a method will give rather  inaccurate  results  [38]. (For z<0.5,
the  two  formulae  differ  by  more  than  0™1  unless q0  is  small.)

We  need  further  calculation  to  obtain  the  apparent  proper  motion
of  sources.  The  first-order  effect  ([8,  18])  is  determined  simply  by  θab

and ωab; Kristian  and  Sachs  [18] give  power  series  expressions  for this
effect  and  the  distortion  effect.

Further  possible  observational  tests  include,  for  instance,  the  use
of  morphological  effects  [44] and  any  type  of  change  of  observations
with  time (cf. [45]).

4.  Homogeneity and Isotropy

Using tetrad components  /c
α
, k is given by  k = kaea. One can find  fe°|

G
,

and  so  (1 + z),  from  the  components  kβ\G,  since (2.3)  and  (2.8)  show

1 + z = k° = ((k1)2
  + (k2)2

  + (fc
3
)

2
)-  (4.1)

where  (to  simplify  the  formulae)  we  set k°=ί  at  A.  The  geodesic  Eq.
(2.3 b)  is

dk
- = -Γabck»k<  = ybcak»k<.  (4.2)

Because  of  (4.1),  one  need  only  solve  for  the  components  kβ
  of k; sub-

stituting  from  (1.3)  the  equations  for  these  components  are

dk
-~ ^-θ^kV  + ε^ΩV  + n^kv + k^aβϊ-a^kβ).  (4.3)

We  wish  now  to  consider  discrete  symmetries  defined  with  respect
to  the canonically-defined tetrad.  Let  the  subspace  of the  tangent  space
Tp  a.t  a  point  p  which  is  tangent  to  the  surface  [t = constant}  through
p  be  denoted  by  Hp.  We  use  the  following  notation  for  operators  in
Hp  : J^ denotes the identity, ̂

α
 denotes  reflection  in the α-axis, ̂

α
 denotes

reflection  in  the  plane  perpendicular  to  the  α-axis, and  2Γ  denotes  total
reflection. We can, with the obvious multiplication, generate finite  groups
from  these  operators.  The  groups  G, H,  K,  L  under  which  Eq.  (4.3) is
invariant  in  Classes  Aa,  Ab,  Ba, Bbi  respectively  are  shown  in  Table  1.
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Table  1. The discrete  ίsotropίes  occurίng  in  the  spaces  of  types  Aa, Ab, Ba, Bbi, Bbίί

A(a  = 0)  B(aή=Q)

a(naβ  = Q)

&(«,,* 0)

G = W*.,*
H  = {St  <fa}

„*!  K  = {S, *>,*»*}

i)  L={S,&Ί}
ii)  none

In  case  Bbii,  there  is  no  non-trivial  subgroup  of  G under  which  (4.3)
is  invariant.

These  groups  are  not  necessarily  the  maximal  isotropy  groups  of
(4.3),  since  if  the  space-time  is  L.R.S.  the  continuous  isotropy  group
will  leave  (4.3) invariant.  An  examination  of  the  cases  which  can  occur
shows  that  the  group  G  will  then  be  a  discrete  isotropy  group  of (4.3).
When  no  continuous  isotropy  group  exists  (i.e. when  the  space  is  not
L.R.S.),  the  finite  groups  mentioned  above  are  the  maximal  isotropy
groups.

In  fact,  these  groups  are  not  merely  in variance  groups  of  (4.3)  but
are  generated  by  isometries  of  the  spacetime  and  are  automorphisms
of the Lie algebra  of the reciprocal group, leaving invariant the structure
constants  with  respect  to  the  basis  {ea}.  They  correspond  in  a  natural
way  to isomorphisms  of the underlying group  of motions; their existence
has  been  discussed  from  this  point  of view  by  Schmidt  [2].

The  full  group  of  isometries  of  a  particular  three-surface  of  homo-
geneity  is  in  general  larger  than  that  generated  by  the  three-parameter
simply-transitive  isometry  group  and  the  appropriate  discrete  isotropy
group.  (For  example, in Bianchi type I the three-spaces  are three-spaces
of constant  curvature and  so are  invariant  under  a  six-parameter  group
of  motions.)  To  correspond  to  isometries  of  the  whole  spacetime,  the
isometries  of the  three-surface must  leave  the  second  fundamental  form
of  the  surface,  i.e. the  expansion  tensor  θab, invariant,  so  that  the initial
data  on a  Cauchy  surface  is  invariant  [2]. Thus  although  the group  in
case  Bbii  has  the  same  invariance  properties  as  the  same  group  (Vlh

with  h=  —1/9) has  in  case  Bbi,  the  isotropy  groups  for  the  spacetimes
are not the same, for in Bbii the shear tensor isotropies no longer coincide
with  the  isotropies  of  the  three-space  sections.

Schmidt  [2]  has  proved  a  partial  converse  of  the  above  results: he
has  shown  that  the  invariance  under  H  of  ua, Rabcd  and  its  first  three
derivatives  implies  that  the  spacetime  belongs  to  Class  A.

We  now  return  to  the  context  in  which  the  isotropies  were  initially
noted, the invariance of (4.3). Since the invariance applies to every geodesic
it applies to bundles of geodesies and therefore to all types of cosmological
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Fig. 1. The celestial sphere of observer  0.  Points marked  * are on the outside of the sphere
facing  the reader.  Points marked  ' are  seen  through the  sphere. The points  1, 2, 3 are  the
directions  of  the canonically defined  tetrad  axes.  OP  is  a  typical direction of observation

(see  Section 4)

observation.  Thus  any  fundamental  observer  mil  necessarily  see  these
ίsotropies  in  all  his  observations  on  his  celestial  sphere.  In  Fig. 1, if  OP
is a typical direction of observation, equivalent directions for the observer
at  O  will  be  given  by  the  following  points:  Class  Aa,  QRSTUVW;
Class  Ab, RUW;  Class  Ba, QRS; Class  Bbi, R;  Class  Bbii, none.

We emphasize that these isotropies are in principle directly  observable,
requiring no  interpretation  regarding  the physical  nature  of the  sources
other  than  that  they  are  not  local  (i.e.  that  they  have  cosmological
significance). Further, in variance under K, H or G, when it is the maximal
isotropy  group  of  observations  by  a  fundamental  observer,  determines
uniquely  the  directions  of  the  covariantly-defined  triad  {eκ}.  When  the
in variance  group  is  L, only  the ^-axis  is  thus  determined.

If  one  examines  the  power  series  expressions  of  Section  3  one  finds
that  n,

 α
K

α
 = 0 and

are  always  invariant  under  G, while

ua,bcK»K»K*
/)•  'Λ  /ι2
(7  ^(7

3  9

(4.4)

(4.5)
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is  invariant  under  exactly  the groups  specified  in  this  section. Thus  one
sees  from  (3.5-10)  that  the  invariance  may  be  regarded  as  a  second-
order  effect.  Since it  is  difficult  to assign  an average  value to  the second-
order  coefficient  from  the  redshift-magnitude  relation  using  the  (good)
approximation that spacetime is locally like a Robertson-Walker universe
(see e.g. [23,27]), it is doubtful  whether we could test for these isotropies
by  such measurements.  However  the microwave  background  radiation,
on which isotropy  measurements  can be made  with high precision  [46]
offers  more  hope.

While  the isotropies  so  far  discussed  apply  to  all observational  rela-
tions,  certain  relations  may  have  more  special  invariance  properties.
In  particular,  observations  dependent  only  on  the  behaviour  of  one
geodesic,  like the z — t  relation  or black-body  temperature, could be  the
same in two  directions when observations  depending on a  small bundle
of  geodesies,  like  the  rA  — z  relation,  are  not. We  have  found  one  case
of some interest. (4.3) shows that the z — t relation is the same in the  -f e1

and  — eί  directions  in  all  Class  B models,  including case  Bbii, i.e. it  is
the  same  in  the  (/direction  as  in  the  opposite  direction.

One  might  hope  that  the  isotropy  group  invariance would  in itself
give  complete  information  about  the  contours  on  the  celestial  sphere
of the value of the redshift  of light from  a particular surface t = tί  (which
would  be  isotherms  of  black-body  radiation).  We  have  found  this  is
not  so.

5.  Analytic  Integration  of the Geodesic Equations

In  a  homogeneous  universe,  the  observations  must  be  the  same  for
all  observers  in  any  hypersurface  {inconstant}.  Moreover  use  of  the
method of Section 3 is simplified  by the existence of explicit first  integrals
of  the geodesic  equations.  To  see  this, form  the quantities

nv = ξvak
aι  (5.1)

then  (πv).ck
c  = ξva.ck

akc + ξvak
a

;ck
c = Q,  as  the  Killing  vector  ξv

a
  satisfies

Killing's  equations  ξv(a.b)  = Q  and  ka
  is  a  geodesic  vector.  Therefore the

quantities  π
v
  are  constant  along  any  geodesic

11
;  the  magnitude  kaka

of the geodesic vector is another first integral, since (kaka).blf  =  2ka(ka.bk
b)

= 0
 12

. We  consider  only  null  geodesies,  so  that  kaka = 0.
11

  In fact  the number of distinct scalar  constants  of geodesic  motion which are linear
(quadratic,  cubic, etc.)  in  the  momentum  is  equal  to  the  number  of  independent  Killing
vectors  (respectively  second-rank  tensors,  third-rank  tensors,  etc.); cf. [47]. In the  case  of
null  geodesies,  one can  replace  "Killing" by  "conformally  Killing"  in  this statement.

12
  This  is a  consequence  of the fact  that gab  is a  Killing tensor.
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In the  spaces  we consider  in this paper,  one can find three such con-
stants  π

v
  since  one  can  find  three  independent  Killing  vectors  {ξv}  by

solving Eq. (1.6). A coordinate  system adapted  to the orthonormal  tetrad
in  the  Class  A  and  nβ

β = 0  cases  has  been  given  in  [1].  In  Class  A  we
introduce the function  c(x2)  which satisfies  dc/dx2  = -  yi-N1N3c

2(x2)
and  lim  c(x2)  = 0, and choose regular coordinates (i.e. choose lim S^x1

 ) = 0
-

and = ty. Then

(x2)W,

W)  w,
where

(5.2)

are  three  independent  Killing vectors.  In  the  cases  where  n"Λ = 0,

δx2

dx2 dx3

dx3

(5.3)

are  three  independent  Killing  vectors.
Using  the  Killing  vectors  (5.2), Eqs. (5.1) show  that  the  tetrad com-

ponents  kx  of a general  geodesic  in  Class  A spaces  are

A

-1

y
- N

(5.4)

(k° may be found  from  (4.1)). (Note that in [1], Eq. (4.9),
X2(ί  - N^g2^3))  +  Y2N2

2g2(x3).)
should  read
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Similarly  the  Killing  vectors (5.3) lead  to  the  tetrad  components

1
  1

fe  =γ(-ϊ

k2 = —Y  exp(α
0
 + q0) x

1  k*=--j- exp(α
0
 - q0) x

1

for  a  general  geodesic  in  spaces  with  n
α

α
 = 0.

For  null  geodesies  only  the  ratios  of  the  π
v
  (i.e. two  parameters)

need be given. Any  two  parameters  giving  these ratios  can then be  used
as  (µ

1
, µ

2
) in  the method  of Section  3. One reasonable choice  is  to  take

direction  cosines  of  the  observation  direction  at  A  and  parametrise  by
the  angular  coordinates  (<9,  Ψ)  as  in  spherical  polars,  cf. [37].

Eqs. (5.4, 5.5) represent  the tetrad components of the geodesic  tangent
vector  ka

  in  the  form  k
α
(x

l
; µSµ

2
).  To  apply  the  method  of  Section  3,

one has  to  find  the coordinate components  kj(υ\ µ1
, µ

2
). One way  to do

this  is  to  find  explicitly  the  integral  curve  x
f
(ι;)  of  the  vector  field  ka

which  passes  through  G and  A,  and  then  eliminate  the  coordinates  xv

from  (5.4, 5.5). Alternatively  one  might  try  to  obtain  the  components
ka(v; µ1

, µ
2
) directly  from  the geodesic  Eq. (4.2) or (4.3) (or to  obtain  the

components  fc^f  µ^µ
2
) in which  the  time  coordinate  ί  is  used  as  the

curve  parameter.  It  is  in  fact  this  choice  we  shall  make  later on.)
We  wish  to  perform  the  integrations  analytically  as  far  as  possible.

(No problem  arises  in  simultaneously integrating  the geodesic  equation
and  the  first-order  deviation  equation  by  numerical  methods.)  The
integration  is  greatly  simplified  when  there  exist  non-trivial  functions
#(/c

α
, t) which are constant along any geodesic, since each such independent

function  g  can  be  used  to  eliminate  one  of  the  fe
α
  from  the  system  of

differential  equations  we  have  to  solve,  by  setting  g  constant  (equal  to
its  initial  value)  on  any  particular  geodesic.  We  investigate  when  this
occurs as follows: we choose the triad.{e

α
} as a triad of shear  eigenvectors,

and  define  the  lengths  /
v
  by  [1]  (lσ)  /lσ  = Θσ

13
  (so in  the  coords,  above,

/! = X,  12 = 7,  /
3
 = Z).  Quantities  r

α
  are  defined  by

1 3  rσ: =lσkσ;  these
are  simply  rescaled  tetrad  components  of  k.  Now  we  seek  functions
#(r

α
) which are solutions of the equation g>ak

a = 0, i.e. which are constant
along  the  geodesies.  By  (4.2) and  (1.3) this  condition  is

vτQ* — k° + y
vαµ

 ̂ —\ - 0 ,  (5.6)
^V  ''II*'V  /

13
  Throughout  this  section  we  use  a  modified  summation  convention  for  brevity.

Summation, in the obvious  way, is  implied by  a  triply-repeated  index, while there will be
no  sum  over  the  index  σ  wherever  it  appears.
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that  is,

oc

(the variables  r
α
 are used  so as  to eliminate the terms θavk

vk°  from  these
equations).

In  Class  A  we  can  put  Ωβ = 0  and  Eq.  (5.7) is

1  ( N2  dg  _  JVj  dg  \  J_(^ι_  dg  _  N3  dg \
; 2  I  3  Λ  I  7  2  I  3  Ά  I

3
  \r1  orl  r2  ΰ r 2 j  12  \ r

3
  or

3
  ^  0^7

(p.oj

2  dr2

(remember  the  /^ are  functions  of time and  the  NΛ  are  constants). In  Class
Aa  (Bianchi I) all  three r

α
 are  independent solutions of (5.8). In Class  Ab,

g = Nifri)2
  + N2(r2)

2  + N3(r3)
2
  is a solution. These are the only solutions

for  general  geodesies  (there exist  further  solutions  for  special  geodesies)
and  arbitrary  functions  /

α
(ί);  one  can  however  obtain  further  solutions

if  I^(t) = l2(t)  =  l^(t)9  (a  Robertson-Walker  universe),  or  if  I2(t)  = l3(t)  in
an  L.R.S.  space  with  n2 = n3. In the  latter  case,  r

x
  and (r

2
)

2
 + (r

3
)

2
  are

independent  solutions.
In Class B, we have been unable to obtain solutions of (5.7) in general.

However  we  can  deal  fully  with  those  cases  in  Class  B, excepting  Bbii,
in which rc

α

α
 = 0. The equations  (5.7) take the form (as we can put  Ωβ = 0)

2
  1  dg\  I  2  flp-hgo

  2" + (7*3;
f t  < " Ί / V ~ '  i*

2
r

«  v  ^/

-^3^K-^θ)
 =

 0cyr
2
  ^Γ

3

^  /  ^  \βo/2α
0

where  (by  Eq.  (6.3 b)  of  [1])  /
x
  =(/

2
/

3
)^  -y

2
-  . A  general  solution  in

/ r  \
  3

all  cases  is g=  I—^-  (r
2
r

3
)

ίo/2αo
.  One  only  obtains  further  solutions  for

\
Γ

2 /

general  geodesies  if  Iί(t)  = l2(t)  = l3(t)9  (a  Robertson-Walker  universe),
or  if q0 — a0  (an  L.R.S.  solution  of  Bianchi  type  III).  In  the  latter  case,
r

3
  and (rj

2
  + (r

2
)

2
  are independent solutions.

Whenever  there  are  two  or  more  independent  functions  g  which  are
solutions of (5.7), one can eliminate two of the fc

α
 in terms of these constants

and then hope  to  obtain  the  observational  relations  as  simple  integrals.
Thus the cases one may expect to solve simply are the Robertson-Walker
spaces,  the  Bianchi  I  spaces, and  the  L.R.S.  cases.  We  shall  not  discuss
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the  Robertson-Walker  spaces  since  the  observational  relations  in  these
cases are well-known (see [8]  for a review). The other cases may be solved
either  directly  from  the  geodesic  equations  and  functions  g  obtained
above,  or  by  using  the  first  integrals  π

v
  and  resulting  forms  (5.4,  5.5)

for  the  geodesic  vectors.  We  consider  these  cases  in  turn.
The  L.R.S.  spaces  of  Bianchi  type  III  (n

α

α
 = 0)  are  the  Kantowski-

Sachs  Case  II  spaces  [5].  The  observational  relations  in  these  spaces
have  already  been  obtained  by  Tomita  [40].  In  our  notation  these  are
the  cases  α

0
 = q0, X  = Y. Using  (5.5) the  explicit  form  of (3.2) is

dx1  _  (π1—2a0π2x
2)

dx2  π2e
4aoχί  dx3

  π
3

dt  KX2
  '  dt  KZ2

  '

where

(5.10)

ι-^)κi.  (5.11)
\  /

We  parametrise  as  suggested  above,  setting  KA=1,  — π^ = ZAcosΘ,
— π2  = XA  sin Θ sin Ψ9  —πί  = XA  sin Θ cos Ψ. One  obtains

(1 + z) = ί-^- sin
2 Θ + -% cos

2
 Θ J  (5.12)

on  the  geodesies  with  π
2
 = x2  = Ψ = 0;  as  the  space  is  L.R.S.  one need

only consider  these geodesies.  (The observer  is taken  to be at the origin.)
Differentiating,  one  can  explicitly  evaluate  (3.3b)  for  these  geodesies:
using  t  as  the parameter  λ

(5.13)

d2x1  XAZ^cosθ  d2x3  -ZAXAsinΘ

dΘdt  X
2
Z

2
(l + z)

3 >  dΘdt  X
2

d2x2  _  d2xί  _  d2x3  _  d2x2  _  XAsmΘe4aoχl

dΘdt  dΨdt  dΨdt  '  dΨdt  X2(l  +

Integrating  (5.10)  and  (5.13) one  finds

H
1

PΘ

n
2

P<y

1

dx
1

56)

dx2

dΘ

-  f
J
G

f
J
G

P«F

X,iSinΘύίί

XAZ
2

AdtcosΘ

X 2
Z

2
(1-

δx
1

a^F
-n

3

-Pψ

v
2
  nΌ

G
 — U,

j  PΘ

dx3

dΨ

,.3

3x
3

a0

A
f

- J
G

Π
2

Pψ-

ZAcosΘdt

A  7  γ2
ί  ^AΛA

1  X2Z2

dΨ

sinΘdt

(1 + ̂ )
3

4α
0

1)

(5.14)

4  Commun. math. Phys., Vol. 19
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Now  use of  (3.4)  with  gίj  = άi&g(-i,X2,X2e-*a°χl,Z2)  gives

o
  at

TA~  2α
0
^sinβ

where  (1 4- z) is  given  by  (5.12)  and

A  XAsmΘdt

To  evaluate  (5.15)  when  Θ = Q  we  take  the  obvious  limit  as  sin<9->0.
(We  are  bound  to  have  some  coordinate  singularity  in  parametrising
directions  about  A  unless we use more  than one coordinate patch.) One
can  find  the  distortion  from  (5.14) by  the  method  of  Section 3.

Similarly  we  can  use  (5.4) or  (5.5) in  Bianchi  type  I, where  A^ = AΓ
2

= N3  = Q = ̂ (x1)  = c(x2)  = g(x3),  yielding coordinate  components

(This  simply  expresses  the  constancy  of  the  three  solutions  of  (5.7).)
One  may  again  take  kQ

A = 1 and  parametrise  by  (<9, Ψ) although  in  this
case  we  will  express  the  result  in  a  form  independent  of the  parametri-
sation.  By  a  calculation  similar  to  that  above  one  finds

(5.17)

(5.18)

where

and  Iv  are  defined  by  cyclic  interchange  from

ί  dt

3
  = /

1
/

2
/

3
  and ̂ ] \~f~}  =

 l  These  relations  have been  obtained  previ-
µ\^µ/A

ously  by  Saunders  [48].
In  the case  of L.R.S.  Class  A  solutions, the functions  rl9 (r

2
)

2
 + (r

3
)

2

are  constant  along  the  geodesies  and  so  (normalising  fc°|^ = l)  the
tetrad  components fc

α
 satisfy
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where ^(ί) = X(t\  I2(t)  = /
3
(ί) = Y(t) and  Θ  is a constant. Thus  one finds

(
γ2

  nnc
2 /Q  Y

2
c i n

2
/

^
cos θ

 +
  r

^
sm

X
2
(ί)

  +
  Y

2
(ί)

One can solve the geodesic equation by setting k2 = YA  sin Θ cos  Φ(t)/Y(t),
k3 = YA  sinΘ sinΦ(ί)/y(ί) with

where  Ψ  is  a  constant, and  so  obtain  the  tetrad  components  ka(t;  Θ, Ψ)

=  — - -ka(t;Θ,  Ψ).  However,  to  integrate  Eq. (3.3 b) we need the

coordinate  components  of fe
1
', which  are  easily  evaluated  using  (4.4)  of

[1],  to  have  the  form  /c'(ί, Θ, Ψ\  i.e. we  do  have  to  explicitly eliminate
the  functions  xv(t)  occurring  in  these  coordinate  components. We  have
been unable  to do  this  in the L.R.S. cases  of Bianchi types VIII and  IX.

In the L.R.S. case of Bianchi type II, the coordinate components take
the  form

1  /XΛcosΘ

1 + z
î  YA  x3

  si*
1
 ®

 cos
 Φ(0

fc
2
-

- z \  7
2
  / '

1  /  y^sinQsinΦ(Q\

Ϋ~2
  / '

(5.20)

7
where  Φ =  J

Now  we  can  again  obtain

+  Ψ9  Ψ is  constant  and

sinΦ(f)dί  _

and  hence  find  rA  and  d.
The forms (5.12, 15, 17-19) can be substituted in (2.13-18) to calculate

the  observational  relations  at  any  time  tA.  We  may  note  that  (5.15)
and (5.18) are clearly independent of the various rescalings  (e.g. rescaling
of  / and  µM).
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It  seems  unlikely  that  one  can  obtain  such  simple  expressions  in
the  remaining  cases  in  Class  A  and  with rc

α

α
 = 0, when  there  is  only one

solution  g  of  (5.7), unless  there  exists  a  better  choice  of  tetrad  in  these
spaces  than  that  used  above.  The only cases  in which we are aware  that
such a  tetrad  exists  are the L.R.S. cases  in which a tetrad  may be chosen
(cf.  [4.49])  to  fit  the  multiply-transitive  group  rather  than  a  simply-
transitive  subgroup.  It  is  probable  that  by  use  of such  a  tetrad,  one can
obtain  simple  expressions  for  the  observational  relations  in  the  L.R.S.
cases  of  types  VIII  and  IX.  It  is  relevant  to  note  that  Tomita  [40]  has
obtained  the  observational  relations  in  the  case  in  which  there  is  no
simply-transitive  subgroup  G

3
  (this  space,  the  Kantowski-Sachs  Case I,

is  very  similar  to  the  L.R.S.  space  of type  III discussed  above).
The existence of solutions of Eq. (5.7) is closely related to the existence

of  homogeneous  constants  of  motion.  Suppose  that  a  vector  field  k  is
a homogeneous  vector  field

 14
, i.e. has tetrad  components fc

α
 = fe

α
(ί). The

quantities  π
v
 defined  by  (5.1) will  in general  not  be constant  in  a  surface

{inconstant}.  However  there  may  be  some  functions  of  the  π
v
  which

are  constant  in  these  surfaces,  such  functions  being  called  homogeneous
constants  of motion. They are therefore functions /(π

v
) which are invariant

when  the  geodesic  is  dragged  along  by  the  simply-transitive  group  of
motions

15
.  It  follows  [50]  that  they  are  solutions  of the  equation

(5.22)
dπ

v

On  choosing  a  Killing  vector  basis  ξv * — ev  one finds  Cv

µκ ̂  yv

µκ (cf.
Section  1), so  each  solution  of  (5.22)  will, when  Ω" = 0,  imply  a  closely
corresponding  solution  of (5.6). In  fact,  in  Class  A  the  solutions  of (5.22)
are  π

1 ?
π

2
,π

3
  for  a  group  of  type  I  and  Nl(π1)

2  + N2(n2)
2  +  N3(π3)

2

otherwise; in Class  B cases  with w
α

α
 = 0, these equations have the solution

3
  *  (π2π3)qo/2a°  We have been unable to find  solutions in the remaining

Class  B cases.  Thus  these solutions correspond  precisely to the solutions
of  Eq.  (5.6) found  above,  except  in  the  case  of  L.R.S.  spaces.  To  deal
with the L.R.S. spaces we would have to distinguish the constants invariant
under  the various  simply-transitive subgroups  and those invariant  under
the isotropy group of a point  for our purposes  direct use of (5.6) is  simpler.

14
  With  respect  to  a  given  simply-transitive  subgroup:  this  definition  has  invariant

meaning except when the space is L.R.S. (when one could choose different simply-transitive
subgroups;  k  would  not  be  homogeneous  with  respect  to  all  of them).

15
  And so are constants  of the motion which are invariant  under the automorphisms

of  the  Killing Lie algebra  induced by  the  action  of  the  group  on  itself.
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However a systematic use of homogeneous constants of motion is proba-
bly  the  best  way  of solving  the  Liouville equation  of relativistic kinetic
theory  in  these  spaces  (cf. [24, 50])

16
.

6.  Observations Down the Axes  and Further Properties

At  any  point  in  spacetime, one  can  in principle  determine the  shear
eigenvectors  by  observing  the  anisotropies  in  the  first  order  Hubble
law  (i.e. in  the  term ua.bK

aKb
  in  (3.8)).  If there  is  a  continuous  isotropy

group  (i.e. if  the  space  is  L.R.S.) one  can  find  many  orthonormal  triads
{βy}  of  shear  eigenvectors;  in  particular,  one  can  choose  triads  of  shear
eigenvectors  which  commute  with  Killing  vectors  {ξv}  generating  a
simply-transitive  subgroup  G

3
  of  isometrics

17
.  If  one  does  so,  these

spaces  may  be assumed  to  be  special  cases  of those discussed  in the rest
of  this  section:  we  shall  now  assume,  unless  otherwise  stated,  that  the
spacetime  is  not  L.R.S.  Then  there  is  only  a  discrete  isotropy  group
and  the  shear  eigenvectors  will,  except  in  one  special  case,  determine
a  unique

18
  triad  of vectors  {eΛ}  which  are  invariant  under  the  discrete

isotropy  group.  The special  case  is  a  space  of type VI
0
  with  ΐfa  = 0 and

Θ2 = θ^;  in this rather  exceptional  case, however, a unique triad  of  shear
eigenvectors  is  determined  by  the discrete  isotropy  group.

In  practice,  it  would  probably  be  easier  to  determine  the  discrete
isotropy  group  than  the  shear  eigenvectors,  since  an  accurate  measure-
ment  of  microwave  radiation  isotherms  in  the  sky  would  immediately
limit  severely  the  possible  isotropy  groups,  while  the  shear  might  be
very  small  at  the present  time. In a  Class A  model, the discrete  isotropy
group  will  determine  a  unique  triad  of  shear  eigenvectors.  It  follows
from  the  discrete  isotropies  that  a  geodesic  which  is  initially  directed
down  one  of  these  canonically  defined  axes  will  have  this  property  at
every point; this also  follows directly from  (4.3), which has  the solutions

/c
α
 = 0(αΦj?),  *'=-£  (6.1)

h
for  any constant C and for β = 1,2, 3. Thus one can look down the principal
axes  of  shear  right  back  to  the  singularity  (or  rather,  until  absorption

16
  At a point of emission p, at  time tί  say, an isotropic distribution can be expressed

as f(p,  π
κ
). At a later time t2  an observer at a point p'  is sampling the emission from  a two-

dimensional  set  of points  in  t = ίj  and /(p, π
κ
) will not  have  the same  form  as  a  function

of π
κ
 at all  these points unless it can be expressed as a function  of homogeneous constants

of  motion  alone.  In  general  this  would  require  the  existence  of  three  independent such
constants (cf. [51]).

17
  Except in the  Kantowski-Sachs spaces  of Case I, cf. footnote 1.

18
  "Unique"  is understood to mean "unique up to a sign and renumbering".
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becomes appreciable) in these models. Since the directions of the principal
axes  of shear  are directions which are  locally fixed  in a local  inertial rest
frame,  the galaxies  in  these directions  appear  to  be  in  fixed  positions  in
the  sky  (this  again  follows  from  the  discrete  isotropies).  The  redshift
relation  z(ί) for  these  geodesies  is  (by  (4.1), (6.1))

l
 + z=

i|φ-  (no  sum).  (6.2)

If  one knows  that  particular  radiation  sources  in  these  directions  were
emitting  at  the  same  time, one  can  use  this  relation  to  find  directly  the
(integrated) distortion  of  the  universe since that  time from  the  redshifts
of the sources; in particular, it can be applied  to determine the distortion
of the universe since the time of decoupling, by measuring the temperature
of primeval  black-body radiation in these directions. Detailed knowledge
of the functions  rA(f)  for these axes would enable one to find  the  functions
/

α
(ί)  from  observations  in  these directions  alone.

In  case  Ba a  unique  triad  of  shear  eigenvectors  is  again  determined
by  the  discrete  isotropies.  However  in  the  Bbi  cases  only  the  ± e±  axis
(i.e.  the  a  axis)  is  determined  by  these  isotropies,  and  even  that  is  not
true  in  the  Bbii  cases  (when there are  no  discrete  isotropies).  In  the  Ba
and  Bbi  cases,  a  null  geodesic  initially  directed  down  the  e1  axis  will
always  have  this  property;  this  follows  from  the  discrete  isotropies,  or
directly  from  the  geodesic  equation  which  has  the  solution  (6.1)  with
β= 1. Thus  one  can  look  back  down  the eί  axis  to  the  singularity  in Ba
or  Bbi  cases. This  is not true for the other  two  principal  shear  directions
(a null geodesic initially down  these directions deviates  towards  the  —eί

direction) in  cases  Ba  or  Bbi.  It  is  true  in  case  Bbii  if we  define  eί  not
as  a  shear  eigenvector  but  as  the  α  axis  (only  in  case  Bbii  are  the  two
definitions  not  equivalent); one cannot  look back down any principal  axis
of  shear  in  case  Bbii. Thus  although  the  motion  of matter  in  this  space
is  strictly  ordered,  it  appears  (since  the  geodesies  deviate  from  the
principal  shear  directions) to  be  rather  disordered.

In  the  Ba  and  Bbi  cases,  the  redshift  relation  for  the  e^  axis  is  again
(6.2).  Since  (6.1)  holds  for  both  positive  and  negative  values  of  C, i.e.
(6.2)  holds  for  geodesies  in  both  the el  and  -eί  directions,  the black-
body  temperature  is  the  same in the  e^  direction  and the opposite  (i.e.  — e^
direction.  This  last  is  also  true  in case  Bbii.  In  fact,  unless  there is  some
accidental  cancellation,  one  would  expect  that  the  eί  direction,  and
(except  in case  Bbii) the  directions  in the plane  perpendicular  to  the e1

direction  are  the  only  directions  for  which this  is  true. This  equality  of
the black-body  temperature  in the eί  and  —e1  directions  offers  a way of
observationally  determining  the  e±  axis  in  case  Bbii.  If  one  can  find
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rA(t)  for the el  direction, the observations  in this direction will determine
/! (£), except in case Bbii. (In case Ba, /

x
 (ί) is just the average length scale  l(t).)

We have seen that one can obtain partial information on the expansion
and  shear  in  Class  B,  and  complete  information  in  Class  A, merely  by
observing  the  rA  — z  relations  for  certain  canonically  defined  directions
(namely  those  for  which  (6.1) holds).  One  can  in  fact  use  the  methods
of  Section  3  to  calculate  the  rA(t)  relations  explicitly  for  these  axes  in
Class A and in those Class B cases where n

α

α
 = 0  combining these relations

with  (6.2)  one  obtains  the  corresponding  rA — z  relations.
To  obtain  rA  — z  relations  in  Class  A,  we  use  regular  coordinates

(S(0) = 0(0) = c(0) = 0) with  the observer  at  the origin  at  the time tA, and
parametrise  the  geodesies  by  (Θ,  Ψ)  so  that  the  constants  (5.1) are
— π1  = XA  sin Θ  cos Ψ9  —n2=ΎA  sin Θ  sin Ψ9  — π3  = ZA  cos Θ  for  a
geodesic  with kA = 1. We  will only perform the derivation  for  one of the
three  cases,  that  of  the eί  axis,  the  results  for  the  other  axes  following
by  suitable  cyclic  permutation.  On  this  axis  0 = Ψ = x2  = x3  = g = S,
Θ  = π/2. We  find  from (5.4)

dt_
dυ

dx1

dt

dtdΘ

82x3

d&dt  ''

82x2

dΨdt  ~~

whence

1
~T'

dΨdt

dx2

~ΊΓ

= 0;

dx3

dt

d2χ2

dΘdt

= 0;

}/l-N2N3S
2 2 2ZAN3

2S

2 382x

dΨdt

z)Y2]/l-N2N3S
2'

N3YASN2YAS
Z2(l  + z

fJ

+

(6.3)

2
3

Z
2
(l

dt
(6.4)

Sdt Sdt

7
2
(1 + z)
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where  —— = —  ]/l- N2N3S
2
  and  S(tA)  = 0.  It  is  clear  from  this

Ol  (1 + Z)

calculation  that  the  geodesic  deviation  vector  twists  relative  to  the
covariantly-defined  tetrad  as  one  moves  along  the  geodesic,  if  N2  or
N3  is  non-zero.

In  case  Ba  and  Bbi  models  with rc
α

α
 = 0  Eq. (5.5)  shows  that

(6.5)

hold  for  the  geodesic  along  the ^ axis,  using  the  same  parametrisa-
tion  as  in  Class  A  for  the  geodesies.  Thus  we  find  (the  metric  being
diag(- 1, /!

2
, /

2

2
 exp -2(a0 + q0) x

1
, /

3

2
exp -2(α

0
 - q0) x

1
))

A

-2a0u

dx1

dt

8Θdt

a
2
*

3

dθdt

XΛ  _  dx2

d2x2  d2x{

dθdt  dΨdt

Z
2
(l + z)

dx3
  _

  0
  XA  '

dt  X

a
2
*

3

)xl  d2x2
  y^exp2(α

0
+g

0
)x

1

'  dΨdt  Y2(ί  + z)  J

f _ _  _ f

J  //  \2  J

where  ι* = f  -y
  and

'
b
^ (

6 3b
)

of
 C

1
]' 'i

2
 = ('2^(k/^01200-τhis  a

PP
lies

*ι
to  a  geodesic  in  the positive x

1
  direction. The opposite  direction yields

the  same  formulae  with  u  replaced  by  — u.
(We note that in the type V  case we may  use (7.10,16) of [1]  so that

lί=X=l  and  12 =  Y,  /
3
 = Z  may  be  written  as

-iyΣJ-j3-[  08 = 2,3)  (6.7 a)

where Σ  is  a  constant  and

3Γ
2 = Σ2Γ4

  + (µ 12) + Λ  I2
  + 3α

0

2
  .)  (6.7b)

The methods  used  here may  be used  to  find  rA(t)  along  any  geodesic
which  can  be  solved  completely.  One  can  also  approximately  solve
the geodesic equations for nearby geodesies; for example, in the solutions
with rc

α

α
 = 0  (except  Bbii)  a  general  geodesic  very  nearly  down  the  α

axis  has  tetrad  components

,  cos<9  .  sin<9cosΦ  ,
I f . —  k. =  {n(t\\ao + Vo  k~ =
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A  at
where  g(t):  = exp  J  yyr- and  (9, Φ are  constants. This  solution is  valid

ί  * lW

when  |/c
2
J

2
|<^l,  |/c

3
/

3
|<O,  i.e. there  are  small  cones  about  0 = 0  and

Θ  = π for which it is valid. Substituting into (4.1) one obtains an  approxi-
mate  expression  for  the  redshift  z  as  a  function  of  ί, Θ, Φ along  these
geodesies.  One  finds  in  this  way  that,  in  that  part  of  the  cone  about
Θ  = 0  for  which  \k2\  <ζ  l/cj,  |fc

3
|  <^  l/cj  hold  at  the  time  of  decoupling,  the

temperature  of  the  primeval  black-body  radiation  would  have  the
angular  dependence  AΘ2(1 + C cos 2 Φ)  where  A9  C  are  constants; and
that  the  temperature  in  the  opposite  directions  would  have  the  same
value  to  this  order  of  approximation.

It follows  from the form taken by the terms ua. bK
aKb

  and ua. bc  KaKbKc

(see  (4.4, 5))  that  if  one  could  determine  the  second-order  term  in  the
m-z  relation (i.e. the term  (4-(ua;bcK

aKbKc)/(ud;eK
dKe)2)  in (3.8)) one

would  completely  determine  the  cosmological  model.  In  fact  in  most
of  the  models  one  could  determine  all  the  parameters  of  the  spacetime
directly  from  observations  of  the  first  and  second  order  terms  in  the
principal shear  directions (the preferred axes mentioned  at the beginning
of  this  Section)  only.  However  there  is  an  exception  to  this:  in  the

(ua;bcK
aKbKc)

case  Ba  (type  V)  models  the  terms  ua.bK
aKb

  and  4—  d  2

\  (ud;eK  &  )

take  the  form

HQ  + σ
0
 sin

2 Θ cos 2 Φ  (6.9 a)

and

°  ,,
- f̂  sin

2
6>  l + -̂

#0  J  \
  H

0

where Kv  = (cos Θ,  sin Θ  cos Φ, sin Θ  sin Φ), σ
0
  and  α

0
  are  the  values  at

_  //Ί  j  f\2  /O\

time f o of the quantities σ and  α, and H0  = 1  ττ2
JflQ

(Note  an  error  in  this  expression  in  [1].)
This  shows  that down  the  α  axis,  the  first  terms  of the  m — z  relation

are  precisely  the  same  as  in a  Robertson-Walker  universe,  i.e. (3.9)  holds
for  this  axis.  (However  q0  is  related  to µ

0
, H0,R*  = 6a2

  and A  by  the
relations  in  Section  3  of  [1]  instead  of  the  corresponding  Robertson-
Walker  relations  in  which  σ = 0.) Further  it  is  clear  that  one  gets  no
direct  information  as  to  the  magnitude  aQ  from  the  second  order  m — z
relations down  any of the principal  axes. It would  be easiest to determine
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a
0
 from  second-order m — z terms by looking in the directions with Φ = 0,

π/2 and  cos Θ = ± —j^-  In practice,  use of the power  series  expressions

to determine the model parameters  may not be possible  in any direction,
or  if  possible  may  be  inaccurate  (cf. Sections  3  and 4).

One  can  also  obtain  the  observational  relations  approximately  in
any  spacetime  which  is  nearly  the  same  as  a  spacetime  in  which  one
can  solve  these  equations  exactly. For  example,  one can  find  the  black-
body  radiation  temperature  observed  in a  type V  universe  model  which

is  almost  isotropic  (cf. [52]), i.e.  in  a  low-density  anisotropic  universe
that  is  almost  a  Robertson-Walker  universe.  To  do  so, note  that Eqs.

(4.2, 3) show  that —— = — θµλ!k
µkv;  this  can  be  solved  in  the  form

J
  *"(*)*.(*)  J

which (by Eq. (4.1)) determines the redshift  in any of our universe models.
Using  the  canonical  tetrad  defined  in [1], this  equation  takes  the  form

fc«- ^xrJ  J f  ^-fe)
2
*  )

  (610)κ
  ~  ι

  CX
P1

  Z
  J  in,  ^2  ,  n.  \2  ,  n,  \2\i3  (  (O.IUJ

in  a  type  V  universe.  Now  in  a  Robertson-Walker  universe  of  type  V
(i.e. Σ = 0) a  general  null  geodesic  is  given  by

0
_  1

  1
_  cos<9(ί)

  2
_  sin<9(ί)sinΦ  ^  sin<9(ί)cosΦ

= ±W  =
~~/w~'

  =  W)  '
  =

  w~~^"
lla)

where

cot^=(cot«P/2)exp(-a
0
  J -^-j,  (6.1 Ib)

Ψ,  Φ  are  constants  and  / is  normalised  so  that  1=  1 when  |fc°| = 1.  Eq.
(6.7b)  shows  Γ = ]/a%  + µl2β  + Λl2β  so  the  integral  (6.lib)  can  be
written  as  a  simple  integral  in  /. One  can  now  obtain  the  approximate
form  of  the  metric  in  an  almost  isotropic  type  V  space  from  (6.7 a) on
using  the  value  of  /(ί)  for  the  Robertson-Walker  model  on  the  right
hand  side,  thus  determining  lβ(t\  and  find  fc°(ί)  in  this  space  (cf. [52])
by  using  (6.11) as  the  form  of ka(t)  in the integral  (6.10), which can  again
be  expressed  as  a  simple  integral  in  / alone.  This  then  determines  the
black-body  radiation  temperature  in  these  models  from  the  expression
(cf.  (2.17))

T.  fc°(/
0
)

'"  ~  e
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where  Te  is  the  temperature  of  the  black-body  radiation  on  emission
(~ 3000° K)  and  le  is  the  length  scale  / at  the  time  of  emission  of  this
radiation  (so  IJ10 ~ 1/1000  if there is negligible  intergalactic matter).

This  calculation  is  fairly  tractable  if  A  = 0  and  the  universe  is
filled  with  a  non-interacting  mixture  of  dust  and  radiation,  i.e. if

µ = -3- + -̂ r  where  M  and  R  are  constants.  An  exceptionally  simple

case  arises  when R = M
2
/12 αj, i.e.  when the relation

(µm)2=2µr\R*\  (6.12)

is  valid
19  (µm  being  the  energy  density  of  the  matter,  µr  that  of  the

radiation, and R*  the scalar  curvature of the three-spaces  {t = constant},
cf.  [1]).  We  may  note  that  this  relation,  which  implies q0

2 =  µr/3H0

2,
seems  to  give  a  good  description  of a  realistic  low-density  Robertson-
Walker universe with A = 0, for the total energy density µ

0
 in the universe

at  the present  time ί
0
 is  almost  the same  as µ

m
|
0
 and so at  the present

time  (6.12) would be
20

(6.13)

Substituting  in  (6.13)  the  values  µr^  10~
33

gm/cc, 3H^  10~
29

gm/cc
one finds µ

0
 ̂  2.10"

31
 gm/cc, in very  close  agreement  with the  observed

density  of  luminous  matter  in  the  universe.  When  (6.12)  is  valid,  the
approximate  solution  of (6.10)  is

1  (  \ c2-3b2  I2

/c°(0 = yexpj-2Γc
2
cos2Φ

  3
log

(6.14)

C
(c  + b )  c

where  for  brevity  we  have  written  c:  = cotΨ/29  b: =M/6al.  This  is
therefore  the  formula determining  the black-body  temperature in a low-
density  type V  universe which is  almost  isotropic.  It follows that  to  first
order in Σ  the black-body  temperature has the angular  dependence  f(Θ)
cos2Φ  where  f(Θ)  is  sharply  peaked  at  small  values  of  Θ.  These "hot
spots"  near  the  a  direction  result  from  the  way  the  geodesies  in  these

19
  This  is  the  simplest  family  of  Robertson-Walker  models  with  R*<0,  because

it  is  precisely  the  family  in  which  the  expression  for  /' does  not  involve  a  square  root

/•  *  ,
  M  \

in  fact,  /' = «<,+ ττH
\  o/β

0
/

20
  Where we  have  used  the relations  at  the end of  Section 3 of [1],  and  made the

approximation  µ
r
<^3#o. More generally, (6.13) would take  the  form

µm = 2(]/3 H
0

2
µ

r
-µ

r
).
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spaces  tend  to  the  — α  direction;  this  geometrical  effect  might  lead  us
to expect such observational  effects  in all Class B models. (Note however
that  no  such  measurable  effects  occur  in  the  L.R.S.  Class  B  models, in
which the a direction has  no invariant significance.)  Calculations  similar
to that above  have  been  given by Novikov  [53]  and Matzner  [51] (and,
by  various  authors,  for  the  more  general  models  of  Bianchi  type  V  in
which  the  fluid  flow  is  not  orthogonal  to  the  surfaces  of  homogeneity
[52,54]).

Finally,  we  note  that  (6.2) shows  that  as  one  looks  back  towards
the  singularity  (where  /->0)  one  would  see  a  large  blueshift  for  objects
near  the singularity in the direction  of any  axis  for which lβ-^co  as  /-»0.
If  lβ  tends  to  a  finite  number  as  /-»0,  objects  in  that  direction  would
be  seen  to  have  a  finite  maximum  redshift.  If  lβ-+Q  as  /->0,  the  redshift
for  objects  in that direction would  go  to  infinity  as  /->0. In fact  all  these

behaviours  can  occur,  for  in  a  type  I  model  with  —— < α <  —  one
6  2

would  see  infinite  redshifts  in  two  axis  directions  and  infinite  blueshifts
TT,

in  the  third  (a "cigar"  singularity would  occur, cf. [55]) while  if α —  —

one would  see infinite  redshifts  in one axis direction  and  finite maximum
redshifts  in  the  other  two  directions

21
  (a "pancake"  singularity  would

occur), where the angle α is as  in (7.14) of [1]. The behaviour  of the other
models  near  the singularity is discussed  in a subsequent paper; one  finds
behaviour  like  the type  I "cigar" case  in many cases,  but  more  complex
behaviour  can  occur  (cf. [56, 57]).  In practice,  of course,  one would  not
expect to see the behaviour near the singularity as the universe is opaque
to  light  and  radio  waves  at  early  times;  however  one  might  expect  to
see related deviations  from  an isotropic z — t relation, in which the obser-
vational  curves  turn  over  (cf. [48]).

7.  Discussion

In  this  paper  we  have  reviewed  ways  of  calculating  observational
relations  in  general  cosmological  models  and  applied  the  simplest  of
these  to  the  class  of  spacetimes  studied  in  a  previous  paper  [1].  The
form  taken  by  the  observational  relations  in  the  Robertson-Walker
models  is  well  known; closed  form  expressions  have  also  been  given  in
Bianchi  I  spaces  [48]  and  in  Kantowski-Sachs  spaces  [40].  We  show
in  Section  5  that  such  expressions  can  also  be  found  in  L.R.S.  type  II
spaces, and  that  apart  from  the  remaining  L.R.S.  spaces  (of types  VIII

21
  Providing  that  the  behaviour  of  the  matter  and  radiation  is  reasonable,  e.g.

µ/3 ̂  p ̂  0 and µ φ 0.



Homogeneous Cosmological Models. II  61

and  IX) it is unlikely that one will be able to find  closed form  expressions
for  observational relations in the other models discussed in [1]. However
no  difficulty  arises  in integrating the observational  relations numerically
in these spaces (cf. [37]). Further we show in Section 6 that one can obtain
closed-form expressions for the observational relations down the principal
axes of shear  in many cases  (in particular, in all Class A models); in prin-
ciple  one could  obtain  complete  information about  the history  of these
universes  from  observations  in these directions alone. In fact,  one  could
determine the world  model  from  the  coefficients  of the  first  two  powers
of  z  in  the  m — z  relations  down  these  axes  alone.

The  variation  of  the  observed  temperature  of  primeval  black-body
radiation  over  the sky  would give  a measure (at least  in Class A models)
of  the  overall  distortion  of  the  universe  since  the  time of  last  scattering
of  this  radiation.  In most  of the  models, large  black-body  temperatures
could  occur  in  certain  directions  with  accompanying  anomalous  be-
haviour  of  the  other  observational  relations  for  these  directions.  In
Section  6  we  calculate  explicitly  the  observed  black-body  radiation
temperature in a (type V) universe which is, since the time of decoupling,
nearly  the same as a low-density Robertson-Walker  universe with Λ = 0.
Incidentally, we  show  that  there  is  a  unique  simplest  such  Robertson-
Walker  universe  defined  by  the  Hubble  constant  H0  and  the  present
value µr  of the density of radiation  in the universe: it is that one in which

the  density  µm  of  matter  is  given  by  µm = 2(j/3 H0

2µr  — µr).  (This  value
of  µm  is  very  close  to  the  observed  density  of  luminous  matter  in  the
universe.)

The universe models we consider are homogeneous in a strict mathe-
matical  sense: they admit  a  three-dimensional continuous group  of iso-
metries.  One  might  ask  whether  alternative  definitions  of  homogeneity
might  in  fact  correspond  better  to  those  universes  an  observer  would
regard  as  homogeneous.  For  example,  Grishchuk  [58]  has  suggested
that  one  should  regard  as  homogeneous  only  those  universe models  in
which the spatial parts

22
  of the co variant  derivatives  of the spatial  parts

of  all  geometrically  or  physically  defined  quantities  vanish;  the  spaces
satisfying  this  criterion  are  the  Robertson-Walker  spaces,  the Bianchi I
spaces  discussed  in  [1]  and  the  Kantowski-Sachs  spaces  (and so  are
among  the  spaces  in which explicit  forms  of the  observational  relations
can  be  obtained).

We  show  in  Section  4  that  the spaces  considered  here  are  such  that
(except in case Bbii) all observational  relations at any point are invariant
under  a discrete  group  of isotropies.  Thus  one may  regard  the existence

22
  By "spatial  parts"  we  mean  the projection  of  these  tensors  perpendicular  to  the

average  velocity vector ua.
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of isotropies in astronomical observations as an observational test for
homogeneity: the existence of a continuous group of isotropies implying
the in variance of the space under a multiply-transitive group of isometries
(cf. [4, 49]) and discrete isotropies implying the existence of a simply-
transitive group of isometries. To determine a minimal dimension for
the orbits of the group of isometries, one can consider the directions e
in the sky such that observational relations in the e direction are identical
with those in the — e direction, and apply the following criterion

23:
if there are at least two independent such directions, the orbits of the
group are at least two-dimensional; if there are at least three independent
such directions (i.e. there is a third such direction which does not lie
in the plane defined by the first two) then the orbits of the group are
at least three-dimensional, and so the spacetime is spatially homogeneous.
This then provides observational criteria which are sufficient to enable
one to state that a cosmological model is spatially homogeneous (the
spaces so defined include all L.R.S. subcases and all Class A spaces;
they therefore include all the spaces satisfying Grishchuk's criterion).
This criterion does not include all the spaces satisfying the conditions
imposed in [1]; however in most of these exceptional cases (i.e. all
except Bbii) one might be able to determine the spatial homogeneity
by noting that there must exist a third direction e, orthogonal to the
first two, such that the black-body temperature is necessarily the same
in the e and — e directions. Thus, with the exception of case Bbii it is
possible one could use the observational isotropies to characterise spatial
homogeneity in all of these spaces. One suspects that any other way of
trying to prove observationally that these models were spatially homo-
geneous would be rather more difficult to carry out both in principle
and in practice.

The nature of the singularities in these spacetimes, and the behaviour
far from them, will be discussed in a subsequent paper.
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