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アブストラクト 通信複雑性理論とは，複数のプレイヤ間に分散して保持されているデータに対して，何らかの大域的な関数計

算を行いたいとき，プレイヤ間で交換しなければならないビット数の上下界を明らかにする理論である．本解説では，同理

論の基礎について概説するとともに，強力かつ新たなアプローチとして近年注目を集める，情報理論的手法を用いた通信複

雑性の限界解明手法について，その基本的なアイデアを紹介する．

キーワード 通信複雑性，計算量理論，情報理論

Abstract Communication complexity theory reveals the amount of communication among several players needed to com-

pute a global function cooperatively. In this article, we give a brief introduction to this theory. We also discuss the

information-theoretic technique, which has recently been recognized as a novel and powerful tool for obtaining lower

bounds.
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1. は じ め に

「複数の互いに通信可能な計算機（プレイヤ）からなるシス

テムの上で，何らかの関数 f の値を計算したい．ただし，f に

引数として与えられるデータは各計算機上に分散的に保持され

ているものとする．f を計算するために，計算機間でどの程度

の通信を行わなければいけないだろうか？」．通信複雑性理論に

おける問題を一般的に述べるとすると，おおむねこのような形

式の問いとなる．通信を伴う計算において最も代表的な基本と

なる理論の一つはシャノンによる情報理論であるが，情報理論

が情報の「伝送」の効率化を大きな主題とする理論であるのに

対して，通信複雑性はシステム上で行われる「計算」とそれに

伴う情報伝送を包括的に取り扱う理論と言え，情報理論のある

種の一般化とみなすことも可能である．

通信複雑性理論の数学的な定式化は，1979年の Yaoの論文（1）

に遡る．Yao の定式化におけるモチベーションは並列計算にお

ける計算時間の下界導出であったが，その後，理論計算機科学分

野における様々な限界導出のためのツールとして重要性が認識

されるようになり，今日に至るまで広い分野において研究が続

けられている．この文脈における具体的な応用としては，VLSI

の回路レイアウトにおける面積及び回路効率（計算時間）の間

のトレードオフ，回路計算量における段数限界，NP 完全問題
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の線形計画定式化のサイズ限界，ストリーム計算における領域

下界，データ構造におけるクエリ時間と使用領域トレードオフ

等，枚挙にいとまがない．その一方で，近年のビッグデータ時

代において，システムが取り扱うデータ量の急速な肥大化，故

障耐性への要求等の要因により，複数の計算機が協調的な計算

を行うこと (分散計算)は極めて自然なことになりつつある．す

なわち，分散配置されたデータに対して何らかの大域的な計算

を行うことは，もはや理論的な枠組みにとどまらず，実世界に

おける具体的なアプリケーションを持つ問題へと変貌を遂げつ

つある．また，それに伴い，他分野，特に情報理論分野におい

て通信複雑性理論への興味が高まっているように思われる（注1）．

本稿はそのような状況を鑑み，理論計算機科学分野にとどまら

ず，広く他分野も含めて同理論のコンセプトを紹介することを

企図して書かれている．特に，基礎的な事項の解説に加え，近

年著しい発展を遂げている情報理論的アプローチに基づく複雑

性の導出手法について，（さわりではあるが）その概念と基本的

な手法を紹介したい．

本稿の構成は以下のとおりである．まず 2. では，最も基本的

なモデルである二者間決定性プロトコルのモデルを紹介し，通

信複雑性理論の基本的な枠組みを概説する．次に 3. では，乱択

プロトコルモデルとその限界導出手法について紹介する．4. に

おいては，通信複雑性における情報理論的手法について，代表

的な結果及びその証明を通じて概説する．最後に 5. で本稿のま

とめ，及び参考文献の紹介を行う．

（注1）：一例として，情報理論におけるフラッグシップカンファレンスである ISIT

（Int. Symp. on Information Theory）において，2015 年は通信複雑性理論

のトップランナーたちによるチュートリアル講演が開催されている.
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2. 二者間決定性プロトコル

2. 1 定 義

本節では，最も単純なモデルの一つである二者間決定性プロト

コル，すなわち，系のプレイヤ数は 2で (それぞれ Alice，Bob

と呼ぶことにする)，かつ各プレイヤの内部計算が乱択を用いな

いようなプロトコルのクラスについて，その形式的な定義を与

えよう．二者間通信のモデルでは，初期状態において Alice と

Bobがそれぞれある入力値の断片 x ∈ X，y ∈ Y を保持してい

る．二人の目的はできるだけ少ない通信量 (ビット数)で目的の

関数 f : X × Y → Z を計算することである．定義域 X，Y は

任意の集合を取ることが可能であるが，入力値は何らかの適切

な方法によりある長さのビット列に符号化されているものとす

る場合が多い．すなわち，ある n ∈ NによりX = Y = {0, 1}n

とできる．また同様に Z も任意の集合を取ることが可能である

が，多くの場合においてバイナリ関数，すなわち Z = {0, 1}で
あるような関数を取り扱う．Alice と Bob のローカル計算資源

に関しては制限はなく，時間，使用メモリ量の両方において無

限の計算能力を持つ（例えば，n についての指数時間を要する

ような計算を行ってもよい). また，関数 f に関する知識は両プ

レイヤが持つものとする．

Alice及び Bobの間で実行されるプロトコル P は，形式的に

は二分決定木を用いて定義される．プロトコル P は，実行の各

ステップにおいて，(1)現在の時点でプロトコルを終了するか否

か，(2)終了するときは，どのような値を計算結果として出力す

るか，(3) 次ステップで Alice と Bob のいずれがメッセージを

送信するか，(4) そのときどのようなメッセージを送信するか，

を決定する．なお，プロトコルは Aliceと Bobの両方が f(x, y)

の値を出力して停止することを要求するが，ほとんどの場合 f

の値域 Z のサイズはそれほど大きくないので，この要求は余り

本質的でない（どちらか片方が f(x, y)を計算できた時点で，最

後にもう片方へとその情報を送信すればよい．このメッセージ

による追加の通信コストは僅かである）．

以下にプロトコルの形式的な定義を与えよう．

定義 1 関数 f : X × Y → Z を計算するプロトコル P は, 以

下により定義される 8項組 (I, L,E, Ia, Ib, A,B, c)である．

• 二分決定木 T = (I ∪L,E)．I は T の内部頂点，Lは葉

頂点，E は辺の集合を表すものとし，一つの内部頂点からその

（二つの）子へと接続される辺はそれぞれ 0，1 によりラベル付

けされている．

• 決定木の内部頂点の分割 Ia, Ib（Ia ∪ Ib = I，Ia ∩ Ib =

∅）．Ia，Ib はそれぞれ次ステップにおけるメッセージ送信者が

Alice/Bobであるような頂点全てからなる集合に相当する．

• 送信メッセージ割当て関数の集合 A = {av : X →
{0, 1}|v ∈ Ia}，B = {bv : Y → {0, 1}|v ∈ Ib} はそれぞれ各
頂点において次ステップで Alice，Bob が送信するメッセージ

を決定する．
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図 1 1 ビット等価性判定を行うプロトコルの決定木

• 決定木の葉頂点にプロトコルの出力値を割り当てる関数

c : L → Z.

図 1 に簡単なプロトコルの例を示す. この図は，Alice，Bob

がそれぞれ 1 ビットの入力値 x，y を持つとき，x = y かどう

かを判定する問題 (等価性判定問題）を解く自明なプロトコルに

対応する決定木である．このプロトコルでは Alice が最初に自

身の値 x を送信し，その後 Bob が受信したメッセージを用い

て x = y を判定したのち，その結果を Aliceに返信する．なお，

特に漸近的な通信ビット数のみを問題にするときは，一般性を

失うことなく Ia，Ib はそれぞれ T の奇数段，偶数段の頂点か

ら構成されている（すなわち Aliceと Bobが必ず 1ビットずつ

を交互に送信する）と仮定することができるため，そのように

プロトコルを制限してもよい．

以降，プロトコル P の決定木を TP = (IP ∪ LP , EP ) で表

すこととしよう．プロトコル P が決定性であるならば，入力

(x, y) ∈ X ×Y に対する P の実行は，決定木の根から葉へのパ

スへと 1 対 1 へに対応する．入力 (x, y) を与えたときの P の

実行に対応するパスが最終的に到達する葉頂点を ΠP (x, y) で

表すとすると，f を計算するプロトコル P の正当性は，任意の

(x, y) ∈ X × Y について，f(x, y) = c(ΠP (x, y)) を満たすこ

ととして規定される．任意の葉頂点 l ∈ LP について，|l|を TP

において根から lへと到達するパスの長さとすると，ある実行に

おける通信のビット数はそれに対応するパスの長さに一致する

ので，入力 (x, y)に対するプロトコル P の通信量は |ΠP (x, y)|
で表すことができる．プロトコル P の通信量 D(P )は，最悪時

の入力に対する通信量として定義される．すなわち，

D(P ) = max
(x,y)∈X×Y

|ΠP (x, y)|

である．Pdet
f を f を計算する正当な決定性プロトコル全ての集

合とすると，二者間通信における f の決定性通信複雑性は，以

下のように定義される．

D(f) = min
P∈Pdet

f

D(P ).

プロトコル P の (最悪時) 通信量 D(P ) が決定木 TP の高さ

に一致することは定義より明らかである．そのため，ある関数 f

の決定性通信複雑性の下界を得ることは，f を計算する決定木の

高さの下界を得ることと同義である．更に，二分決定木 TP の

k 段目の頂点数は高々2k 個であるため (根は 0段目とする),TP

の高さは少なくとも ⌈log2 |LP |⌉ でなければならない．このこ
とから，f の決定性通信複雑性の下界を得るには，f を計算する
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プロトコルの決定木の葉数について下界を議論すればよいこと

が分かる．以上をまとめると，次のような事実が成立する．

事実 1 D(f) >= minP∈Pdet
f

⌈log2 |LP |⌉.

2. 2 代表的な問題

実際に下界の導出方法について議論する前に，二者間通信複

雑性における代表的な問題を二つ紹介する．

定義 2 (等価性判定問題) X = Y = {0, 1}n としたとき，n

ビット等価性判定問題は以下の関数 EQn により定義される．

EQn(x, y) =







1 if x = y,

0 otherwise.

定義 3 (交差判定問題) X = Y = {0, 1}n としたとき，nビッ
ト交差判定問題は以下の関数 DISJn により定義される．

DISJn(x, y) =







0 if ∃i ∈ [1, n] : x[i] = y[i] = 1,

1 otherwise.

なお，ここで x[i] (y[i]) は x (y)の iビット目の値を表す．

自明なことであるが，Alice ないし Bob のいずれかが自身の

全情報を相手に送ることで，上記の関数のいずれも O(n) ビッ

トの通信量で計算することができる（注2）．よって，通信複雑性理

論における興味は，これらの関数を o(n)ビットの通信量で計算

できるかどうかという点にある．しかし，結論から先に言って

しまうと，そのような少ない通信量でこれらの関数を計算する

決定性プロトコルは存在しない．

定理 1 D(EQn) = Ω(n).

定理 2 D(DISJn) = Ω(n).

次節ではこの事実をどのように得るかについて議論する．

2. 3 下界導出のための手法

関数 f を計算する二者間決定性プロトコルの通信複雑性下界

を得るには，f を計算するプロトコルに対応する決定木中の葉数

について，その下界を得ればよいことは既に述べた．では，そ

れをどのように得ればよいだろうか？そのために本節では，ま

ず方形と呼ばれる概念を導入する．

（注2）：O(f(n)), o(f(n))，Ω(f(n))，Θ(f(n)) といった記号（ランダウの

記号）は，関数の増加測度を表す記法として理論計算機科学分野でしばしば利

用される．厳密な定義に関してはアルゴリズム，離散数学の各種教科書等を参

照されたいが，本稿に関しては，ある関数が g(n) = O(f(n)) ↔ ある定

数 c > 0 で limn→∞ g(n)/f(n) <= c, g(n) = Ω(f(n)) ↔ ある定数

c > 0 で limn→∞ g(n)/f(n) >= c, o(f(n)) ↔ limn→∞ g(n)/f(n) = 0，

g(n) = Θ(f(n)) ↔ g(n) = O(f(n)) かつ g(n) = Ω(f(n)) という理解で

問題ない．

定義 4 (方形と単色方形) 集合R⊂
=X×Y が，ある集合C⊂

=X，

D⊂
=Y によって R = C × D と表すことができるとき，R を

X×Y 上の方形と呼ぶ．特に，関数 f : X×Y → Z，X×Y 上

の方形 R，及び z ∈ Z が与えられたとき，任意の (x′, y′) ∈ R

について f(x′, y′) = z が成立するとき，Rを (f のもとでの)z-

単色方形と呼ぶ．

z-単色方形は，特にその方形内がどの値で占められているか

を気にしないときは，単に単色方形と呼ぶ．方形と単色方形の

例を図 2 に示す．なお注意すべき点であるが，ここでいう方形

とは図形的な意味での方形とは異なる．例えば図 2 中の赤枠に

相当するような，複数の部分に分かれているような領域も方形

である．

今，プロトコル P の決定木に対して，πP (x, y)を入力 (x, y)

に対してプロトコルが到達する葉とし，葉 l ∈ LP に対して，集

合 R(l)⊂=X×Y を RP (l) = {(x, y)|πP (x, y) = l}と定めると，
以下に示す補題を得ることができる．

補題 1 任意の l ∈ LP について，RP (l)はある z ∈ Z につい

て z-単色方形である．

上記の補題から分かることは，LP = {l0, l1, . . . , lm}とした
とき，RP = {RP (l0), RP (l1), . . . , RP (lm)} は X × Y 上の

方形による分割を与えており，かつそれぞれの方形内における

f の値は全て等しいことを意味している．このことは逆に述べ

ると，可能な全入力の集合 X × Y が f の下で k 個の単色方形

に分割できるときに限り，f を計算する葉の数 k のプロトコル

が構成可能であるということを意味する．すなわち，p(f) を，

X × Y の f の下での分割数最小の単色方形分割に含まれる方形

数とすると，事実 1と組み合わせて，以下の事実が成立する．

事実 2 minP∈Pf
|LP | >= p(f). よって D(f) >= ⌈log2 p(f)⌉.

すなわち，p(f)の値を知ることで D(f)の下界を求めること

ができる．p(f)の計算の方法として，ここでは代表的な二つの

手法を紹介しよう，

( a ) 錯誤集合を用いる手法

錯誤集合とは，X × Y の要素のうち，任意の単色方形分割に

おいて必ず異なる方形に属さないといけないようなものを集め

た集合である．形式的には以下のように定義される．

定義 5 (錯誤集合) 関数 f : X × Y → Z に対して，集合

S⊂=X × Y が以下の 2条件を満たすとき，S は f の錯誤集合と

呼ぶ．

（ 1） ある z ∈ Z が存在し，任意の (x, y) ∈ S について，

f(x, y) = z.

（ 2） 任意の (x1, y1), (x2, y2) ∈ Sについて，f(x1, y2) |= z

あるいは f(x2, y1) |= z．

上述の定義より，任意の単色方形分割において，S 中の要素

は全て異なる方形に属さなければならないことが分かる．なぜ

ならば，もし (x1, y1), (x2, y2) ∈ S が同一の方形 R に属した

場合，Rは同時に (x1, y2)と (x2, y1)を含まなければならない
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図 2 EQ4 の真理値表とその上の (単色) 方形の例

が，二つめの条件からこのとき Rは単色になり得ないためであ

る．この性質より，任意の錯誤集合 S に対して，そのサイズ |S|
は p(f)の下界を与えることになる．

では，具体的に関数 EQn と DISJn の錯誤集合を見つけて

みよう．EQn の場合，図 2 の真理値表からすぐに推測できる

が，対角成分に対応する入力,すなわち，

S = {(x, y) ∈ X × Y |x = y}

が錯誤集合となる．これが錯誤集合の条件を満たすことはほぼ

明らかであろう．一方，関数 DISJn に関しては，

S = {(x, y) ∈ X × Y |y = x}

が具体的な錯誤集合となる（ここで xは xの各ビットを反転し

たものとする）．これが錯誤集合であることは EQn の場合ほ

どは自明ではないが，そのことを証明するのは容易である．（任

意の x, y ∈ {0, 1}n に対して，(x, y)，と (x, y)のいずれもが交

差しないのは，y = x のときだけであることが言えればよい．）

これらの錯誤集合のサイズは明らかに 2n であり，事実 2 より

D(EQn) = Ω(n), D(DISJn) = Ω(n)を得ることができる．

( b ) 真理値表行列のランクを用いる手法

値域 {0, 1}の関数 f : X×Y → {0, 1}に対する真理値表行列
Mf は，行がX の要素，列が Y の要素でラベル付けされた，そ

の (x, y)成分が f(x, y)に一致するような実数体上の |X| × |Y |
行列である．いま，方形 R⊂

=X × Y に対して， 行列 MR を，

(x, y) ∈ Rであるような (x, y)成分のみ値が 1で，それ以外の成

分は 0であるような |X|×|Y |行列とする．RをX×Y の f の下

での分割数最小の単色方形分割とし，R1 = {R1, R2, . . . , Rm}
をRに含まれる 1-単色方形全ての集合とする．このとき，行列

Mf は以下のように表現することができる．

Mf =
∑

Ri∈R1

MRi
.

ここで，行列 Mf のランクについて考えてみよう．任意の

R⊂
=X × Y について， MR のランクは明らかに 1 である．

また，行列のランクは劣加法的，すなわちM3 = M1 +M2 で

あるような三つの行列M1，M2，M3 について，rank(M3) <=

rank(M1) + rank(M2)が成立する．そのため，以下の不等式

rank(Mf ) <=
∑

Ri∈R1

rank(MRi
) = |R1| <= |R| = p(f)

を得ることができる．

この方法に基づいて，再度 EQn と DISJn の通信複雑性を

求めてみよう．EQn に関しては，その真理値表行列MEQn
は

2n × 2n 単位行列に一致するので，ランクが 2n であることは

すぐに分かる．DISJn に関しては，もう少し議論は複雑にな

る．まず，一般の nビット交差判定問題の関数は以下のように，

1ビット交差判定問題 n個の積で書くことができる．

DISJn(x, y) =
∧

i

DISJ1(x[i], y[i])

また，一般に，関数 g : X1 × Y1 → {0, 1} と h : X2 × Y2 →
{0, 1}が与えられたとき，gと hの論理積 f ∧ gに対する真理値

表行列はクロネッカー積を用いてMf∧g = Mf ⊗Mg と表すこ

とができる．よって，nビット交差判定問題の真理値表行列は，

MDISJn
= (MDISJ1

)⊗n =





1 1

1 0





⊗n

と記述できる．行列MDISJ1
は明らかにランク 2 であり，また

行列のランク関数はクロネッカー積に関して乗法性が成り立つ

ので，上の式から rank(MDISJn
) = 2n を得ることができる．

2. 4 一般の上界

前節では，単色方形分割の分割数，また真理値表行列のラン

ク関数が通信複雑性の下界と深く関連していることを見てきた．

一方，通信複雑性の上界に関してはどうだろうか？O(log2 p(f))

や O(log2 rank(Mf )) がもし通信複雑性の上界にもなり得るの

であれば，それらの値は（情報源符号化定理におけるエントロ

ピー関数のように），二者間通信プロトコルの複雑性における本

質を極めて的確に捉えていることになる．そのような事実を示

すことは可能であろうか？残念ながら，p(f)及び rank(Mf )の

いずれに関しても，そのような上界を与えることは（現時点で
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は）できない．既知の最良の結果として知られているのは以下

の定理である．

定理 3 (Ahoら，1983（2）) 任意の f : X × Y → {0, 1} に
ついて， D(f) = O((log2 p(f))2)が成立する．

定理 4 (folklore) 任意の f : X × Y → {0, 1} について，
D(f) = O(rank(Mf ))が成立する．

なお，D(f) = O(log p(f)) の成立に関しては，現時点では

証明，反証のいずれも得られていない（注3）．一方で D(f) =

O(log2 rank(Mf )) に関しては，それが成立しない関数 f の

存在が知られている（4）．ランク関数による上界に関しては，

D(f) = O(log2 rank(Mf ))γ が任意のバイナリ関数 f につい

て成立するような定数 γ > 1が存在するかどうかが大きな未解

決問題として認識されている（対数ランク予想（5））．

3. 二者間乱択プロトコル

3. 1 定 義

前章では，プロトコルは決定性，すなわち Alice及び Bobの

内部計算及び送信メッセージがいずれも現在のローカルな状態

にのみ依存するプロトコルを検討してきた．本章では，乱択，す

なわち Alice及び Bobが内部に乱数生成器を持ち，各々の内部

計算における確率的な振舞いを許す場合を検討する．

形式的な定義における決定性プロトコルと乱択プロトコ

ルの差異は，決定木中の各頂点 v への送信メッセージ割当

て関数 av (bv) が，追加引数としてランダム 0-1 列をとり，

av : X × {0, 1}∗ → {0, 1} (bv : X × {0, 1}∗ → {0, 1}) と定
義される点のみである．なお，葉頂点に対する出力値の割当て

関数 c は乱択プロトコルにおいても決定性の関数で定義される

ことに留意する必要がある．

乱択プロトコルのモデルにおいては，ある入力 (x, y) ∈ X×Y

に対するプロトコルの実行が，最終的にどの葉頂点に到達する

かは確率的に決定される．言い換えるならば，入力 (x, y) は決

定木の葉頂点上の確率分布を定める．そのため，入力 (x, y) に

対してプロトコルが到達する葉頂点 πP (x, y)，及び当該葉頂点

へのパスの長さ |πP (x, y)| はいずれも確率変数として取り扱わ
れる．一般に，乱択プロトコルにおいては，（小さい確率で）誤っ

た答えを返すことが許容される．プロトコル P の誤り確率は，

このとき以下のように定義される．

ϵ(P ) = max
(x,y)∈X×Y

Pr[c(πP (x, y)) |= f(x, y)]

誤り確率が ϵ 以下であるようなプロトコルを ϵ-(両側) 誤り

プロトコルと呼ぶ．特に，ϵ = 0 のときは，ゼロ誤りプロトコ

ルと呼ぶ．また，関数 f の値域が {0, 1}であり，かつ誤りが生

（注3）：本稿の校正時，D(f) = Ω(log2−o(1) p(f)) となる関数の存在が示され，

この問題に関しては否定的に解決された（3）．

じ得るのが f(x, y) = 1 となる入力のときのみであるようなプ

ロトコルは ϵ-片側誤りプロトコルと呼ぶ．なお，本稿では以下

両側誤りプロトコルのみを考えるものとする．バイナリ関数を

考える限り，誤り確率については，ϵ = 1/2 はランダムな答え

を返すことで（通信なしで）達成できるので，一般に ϵ-誤り通

信複雑性が意味を持つのは ϵ < 1/2，特に ϵ と 1/2 の差が定数

（1/2− ϵ = Θ(1) > 0）であるような状況である．このとき，ϵ

の値はプロトコルを (十分に大きい定数回)繰り返し実行し，そ

の計算結果の多数決を取ることで，漸近的な通信複雑性を上げ

ることなく誤り確率を任意に小さくすることができる．このこ

とは，漸近的な通信複雑性に着目する限り，ϵ として 1/2 より

(定数だけ) 小さい任意の値を取ることができることを意味して

いる．そのため，上界 (プロトコルの設計)について検討すると

きは，1/3のような大きな誤り確率のケースを考え，下界につい

て議論するときは,1/1000 のように十分小さい誤り確率のケー

スを考えるということがしばしば行われる．

定義から明らかなように，任意の ϵ-誤り乱択プロトコルは，

Alice 及び Bob に与えられる二つのランダムビット列を固定す

ることで，決定性プロトコルとみなすことができる．（ただし，こ

のプロトコルは一部入力に対しては誤った答えを返すので，正

しい決定性プロトコルではない．）いま，乱択プロトコル P に

対して，Alice 及び Bob に与えられるランダムビット列を rA，

rB としたときの決定性プロトコルを P (rA, rB) とする．関数

f が与えられたとき，f の ϵ-誤り乱択通信複雑性は以下のよう

に定義される．

Rϵ(f) = min
P :ϵ(P )<=ϵ

max
rA,rB∈{0,1}∗

D(P (rA, rB))

上記の定義において，全てのランダムビット列 rA, rB に対して

平均を取るのではなく，最悪を取ることは奇妙に映るかもしれ

ない．しかしながら，実際にはその二つの本質的な差は余りな

い．実際，プロトコルの決定木において，平均より著しく深い葉

へのパスを枝刈りすることで，最悪時通信量 w，平均通信量 a

の ϵ-誤りプロトコルを最悪時，平均時通信量が共に O(a/δ) と

なるような (δ+ ϵ)-誤り乱択プロトコルに変換することが可能で

ある．すなわち，定数 ϵに対して得られた関数 f の漸近的な ϵ-

誤り乱択通信複雑性の (最悪時に対する)下界は，誤り確率の僅

かな増加を除けば，そのまま平均時の下界にも当てはまる（注4）．

3. 2 共有ランダムビットモデル

前節で定義したモデルは，Alice と Bob がそれぞれ独立に乱

数生成器を持つことを前提としているが，派生モデルとして，

2 プレイヤがアクセス可能な乱数生成器を共有しているモデル

（共有ランダムビットモデル) がしばしば仮定される．このモデ

ルは rA = rB が常に成立することを前提とした乱択プロトコル

（注4）：ここでは ϵ-誤り乱択プロトコルを対象としているため，誤り確率の僅かの

増加は余り問題とはならないが，ゼロ誤りプロトコルを考える場合は，この議論は

成り立たない．実際，ゼロ誤りプロトコルに関しては，その乱択通信複雑性は全て

のランダムビット列上の平均通信量によって定義される（すなわち，P の通信量は

E[D(P (rA, rB)] と定義される)．
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として定義することができる．共有ランダムビットモデルにお

ける関数 f の ϵ-誤り乱択通信複雑性は以下のように定義される．

Rpub
ϵ (f) = min

P :ϵ(P )<=ϵ
max

r∈{0,1}∗
D(P (r, r))

共有ランダムビット列を二つの独立な乱数生成器として使うこと

は容易であるので (例えば，奇数ビット目を Aliceが, 偶数ビッ

ト目を Bob が使う，というように事前に取り決めておけばよ

い)，共有ランダムビットモデルは通常の乱択プロトコルのモデ

ルと同程度以上に強力なモデルであることは明らかである．一

方興味深いことに，実は逆方向にも大半の状況において同様の

関係が成立する．以下は共有ランダムビットモデルと通常のモ

デルの間に成立する一般的な定理である．

定理 5 (Newman,1991（6）) 任意の関数 f : X×Y → {0, 1}
と，任意の小さな定数 δ > 0に対して以下が成立する．

Rϵ+δ(f) = Rpub
ϵ (f) +O(log log(|X||Y |)) +O(log δ−1).

|X| = |Y | = 2n，かつ δ = 1/n とすると，上記の定理から

共有ランダムビットモデルのプロトコルと通常のモデルの間の

ϵ-通信複雑性の差が高々O(logn) ビットであるという事実が成

立する．そのため，通信複雑性が小さい（o(logn)ビット)関数

を取り扱うような場合を除いて，漸近的な意味で二つのモデル

間の能力差は存在しないので，プロトコルの設計，下界の導出

のいずれにおいても，二つのモデルのうち都合の良い方を使っ

てよいことになる．

3. 3 乱択プロトコルの例

ここでは ϵ-誤り乱択プロトコルの例として，前述の等価性判

定問題 EQn に対する効率の良い乱択プロトコルを紹介する．い

ま，x を長さ n のビット列とするとき，x を 2 進数とみなした

時の数値を num(x)で表すとする．このとき，以下のような乱

択プロトコルを考える．

（ 1） Alice は，[2, n2] の範囲に含まれる素数 p を一つ一様

乱択する．

（ 2） Alice は，2 項組 (num(x) mod p, p) を Bob へと送

信する，Bob は受信値と num(y) mod p を比較し，一

致するときは x = y を，そうでないときは x |= y を出力

する．

このプロトコルは確率 1−O(logn/n)より高い確率で EQn

に対して正しい答えを計算する．x = y であるときプロトコル

が必ず正しい答えを返すのは明らかなので，誤り確率の検討は

x |= yのときのみを考えればよい．x |= yにもかかわらずプロト

コルが 1を答えとして返すのは |x− y| mod p = 0が成立する

ときのみである．|x−y| <= 2n なので，|x−y|の素因数は高々n

個であるが，一方で素数定理から区間 [2, n2]には Θ(n2/ logn)

個の素数が存在する．このとき pとして |x− y|の素因数を偶然
乱択する確率は高々O(logn/n)で抑えることができる．

なお，乱択プロトコルと決定性プロトコルの複雑性の間には，

任意の関数 f について，R1/3(f) >= Ω(logD(f))という関係が

成り立つことが知られている．そのため，このプロトコルは (共

有ランダムビットを持たないモデル上の)ϵ-誤り乱択プロトコル

としては最適な通信複雑性を達成している．一方，共有ランダ

ムビットモデル上では，Rpub
1/4 (EQn) = O(1) が成立する．具

体的には以下に示すプロトコルがそのような上界を達成する．

（ 1） Alice と Bob は共有ランダムビットを用いて，長さ n

の二つのランダムビット列 s1, s2 ∈ {0, 1}n を得る．
（ 2） Alice，Bobはそれぞれ，(a1, a2) = (s1 ·x mod 2, s2 ·

x mod 2)，(b1, b2) = (s1 · y mod 2, s2 · y mod 2)を

計算する．

（ 3） Aliceは (a1, a2)を Bobに送信し，Bobは (a1, a2) =

(b1, b2)が成立するかどうかをチェックする．成立する場

合は x = y とみなし，一致しない場合は x |= y と出力

する．

このプロトコルも x = y のときに正しい値を返すことは明ら

かである．x |= y である場合，s1，s2 がランダムな 0-1列であ

ることより，Pr[a1 = 1] = Pr[a1 = 0] = 1/2 が成立し，他の

a2，b1，b2 に関しても同様である．このことより x |= y のとき

(a1, a2) = (b1, b2) となる確率は 1/4 となる．なお，前述のと

おり，誤り確率 1/4 は，プロトコルを繰り返し実行することで

任意に小さくすることが可能である．

3. 4 乱択通信複雑性の下界

決定性プロトコルの通信複雑性の下界導出においては，プロ

トコルへの入力値から決定木の葉頂点への対応関係が決定的に

決まること，また任意の葉頂点に対応する入力集合が単色方形

になることが重要な役割を果たしている．残念ながら，乱択プ

ロトコルはそのような構造を持たないため，決定性の場合の手

法はそのままでは適用することができない．しかしながら，入

力値に対して確率分布を導入することで，乱択通信の複雑性を

決定性プロトコルの通信複雑性に帰着することができる．

より形式的に述べるため，まず，関数 f の (µ, ϵ)-分布付複雑

性と呼ばれる概念を導入する．今，関数 f : X ×Y → Z に対し

て，その入力分布 µ ∼ (x, y)を仮定し，その下で誤り確率 ϵを

達成する決定性プロトコルを検討する． P(µ, ϵ)をそのような決

定性プロトコル全ての集合とする．このとき，関数 f の (µ, ϵ)-

分布付複雑性は以下のように定義される．

Dµ
ϵ (f) = min

P∈P(µ,ϵ)
D(P )

以下の補題は分布付複雑性と乱択複雑性の間に一般に成立する

関係であり，乱択プロトコルの通信複雑性の下界導出において

極めて重要な役割を果たす．

補題 2 (Yaoのミニマックス原理 (通信複雑性版)) f : X ×
Y → Z として，µを X × Y 上の任意の確率分布とする．この

とき Rpub
ϵ (f) >= Dµ

ϵ (f)である．

この補題を用いると，関数 f の乱択複雑性の下界は，適切な

(問題が困難となるような)µ をうまく選択し，その下での決定

性プロトコルの通信複雑性の下界を求めることで得られる．検
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討しなければならないプロトコル自体は決定性プロトコルであ

るので，2. で言及した特性のうち (1)各入力に対して，その時

に到達する決定木の葉が一意に決まる，(2)ある葉に到達する入

力の集合は方形となる，の 2点はこの議論においても成り立つ．

一方で，プロトコルが確率 ϵで誤ることを許容しているため，決

定木の各葉頂点に対応する方形の単色性は成立しない．しかし

ながら，R1 = {R1, R2, . . . Rk}を，プロトコル P が答え 1を

返すような葉頂点に対応する X × Y 上の方形であるとすると，

誤り確率が ϵ であることより，以下の不等式が成立しなければ

ならない．

k
∑

i=1

Pr[Ri ∩ f−1(0)] <= ϵ

ここで f−1(v) = {(x, y) ∈ X × Y |f(x, y) = v}である．この
ことは，ϵが小さい定数のとき，R1 に含まれる方形の集合にお

いて，f(x, y) = 0となるような (x, y)を含む割合がそれほど大

きくなれないことを意味する．逆に言うと，一定以上の大きさ

の任意の方形が，f(x, y) = 0となるような (x, y)を (分布 µの

下で)割合 ϵ以上含むことを示せれば，領域 f−1(1)は多くの小

さな方形に分割されなければならないことが期待できる．この

アプローチに基づく一般の下界は以下の定理の形で表される．

定理 6 f : X × Y → {0, 1}とし，ある α > 0，β > 0が存在

し，X × Y 上の任意の方形 Rが以下の条件を満たすとする．

Pr[R ∩ f−1(0)] >= αPr[R ∩ f−1(1)]− β　 (1)

このとき，任意の ϵ > 0について，

Rpub
ϵ(f)

>= log

(

αµ(f−1(1))− ϵ

β

)

が成立する．

この定理における条件式 (1) は，直感的には Pr[R] ≫ β であ

るような方形 R（すなわち，ある一定以上のサイズの方形) は，

f(x, y) = 0であるような要素と f(x, y) = 1である要素がよく

「混ざり合っている」ことを意味している．

定理 6 に従って乱択通信複雑性の下界を示す場合，まずは問

題にとって困難な入力分布 µ を構成する必要がある．しかしな

がら，µとして複雑な分布を取ると，定理 6の適用（すなわち，

µが条件式 (1)を満たすことの証明）が難しくなる．Razborov

は，以下の補題における分布が，交差判定問題に対する Ω(n)

ビットの乱択複雑性下界を示すのに十分であることを示した（7）．

補題 3 mを任意の自然数とし，n = 4m+1とする．µ ∼ (x, y)

を，関数 DISJn に対する以下の試行で定まる入力分布とする．

（ 1） 集合 U = [1, n] に対する分割 (S, T, {i}) (S, T⊂
=U，

i ∈ U）で，|S| = |T | = 2m であるようなものを一様乱

択する．

（ 2） サイズ 2m+ 1の集合 S ∪ {i}から，サイズmの部分

集合 A ⊂ S ∪ {i} を，同様に T ∪ {i} からサイズ m の

部分集合 B ⊂ T ∪ {i}をそれぞれ一様に乱択する．
（ 3） Aliceの入力 xを x[j] = 1 ⇔ j ∈ A，Bobの入力 yを

y[j] = 1 ⇔ j ∈ B と定める．

このとき，ある定数 α, δ > 0が存在し，任意の方形Rに対して，

Pr[R ∩ f−1(0)] >= αPr[R ∩ f−1(1)]− 2−δn　

が成立する．

この補題と定理 6 を組み合わせることで，以下の定理が導出

される．

定理 7 十分に小さい定数 ϵ > 0 に対して，Rpub
ϵ (DISJn) =

Ω(n)である．

4. 二者間プロトコルにおける情報複雑性

本章では，通信複雑性理論における新たな解析ツールとして

近年注目を集めている情報複雑性と，それを用いた下界の導出

について説明する．通信複雑度の高い二者間通信プロトコル，特

に交差判定問題のように乱択通信複雑性が Ω(n)ビットとなるよ

うな問題では，いかなるプロトコルも自明なプロトコル（Alice

ないし Bob がもう一方の相手に全情報を送信する）と漸近的

に同程度の量の通信を行わなければならないことを意味してい

る．すなわち，直感的には，高い乱択通信複雑性を持つ問題に対

するプロトコルは，その実行において交換されるメッセージが

互いの入力値に関して多くの情報を相手へと開示していること

が期待できる．この観察に基づき，プロトコルの実行が入力値

(x, y) に対して明らかにする情報量を定量的に評価することで，

問題の通信複雑性に対する下界を得ようというもくろみが本章

で紹介する情報複雑性の枠組みである．情報複雑性のコンセプ

トが初めて明示的に提示されたのは 2001 年の Chakrabarti ら

の論文（8）であるが，一般の下界導出に適用可能な枠組みの確立

は 2004 年の Bar-Yosefらの論文（9）による．以下，本章では同

論文による，情報複雑性を用いた交差判定問題の Ω(n) ビット

ϵ-誤り乱択通信複雑性の証明を軸に，そのアイデアを概観して

みたい．

プロトコル P をある関数 f : X × Y → {0, 1} に対する ϵ-

誤り乱択プロトコルであるとする．P は乱択プロトコルである

ので，入力 (x, y) ∈ X × Y を決めたとき，P の実行が決定木

TP 中のどの葉頂点に到達するかは確率的に決まる．すなわち，

πP (x, y)は LP 中のある要素を取る確率変数であるとみなすこ

とができる．今，何らかの入力分布 µ ∼ X × Y を仮定すると，

プロトコルの動作が入力値 (x, y) に関して明らかにする情報量

は相互情報量を用いて以下のように記述できる．

I((x, y);πP (x, y))

この値はプロトコル P の入力分布 µに対する情報コストと呼ば

れる．今，ある関数 f を計算する ϵ-誤り乱択プロトコル全ての

集合を Pϵ で表すとする．このとき，関数 f の情報複雑性を以

下のように定義できる（注5）．

（注5）：この情報量は「系の外部に存在する第３のプレイヤが Alice，Bob 間の通

信を全て傍受したときに得られる (x, y) についての情報量」とみなすこともできる．

そのため特にこの量を外部情報複雑性と呼ぶ場合もある．
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ICµ
ϵ (f) = min

P∈Pϵ

I((x, y);πP (x, y))

なお，注意すべき点であるが，上記の Pϵ に含まれるプロトコル

は入力の分布 µに関する情報を事前知識としては持っていない．

すなわち，Pϵ に含まれるプロトコルはいかなる入力に対しても

誤り確率 ϵ以下を達成する．また，以降文脈から明らかなとき，

πP (x, y)を単に π と略記する．直感的にはほぼ明らかなことで

あるが，任意の入力分布に対して，プロトコルの情報コストは

それの通信量の下界となる．すなわち，関数 f の情報複雑性は

f の通信複雑性を下から抑えるため，以下の関係が成立する．

Rϵ(f) >= ICµ
ϵ(f)

よって，f の情報複雑性が高くなるような µ を発見し，その値

を実際に下から抑えることができれば下界の証明が完了する．

情報複雑性を用いることの大きなメリットの一つは，ある種

の特徴を持つ分布族に対して，対象としている関数 f の情報複

雑性を，より入力サイズの小さな関数の複雑性に帰着できるこ

とである．今，関数 f : X × Y → {0, 1}が以下の条件を満たす
とき，f を hを用いて OR-分解可能であると呼ぶことにする．

• ある集合 X̂, Ŷ 及び自然数 N により，X = X̂N，

Y = Ŷ N と表すことができる．

• ある関数 h : X̂ × Ŷ → {0, 1} を用いて， f(x, y) =
∨

1<=i<=N h(x[i], y[i])と表すことができる．

Bar-Yozefらの論文では，任意の OR-分解可能な関数 f に関し

て，以下のような帰着が可能であることを示した（注6）．

補題 4 　 f : X × Y → {0, 1}を h : X̂ × Ŷ → {0, 1}を用い
て OR-分解可能な関数とする．また，ν を以下の条件を満たす

X̂ × Ŷ 上の確率分布とし，µ = νN とする．

（ 1） ν ∼ (x̂, ŷ)について，x̂及び ŷ が独立．

（ 2） 生起確率がゼロでないような (x̂, ŷ) ∈ X̂ × Ŷ につい

て，h(x̂, ŷ) = 0．

このとき，以下が成立する

ICµ
ϵ (f) >= N · ICν

ϵ (h)

この補題の証明は巧妙であるが，そのアイデアを直感的に理解

することはそれほど難しくはない．まず，(x[i], y[i]) (1 <= i <= N)

は上記の分布 µ において互いに独立であるので，f を計算する

任意の ϵ-誤りプロトコルの µに対する情報コストは，以下のよ

うに書き換えることができる．

I((x, y);π) = H((x, y))−H((x, y)|π)
>=
∑

i

H((x[i], y[i]))−
∑

i

H((x[i], y[i])|π)

>=
∑

i

I((x[i], y[i]);π)

2 行目の式変形においては，条件付エントロピーの劣加法性に

関する公式 H(A,B|C) <= H(A|C) + H(B|C) を用いている．

（注6）：実際には，f(x, y) = g(h(x[1], x[1]), . . . , h(x[n], y[n])) のように，

二つの関数 g,h を用いて分解できる任意の関数 f に対して成立する定理へと一般化

できる．詳しくは元論文を参照のこと．

よって，補題の証明には，任意の iについて

I((x[i], y[i]);π) >= ICν
ϵ (h)

が成立することを言えばよいことになる．右辺は関数 h を計算

する ϵ-誤りプロトコルの入力分布 ν に対する最小情報コストで

あるので，この不等式を証明するには，結局のところ ν に対す

る情報コストが I((x[i], y[i]);π) となるような，h を計算する

ϵ-誤りプロトコル P を見つければよいことになる．今，f を計

算する ϵ-誤りプロトコルのうち，µに対する情報コストが最小，

すなわち ICµ
ϵ (f)に一致するものを Qとしよう．このとき，Q

をブラックボックスとして用いることで，所望のプロトコル P

を以下のような手続きで構成できる．

（ 1） (x̂, ŷ) を関数 hへの入力とする．

（ 2） Alice及び Bobは，各 j |= i（1 <= j <= N）について，

分布 ν に従って確率的に値 (x[j], y[j])を決定する．

（ 3） Alice（Bob）は x[i] = x̂，y[i] = ŷ として，プロトコ

ル Q を用いて f(x, y) を計算し，その結果を h(x̂, ŷ) の

値として出力する．

プロトコル中のステップ 2は，分布 νにおいてAlice側及びBob

側入力がそれぞれ独立であるという事実から，ローカルな計算と

して行うことができる．また，ν において生起確率が非ゼロであ

るような入力に対する関数 hの計算結果は必ずゼロになるので，

任意の j |= i (1 <= j <= N）について，h(x[j], y[j]) = 0である．

よって f(x, y) = h(x[i], y[i]) = h(x̂, ŷ) は必ず成立するので，

プロトコル P は正しく (ϵ-誤りで)hを計算する．あと検討しな

ければならないことは，(x̂, ŷ) の入力分布が ν に従うとしたと

きの P の情報コストであるが，基本的にプロトコルは内部で Q

を呼び出しているだけであるので，P が入力 (x̂, ŷ)に関して開

示する情報量は，分布 µにおいてプロトコル Qが入力（の一部

分)(xi, yi)に関して開示する情報量，すなわち I((xi, yi);π)に

一致する．（プロトコル P の内部動作においてQへの入力 (x, y)

を構成するとき，(x̂, ŷ) ∼ ν ならば (x, y) ∼ µ となるように構

成しているところがポイントである．）

この補題を関数 DISJn に対する情報複雑性の下界導出に用

いるためにはどうすればよいだろうか．まず，最初に少し問題

を変形して，DISJn の代わりに ¬DISJn の情報複雑性を考え

る．もちろん，この変更は単に出力の否定を取っているだけな

ので，問題の本質は変化していない．ド・モルガンの定理を適

用すると，関数 ¬DISJn は以下のように変形できる．

¬DISJn(x, y) = ¬
(

∧

i

DISJ1(x[i], y[i])

)

=
∨

i

¬DISJ1(x[i], y[i])

=
∨

i

(x[i] ∧ y[i])

すなわち，¬DISJn は 1 ビット AND 関数 (AND1 と記述す

る）を用いて OR-分解可能である．そのため，補題 4を適用し

て，以下のような不等式を得ることができる．

ICµ
ϵ (DISJn) >= n · ICν

ϵ (AND1)
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よって，最終的に，1 ビット AND の ν に対する情報複雑性が

Ω(1)ビットであることを示すことができれば，nビット交差判

定問題に対する Ω(n) ビットの通信複雑性下界を得ることがで

きる．しかしながら，実は上記の議論には大きな落とし穴があ

る．少し考えれば分かることであるが，補題 4 における分布 ν

の条件（x̂と ŷ の独立性を保ったまま，x̂ ∧ ŷ = 0を保証する）

を満たそうとすると，実のところ，ν として取り得る分布は，

Pr[x̂ = 0] = Pr[ŷ = 0] = 1 の 1 通りしかない．しかしながら，

この分布ではそもそも (x̂, ŷ) の情報量がゼロになってしまうた

め，ICν
ϵ (AND1) = Ω(1)を示すことができない．

Bar-Yozefらの証明においては，この問題を回避するために，

補題 4の条件 1を以下のような 2条件で置き換えた分布クラス

を導入した．

（ 1） x̂，ŷとは別に，補助的な確率変数Dが導入され，ν は

(x̂, ŷ)と D の結合確率分布を定義する．

（ 2） x̂，ŷ は D に関して条件付独立である．すなわち，

Pr[(x̂, ŷ) = (x′, y′)|D = d] = Pr[x̂ = x′|D =

d] Pr[ŷ = y′|D = d]が成立する．

この 2 条件に示すような構造を持つ分布は積の分布の混合と呼

ばれる．直感的に理解すると，積の分布の混合は，x̂と ŷが独立

であるような分布を複数用意しておいて，その中から一つを確

率的に選び（Dの値はどの分布を選んだかに相当する），実際の

(x̂, ŷ) 上の分布を決定しているとみなすことができる．ν が積

の分布の混合であれば，µ = νN も明らかに積の分布の混合と

なる．（このとき，µの補助確率変数 D は，(x[i], y[i])の分布を

決定する補助確率変数を Di として，D = (D1, D2, . . . , DN )

と表される．）入力分布 µが積の分布の混合であるとき，特に関

数 f の条件付情報情報複雑性を以下のように定義することがで

きる．

CICµ
ϵ (f) = min

P∈Pϵ

I((x, y);πP (x, y)|D)

= E[I((x, y);πP (x, y)|D = d)]

またこのとき，µに対して，それを X × Y 上の分布に周辺化し

たものを µ′ とすると，以下の関係が成立する．

ICµ′

ϵ (f) >= CICµ
ϵ (f)

積の分布の混合を考える最大の利点は，前述の補題が条件付情

報複雑性に関しても成り立つという点である．

補題 5 f : X × Y → {0, 1}を h : X̂ × Ŷ → {0, 1}を用いて
OR-分解可能な数とする．また，ν を以下の条件を満たす X̂× Ŷ

上の関数とし，µ = νN とする．

（ 1） ν はある補助変数 D について積の分布の混合である．

（ 2） 生起確率がゼロでないような (x̂, ŷ) ∈ X̂ × Ŷ につい

て，h(x̂, ŷ) = 0．

このとき，以下が成立する

CICµ
ϵ (f) >= N · CICν

ϵ (h)

この補題の証明は補題 4とほぼ同様のアイデアで証明できる．

前述のケースと異なり，積の分布の混合を考えると，1 ビット

AND に対する情報複雑性が十分に大きくなる分布 ν を取るこ

とができる．具体的には，以下のような試行により定まる確率

分布を考える：Dの値域を {0, 1}とする．試行では最初にDの

値を一様乱択する．その結果が D = 0 ならば x は確率 1 で 0，

y は {0, 1}からの一様乱択により決定し，一方 D = 1ならば y

は確率 1 で 0，x は {0, 1} からの一様乱択により決定する．こ
の試行により決定される分布 ν に対して，以下の補題を得るこ

とができる．

補題 6

CICν
ϵ (AND1) = Ω(1)

この補題は一見明らかに見えるかもしれないが，実際にこれ

を証明することはそれほど容易ではなく，様々な道具立てが必

要になる．以下，証明のおおよその流れを説明していこう．

P を 1ビット ANDを計算するプロトコルのうち，上述の分

布 ν に対する条件付き情報コストが最小になるようなものとし，

(x, y) ∼ ν を P への入力としよう．また，z を {0, 1}上の一様
分布に従う確率変数とする．このとき 1ビット ANDの ν に対

する情報複雑性は以下のように記述できる．

CICν
ϵ (AND1) = I((x, y);πP (x, y)|D)

= E[I((x, y);πP (x, y)|D = d)]

=
1

2
(I((0, y);πP (0, y)|D = 0)

+ I((x, 0);πP (x, 0)|D = 1))

=
1

2
(I(z;πP (0, z)) + I(z;πP (z, 0)))

この最後の式に現れる項 I(z;πP (0, z))（及び I(z;πP (z, 0)）

の意味合いは以下のようなシナリオに翻訳することができる：いま，

二つの観測可能な確率変数 A(= πP (0, 0)) と B（= πP (0, 1))

が存在し，観測者はそのうちのどちらかのみの値を観測するこ

とができる．Aと B の値のうちどちらを観測できるか (= z の

値）は確率 1/2 でランダムに決定されるものとし，どちらが観

測対象として選択されたかを観測者は知ることができない．い

ま，観測結果から観測者が A と B のどちらを観測したかを推

定したいとしよう．このとき，推定の精度はどれだけ高くでき

るだろうか？（すなわち，観測結果は最初のランダムな選択につ

いての情報をどれだけ含んでいるだろうか？）

直感的には，Aと B の分布に余り差がなければ，上記のシナ

リオにおいて観測結果から選択の結果 zを推定することは難しい

だろう．一方で分布が大きく異なっていれば，より高い精度で z

の推定ができることが期待できる．この考察は，I(z;πP (0, z))

の値が，πP (0, 0)と πP (0, 1)の間の分布の違いの度合いにより

特徴付けられることを意味している．よって，上述の式の下界

を得るには，確率分布間の違いを表現する何らかのメトリック

を定義して，その値が十分大ききことを示すという戦略が有望

である．

この戦略に従い，まず確率分布間の差異を定義しよう．Ω 上

の確率分布 q0,q1 に対する Jensen-Shannonダイバージェンス

D̄(q0, q1)は以下のように定義される．
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D̄(q0, q1) =
1

2

(

KL

(

q0

∥

∥

∥

q0 + q1

2

)

+KL

(

q1

∥

∥

∥

q0 + q1

2

))

ここで，KL(p∥q)は分布 pと q の間のカルバックライブラー情

報量を表す．このとき，以下の関係が成立する．

補題 7 z を {0, 1}上の一様分布に従う確率変数とし，q0 及び

q1 をそれぞれ z とは独立な Ω 上の確率変数とする．また，q0

と q1 を変数 q0 と q1 が従う分布とすると，このとき，

I(z; qz) = D̄(q0, q1)

が成立する．

Jensen-Shannon ダイバージェンスそれ自体は距離関数の公理

を満たさないので，このままでは使い勝手が悪い．そこで更に，

Hellinger距離と呼ばれるメトリック HD(q0, q1)を導入する．

HD(q0, q1) =

(

1−
∑

ω∈Ω

√

q0(ω)q1(ω)

)1/2

Jensen-Shannon ダイバージェンスと Hellinger 距離の間の重

要な関係として，以下の不等式が知られている．

補題 8 (Lin, 1991（10）)

D̄(q0, q1) >= (HD(q0, q1))
2

πP (x, y) が従う LP 上の確率分布を πxy で表すとする．上記

の 2補題を用いると，プロトコル P の ν に対する情報複雑性は

以下のように抑えることができる．

CICν
ϵ (AND1) =

1

2
(I(z;πP (0, z)) + I(z;πP (z, 0)))

=
1

2

(

D̄(π01, π00) + D̄(π10, π00)
)

>=
1

2

(

(HD(π01, π00))
2 + (HD(π10, π00))

2
)

>=
1

4
((HDπ01, π00)) + (HD(π10, π00)))

2

>=
1

4
((HD(π01, π10))

2

第 2，3，4，5行目の変形はそれぞれ補題 7，8，コーシー・シュ

ワルツの不等式，三角不等式の適用による．

今，P の決定木における葉頂点集合 LP を，プロトコルの出

力として 1 を返す頂点の集合 L1
P と,0 を返す頂点の集合 L2

P

に分割する．πxy が入力 (x, y) に対してプロトコル P の実行

が到達する葉頂点の確率分布を表していることを思い出すと，

HD(π01, π10)が十分大きいことを示すには，P は入力 (0, 1)と

(1, 0) に対して，それぞれに対応する実行が異なる葉頂点へと

到達する傾向が高いことが言えればよい．しかしながら，入力

(0, 1) と (1, 0) に対する AND 関数の値はいずれもゼロなので，

π01 と π10 はいずれも L0
P の頂点に対しては高い確率，L1

P の

頂点に対しては低い確率の分布となる．このことは π01 と π10

の差が小さいことを意味するわけではないが，一方で差が大き

いことを示すことは容易ではなさそうである．しかし，ここで

少し脱線して，π00 と π11 の差異に注目してみよう．この場合，

入力 (0, 0)と (1, 1)はプロトコルが出力すべき値が異なるので，

π00 は L0
P 中の頂点に対して高い確率が，π11 は L1

P に対して

高い確率が与えられているはずであり，HD(π00, π11)が十分大

きくなることが期待できる．

驚くべきことに，実はこれら二つの差異は Hellinger距離の下

では完全に一致する．より一般的には，以下の補題が成立する．

補題 9 P を f : X × Y → Z を計算する任意の ϵ-誤りプロト

コルとする．また，確率変数 πP (x, y) の LP 上の確率分布を

πxy とする．このとき，任意の x1, x2 ∈ X，y1, y2 ∈ Y につ

いて，

HD(πx1y1
, πx2y2

) = HD(πx1y2
, πx2y1

)

が成立する．

この補題が成立するのは，二つの関数 ϕa : LP ×X → [0, 1]，

ϕb : LP × Y → [0, 1] が存在し，任意の葉頂点 l ∈ LP につ

いて，Pr[πP (x, y) = l] = ϕa(l, x)ϕb(l, y) と表すことができ

るという事実による．（この事実を信じれば，あとは上述の式を

Hellinger距離の定義式に代入するだけで補題 9は証明できる．）

最後に示すべきは HD(π00, π11) の下限であるが，これがそれ

ほど小さくならないことは直感的には前述の説明により明らか

であろう．実際には，以下の補題が成立する．

補題 10 (HD(π00, π11))2 >= 1− 2
√
ϵ

よって以上全てをまとめることで，Rϵ(DISJn) = n(1−2
√
ϵ)/4

の下界を得ることができる．なお，漸近的評価でなく係数も含

めて比較した場合，この下界は 3. で示す手法で得られる値より

も良い下界となっている．

5. ま と め

本稿では，通信複雑性理論について，その基礎，及び情報理論

的手法に基づく手法について概説した．同理論は計算機科学の

れい明期より 30 年以上にわたり研究が続けられているものの，

理論計算機分野の重要な課題に関連した多くの問題は依然未解

決であり，またその解決のめどもたっていない．一方で近年に

おける分散計算の必要性の高まりから，実応用に関連した新し

い問題も数多く生み出されており，分野の現状は非常にホット

である．本解説により同分野へとより多くの人が興味を持って

頂ければ筆者としては幸いである．

最後に，関連書籍及び論文についての情報を記載して本稿の締

めとしたい．通信複雑性に関する教科書については，Kushilevitz

と Nisan の手によるもの（11）が最も代表的なものとして知られ

ている．この教科書の刊行は 1996年であり，残念ながら最新の

結果までは網羅されていないが，その内容に関しては依然有用

である．2. ，3. において省略した証明の大半は同書に記載さ

れている．また，本解説でも執ように取り上げたが，交差判定

問題は非常に応用の幅の広い問題であり，通信複雑性理論の根

幹を成す基礎問題といっても過言ではない．交差判定問題の下

界と応用，及びその周辺についての解説として（12），（13）がある．
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情報複雑性に基づくアプローチは，2. や 3. に示したような旧

来の手法に比べやや回りくどい議論をしているように見えるか

もしれないが，二者間通信のモデルにおける結果を他の通信モ

デル上の結果に拡張するときにしばしば威力を発揮する．（モデ

ルが変化しても，それに合った形でプロトコルの情報コストを

適切に定義することで，二者間通信モデルにおける議論を他の

モデル上の議論に移植することが比較的に容易に行える．）この

利点を生かして，近年様々なモデル，問題に対しての下界が導出

されている（14）～（16）．また，情報複雑性に基づく理論的枠組みの

更なる一般化，普遍化についても研究がなされており（17），（18），

この路線の動向に関しては Braverman とWeinstein による最

新のサーベイ（19）が参考になる．
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