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❜❡ ❛ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡① ✐❢ d(v) > 2✱ ✇❤❡r❡ d(v) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✈❡rt❡① v✳
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✜♥❞ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛s ✇❡❧❧✲
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ r♦✉t✐♥❣ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ✇❡
❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡rt❡①
✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ k + 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛
s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✭k✲
▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❧✐tt❡rs t♦ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥♣✉t
❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧ t♦ k s✉❜✲tr❡❡s✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❆P❳ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝
✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥ ■▲P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞
♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t V✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ k ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❛♣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦
s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ k ≥ 4✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡✱ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇r❛♥❝❤ ❱❡rt✐❝❡s✱ ■♥t❡❣❡r
▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ▼❇❱❙❚✱ k✲▼❇❱❙❚✱ ❖♣t✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✳
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●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V, E)✱ ❛ ✈❡rt❡① v ∈ V ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❜r❛♥❝❤ ✈❡r✲
t❡① ✐❢ ✐ts ❞❡❣r❡❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ d(v)✮ ✐s str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t✇♦✱ ✐✳❡✳✱ d(v) > 2 ❢♦r ❛♥②
❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❇r❛♥❝❤ ❱❡rt✐❝❡s ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ✭▼❇❱❙❚✮ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ G ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤
✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✐s ◆P✲❤❛r❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❆P❳ ♣r♦❜❧❡♠ ❬●❍❙❱✵✷❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❈❡rr✉❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬❈●■✵✾❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭■▲P✮✱ ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡② ✉s❡❞ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t②
✢♦✇ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ❬❈❈●●✶✸❪✱ ❈❛r❛❜❜s ❡t
❛❧✳ ♣r♦✈✐❞❡❞ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ■▲P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇
❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝②❝❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ▼✐❧❧❡r✲❚✉❝❦❡r✲❩❡♠❧✐♥
❝♦♥str❛✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡
▼❇❱❙❚ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❬▼❛r✶✺❪✱ ▼❛r✐♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❬❈❈❘✶✹❪✱ ❈❡rr♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞
♠❡♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤r❡❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ▼❇❱❙❚❀ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ s✉♠ ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✭▼❉❙❚✮❀ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❧❡❛✈❡s ♣r♦❜❧❡♠✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ▼❡r❛❜❡t ❡t ❛❧✳ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬▼❉▼✶✸❜❪ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r ▼❇❱❙❚ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ▼❉❙❚ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❚❤❡② ❛❧s♦
♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ ❬▼❉▼✶✸❛❪✱ ❛ ♠♦r❡
✢❡①✐❜❧❡ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤②✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡s✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢
❛ tr❡❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❬▼♦❧✵✽❪✱ ❛♥❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛
❤✐❡r❛r❝❤② ❤❛s ♥♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st
s♣❛♥♥✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r r✳

❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡s ✐♥ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤✲
❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❲❉▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❞❡♠❛♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❬❍●❈❚✵✷❪✳ ◆♦✇✱ ❛ ♠✉❧t✐❝❛st t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s
✐♥ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ✭❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✮✳
❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ♠✉❧t✐❝❛st r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❲❉▼ ♥❡t✇♦r❦s
❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤t✲tr❡❡s ❬❙▼✾✾❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦❞❡s t♦ ❤❛✈❡
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s♣❧✐t ❛♥❞ ❞✐r❡❝t t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉ts ❛s ❛♥❞ ✇❤❡♥
♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❛♥ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦♥ ❛♥② ✇❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤ t♦ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t ✜❜❡rs ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ▼✉❧t✐❝❛st✲❈❛♣❛❜❧❡ ✭▼❈✮
♥♦❞❡ ❬▼❩◗✾✽❪✳ ✭❆ ❧✐❣❤t✲s♣❧✐tt✐♥❣ s✇✐t❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❛ t❛s❦ ❛t ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡✳✮ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛♣ ✐♥t♦ ❛ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐t t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
▼✉❧t✐❝❛st✲■♥❝❛♣❛❜❧❡ ✭▼■✮ ♥♦❞❡✳ ❆s ❧✐❣❤t✲s♣❧✐tt❡r s✇✐t❝❤❡s ❛r❡ r❛t❤❡r ❡①♣❡♥s✐✈❡
❞❡✈✐❝❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❈ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t✲tr❡❡✱



❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡♥❞s ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡✐♥❣ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠
✭s❡❡ ●❛r❣❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬●❍❙❱✵✷❪✮✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s✱ ✐❢ ❛ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ k ❝♦♣✐❡s ✭❛t ❛♥ ▼❈ ♥♦❞❡✮✱ t❤❡♥ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s✉❧t❛♥t ❝♦♣② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜②✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1/k ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ❬▼❏✵✵❪✳ ■❢ k ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡
r❡❛❞ ❛t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ❞r♦♣♣✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ k ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡① ✐s ❛ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
k + 2✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡①✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❧✐❣❤t✲tr❡❡ ✐♥ t❤❡
❲❉▼ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ✜①❡❞
❛s t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥
♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡r ♠✉st ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♥❡❛r ❡❛❝❤ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡① t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st✴♠✉❧t✐❝❛st✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t G = (V, E) ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢
✜♥❞✐♥❣ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ T ♦❢ G s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ T ✐s
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢❡❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♣r♦♦❢s ♦❢
◆P✲❤❛r❞♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆P❳ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❛♥② ❣❡♥❡r✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ■▲P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✹ r❡❝♦r❞s s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✷ Pr♦♦❢s ♦❢ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐t②

■♥ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣r❛♣❤✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ 0✲▼❇❱❙❚ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ✐♥ G✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❡✈❡♥ ♦♥
♥♦♥✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣r❛♣❤s ❬●❍❙❱✵✷❪✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ k = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ 0✲▼❇❱❙❚ ✐s ❛t ❧❡❛st
❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛s t❤❡ ▼❇❱❙❚ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❢♦r
❛♥② ❣❡♥❡r✐❝ k > 0✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② sk(G) t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛♥② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t r ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ■t ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤ G s❛t✐s✜❡s sk(G) ≤ r ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳

Pr♦♦❢✳ ✕ ❈❛s❡ ✶ ✿ r = 0✱ ❧❡t G = (V, E) ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❈♦♥str✉❝t
❛ ♥❡✇ ❣r❛♣❤ Ḡ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ k ❧❡❛✈❡s t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ∈ V✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r Ḡ
❝♦♥t❛✐♥s ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✇✐t❤ ♥♦ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡① ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
✇❤❡t❤❡r G ✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦r ♥♦t✳



✭❛✮ ●r❛♣❤ G

k ❧❡❛✈❡s

✭❜✮ ●r❛♣❤ Ḡ

❋✐❣✳ ✶✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ 0✲▼❇❱❙❚ ✭k = 5✮

✕ ❈❛s❡ ✷ ✿ r ≥ 1✱ ❧❡t G = (V, E) ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❈♦♥str✉❝t ❛
❣r❛♣❤ Ḡ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ r · (k + 1) t✐♠❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ ❛❞❞ ❛ ❝❤❛✐♥ C ♦❢
s✐③❡ r + 2✳ ❈❤♦♦s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❡rt❡① v ∈ V ❛♥❞ ❧✐♥❦ ❡✈❡r② ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rt❡①
♦❢ C t♦ k + 1 ❞✐st✐♥❝t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ G ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s
✭❞✉♣❧✐❝❛t❡s✮ v✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧✐♥❦ k ❧❡❛✈❡s t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ G✳ ■♥ ❛♥② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ Ḡ✱ t❤❡ k ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ Ḡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡
✇✐t❤ sk(Ḡ) = r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G ❛❞♠✐ts ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ v✳

✭❛✮ ●r❛♣❤ G

✿ ❈❤❛✐♥ C

v

✿ ▲❡❛✈❡s

v

v v

✭❜✮ ●r❛♣❤ Ḡ

❋✐❣✳ ✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ Ḡ ❢♦r k = 1 ❛♥❞ r = 2✳

❍❡♥❝❡✱ ♣r♦✈❡❞✳



■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ✐♥
t❤❡ ❆P❳ ❝❧❛ss ❢♦r ❛♥② ❣❡♥❡r✐❝ k > 0✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥
❆P✲r❡❞✉❝t✐♦♥ (f, g, ρ) ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙❡t ❈♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❙❈✮ t♦ t❤❡ k✲
▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❣r♦✉♥❞
s❡t U = {x1, x2, ..., xn}✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ m s✉❜s❡ts S = {Si}

m
i=1 ✱ s✉❝❤ t❤❛t

m
⋃

i=1

Si ≡ U ✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✉❜s❡ts ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ U ✳ ❚❤✐s ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ APX ❝❧❛ss ❬●P▼❙+✾✾❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ✐♥ ❆P❳ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t X = (U ,S) ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥✲
str✉❝t t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ t❤❛t ❛
❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐sts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ X
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳ ❉❡✜♥❡ G = f(x, r) = f(x) ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① vi ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t xi ∈ U ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❞❞ ❛ ✈❡rt❡① sj ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t Si ∈ U ✳ ■❢
xi ∈ Sj ✱ t❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t sj ❛♥❞ vi ❜② ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❆❞❞ ❛ ✈❡rt❡① z ❛♥❞ ❧✐♥❦ ✐t t♦ ❡❛❝❤
✈❡rt❡① xi✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧✐♥❦ k − 2 ❧❡❛✈❡s t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vi ❛♥❞ ❧✐♥❦ k − 1 ❧❡❛✈❡s t♦
z ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮✳

❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
X ❝♦♥t❛✐♥s n s✉❜s❡ts t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ✐♥ G ❝♦♥t❛✐♥s
n+1 k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ✐♥ G
❝♦♥t❛✐♥s n k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s t❤❡♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
X ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② n − 1 s✉❜s❡ts✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✉t ♥❡❝❡ss❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆P✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s tr✐✈✐❛❧✳

▲❡t c∗(f(x, r)) ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ f(x, r) ❛♥❞
❧❡t c(f(x, r), y) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ y✳ ▲❡t c∗(x) ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ x✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t c(x, g(x, y, r)) ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ g(x, y, r)✳ ❚❤❡♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

r ≥
c(f(x, r), y)

c∗(f(x, r))
. ✭✶✮

❖✉r ♠❛♣♣✐♥❣ ②✐❡❧❞s t❤❛t c∗(x) = c∗(f(x, r)) − 1 ❛♥❞ t❤❛t c(x, g(x, y, r)) ❂
c(f(x, r), y) − 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r s♦♠❡ r > 1 ❛♥❞ ✜①❡❞ ρ = 2✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r
✉s t♦ s❤♦✇ t❤❛t

1 + 2(r − 1) ≥
c(f(x, r), y)− 1

c(f(x, r))− 1
. ✭✷✮

❯s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✮✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

(r − 1)(c∗(f(x, r))− 2) ≥ 0. ✭✸✮



❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G ❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✭z ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♦❢ si✮✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✮ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r r > 1✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ (f, g, 2) ✐s ❛♥ ❆P✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❙❈ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡ ♣r♦✈❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ P1 ✐s ❆P✲r❡❞✉❝✐❜❧❡ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ P2 ❛♥❞ P2 6∈ ❆P❳✱ t❤❡♥ P1 6∈ ❆P❳ ❬●P▼❙+✾✾❪✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡♦r❡♠s ✷ ❛♥❞ ✸ t❤❛t t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ ❆P❳ ❝❧❛ss✳

z

z1 z4z3z2

u3u2u1 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u12u11u10 u15u14u13 u16u17u18

s2

s1

s3 s4

s5

s6

v4v3v1 v2 v5 v6 v7 v9

❋✐❣✳ ✸✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙❡t ❈♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✇✐t❤ k = 5✱ U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}✱ ❛♥❞ S = {{v1}, {v1, v2, v3, v4},
{v2, v4, v5}, {v4, v5, v7}, {v4, v6, v7, v9}, {v9}}✳

❍❛✈✐♥❣ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆P❳ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡
k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❡r✐✈✐♥❣
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✸ ❆♥ ■▲P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭■▲P✮
❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈●■✵✾❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥str✉❝t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ T ♦❢ G✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡♥❞ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡
✈❡rt❡① s ∈ V✱ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ✢♦✇ t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈❡rt❡① v ∈ V\{s}✳ ❆s t❤✐s ✢♦✇ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤ G ❤❛s t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②
♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ Gd = (V, Ed)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ {u, v} ∈ E ♥♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦



❛r❝s (u, v) ❛♥❞ (v, u) ✐♥ Ed✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛r❝ (u, v) ∈ Ed✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡
f(u,v) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✭❞✐r❡❝t❡❞✮ ✢♦✇ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ u t♦ v✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❡✜♥❡ ❛
❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ x(u,v)✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s 1 ✐❢ f(u,v) ♦r f(v,u) ❝❛rr② ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
✢♦✇✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ v ∈ V✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ yv
t❤❛t ❡q✉❛❧s t♦ 1✱ ✐❢ v ✐s ❛ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

▼✐♥✐♠✐③❡
∑

v∈V

yv ✭✹❛✮

❙♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

∑

u∈V:
(u,v)∈Ed

x(u,v) = 1, ∀v ∈ V \ {s} ✭✹❜✮

∑

(u,v)∈Ed

x(u,v) = |V| − 1. ✭✹❝✮

❆s ❛ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣❛r❡♥t ❝r❡❛t❡s ❛ ❝②❝❧❡✱ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹❜✮ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❡①❝❡♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ◆❡①t✱ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛♥② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ |V| − 1✱ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹❝✮
❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡①❛❝t❧② |V| − 1 ❛r❝s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡ ❛s tr❡❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ②❡t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss✱ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❜❛❧❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♥❡①t✳

❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✿

∑

(s,v)∈Ed

f(s,v) −
∑

(v,s)∈Ed

f(v,s) = |V| − 1 ✭✹❞✮

∑

u∈V:
(u,v)∈Ed

f(v,u) −
∑

u∈V:
(u,v)∈Ed

f(u,v) = −1, ∀v ∈ V \ {s} ✭✹❡✮

x(u,v) ≤ f(u,v) ≤ (|V| − 1) · x(u,v), ∀(u, v) ∈ Ed. ✭✹❢✮

❈♦♥str❛✐♥t ✭✹❞✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ |V|−1 ❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥t ✭✹❡✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❡①❝❡♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ✧❝♦♥s✉♠❡s✧ ♦♥❡ ❛♥❞
♦♥❧② ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡
❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✹❢✮ ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ❛r❝ t♦ ❝❛rr② ♥♦♥✲③❡r♦ ✢♦✇ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ✢♦✇ ❝❛♥♥♦t
❡①❝❡❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✈❡rt❡①✳



❉❡❣r❡❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

∑

u∈V:
(v,u)∈Ed

x(v,u) +
∑

u∈V:
(u,v)∈Ed

x(u,v) − (k + 2) ≤ d(v) · yv, ∀v ∈ V ✭✹❣✮

❈♦♥str❛✐♥t ✭✹❣✮ ✐♠♣♦s❡s ✈❡rt❡① v t♦ ❜❡ ❛ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡① ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❞❡❣r❡❡
✐s str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ k + 2 ✐♥ t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ♠❡r❡❧② s❡ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ yv t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢
d(v) ≤ k + 2✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❤❡ yv✲✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❞r✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ yv ≡ 0 ❛t ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳

✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ s❡t
♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❈❈●●✶✸❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
❣✐✈❡♥ ❜②✿ |V| = {50, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800}✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

⌊(|V| − 1) + i× 1.5× ⌈
√

|V|⌉⌋, ✇✐t❤ i ∈ {1, 2, 3}. ✭✺✮

❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ 30
✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ |V| ❛♥❞ i✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✮ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s♣❛rs❡ ❣r❛♣❤s✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✇❛s s❡t t♦ ❜❡ ✸✻✵✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆❧❧ ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ✐✼ ✻✽✷✵❍◗ ✷✳✼●❤③ ✭✇✐t❤ ✽ ❈♦r❡s✮ ❲✐♥❞♦✇s
✇♦r❦st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✻●❇ ❘❆▼✱ ✉s✐♥❣ ❈✰✰ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞
❈♣❧❡① 12.7 ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ■▲P s♦❧✈❡r✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧
s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✮✱ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤
t②♣❡ t❤❛t ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t✐♠❡ ❧✐♠✐t✮✳
❋r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r ❣r❛♣❤ ❞❡♥s✐t②✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ■▲P ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
st❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹❢✮ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡♠❛✐♥s t✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s r❡❞✉❝❡ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥st❛♥❝❡s ✭i = 2 ❛♥❞ i = 3✮
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ t♦ ❜❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉❝❤
❝❛s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r❧②✮ ✇✐t❤
✐♥st❛♥❝❡ s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥st❛♥❝❡ s✐③❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
k ❛♥❞ |V| ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s



✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ k ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✇✐t❤ i✳ ❲❤❡♥ k ≥ 4✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |V| ❛♥❞ i✳

❦❂✵

■♥st❛♥❝❡s i = 1 i = 2 i = 3
|V| ❙♦❧ ❚✐♠❡ # ■♥st ❙♦❧ ❚✐♠❡ # ■♥st ❙♦❧ ❚✐♠❡ # ■♥st

50 ✽✳✵✵ ✵✳✷✷ ✸✵ ✸✳✽✵ ✵✳✻✵ ✸✵ ✷✳✺✵ ✵✳✻✷ ✸✵

100 ✶✽✳✵✵ ✵✳✸✾ ✸✵ ✶✷✳✸✵ ✶✳✶✶ ✸✵ ✼✳✻✵ ✺✳✹✹ ✸✵

200 ✸✽✳✹✵ ✶✳✶✹ ✸✵ ✷✽✳✾✵ ✺✳✷✶ ✸✵ ✷✵✳✼✵ ✶✽✳✸✶ ✸✵

300 ✺✾✳✾✵ ✶✳✾✶ ✸✵ ✹✾✳✹✵ ✾✳✼✸ ✸✵ ✸✼✳✾✵ ✹✷✳✼✻ ✸✵

400 ✽✵✳✻✵ ✹✳✵✻ ✸✵ ✻✼✳✹✵ ✶✺✳✶✺ ✸✵ ✺✸✳✽✵ ✺✵✳✾✽ ✸✵

500 ✶✵✷✳✻✵ ✹✳✸✷ ✸✵ ✽✻✳✻✵ ✶✾✳✻✾ ✸✵ ✼✹✳✶✵ ✹✹✻✳✹✼ ✸✵

600 ✶✸✵✳✺✵ ✺✳✾✸ ✸✵ ✶✵✼✳✼✵ ✷✶✳✽✶ ✸✵ ✾✶✳✷✷ ✷✽✾✳✹✻ ✷✾

700 ✶✹✾✳✽✵ ✻✳✻✽ ✸✵ ✶✸✶✳✼✵ ✹✵✳✵✹ ✸✵ ✶✶✸✳✹✹ ✷✼✺✳✸✾ ✷✾

800 ✶✼✺✳✷✵ ✽✳✼✸ ✸✵ ✶✹✾✳✽✵ ✹✸✳✼✾ ✸✵ ✶✸✶✳✵✵ ✶✽✽✳✽✷ ✸✵

❦❂✶

50 ✶✳✺✵ ✵✳✶✵ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✷✶ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✷✺ ✸✵

100 ✹✳✻✵ ✵✳✸✶ ✸✵ ✶✳✵✵ ✵✳✹✻ ✸✵ ✵✳✺✵ ✵✳✽✷ ✸✵

200 ✶✷✳✻✵ ✵✳✺✽ ✸✵ ✺✳✸✵ ✶✳✽✵ ✸✵ ✷✳✻✼ ✸✳✼✸ ✷✼

300 ✷✵✳✷✵ ✶✳✼✷ ✸✵ ✶✵✳✼✵ ✽✳✸✷ ✸✵ ✹✳✽✽ ✾✳✸✺ ✷✹

400 ✷✽✳✶✵ ✸✳✷✶ ✸✵ ✶✼✳✼✵ ✶✷✳✶✾ ✸✵ ✾✳✺✵ ✷✶✳✷✵ ✷✺

500 ✹✶✳✵✵ ✹✳✼✽ ✸✵ ✷✹✳✻✼ ✶✻✳✾✷ ✷✼ ✶✹✳✵✵ ✹✷✳✽✺ ✷✼

600 ✹✾✳✵✵ ✻✳✶✻ ✸✵ ✸✶✳✽✾ ✷✷✳✸✼ ✷✼ ✷✵✳✹✸ ✶✵✽✳✵✷ ✷✶

700 ✻✶✳✷✵ ✽✳✶✶ ✸✵ ✸✽✳✾✵ ✷✸✳✽✹ ✸✵ ✸✶✳✵✵ ✼✼✳✵✹ ✻

800 ✻✽✳✼✵ ✽✳✾✾ ✸✵ ✹✻✳✻✵ ✹✵✳✼✹ ✸✵ ✸✹✳✻✵ ✶✺✵✳✾✵ ✶✷

❦❂✷

50 ✵✳✸✵ ✵✳✵✼ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✷ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✼ ✸✵

100 ✵✳✼✵ ✵✳✶✻ ✸✵ ✵✳✶✵ ✵✳✸✶ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✹✾ ✸✵

200 ✸✳✵✵ ✵✳✹✾ ✸✵ ✵✳✺✵ ✶✳✹✺ ✸✵ ✵✳✸✸ ✶✳✻✽ ✷✼

300 ✹✳✾✵ ✵✳✾✹ ✸✵ ✶✳✽✵ ✸✳✺✻ ✸✵ ✵✳✼✶ ✻✳✶✾ ✷✶

400 ✾✳✽✵ ✷✳✵✾ ✸✵ ✷✳✻✼ ✼✳✸✻ ✷✼ ✶✳✷✷ ✶✺✳✵✼ ✷✼

500 ✶✷✳✵✵ ✷✳✷✾ ✸✵ ✹✳✻✸ ✶✷✳✵✹ ✷✹ ✷✳✺✵ ✷✺✳✵✹ ✸✵

600 ✶✻✳✷✵ ✹✳✷✸ ✸✵ ✻✳✸✸ ✷✹✳✻✽ ✶✽ ✸✳✷✺ ✸✷✳✻✾ ✶✷

700 ✷✵✳✵✵ ✺✳✺✻ ✸✵ ✾✳✼✺ ✶✾✳✶✾ ✶✷ ✺✳✵✵ ✶✶✽✳✶✶ ✻

800 ✷✹✳✼✵ ✺✳✻✷ ✸✵ ✶✷✳✵✵ ✷✸✳✾✵ ✾ ✹✳✸✸ ✺✼✳✵✶ ✾

❦❂✸

50 ✵✳✶✵ ✵✳✵✼ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✵ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✸ ✸✵

100 ✵✳✶✵ ✵✳✶✺ ✸✵ ✵✳✶✵ ✵✳✶✼ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✷✼ ✸✵

200 ✵✳✻✵ ✵✳✸✷ ✸✵ ✵✳✶✵ ✵✳✾✸ ✸✵ ✵✳✵✵ ✶✳✺✻ ✸✵

300 ✶✳✶✵ ✵✳✼✾ ✸✵ ✵✳✺✵ ✶✳✻✸ ✸✵ ✵✳✶✵ ✸✳✾✽ ✸✵

400 ✶✳✹✵ ✶✳✸✷ ✸✵ ✶✳✵✵ ✹✳✹✷ ✷✹ ✵✳✹✵ ✶✵✳✽✵ ✸✵

500 ✸✳✺✵ ✶✳✻✷ ✸✵ ✶✳✸✽ ✾✳✺✵ ✷✹ ✵✳✶✸ ✷✷✳✶✹ ✷✹

600 ✹✳✺✻ ✸✳✵✵ ✷✼ ✷✳✵✵ ✺✳✺✾ ✼ ✶✳✵✵ ✸✵✳✺✺ ✷✶

700 ✻✳✷✵ ✹✳✶✽ ✸✵ ✶✳✹✵ ✺✸✳✵✽ ✶✺ ✵✳✸✸ ✻✾✳✹✾ ✾

800 ✼✳✸✵ ✸✳✵✹ ✸✵ ✷✳✶✹ ✷✶✳✺✼ ✷✵ ✷✳✺✵ ✺✼✳✵✶ ✻

❦❂✹

50 ✵✳✵✵ ✵✳✵✺ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✾ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✷ ✸✵

100 ✵✳✵✵ ✵✳✵✽ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✸ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✷✸ ✸✵

200 ✵✳✵✵ ✵✳✶✽ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✺✹ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✸✺ ✸✵

300 ✵✳✺✵ ✵✳✸✷ ✸✵ ✵✳✶✹ ✵✳✾✽ ✷✶ ✵✳✵✵ ✶✳✽✽ ✷✼

400 ✵✳✻✵ ✵✳✺✹ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✾✳✶✷ ✷✶ ✵✳✵✵ ✷✳✹✶ ✷✹

500 ✵✳✹✵ ✵✳✺✶ ✸✵ ✵✳✶✸ ✺✳✵✵ ✷✹ ✵✳✵✵ ✷✹✳✻✽ ✶✽

600 ✶✳✻✵ ✶✳✶✺ ✸✵ ✵✳✷✵ ✽✳✻✺ ✶✺ ✵✳✷✺ ✺✵✳✷✷ ✶✷

700 ✶✳✸✵ ✷✳✻✸ ✸✵ ✵✳✻✼ ✶✺✳✼✼ ✾ ✵✳✵✵ ✽✻✳✽✵ ✾

800 ✶✳✽✵ ✸✳✺✾ ✸✵ ✵✳✸✸ ✶✻✳✸✻ ✶✽ ✵✳✹✵ ✶✹✳✷✵ ✶✺

❦❂✺

50 ✵✳✵✵ ✵✳✵✺ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✽ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✵ ✸✵

100 ✵✳✵✵ ✵✳✵✾ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✺ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✹ ✸✵

200 ✵✳✵✵ ✵✳✶✶ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✹✷ ✸✵ ✵✳✵✵ ✵✳✺✵ ✸✵

300 ✵✳✵✵ ✵✳✷✵ ✸✵ ✵✳✵✵ ✶✳✶✷ ✷✹ ✵✳✵✵ ✶✳✵✽ ✸✵

400 ✵✳✸✵ ✵✳✸✹ ✸✵ ✵✳✵✵ ✷✶✳✻✽ ✷✹ ✵✳✵✵ ✹✳✼✻ ✷✹

500 ✵✳✶✵ ✵✳✷✾ ✸✵ ✵✳✵✵ ✽✵✳✵✹ ✷✶ ✵✳✵✵ ✹✺✳✷✹ ✶✽
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✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▼❇❱❙❚ ♣r♦❜❧❡♠
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡rt❡① ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡
str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ k+2✳ ❖✉r ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭k✲▼❇❱❙❚✮ ❛✐♠s t♦
✜♥❞ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋♦r
❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r
❛ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ tr❡❡ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st r k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ k✲▼❇❱❙❚ ✐s ❤❛r❞
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ✐ts ♥♦♥✲✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆P❳ ❝❧❛ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇
❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❡sts ♦♥ s♣❛rs❡ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ k
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ k ≥ 4✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ k✲❜r❛♥❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
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