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s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❊❆s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s t❤❛t ❤✐♥❞❡r t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✿ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s❧♦✇✱ ❛♥❞
✐❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t♦♦ r❡str✐❝t❡❞✱ t❤❡② ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t
♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉st♦♠ ❊❆ t❤❛t ✐s
❢❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❛s❦s✳ ❚❤✐s s♦❧✈❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t♦
t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦✇❡r ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛rt✳ ❚❤✐s
✇❛②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❳▼❖❙ ❝❤✐♣s✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ t❡st❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ✉♣ t♦ 20%✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❊❆
❝❛♥ s❛✈❡ 55− 90% ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♠✉❧t✐❝♦r❡ s②st❡♠s✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✲
❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❨❉❙✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛st✳ ❆ ❣r❡❛t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ❬✻❪✱ tr② t♦ ♣r❡s❡♥t ✐t ❛s ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱
♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦r
❢❛✐❧ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡ ❣r♦✇s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r♦✉♣ ♦❢



♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ✉s✐♥❣ ❊❆s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✐♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❉②♥❛♠✐❝ ❱♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❋r❡q✉❡♥❝② ❙❝❛❧✐♥❣
✭❉❱❋❙✮✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
♠❛❦❡s♣❛♥ ❛s ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❊♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇✐t❤
❡♥❛❜❧❡❞ ❉❱❋❙ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ NP ✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❊❆s✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❊❆✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸❪✳ ■♥ ♦✉r
s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛s❦s ❤❛✈❡
❛r❜✐tr❛r② r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢
t❛s❦s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s NP ✲❤❛r❞ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② r❡❧❡❛s❡
t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❣r❡❡❛❜❧❡✱✶ ❛s ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✶❪✳
❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❳▼❖❙ ❝❤✐♣s✱
❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥② ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s♠❛❧❧
s❝❛❧❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✉♣ t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs✳ ■ts ✜rst
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ❝❤✐♣s ❬✽❪✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦r❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤✐♣✱ t❤✉s
t❤❡② ♠✉st r✉♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧❡✈❡❧ ❛t ❡❛❝❤ ♠♦♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❉❱❋❙✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦r❡s ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

■♥ ♦✉r ✜rst ❊❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉✲
❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ tr❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤✉❣❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r
s♠❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠s✱ s✉❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤✱
❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ s❡❝✲
♦♥❞s✱ ❣✐✈❡s ❛ s❛❢❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆s ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✭t❤❡ s✐③❡ ♦❢✮ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛t
❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✱ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❝❡ s✉❝❤ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦r❡s✳
❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ s❛❢❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛②
❜❡ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡❞✉❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ✐s st✐❧❧ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❜❡tt❡r✱
❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❤✉❣❡✿ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❤♦✉rs t♦ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❊❆s ❝❛♥ ❤❛✈❡ tr♦✉❜❧❡ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❡t✱ ✐❢ t❤❡ t❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛r❡ t♦♦ t✐❣❤t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❨❉❙ ✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✺❪
✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮ t♦ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ♦✉r

✶ ❚✇♦ t❛s❦s ❛r❡ ❛❣r❡❡❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ t❛s❦ ✇✐t❤ ❧❛t❡r r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❧❛t❡r ❞❡❛❞❧✐♥❡✳
✷ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧❡tt❡r ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ❧❛st ♥❛♠❡s✳



❋✐❣✳ ✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❊❆ ✜♥❞s ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮ ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ P❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t❛s❦s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✲
s✉♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳

✷✳ ❊①❡❝✉t❡ t❤❡ ❊❆ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
✕ ■❢ t❤❡ ❊❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❡t✱

t❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
✕ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❡①❡❝✉t❡ ♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❛❦❡ ✐ts ♦✉t♣✉t ❛s

t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✿

✕ ■♥str✉❝t✐♦♥✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✿ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞
❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts
✐♥♣✉ts✱ ❝♦♥t❡①t✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✐❣♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜str❛❝t✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ st❛t✐❝
❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠✳

✕ Pr♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✿ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t✐♠❡ ❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❝❛❧❡s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✐♥♣✉t s✐③❡ ❣r♦✇s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡✿

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡s♦rts t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ❯s❡ ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡
❊❆ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞✲✉♣ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s✳



✸✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡s t❤❡ st❛t✐❝
♣♦✇❡r ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❝❤✐♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

✷ ❖✉r Pr♦♣♦s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❙●❆✲
■■ ❬✹❪ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❱❋❙ r❡❞✉❝❡s ❡♥❡r❣②✱
❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ◆❙●❆✲■■ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❣♦♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s s♠❛❧❧ ❬✸❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❢♦r♠ t❤❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❡ts
s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞✴♦r t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❯s✉❛❧❧② ✇❡ ♣✐❝❦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ♠❡❡t t❤❡ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞
✭✐❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✮✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ s♦❧✈✐♥❣ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦r t✐♠❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ✉♥❞❡r s♦♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡♠✮
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts✿

✕ ❯♥✐q✉❡ ■❉✳
✕ ❘❡❧❡❛s❡ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
✕ ❉❡❛❞❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧❛t❡st ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ❤❛s t♦ ✜♥✐s❤✳
✕ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

✕ ❚❤❡ ❝♦r❡✭s✮ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱
❛ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦r❡✳

✕ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② (V, f) st❛t❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❉❱❋❙✳
✕ ❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳
✕ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❡❛❝❤ t❛s❦ ✇✐❧❧ ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s

♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t t❛s❦✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❛ t❛s❦ ✇✐❧❧ ❡①❡❝✉t❡ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♣r❡❡♠♣t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐t ✇✐❧❧ ❡①❡❝✉t❡ ❛❢t❡r ✐t ✐s r❡s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ✐♥ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦r❡✱ ❡t❝✳

❍❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇❤❡♥
❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❊❆✳ ❆♥② ❣✐✈❡♥ t❛s❦ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ ♥✉♠❜❡r ❛s ✐ts ■❉✳



❊❛❝❤ ❣❡♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t❛s❦ ■❉ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡❡♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❛s❦ ■❉s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r t❡♠♣♦r❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
t✇♦ ❞✐❣✐t ♥✉♠❜❡rs t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐❣✐t
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛♥
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ (V, f) st❛t❡ ♦❢ t❤❛t ❝♦r❡✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱
❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦r❡s ❛♥❞ st❛t❡s ✐s ✜♥✐t❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❛s❦s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥
t❤❛t ❝♦❞❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❡ r❡❛❞✿ ♦♥ ❝♦r❡ ✶ ✐♥ st❛t❡ ✷✱ ✹✽
❝②❝❧❡s ♦❢ t❛s❦ ✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛♥❞ ✼✼ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❛s❦ ✺✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛❝t ♦r❞❡r✱ ❡t❝✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
(V, f) st❛t❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t❛s❦s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡s ❤❛✈❡ t♦ r✉♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ (V, f)
❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ (V, f) st❛t❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❣r♦✉♣ ♦❢ t❛s❦s ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
−12 ✐s −24✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❤✐♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜rst ✐♥ t❤❡ (V, f) st❛t❡ 2 ❛♥❞ ❛❧❧
t❛s❦s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❝♦r❡ 1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❛t ❝♦r❡✳ ❆❢t❡r t❤❡②
✜♥✐s❤ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦r❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts (V, f) st❛t❡ ❢r♦♠ 2 t♦ 4✱ ❛♥❞ t❤❡
t❛s❦s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❝♦r❡ 2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❝♦r❡ 2✳ ■❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❡r❡ −22 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ −24✱ t❤❡♥ t❤❡ (V, f) st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱
❛♥❞ t❤❡ t❛s❦s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❝♦r❡s 1 ❛♥❞ 2 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❋✐❣✳ ✷✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✭♣❛rt ♦❢✮ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❛s❦s t♦ r❛♥❞♦♠ ❝♦r❡s ✐♥ r❛♥❞♦♠ (V, f) s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝♦r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✐ts ❧♦❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

Prob =
1

NumberOfCores
−

CurrentCoreLoad

TotalLoad
✭✶✮

✇❤❡r❡ CurrentCoreLoad st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ TotalLoad st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ♦♥ ❛❧❧ ❝♦r❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❧❧ ❝♦r❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❧❡
t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝♦r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦❛❞❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ✇❤❡♥ t❤❡



❧♦❛❞ r❡❛❝❤❡s t❤❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦r❡s✳ ■❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛ ♥❡✇❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦r❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ✵✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s r♦✉♥❞❡❞ t♦ ✵✱ ❛♥❞ ♥♦ ♥❡✇ ❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❛t ❝♦r❡✳ ❚❤❡s❡
r❛♥❞♦♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ t❛s❦s ♠✐❣❤t ♠✐ss t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❙♦❧✉t✐♦♥ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ●✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♥❡✇ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t♦✉r♥❛♠❡♥t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❈r♦ss♦✈❡r ❖♣❡r❛t♦r ❙✐♥❝❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❛s❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛ ❣✐✈❡♥
t❛s❦ ■❉ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦✉r ♦✇♥ ♦♣❡r✲
❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❤✐❧❞ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❣❡♥❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛r❡♥t✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❣❡♥❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
♦✛s♣r✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❢♦r t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡
❝❛s❡ ♦❢ ✷ ❝♦r❡s✱ ✷ t❛s❦s ❛♥❞ ✷ st❛t❡s✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉t✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❤✐❧❞✱ C1 t❛❦❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❛r❡♥t✱
P1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❡♥t✱ P2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ C2✱
t❛❦❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ P2 ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ P1✳

❋✐❣✳ ✸✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ▼✉t❛t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦r t✇♦ t❛s❦s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ t❛s❦s i ❛♥❞ t✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ♠✐ss t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠



❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✮✿

✕ ❙✇❛♣♣✐♥❣✿ i ❛♥❞ t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s✱ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝r❡❛t✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈✐❛❜❧❡✱ i ❛♥❞ t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦r❡s t❤❛t ❛r❡
❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ (V, f) st❛t❡✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❛s❦s 1 ❛♥❞ 2 ❛r❡ s✇❛♣♣❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡s 1 ❛♥❞ 2✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦r❡s ❛r❡ ✐♥ st❛t❡ 1✳

✕ ▼♦✈✐♥❣ ✿ ♠♦✈❡ i t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ j ❤❛s t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛s i✬s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹
✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❛s❦ 1 ✭✹✵ ❝②❝❧❡s✮ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ ❝♦r❡ 2✱
❜❡❢♦r❡ t❛s❦ 2✳

✕ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s✿ ❛ss✐❣♥s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t♦ ❛❧❧
t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ t❛s❦ i✱ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❛t t❛s❦
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❛s❦ 1 ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
❡①❡❝✉t❡s ✷✺ ❝②❝❧❡s ♦♥ ❝♦r❡ 1 ✐♥ st❛t❡ 1 ❛♥❞ ✹✺ ❝②❝❧❡s ♦♥ ❝♦r❡ 2 ✐♥ st❛t❡ 2✳

❋✐❣✳ ✹✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ ❖♥❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦✉r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst t❛s❦
st❛rts ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st t❛s❦ ✜♥✐s❤❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝r❡❛t❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ♠✐ss
t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✈✐❛❜❧❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ q✉❛❧✐t② ❣❡♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡♠ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧②✱ ❜✉t ✇❡ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡♠ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ t❛s❦s ❤❛✈❡ ♠✐ss❡❞
t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
n ❝♦r❡s ❛♥❞ k ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

T̂ = T +
∑

1≤i≤n

(
∑

1≤j≤k

xi,j · yj · (si,j + τi,j − deadlinej)) ✭✷✮



✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

T = max
1≤i≤n
1≤j≤k

(xi,j · (si,j + τi,j))− min
1≤i≤n
1≤j≤k

(xi,j · si,j) ✭✸✮

✇❤❡r❡ si,j ≥ 0 ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❛s❦ j ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ i ✭si,j = 0 ✐❢ t❤❡
t❛s❦ j ✐s ♥♦t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ i✮✱ τi,j ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ j ♦♥ ❝♦r❡
i✱ xi,j ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❛s❦ j ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❝♦r❡
i ✭xi,j = 1✮ ♦r ♥♦t ✭xi,j = 0✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ yj ✐s ❛♥♦t❤❡r ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❛s❦
j ❤❛s ♠✐ss❡❞ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ deadlinej ✱ ✭yj = 1✮ ♦r ♥♦t ✭yj = 0✮✳

❊♥❡r❣② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

E =
∑

1≤i≤n

(Pst,i · T +
∑

1≤j≤k

(xi,j · pi,j · τi,j)) ✭✹✮

✇❤❡r❡ Pst,i ✐s t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦r❡ i✱ T ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✮✱ pi,j
✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ♦❢ t❛s❦ j ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ i✱ ❛♥❞ xi,j ❛♥❞ τi,j ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✹✮✳

❚❤❡▼♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❨❉❙ ❬✶✺❪ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲
❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝♦r❡ ❉❱❋❙✲❡♥❛❜❧❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥
✐t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇❛❞❛②s ❢♦r♠s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♣♦✇❡r✳ ❨❉❙ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝t✉❛❧❧②
st❛rts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆tt❡♠♣ts t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②
✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉❱❋❙ ❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② tr✐❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s ❜② ♠♦✈✐♥❣
t❛s❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦r ✐ts r❡❧❡❛s❡ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t✉r♥✐♥❣ ♦✛ t❤❡
❝❤✐♣ ❞✉r✐♥❣ s✉❝❤ ♣❡r✐♦❞s ❬✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ❝❤✐♣ ✇❛❦❡
✉♣ ❝❛♥ t❛❦❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t❤❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖✉r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞♦❡s ♥♦t t✉r♥ ♦✛
t❤❡ ❝❤✐♣✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞✱ ✜♥❞s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ (V, f) ♣♦✐♥t ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡
✐s ♥♦t ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❨❉❙ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ✐t ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞
✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡
st❛t✐❝ ♣♦✇❡r ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❧♦♣❡✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

✷✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦r❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s
❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦r❡s✿ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡✳
❆❢t❡r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦r❡✳



✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦ t❤❛t ✐t ❛ss✐❣♥s ♦♥❧② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✉♣✲
♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ✐♥t♦ t✇♦
♣❛rts ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠ ♦♥ t✇♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❡ t♦t❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❡♠❛✐♥s ✭❛❧♠♦st✮ t❤❡ s❛♠❡✳

❆ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙t❛t✐❝ P♦✇❡r ■ss✉❡ ♦❢ ❨❉❙ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❧♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝
♣♦✇❡r ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■❢ ✇❡ ✜① t❤❡
✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡
s✐♠♣❧❡ ♥✉♠❡r✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

Pf = Pfmin
+m · (f − fmin) ✭✺✮

✇❤❡r❡ Pf ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f ✱ ❛♥❞ fmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❛s❦s t♦ ✜♥✐s❤ ❛t t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ m ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■❢ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❦♥♦✇ ✐❢ ✐t ✐s ❡♥❡r❣②
❡✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❙✐♥❝❡ ♣♦✇❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ m✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣✲
♣❧✐❡s t♦ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
■♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❡①✐st ❛ s❧♦♣❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡♥❡r❣② ✐s ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤✐s s❧♦♣❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r s❧♦♣❡✿

mcritical =
Pfmin

− Pidle

fmin

✭✻✮

■❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❧♦♣❡ m ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✺✮ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡
t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s❧♦♣❡
✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❛✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ (Vx, fx) ♣♦✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② fx✿

mfx
critical =

Pfx − Pidle

fx
✭✼✮

❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❧♦♣❡ mfx ❛t ❡❛❝❤ (Vx, fx) ♣♦✐♥t

✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② fx✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐❢ m
fx > mfx

critical✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ mfx < mfx
critical✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞

❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❖♣t✐♠❛❧ ❚❛s❦✲❈♦r❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❖t❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ❨❉❙ t♦ ❛ ♠✉❧t✐❝♦r❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥s✐st ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ t❛s❦s t♦ ❝♦r❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❥✉st s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s ❡①✐sts ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿

✶✳ ❆ss✐❣♥ t❛s❦s t♦ t❤❡ ❝♦r❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳



✷✳ ❆ss✐❣♥ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ❛
t❛s❦ t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✐♥ ✐ts ❛❝t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞ (t❴release❴time, t❴deadline).

❆ss✐❣♥✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ❙✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❙②st❡♠ ■❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❨❉❙ ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ωi ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ ωi1 ❛♥❞ ωi2✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f1 ❛♥❞
f2 ✭f1 ≤ f ≤ f2✮ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ωi1 ❛♥❞ ωi2

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

ωi

f
≈

ωi1

f1
+

ωi2

f2

ωi = ωi1 + ωi12

✭✽✮

❊♥❡r❣② ❙t❛t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ❛s ■♥♣✉t ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞
❜② ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤♦✉t ❛❝t✉❛❧❧② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡♠ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳
■t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❢♦r ♣r♦✲
❣r❛♠s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❈✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❳❈ ❬✶✹❪✱ r✉♥♥✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❳▼❖❙ ❳❙✶✲▲ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ❝♦st
♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭s❡❡ ❬✶✵✱ ✾❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s ❛
♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P ♦♥
✐♥♣✉t ❞❛t❛ x̄ ✇✐t❤♦✉t ❛❝t✉❛❧❧② r✉♥♥✐♥❣ P (x̄)✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛ s②s✲
t❡♠ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦st ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ♣r♦❣r❛♠ P t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ ✐ts ❝♦st ✭❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ❛r❣✉♠❡♥ts x̄✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❳❈✿

✐ ♥ t ❢ ❛ ❝ t ✭ ✐ ♥ t ◆✮ ④
✐ ❢ ✭◆ ❁❂ ✵✮ r❡t✉r♥ ✶ ❀
r❡ t✉r♥ ◆ ∗ ❢ ❛ ❝ t ✭◆ − ✶ ✮ ❀

⑥

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✵✱ ✾❪ ✇♦✉❧❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡
❛ss❡♠❜❧② ✭♦r ▲▲❱▼ ■❘✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❍❈ ■❘✮✱ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♣❡r❛t❡s ♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦❞❡ ❜❧♦❝❦s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❍♦r♥ ❈❧❛✉s❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡r
❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤✐s ❍❈ ■❘ ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❡r❡ ✐t ♦r✐❣✐♥❛t❡s
❢r♦♠✱ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❝♦st ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝♦❞❡ ❜❧♦❝❦s ✭♣r❡❞✐❝❛t❡s✮✳

facte(N) = fact❴ife(0 ≤ N,N) + centsp + cstw + cldw + cldc + clss + cbf

fact❴ife(B,N) =







facte(N − 1) + cbu + 2 cldw + csub +
+ cbl + cmul + cretsp ✐❢ B ✐s tr✉❡

cmkmsk + cretsp ✐❢ B ✐s ❢❛❧s❡

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fact ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ facte ✇❤✐❝❤ ✐♥
t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ fact❴ife✱ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛✉s❡s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ✐❢ st❛t❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧



❚❛❜❧❡ ✶✳ ❱✐❛❜❧❡ (V, f) ♣❛✐rs ❢♦r ❳▼❖❙ ❝❤✐♣s✳

V oltage(V ) ✵✳✾✺ ✵✳✽✼ ✵✳✽ ✵✳✽ ✵✳✼✺ ✵✳✼
frequency(MHz) ✺✵✵ ✹✵✵ ✸✵✵ ✶✺✵ ✶✵✵ ✺✵

✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝♦st
♠♦❞❡❧✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ci ✇❤❡r❡ i ∈ {entsp, stw, ldw, ...} ✐s ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ✐♥✲
str✉❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❝♦sts ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ss❡rt✐♦♥s t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡ ❜❛s✐❝
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✭❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✮ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ✉♥✐t❛r②
❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ci = 1 ❢♦r ❛❧❧ i✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❢❛❝t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s✐③❡ ✭N✮✿ facte(N) = 13 N+8✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✱ ❡t❝✳✮ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s✐③❡s ✭♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡rs✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ ♦✉r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❙✉❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ s✐♥❝❡
❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❧✐tt❧❡ ❜♦✉♥❞❡❞
t✐♠❡✳

✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❳▼❖❙ ❈❤✐♣s ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ t❛r❣❡t t❤❡ ❳❙✶✲▲ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❳▼❖❙ ❝❤✐♣s
❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝❤✐♣s ❛r❡ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞✱ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✽ t❤r❡❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ t❤r❡❛❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦r❡
❡①❡❝✉t✐♥❣ t❛s❦s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✸❪
❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s ✐♥❝❧✉❞❡
t❤r❡❡ ❞✐❣✐ts✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣✿ ❛ ❝♦r❡✱ ❛ t❤r❡❛❞ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ t❤❛t ❝♦r❡✱ ❛♥❞
❛ (V, f) st❛t❡✳

■♥ t❤❡ ❳❙✶✲▲ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ t❤r❡❛❞s ❡♥t❡r ❛ ✹✲st❛❣❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡❛❞ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡
st❛❣❡✳ ■❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧✱ t❤❡ ❡♠♣t② st❛❣❡s ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ NOPs ✭♥♦
♦♣❡r❛t✐♦♥✮✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❛❞s ❛r❡
r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② F/N ✱ ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❤✐♣✱
❛♥❞ N = max(4, numberOfThreads)✳ ❉❱❋❙ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤✐♣ ❧❡✈❡❧✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦r❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❉❱❋❙✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ❱♦❧t❛❣❡✲❋r❡q✉❡♥❝② (V, f)
♣❛✐rs ♦r r❛♥❣❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❝❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❳▼❖❙ ❝❤✐♣s ❝❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❧❡✈❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳



❚❛s❦ ❙❡t ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s
♦❢ t❛s❦ s❡ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s♠❛❧❧ t❛s❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥✲
✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ❞❛② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡✳
❚❤✐s ❣r♦✉♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ❣r♦✉♣✱ ✇❡ ✉s❡
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✿ ❢❛❝t✭◆✮✱ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ♦❢ ◆✱
❢✐❜♦♥❛❝❝✐✭◆✮ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ◆t❤ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡r✱ sqr✭◆✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
N2 ❛♥❞ ♣♦✇❡r❴♦❢❴t✇♦✭◆✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ 2N ✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✷✷
t❛s❦s t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❣r❛♠s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉ts N ✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✇❡ ✉s❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧✿ ❢✐r✭◆✮✱ ✐✳❡✳✱ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡
❘❡s♣♦♥s❡ ✭❋■❘✮ ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✐♥♥❡r✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✈❡❝✲
t♦rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ◆✱ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞
❜✐q✉❛❞✭◆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧✐s❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛s❝❛❞❡
♦❢ ❇✐q✉❛❞ ✜❧t❡rs✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❦s ◆✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❋■❘ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts✿ ✽✺✱ ✾✼✱ ✶✵✾ ❛♥❞ ✶✷✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❜✐q✉❛❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❦s✿ ✺✱ ✼✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✹✳ ❲❡
❤❛✈❡ t❡st❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ✶✻ ❛♥❞ ✸✷ t❛s❦s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❛s❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❜② t❤❡
st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❙✉❝❤ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r N ✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❙✉❝❤
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❢♦r ✸ ♦❢ t❤❡ ✻ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧❡✈❡❧s
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭❢♦r ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss✱ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦r❞❡r✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛ss✉♠❡s
t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭t❛s❦✮ ✐s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ t❤r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ ❳▼❖❙ ❝❤✐♣✱ ✇❤✐❧❡
❛❧❧ ♦t❤❡r t❤r❡❛❞s ❛r❡ ✐♥❛❝t✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❊❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❧♦♦s❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ♣r❡❝✐s❡
❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊❆ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❜❡tt❡r✳

❚❡st✐♥❣ ❙❝❡♥❛r✐♦s ■♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛s❦s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ❛r❡ s❡t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❉❱❋❙ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱
✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ✇✐t❤ t✐❣❤t❡r ❞❡❛❞✲
❧✐♥❡s❀ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦✇❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♦s❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ ❚❛s❦s ✇✐t❤ ▲♦♦s❡ ❉❡❛❞❧✐♥❡s ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ ♦❢
❛ t❛s❦ k✱ ❞❡♥♦t❡❞ T k

rel ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❝♦r❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ T k

rel+10×T k
maxf



❚❛❜❧❡ ✷✳ ❊♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡
✭❱✮✴❢r❡q✉❡♥❝② ✭▼❍③✮✳

❱ ❂ ✵✳✼✵ ❱ ❂ ✵✳✼✺ ❱ ❂ ✵✳✽✵

❋ ❂ ✺✵ ❋ ❂ ✶✵✵ ❋ ❂ ✶✺✵

fact(N) 60.5 N + 46 35 N + 26.7 27 N + 20.5

fib(N) 87.19× 1.62N+ 50.32× 1.62N+ 38.68× 1.62N+
26.7× (−0.62)N − 74.7 15.44× (−0.62)N − 43 11.85× (−0.62)N − 33.2

sqr(N) 21.3 N2 + 121 N 12.3 N2 + 69.8 N 9.48 N2 + 53.7 N

+39.1 +22.5 +17.3

powerOf2(N) 55.1× 2N − 39 63.7× 2N − 39 24.49× 2N − 30

fir(N) 74.93 N + 124.5 43.36 N + 71.9 33.41 N + 55.2

biquad(N) 386 N + 128 223.6 N + 74.2 172.5 N + 57.2

❛♥❞ T k
rel + 20 × T k

maxf ✱ ✇❤❡r❡ T k
maxf ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❛t

♠❛①✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❧♦♦s❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❡✈❡♥
❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ❚❛s❦s ✇✐t❤ ❚✐❣❤t ❉❡❛❞❧✐♥❡s ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡
❛s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♠♦♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
T k
rel + 5 × T k

maxf ❛♥❞ T k
rel + 7 × T k

maxf ✳ ❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ❣❡t t✐❣❤t❡r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ❜✉t
❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ t✐❣❤t❡r ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❘❡s✉❧ts✿ ❚❤❡ ■♠♣r♦✈❡❞ ❨❉❙ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ s❛✈✐♥❣s ♦❢ ♦✉r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❨❉❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❨❉❙✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s ❛♥❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✿ ❆❧❧♦❝✳ ✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧♦❛❞ ✐s ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦r❡s✱ ❛♥❞ ❆❧❧♦❝✳ ✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢
❛ t❛s❦ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

Y DS❴original − Y DS❴modified

Y DS❴original
· 100 ✭✾✮

■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧✱ ❜✉t ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t✐❣❤t ❞❡❛❞✲
❧✐♥❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❧✇❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s
❛ss✐❣♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♦s❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛t✐❝
♣♦✇❡r ♣❧❛②s ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳

❘❡s✉❧ts✿ ❊❆ ✈s✳ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❨❉❙ ❇♦t❤ ❊❆ ❛♥❞ ❨❉❙ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✳
❊❆ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ▼❖●❆❧✐❜ ❧✐❜r❛r② ❬✺❪ ❢♦r ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥
t❤❡ ❊❆✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✵✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ❡✈♦❧✈❡❞ ❢♦r ✶✺✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐s 0.9✳ ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ✉s✉❛❧ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✈✐❛❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s



❚❛❜❧❡ ✸✳ ❊♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ✈s✳ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❨❉❙ (%)✳

❚✐❣❤t ❞❡❛❞❧✐♥❡s ▲♦♦s❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s

★❈♦r❡s ❆❧❧♦❝✳ ✶ ❆❧❧♦❝✳ ✷ ❆❧❧♦❝✳ ✶ ❆❧❧♦❝✳ ✷

✶ ✹✳✶✽ ✹✳✶✽ ✻✳✷✶ ✻✳✷✶
✷ ✶✳✺ ✹✳✷✻ ✶✹✳✻✼ ✶✹✳✻✼
✸ ✲✺✳✷✻ ✸✳✶✼ ✶✹✳✻✼ ✶✹✳✻✼
✹ ✷✳✷✷ ✷✳✼✼ ✽✳✽ ✽✳✽
✺ ✲✸✳✷✽ ✸✳✹✼ ✶✶✳✶✽ ✶✶✳✶✽
✻ ✵✳✾✺ ✹✳✸✹ ✶✶✳✽✷ ✶✶✳✽✷
✼ ✹✳✽ ✸✳✵✸ ✶✵✳✾ ✶✵✳✾
✽ ✶✾✳✸✻ ✺✳✻✶ ✶✵✳✺✻ ✶✵✳✺✻

✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❡t✳

❚❛❜❧❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✭EAs✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❣✐✈❡s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r❡✲
❢❡rr❡❞ ❛s Y DSm✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥
❣✐✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❨❉❙✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✭EAm✮ ❬✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝ t❛s❦s✳ ❊❛❝❤ r♦✇ s❤♦✇s st❛t✐st✐❝s ❢♦r
❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✶✵✲✷✵ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦✱
✇❤❡r❡ CI0.01 ❛♥❞ CI0.05 r❡♣r❡s❡♥t 99% ❛♥❞ 95% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛✐♠ ✇✐t❤ 99(95)% ❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡s❡
✐♥t❡r✈❛❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❆ ❛♥❞ Y DSm✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❊❆ ❛♥❞ t✐❣❤t ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡ ❊❆ ❝❛♥ ✜♥❞
❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❊❆ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ t✐❣❤t ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❆s ✇❡
❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✱ ✐❢ t❤❡ ❊❆ ✜♥❞s ❛ ✈✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t❤❡ Y DSm✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲
❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜② st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ✇✐t❤
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❧❛sts ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✷✹ ❤♦✉rs
♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❊❆ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✲❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♠✉❝❤
♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✳

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤♦❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈♦❧t❛❣❡✭V ✮ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✭f✮ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r



❚❛❜❧❡ ✹✳ ❊❆ ✈s✳ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❨❉❙ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳

EAs(µJ) Y DSm(µJ) (Y DSm−EAs)
Y DSm

(%) (Y DSm−EAm)
Y DSm

(%)

❆ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ✷✷ s♠❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝ t❛s❦s ❛♥❞ ❧♦♦s❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s

▼❡❛♥ ✶✹✳✸ ✸✸✳✶ ✺✻✳✽ ✼✻✳✺✼
❈■ ✵✳✵✶ ✶✶✳✻ ✲ ✶✼ ◆❆ ✹✽✳✻✹ ✲ ✻✹✳✾✺ ✻✼✳✽✼✲✽✺✳✷✼
❈■ ✵✳✵✺ ✶✷✳✷ ✲ ✶✻✳✹ ◆❆ ✺✵✳✹✺ ✲ ✻✸✳✶✹ ✼✵✳✵✺✲ ✽✸✳✵✾

❆ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ✷✷ s♠❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝ t❛s❦s ❛♥❞ t✐❣❤t ❞❡❛❞❧✐♥❡s

▼❡❛♥ ✶✹✳✻ ✸✹✳✽ ✻✵✳✾✷ ✻✾✳✽✸
❈■ ✵✳✵✶ ✶✶✳✺✲✶✼✳✼ ◆❆ ✹✾✳✶✹ ✲ ✻✻✳✾✺ ✺✼✳✶✽✲✺✼✳✶✽
❈■ ✵✳✵✺ ✶✷✳✷ ✲ ✶✼ ◆❆ ✺✶✳✶✺ ✲ ✻✹✳✾✹ ✻✵✳✸✹✲✻✵✳✸✹
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t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✐♥♣✉t t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐♠♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❊❆ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐ts r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳
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♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ st❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❨❉❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② ✐t
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦✇❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s
❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✉s❡ ❛ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s✳ ❆s ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡
s❝❡♥❛r✐♦✳
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