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Abstract . T h e tomography p rob lem is investigated when the available projec
t ions are restricted to a l imited angular domain . I t is shown that a previous 
a lgor i thm proposed for extrapolat ing the data to the miss ing cone in Four ie r 
space is uns table in the présence of noise because of the i l l posedness of the 
p rob lem. A regularized a lgor i thm is proposed , which converges to stable 
solutions. T h e efïiciency of bo th a lgor i thms is tested by m e a n s of numerica l 
s imulat ions . 

1. I n t r o d u c t i o n 
F o r s o m e p r o b l e m s in t o m o g r a p h i c a l i m a g i n g , d a t a c o l l e c t i o n is r e s t r i c t e d t o a 

l i m i t e d a n g l e o f v i e w . F o r i n s t a n c e , in r a d i o l o g y a n d n u c l e a r m e d i c i n e i m a g i n g , t h i s 
s i t u a t i o n c a n a r i s e in t h e p r é s e n c e o f o b s t a c l e s o r b e c a u s e o f t h e n e c e s s i t y o f r e d u c i n g 
r a d i a t i o n d o s a g e o r i n c r e a s i n g i m a g i n g s p e e d . L i m i t e d  a n g l e t o m o g r a p h y a l so h a s 
i m p o r t a n t n o n  m e d i c a l a p p l i c a t i o n s in , f o r i n s t a n c e , t h e r e c o n s t r u c t i o n o f t h r e e 
d i m e n s i o n a l fields b y t h e h o l o g r a p h i e i n t e r f e r o m e t r y t e c h n i q u e [1] . 

L e t u s b r i e f l y reca l l t h a t in t w o d i m e n s i o n s a n d f o r p a r a l l e l b e a m p r o j e c t i o n t h e 
p r o b l e m of i n v e r t i n g t h e R a d o n t r a n s f o r m c a n b e f o r m u l a t e d a s f o l l o w s [2]: w e find 
t h e o b j e c t f u n c t i o n / ( j c , y) f r o m t h e s e t o f p r o j e c t i o n s ^ ( i , 0) , 

/ • + 00 

g{s,d)= duf{scos9 — usind,ssin6+ucosd) (1) 
J - 00 

w h e r e t h e a n g l e 9 g i v i n g t h e d i r e c t i o n o f p r o j e c t i o n l i n e s v a r i e s in t h e i n t e r v a l 
[ — ^max) + ^max] • t h e u s u a l f u l l  a n g l e t o m o g r a p h y , fl^ax = ^f^- L e t u s d é n o t e b y R 
t h e o p e r a t o r m a p p i n g t h e s o l u t i o n / o n to t h e d a t a g = R f . W h e n b o t h t h e s o l u t i o n a n d 
t h e d a t a a r e a s s u m e d to b e s q u a r e i n t e g r a b l e o n t h e i r r e s p e c t i v e d o m a i n s o f 
d é f i n i t i o n , t h e o p e r a t o r R c a n b e v i e w e d a s a l i n e a r o p e r a t o r f r o m L ^ ( I R ^ ) i n t o 

U X [ —9niax> + ^ m a x ] ) - L c t U S n o w d e f i n e t h e u s u a l b a c k  p r o j e c t i o n o p e r a t o r w i t h 
a n g u l a r i n t é g r a t i o n l i m i t e d t o [-9^^^, + 0 n , a x ] -

{Rg){x,y) = 
max 

d9g{xcos9 + ysm9,9), (2) 

a n d c o n s i d e r t h e p r o b l e m of r e c o n s t r u c t i n g / f r o m t h e b a c k  p r o j e c t e d d a t a Rg. T h e 
é q u a t i o n t o b e s o l v e d c a n b e eas i ly w r i t t e n in F o u r i e r s p a c e . I n d e e d , w h e n d e n o t i n g 
b y ( ^ 2 / ) ( v ) t h e t w o  d i m e n s i o n a l F o u r i e r t r a n s f o r m o f t h e f u n c t i o n / o f R^), w e 
h a v e 

^2iRRf)iY)=Xn-(^2f)(y) (3) 
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w h e r e v = ^ | v | ^ a n d t h e c h a r a c t e r i s t i c f u n c t i o n Xsi t a k e s t h e v a l u e 1 in t h e a n g u l a r 
s e c t o r n d e f i n e d b y | tan 0\^ t a n fl^j^ a n d 0 e l s e w h e r e . L e t u s n o w r e m a r k t h a t b e c a u s e 
o f n o n - u n i q u e n e s s a n d i n s t a b i l i t y t h e s o l u t i o n o f t h i s é q u a t i o n is a n i l l - p o s e d 
p r o b l e m a n d t h a t e v e n if d^^^ = n/2, s o m e f o r m o f r e g u l a r i z a t i o n is n e e d e d f o r a 
n u m e r i c a l s o l u t i o n o f t h e p r o b l e m . F r o m é q u a t i o n (3) , w e see t h a t t h e p a r t o f 
^ 2 / w i t h s u p p o r t in t h e c o m p l e m e n t a r y s e c t o r | tan 9\ > t a n flmax. c a l l ed t h e ' m i s s i n g 
c o n e ' , c a n n o t b e r e t r i e v e d f r o m t h e d a t a . T h e p r o b l e m h a s a u n i q u e s o l u t i o n o n l y if 
6^^^ = n/2. H o w e v e r , t h i s n o n - u n i q u e n e s s p r o b l e m in t h e l i m i t e d - a n g l e ca se c a n b e 
o v e r c o m e w h e n w e k n o w a priori t h a t / ( x , y) v a n i s h e s o u t s i d e s o m e b o u n d e d d o m a i n . 
I n d e e d b y t h e P a l e y - W i e n e r t h e o r e m , is t h e n a n e n t i r e f u n c t i o n w h i c h is 
u n i q u e l y d e t e r m i n e d b y i ts v a l u e s in t h e s e c t o r Q. O n e is t h e n t e m p t e d to a n a l y t i c a l l y 
c o n t i n u e t h è s e v a l u e s i n t o t h e m i s s i n g c o n e a n d t h e n to a p p l y a f u l l - a n g l e a l g o r i t h m 
f o r t h e r e c o n s t r u c t i o n o f / . H o w e v e r , o n e s h o u l d n o t o v e r l o o k t h e i n s t a b i l i t y 
p r o b l e m ; i n d e e d , e v e n if t h e s o l u t i o n is u n i q u e it wi l l n o t in g ê n e r a i d é p e n d 
c o n t i n u o u s l y o n t h e d a t a a n d in s u c h a s i t u a t i o n t h e n o i s e o n t h e d a t a wi l l g e n e r a t e 
u n c o n t r o l l e d i n s t a b i l i t i e s in t h e s o l u t i o n . I n o t h e r w o r d s , t h e d i s t a n c e ( m e a s u r e d in 
t h e n o r m of L^) b e t w e e n t w o s o l u t i o n s o f é q u a t i o n (1) r e p r o d u c i n g t h e d a t a g w i t h a 
r o o t - m e a n - s q u a r e e r r o r o f a t m o s t e, c a n b e a r b i t r a r i l y l a r g e . T h e r e f o r e s o m e 
r e g u l a r i z a t i o n p r o c é d u r e is n e e d e d , w h i c h m a k e s e x p l i c i t o r i m p l i c i t u s e o f f u r t h e r 
p r i o r k n o w l e d g e a b o u t t h e s o l u t i o n . F o r i n s t a n c e in t h e f u l l - a n g l e case , t h e 
c o n v o l u t i o n a l g o r i t h m is s t a b i l i z e d in t h e p r é s e n c e o f n o i s e b y i n t r o d u c i n g a filter f o r 
t h e h i g h e s t f r e q u e n c i e s in F o u r i e r s p a c e [2] . I n t h e l i m i t e d - a n g l e case , t h e i n s t a b i l i t y 
d u e t o i l l - p o s e d n e s s is m u c h m o r e s e v e r e [3, 4 ] so t h a t m o r e c a r e wi l l b e n e e d e d fo r 
t h e c h o i c e o f an e f f e c t i v e r e g u l a r i z a t i o n p r o c é d u r e . 

2. T h e G e r c h b e r g - P a p o u l i s a l g o r i t h m 
I n o r d e r t o fill t h e m i s s i n g c o n e w i t h e x t r a p o l a t e d d a t a , it h a s b e e n r e c e n t l y 

p r o p o s e d [5, 6, 7] t o a p p l y a n i t é r a t i v e a l g o r i t h m in i t i a l ly d e v e l o p e d b y G e r c h b e r g 
[8], P a p o u l i s [9], a n d D e S a n t i s a n d G o r i [10] f o r t h e e x t r a p o l a t i o n o f b a n d - l i m i t e d 
s i g n a i s in o n e d i m e n s i o n . T h i s a l g o r i t h m is b a s e d o n r e p e a t e d b a c k a n d f o r t h F a s t 
F o u r i e r T r a n s f o r m ( F F T ) b e t w e e n o b j e c t a n d f r e q u e n c y s p a c e . W e b r i e f l y d e s c r i b e 
t h i s i t é r a t i v e p r o c é d u r e . R e m e m b e r t h a t t h e u n k n o w n f u n c t i o n f ( x , y) i s a s s u m e d t o 
h a v e a b o u n d e d s u p p o r t X . I f w e d é n o t e b y Dx t h e c o r r e s p o n d i n g d o m a i n - l i m i t i n g 
o p e r a t o r , i .e . t h e m u l t i p l i c a t i o n b y t h e c h a r a c t e r i s t i c f u n c t i o n Xx< w e h a v e Dxf=.f. 
W e c a n a l so d e f i n e a b a n d - I i m i t i n g o p e r a t o r Bçi w h i c h s u p p r e s s e s t h o s e F o u r i e r 
c o m p o n e n t s o f / w h i c h a r e o u t s i d e t h e ' b a n d ' Q , 

^ 2 ( 5 n / ) ( v ) = to/(v), 

w h e r e w e d é n o t e b y / ( v ) t h e t w o - d i m e n s i o n a l F o u r i e r t r a n s f o r m J * ' 2 / o f / . S i m i l a r l y 
w e c a n d e f i n e t h e t w o r e l a t e d o p e r a t o r s D^ a n d Bx a c t i n g in F o u r i e r s p a c e , 

D j = X n f ; Bxf=^2Xx^2'l (4) 

A s w e h a v e a l r e a d y s e e n , t h e F o u r i e r c o m p o n e n t s o f t h e o b j e c t / i n s i d e t h e s e c t o r Q 
c a n b e i m m e d i a t e l y r e t r i e v e d f r o m t h e d a t a . A s s h o w n b y é q u a t i o n (3) , t h e y a r e g i v e n 
b y V • ^2i^g)i'^)- F o r n o i s e l e s s d a t a , t h i s f u n c t i o n m u s t v a n i s h o u t s i d e f i . T h i s is w h y 
w e t a k e as s t a r t i n g p o i n t f o r t h e e x t r a p o l a t i o n o f / t o t h e m i s s i n g c o n e t h e f u n c t i o n 

/ o = Z ) n [ v ^ 2 ( ^ ^ ) ( v ) ] - (5 ) 

F o r n o i s y d a t a , t h e o p é r a t i o n Z)^ a m o u n t s t o a p r e - f i l t e r i n g o f t h e d a t a , w h i c h 
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é l i m i n â t e s t h e n o i s e c o m p o n e n t s o u t s i d e t h e s e c t o r Q . T h i s f u n c t i o n /Q is t h e n 
F o u r i e r t r a n s f o r m e d in o r d e r to i n c o r p o r a te t h e p r i o r k n o w l e d g e o f t h e b o u n d e d n e s s 
of t h e s u p p o r t X o f / ( w h i c h g u a r a n t e e s t h e u n i q u e n e s s of t h e e x t r a p o l a t i o n ) . T h e 
v a l u e s of ^ 2 ^ ( /o ) o u t s i d e X a re t h e n set t o z é r o b y a c t i o n o f t h e o p e r a t o r Dx- T h i s 
t r u n c a t e d f u n c t i o n is F o u r i e r t r a n s f o r m e d b a c k in to a n e w f u n c t i o n w h i c h is n o 
l o n g e r z é r o o u t s i d e O ( r e m e m b e r t h a t t h e F o u r i e r t r a n s f o r m of a f u n c t i o n h a v i n g 
s u p p o r t in X is a n e n t i r e f u n c t i o n a n d h e n c e c a n n o t v a n i s h o n a d o m a i n w i t h o u t 
v a n i s h i n g e v e r y w h e r e ) . N o t e t h a t t h i s f u n c t i o n is s i m p l y g iven b y JS^/O- T h e n e w 
e s t i m a t e / i wil l b e e q u a l to B^fo i n s i d e t h e m i s s i n g c o n e a n d t o / o in fi. 

T h e w h o l e p r o c e s s is t h e n r e p e a t e d aga in so t h a t t h e n t h i t e r a t e d e s t i m a t e fo r t h e 
e x t r a p o l a t i o n wi l l b e g iven b y 

L=h + DnBxL-^ (6) 
w h e r e £ > n = 1 — Dçi is t h e o p e r a t o r é q u i v a l e n t to m u l t i p l i c a t i o n b y t h e c h a r a c t e r i s t i c 
f u n c t i o n of t h e m i s s i n g c o n e . T h e c o r r e s p o n d i n g e s t i m a t e / „ fo r t h e o b j e c t f u n c t i o n 

f{x,y) is s i m p l y o b t a i n e d b y F o u r i e r t r a n s f o r m i n g / „ a n d a p p l y i n g D^-
T h e c o n v e r g e n c e o f t h i s i t é r a t ive p r o c e s s f o l l o w s for i n s t a n c e , f r o m V o n 

N e u m a n n ' s a l t e r n a t i n g - p r o j e c t i o n t h e o r e m [11]. H o w e v e r , le t u s e m p h a s i z e t h e fac t 
t h a t fo r n o i s y da t a , t h i s t h e o r e m d o e s n o t g u a r a n t e e t h e c o n v e r g e n c e o f t h e p r o c e s s to 
a m e a n i n g f u l s o l u t i o n . I n d e e d , b e c a u s e of t h e i l l - p o s e d n e s s of t h e p r o b l e m a l r e a d y 
s t r e s s e d in § 1, i n s t e a d of d e c r e a s i n g w h e n t h e n u m b e r o f i t é r a t i o n s n i nc reases , t h e 
e r r o r o n t h e r e c o n s t r u c t e d s o l u t i o n m a y g r o w i n d e f i n i t e l y . A n u m e r i c a l e x a m p l e 
d e m o n s t r a t i n g t h i s p h e n o m e n o n is g iven in § 4 . 

I n t h e n e x t sec t ion w e s h o w h o w t h e i t é r a t ive p r o c e s s c a n b e m o d i f i e d a c c o r d i n g 
t o r e g u l a r i z a t i o n t h e o r y in o r d e r t o c o n v e r g e t o a s o l u t i o n w h i c h is s t a b l e w i t h r e s p e c t 
t o n o i s e . L e t u s a l so r e m a r k t h a t o t h e r p r o c é d u r e s fo r e x t r a p o l a t i n g d a t a i n t o t h e 
m i s s i n g c o n e , if n o t r e g u l a r i z e d p r o p e r l y b e f o r e h a n d , c a n b e s u b j e c t t o t h e s a m e 
i n s t a b i l i t y p r o b l e m s (see [12, 13] f o r i n s t a n c e ) . 

3. A r e g u l a r i z e d i t é r a t i v e a l g o r i t h m 
N o i s e p r o p a g a t i o n in t h e i t é ra t ive p r o c e s s c a n b e c o n t r o l l e d w h e n f o r m u l a (6) is 

m o d i f i e d i n t o t h e f o l l o w i n g f o r m : 

/ „ = / o + ( l - « ) 5 n 5 j „ _ i (7) 

w h e r e / o = / o a n d a is a sma l l p o s i t i v e p a r a m e t e r ca l led t h e r e g u l a r i z a t i o n p a r a m e t e r . 
T h i s m o d i f i c a t i o n h a s b e e n p r o p o s e d in [14] for r e g u l a r i z i n g t h e o n e - d i m e n s i o n a l 
G e r c h b e r g — P a p o u l i s a l g o r i t h m . T h e d é r i v a t i o n s a n d p r o o f s g i v e n in t h a t p a p e r can 
b e t r a n s p o s e d s t r a i g h t f o r w a r d l y t o t h e p r é s e n t case a n d h e n c e wi l l n o t b e r e p r o d u c e d 
h e r e . L e t u s j u s t m e n t i o n t h a t t h e ba s i c idea is s i m p l y to i n c o r p o r a t e i n t o t h e 
f o r m a l i s m t h e p r i o r k n o w l e d g e t h a t a c e r t a i n f u n c t i o n a l o f t h e s o l u t i o n is b o u n d e d b y 
a p r e s c r i b e d c o n s t a n t E (in o u r case , t h i s a m o u n t s e s sen t i a l l y t o a n u p p e r b o u n d for 
t h e L ^ - n o r m | | / | | ) . A c c o r d i n g to s t a n d a r d t e c h n i q u e s in r e g u l a r i z a t i o n t h e o r y [15, 
16], t h i s l e ads t o t h e s o l v i n g of a va r i a t i ona l p r o b l e m w h o s e s o l u t i o n is n o l o n g e r a 
s o l u t i o n o f t h e o r ig ina l i l l -posed p r o b l e m b u t of a m o d i f i e d é q u a t i o n i n v o l v i n g a 
r e g u l a r i z a t i o n p a r a m e t e r . F o r m u l a (7) is o b t a i n e d w h e n s o l v i n g t h i s m o d i f i e d 
é q u a t i o n in an i t é r a t i ve w a y . 

I t is e a s y t o c h e c k t h a t t h e m u l t i p l i c a t i v e f a c t o r (1 — a) e n s u r e s t h e c o n v e r g e n c e of 
t h e i t é r a t i ve p r o c e s s even in t h e p r é s e n c e of no i s e a n d m o r e o v e r g ê n e r a i t h e o r e m s 
e n s u r e t h a t / = l i m / „ is a r e g u l a r i z e d s o l u t i o n t o t h e e x t r a p o l a t i o n p r o b l e m . T h i s 
m e a n s t h a t if n o i s y d a t a t e n d to n o i s e - f r e e d a t a ( t h e r o o t - m e a n - s q u a r e e r r o r t e n d i n g 
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t o z é r o ) , t h e n t h e r o o t - m e a n - s q u a r e e r r o r o n t h e c o r r e s p o n d i n g r e g u l a r i z e d s o l u t i o n 
wil l a l so t e n d t o z é r o . 

U p t o n o w , h o w e v e r , w e h a v e o n l y r e g u l a r i z e d t h e e x t r a p o l a t i o n p r o b l e m w i t h o u t 
t a k i n g c a r e o f t h e i l l - p o s e d n e s s o f t h e R a d o n t r a n s f o r m i n v e r s i o n i t se l f , f o r w h i c h 
n o i s e c a n a l so p r o v o k e i n s t ab i l i t i e s , e v e n in t h e f u l l - a n g l e ca se . T h i s c a n b e 
u n d e r s t o o d f r o m é q u a t i o n (3) w h i c h s h o w s t h a t R a d o n t r a n s f o r m i n v e r s i o n r e q u i r e s 
a m u l t i p l i c a t i o n b y v in F o u r i e r s p a c e . T h i s o p é r a t i o n wil l c o n s i d e r a b l y a m p l i f y t h e 
n o i s e in t h e h i g h e s t f r e q u e n c y c o m p o n e n t s of t h e o b j e c t . T h e r e f o r e , t h i s r e c o n s t r u c 
t i o n s t e p s h o u l d a l so b e r e g u l a r i z e d a n d t h i s is aga in d o n e , w i t h t h e s a m e idea a s 
b e f o r e , b y r e p l a c i n g t h e m u l t i p l i c a t i o n b y v (or d iv i s ion b y 1/v) w i t h m u l t i p l i c a t i o n b y 
{(1 /v) + a')~ ^. T h e rô l e of t h e p o s i t i v e r e g u l a r i z a t i o n p a r a m e t e r a ' is é q u i v a l e n t h e r e 
t o a f î l t e r w h i c h s u p p r e s s e s t h e e f ï e c t o f t h e h i g h - f r e q u e n c y c o m p o n e n t s . 

A s f o r t h e c h o i c e o f a v a l u e f o r t h e r e g u l a r i z a t i o n p a r a m e t e r a (o r a ' ) d i f f é r e n t 
s o p h i s t i c a t e d m e t h o d s h a v e b e e n p r o p o s e d in t h e l i t e r a t u r e ; in g ê n e r a i , h o w e v e r , 
t h e y p r é s e n t t h e d r a w b a c k of r e q u i r i n g an a c c u r a t e p r i o r k n o w l e d g e o f t h e v a l u e of 
t h e u p p e r b o u n d E o r of t h e r o o t - m e a n - s q u a r e e r r o r e of t h e d a t a ( a n d s o m e t i m e s of 
b o t h ) . T h e r e f o r e , in n u m e r i c a l p r a c t i c e , it is o f t e n ea s i e r t o c h o o s e it e m p i r i c a l l y . 
I n d e e d , a s it a p p e a r e d f r o m s i m u l a t i o n s , if t h e p a r a m e t e r a is se t r o u g h l y t o t h e 
c o r r e c t o r d e r o f m a g n i t u d e , t h e r e g u l a r i z e d s o l u t i o n is a l m o s t i n s e n s i t i v e t o i t s 
p r é c i s e v a l u e . N e v e r t h e l e s s , f u r t h e r i n v e s t i g a t i o n s a r e c u r r e n t l y u n d e r w a y in o r d e r 
t o s p e c i f y a n o p t i m a l c h o i c e of a as a f u n c t i o n of t h e n o i s e level e of t h e d a t a a n d o f t h e 
a n g u l a r a p e r t u r e ̂ max-

F i n a l l y , le t u s r e m a r k t h a t in p r i n c i p l e t h e r e g u l a r i z e d i t é r a t i v e a l g o r i t h m 
p r e s e n t e d h e r e c o u l d a l so b e u s e d fo r t h e r e c o n s t r u c t i o n o f a t h r e e - d i m e n s i o n a l 
o b j e c t f r o m i t s p r o j e c t i o n s a l o n g ail p l a n e s p e r p e n d i c u l a r t o t h e u n i t v e c t o r s 
c o n t a i n e d in a g i v e n s e c t o r Q . I t c a n a l so b e a p p l i e d to t h e case w h e r e t h e se t of 
a v a i l a b l e d i r e c t i o n s Q is sp l i t i n t o seve ra l d i s c o n n e c t e d a n g u l a r r é g i o n s . 

4 . N u m e r i c a l t e s t s 
T h e s e n s i t i v i t y t o n o i s e of t h e G e r c h b e r g - P a p o u l i s a l g o r i t h m f o r l i m i t e d - a n g l e 

r e c o n s t r u c t i o n a n d t h e e f f i c i e n c y of t h e p r o p o s e d r e g u l a r i z a t i o n m e t h o d h a v e b e e n 
t e s t e d f o r s e v e r a l k n o w n o b j e c t s . T h e n u m e r i c a l v a l u e s p r e s e n t e d h e r e b e l o w w e r e 
o b t a i n e d f o r a n o b j e c t c o n s i s t i n g o f a c i r c u l a r ' s k u l l ' o f r a d i u s 3-5 c o n t a i n i n g t h r e e 
d i s e s . T h e r e c o n s t r u c t i o n w a s d o n e on a 64 x 64 s q u a r e l a t t i ce o f s p a c e m e n t 0-2, a n d 
t h e i m p o s e d s u p p o r t X c o i n c i d e d w i t h t h e sku l l . 

T h e i n p u t d a t a c o n s i s t e d o f 63 e q u a l l y s p a c e d p r o j e c t i o n s f o r e a c h 
of t h e 63 a n g u l a r v a l u e s w h i c h w e r e u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d in t h e i n t e r v a l 
( —1-2 r a d - - | - 1 - 2 r a d ) . G a u s s i a n n o i s e w a s a d d e d t o t h e c o m p u t e d R a d o n t r a n s f o r m , 
r e s u l t i n g in a r o o t - m e a n - s q u a r e e r r o r 8. T h e i n v e r s i o n a l g o r i t h m s d e s c r i b e d in §§2 
a n d 3 w e r e t h e n a p p l i e d u s i n g a s t a n d a r d t w o - d i m e n s i o n a l F a s t F o u r i e r T r a n s f o r m 
r o u t i n e . M o r e o v e r , t h e r e c o n s t r u c t e d o b j e c t w a s n o r m a l i z e d a t e a c h i t é r a t i o n b y 
r e p l a c i n g t h e z é r o f r e q u e n c y c o m p o n e n t o f i t s F o u r i e r t r a n s f o r m b y a v a l u e w h i c h 
c a n b e m o r e a c c u r a t e l y e v a l u a t e d f r o m t h e s a m p l e d R a d o n t r a n s f o r m . 

T h e figure s h o w s t h e é v o l u t i o n d u r i n g t h e s u c c e s s i v e i t é r a t i o n s o f t h e r e c o n s t r u c 
t i o n e r r o r d e f î n e d as t h e r e l a t i v e m e a n - s q u a r e e r r o r , 

64 64 

X X { ( r e c o n s t r u c t e d p ixe l ) , j — (o r ig ina l pixel),- j}^ 

Z Z { (or ig ina l p i x e l ) , j } ^ 
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Number of Itérations 

Reconstruction error versus number of itérations for ( ? „ 3 , , = 1-2 rad. Dashed lines: 
regularized, a = 0 1 ; full lines: unregularized, a = 0. Curve 1: noise-free data; Curves 2 
and 3: r\ = 0 20\ a' = 0 36; with positivity constraint. Curves 4 and 6: >/ = 0-20; a' = 0; with 
positivity constraint. Curves 5 and 7: »y = 0-20; a' = 0; without positivity constraint. 

( W e a lso t r i e d o t h e r d é f i n i t i o n s o f t h e r e c o n s t r u c t i o n e r r o r , a n d o b t a i n e d v e r y s i m i l a r 
r e su l t s . ) 

T h e u p p e r - m o s t c u r v e 7, o b t a i n e d w h e n u s i n g t h e u n r e g u l a r i z e d a l g o r i t h m 
(a = a ' = 0) , c l ea r ly d e m o n s t r a t e s i ts s ens i t i v i ty t o no i se : c o n t r a r y t o t h e n o i s e - f r e e 
case (see c u r v e 1), t h e r e c o n s t r u c t i o n e r r o r e x p a n d s w h e n t h e n u m b e r o f i t é r a t i o n s is 
i n c r e a s e d . O f c o u r s e , t h e s i t u a t i o n is n o t so b a d fo r l o w e r n o i s e levels; let u s r e m a r k , 
h o w e v e r , t h a t l a r g e e r r o r s o n t h e d a t a a r e q u i t e p l a u s i b l e fo r s o m e n o n - m e d i c a l 
a p p l i c a t i o n s . O n t h e o t h e r h a n d , w h e n t h e a n g u l a r a p e r t u r e Q^^,^ d e c r e a s e s , w e 
ve r i f i ed t h a t t h e i n s t ab i l i t y inc reases ; as e x p e c t e d , t h e n e e d f o r r e g u l a r i z a t i o n is fe l t a t 
m u c h l o w e r no i s e levels fo r s m a l l e r a n g u l a r a p e r t u r e s . 

T h e d a s h e d c u r v e s , o b t a i n e d w i t h t h e r e g u l a r i z e d i t é r a t i v e a l g o r i t h m ( a # 0 ) , 
s h o w r a p i d c o n v e r g e n c e to a s o l u t i o n for w h i c h t h e r e c o n s t r u c t i o n e r r o r s t ab i l i zes t o 
a jg iven v a l u e w h e n i t e r a t i n g f i i r t h e r . I n b o t h t h e a = 0 a n d a ^ O cases , t h e a d d i t i o n a l 
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c o n s t r a i n t o f p o s i t i v i t y a n d t h e r e g u l a r i z a t i o n of t h e v - m u l t i p l i c a t i o n b y t a k i n g a V 0 
s ign i f i c an t l y i m p r o v e t h e va lue of t h e r e c o n s t r u c t i o n e r r o r ô'''. F o r a = 0, h o w e v e r , 
t h e y a r e n o t sufFic ient to fu l l y s t ab i l i ze t h e u n r e g u l a r i z e d s o l u t i o n . T h e v a l u e s o f t h e 
r e g u l a r i z a t i o n p a r a m e t e r s c h o s e n fo r t h i s e x a m p l e a re of t h e o r d e r o f t h e ' n o i s e - t o -
s i g n a l ' r a t i o f7'̂  = £V|is'P f o r t h e d i m e n s i o n l e s s p a r a m e t e r a , a n d o f t h e r a t i o 
'7̂ 11̂ 1 V||/P fo r a ' w h i c h h a s t h e d i m e n s i o n of a l e n g t h . T h è s e o r d e r s o f m a g n i t u d e 
a r e in a g r e e m e n t w i t h r e g u l a r i z a t i o n t h e o r y [15, 16]. 

A s a n a l t e r n a t i v e t o r e g u l a r i z a t i o n t h e o r y , o n e c o u l d t h i n k of s t o p p i n g t h e 
i t é r a t i o n (6) b e f o r e n o i s e g e t s a m p l i f i e d too m u c h . H o w e v e r , w h e n t h e o b j e c t is 
u n k n o w n , it s e e m s d i f î i c u l t , if n o t i m p o s s i b l e , to g ive a g ê n e r a i c r i t e r i o n fo r f i n d i n g 
t h e o p t i m a l n u m b e r o f i t é r a t i o n s w h i c h m i n i m i z e t h e r e c o n s t r u c t i o n e r r o r . A s s h o w n 
b y t h e n u m e r i c a l r e su l t s , n o i s e p r o p a g a t i o n c a n b e m o r e eas i ly a n d a d e q u a t e l y 
c o n t r o l l e d b y r e g u l a r i z a t i o n w h i c h is a c h i e v e d b y a sma l l m o d i f i c a t i o n of t h e 
G e r c h b e r g - P a p o u l i s a l g o r i t h m . T h i s m o d i f i c a t i o n p r é s e r v e s t h e f i ex ib i l i ty of t h e 
i t é r a t ive p r o c é d u r e s ; t h e c h i e f a d v a n t a g e o f w h i c h is t h a t it a l l o w s easy i n c o r p o r a t i o n , 
a t e a c h i t é r a t i o n s t ep , of f u r t h e r p r i o r k n o w l e d g e a b o u t t h e s o l u t i o n , s u c h as 
p o s i t i v i t y , l e a d i n g to i m p r o v e d r e c o n s t r u c t i o n s of t h e o b j e c t f u n c t i o n . 
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