
❈♦♣②r✐❣❤t

❜②

❈❤r✐st♦♣❤❡r ❘②❛♥ ▼❝❇r②❞❡

✷✵✶✷



❚❤❡ ❚❤❡s✐s ❝♦♠♠✐tt❡❡ ❢♦r ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❘②❛♥ ▼❝❇r②❞❡
❈❡rt✐✜❡s t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s✐s✿

❆ ❙t❛r ❚r❛❝❦❡r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❈✉❜❡❙❛ts

❆PP❘❖❱❊❉ ❇❨

❙❯P❊❘❱■❙■◆● ❈❖▼▼■❚❚❊❊✿

❊✳ ●❧❡♥♥ ▲✐❣❤ts❡②✱ ❙✉♣❡r✈✐s♦r

❈❤r✐s ❉✬❙♦✉③❛



❆ ❙t❛r ❚r❛❝❦❡r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❈✉❜❡❙❛ts

❜②

❈❤r✐st♦♣❤❡r ❘②❛♥ ▼❝❇r②❞❡✱ ❇✳❙✳

❚❍❊❙■❙

Pr❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢

❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ❛t ❆✉st✐♥

✐♥ P❛rt✐❛❧ ❋✉❧✜❧❧♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❢♦r t❤❡ ❉❡❣r❡❡ ♦❢

▼❆❙❚❊❘ ❖❋ ❙❈■❊◆❈❊ ■◆ ❊◆●■◆❊❊❘■◆●

❚❍❊ ❯◆■❱❊❘❙■❚❨ ❖❋ ❚❊❳❆❙ ❆❚ ❆❯❙❚■◆

▼❛② ✷✵✶✷



❚♦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❘②❛♥ ❛♥❞ ▲❛✉r❛✱ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥st❛♥t ❡♥❝♦✉r❛❣♠❡♥t ❛♥❞ s✉♣♣♦rt



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡❣✐♥ ❜② t❤❛♥❦✐♥❣ ♠② ❛❞✈✐s♦r✱ ❉r✳ ❊✳ ●❧❡♥♥ ▲✐❣❤ts❡②✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉

❢♦r ②♦✉r st❡❛❞② ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♠② ✐♥t❡r❡sts✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ♥♦t

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ②♦✉r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ■ ❧♦♦❦ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ♦✉r ♣❛rt♥❡rs❤✐♣

t❤r♦✉❣❤ ♠② ❞♦❝t♦r❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ♦t❤❡r r❡❛❞❡r✱ ❉r✳ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❉✬❙♦✉③❛✳ ❨♦✉r s✉♣♣♦rt

♦❢ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❞✈✐❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡r❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ t❤❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❉❡s✐❣♥ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❚r❛✈✐s

■♠❦❡♥✱ ❆♥❞r❡✇ ❋❡❛r✱ ❆♥❞r❡✇ ▲❡❜❛✱ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ▲♦♥❣✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❙❉▲ ✐s ❛

✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❡♥r✐❝❤✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ♦✇❡s t❤❛t t♦ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♣❡♦♣❧❡ ❧✐❦❡

②♦✉✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❍❡♥r✐ ❑❥❡❧❧❜❡r❣✱ ❢♦r ❤✐s ♠❡♥t♦rs❤✐♣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠② ♠❛st❡rs ❥♦✉r♥❡②✱

❛♥❞ ❑❛t❤❛r✐♥❡ ❇r✉♠❜❛✉❣❤ ❢♦r t❛❦✐♥❣ t❤❛t ❥♦✉r♥❡② ✇✐t❤ ♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①❡♠♣❧❛r② ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

♦❢ t❤❡ ❙❉▲✳

■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ◆♦❛❤ ❙♠✐t❤ ❢♦r ②♦✉r ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✈❡r✲

❡♥❞✐♥❣ ❡♥t❤✉s✐❛s♠ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ❉r✳ ❏♦❤♥ ❈❤r✐st✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❜r✐❧❧✐❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❢♦r ❤✐s

❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ♠✉❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡❞ ❛s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♠② ♦✇♥ r❡s❡❛r❝❤✳

❚♦ ♠② ❣✐r❧❢r✐❡♥❞✱ ❆❧❡① ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ♣❛t✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤✐s t❤❡s✐s

❞r♦✈❡ ♠❡ ✉♣ ❛ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❞❡❧✐❝✐♦✉s ♠❡❛❧s ❛❢t❡r ❛ ❧♦♥❣ ❞❛② ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✳ ■t ♠❡❛♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ②♦✉

❦♥♦✇✳

✈



❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧②✳ ❚♦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ▲❛✉r❛ ❛♥❞ ❘②❛♥ ▼❝❇r②❞❡✱ ■ ❝❛♥♥♦t

❜❡❣✐♥ t♦ t❡❧❧ ②♦✉ ✇❤❛t ②♦✉r s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② ❡♥❞❡❛✈♦✉rs ❤❛s ♠❡❛♥t t♦ ♠❡✳ ■ ❝♦✉❧❞

♥♦t ❛s❦ ❢♦r ♠♦r❡ ❧♦✈✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✐✈❡ ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧s♦ t♦ ♠② s✐st❡r ❑❛t② ❛♥❞ ♠②

❜r♦t❤❡r P❛tr✐❝❦✳ ❨♦✉ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ t❤❡r❡ ❢♦r ♠❡ ❛♥❞ ■ ❧♦♦❦ ❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡✐♥❣ ✇❤❛t ②♦✉

❝❛♥ ❜♦t❤ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ✇❤♦♠ ■ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t♦

♠❡♥t✐♦♥✳ ■ ❛♠ ❧✉❝❦② t♦ ❜❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐♥t❡❧❧❡❣❡♥t✱ ❦✐♥❞✱ ❛♥❞ ❝❛r✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ♠② ❧✐❢❡✱

✇✐t❤♦✉t ✇❤♦♠ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈❤r✐st♦♣❤❡r ❘②❛♥ ▼❝❇r②❞❡

❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ❛t ❆✉st✐♥

❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷

✈✐



❆ ❙t❛r ❚r❛❝❦❡r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r ❈✉❜❡❙❛ts

❈❤r✐st♦♣❤❡r ❘②❛♥ ▼❝❇r②❞❡✱ ▼✳❙✳❊✳

❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ❛t ❆✉st✐♥✱ ✷✵✶✷

❙✉♣❡r✈✐s♦r✿ ❊✳ ●❧❡♥♥ ▲✐❣❤ts❡②

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♦✉t❧✐♥❡s ❛ ❧♦✇✲❝♦st✱ ❧♦✇✲♣♦✇❡r✱ ❛r❝✲♠✐♥✉t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛r tr❛❝❦❡r t❤❛t

✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✉s❡ ♦♥ ❛ ❈✉❜❡❙❛t✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s

❛t ❆✉st✐♥ ❢♦r ✉s❡ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✸✲✉♥✐t ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠✲

♠❡r❝✐❛❧ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ♣❛rts ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②s

❛ ✶✵✷✹①✼✻✽ ❣r❡②✲s❝❛❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤r❡❡

st❛♥❞❛r❞ st❡♣s ✐♥ st❛r tr❛❝❦✐♥❣✿ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣✱ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❈❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥✲❤♦✉s❡✳ ❚❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑♦❧♦♠❡♥❦✐♥✱ ❡t ❛❧✳ ❆tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛r❦❧❡②✬s s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ✇❛s t❤❡♥

t❡st❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r✲✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ ❛♥ ❛r❝♠✐♥✉t❡✳

■t ✇❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❈✉❜❡❙❛ts ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r

❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖♥✲♦r❜✐t ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛r

tr❛❝❦❡r ✢✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ✷✵✶✸ ♦r ❧❛t❡r✳ ❋✉rt❤❡r t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧

s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♥✐❣❤t s❦② t❡sts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥❡❞✳

✈✐✐



❚❛❜❧❡ ♦❢ ❈♦♥t❡♥ts

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✈

❆❜str❛❝t ✈✐✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐

❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ❚❤❡ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❈✉❜❡❙❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺

✷✳✶ ❈❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷✳✷ ❙✉r✈❡② ♦❢ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✷✳✶ P②r❛♠✐❞ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳✷ ❱♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✸ P❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✹ ●r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✷✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸ ❱♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✸✳✶ ❈❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✸✳✷ ❈❛♥❞✐❞❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✸✳✸ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✹ ❆tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✷✺

✸✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✷ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✷✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✈✐✐✐



✸✳✷✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✷✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✷✳✹ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✷✳✺ ❋✉♥❝t✐♦♥ st❛r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✷✳✻ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❘❡s✉❧ts ✸✸

✹✳✶ ❙❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✹✳✶✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ❛tt✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✹✳✶✳✷ ■♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✸ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✹✶

✺✳✶ ❈❛♠❡r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✺✳✶✳✶ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❉❡♠♦ ❑✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✺✳✶✳✷ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✵✺● ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✺✳✶✳✸ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✷✶● ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✺✳✶✳✹ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺✳✷ ▲❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✷✳✶ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❖♣t✐❝s ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✷✳✷ ❊❞♠✉♥❞ ❖♣t✐❝s ◆❚✺✾✲✽✼✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✷✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✸ ❍❛r❞✇❛r❡ t❡st✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✸✳✶ ❙❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✺✳✸✳✷ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✸✳✸ ❋✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✺✷

✻✳✶ P❧❛♥♥❡❞ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t ❙❛t❡❧❧✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✺✺

❱✐t❛ ✺✽

✐①



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✹✳✶ ❱✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✷ ❱✐rt✉❛❧ ❈❈❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✸ ❆✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✺✳✶ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❉❡♠♦ ❑✐t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✺✳✷ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲✶✵✺● s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺✳✸ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲✶✷✶● s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺✳✹ ❆❝❝✉r❛❝② ✈s ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❋❖❱ ❢♦r ❛ ✹✳✻✺ µ♠ s❡♥s♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✺✳✺ ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✷❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✻ ❊❞♠✉♥❞ ❖♣t✐❝s ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

①



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❙t❛r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✷✳✷ ❙t❛r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✸ ❇♦r❞❡r ♣✐①❡❧s ❢♦r aROI = 7✳ ❙❤❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ st❛r ✐♥ t❤❡
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼✐❧✐t❛r②✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✱ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s s❡❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ ❡❝♦♥✲

♦♠② ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❈✉❜❡❙❛t✲s✐③❡❞ s❛t❡❧❧✐t❡s t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✈❛r✐♦✉s ♠✐ss✐♦♥s✳ ❙♣❛❝❡ ✇❡❛t❤❡r✱

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛r❡ ❛❧❧ t❛s❦s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ♠✉❝❤

❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦♥❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❛t st❛♥❞s ✐♥

t❤❡ ✇❛② ♦❢ t❤❡s❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❢✉❧❧② ❡♠❜r❛❝✐♥❣ ❈✉❜❡❙❛ts ❛s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛tt✐t✉❞❡

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆s ♦❢ ②❡t✱ ♥♦ ❈✉❜❡❙❛t ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛tt✐t✉❞❡

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② t♦ t❛❦❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦r ❡♠♣❧♦② ❤✐❣❤✲❜❛♥❞✇✐❞t❤

❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ✈✐❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥❡❝✲

❡ss❛r✐❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧② ♦♥❧② ❧♦✇❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛tt✐t✉❞❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s s✉♥ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ✢♦✇♥ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛ts

✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✳ ❙t❛r tr❛❝❦❡rs ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✉♣✲

♣♦rt ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣♦✐♥t✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞

✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❈✉❜❡❙❛ts✳

✶✳✶ ❚❤❡ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠

❈✉❜❡❙❛t ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭❈❛❧

P♦❧②✮ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❢♦st❡r ❧♦✇✲❝♦st s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✐ss✐♦♥s ❬✼❪✳ ❈✉❜❡❙❛ts ❛r❡

s✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ✏✉♥✐ts✳✑ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ✶✲❯ ♦r ✸✲❯✱ t❤♦✉❣❤ ✻✲❯ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣

♠♦r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t✳ ❆ ✶✲❯ ❈✉❜❡❙❛t ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵ ❝♠ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ✇✐t❤

✶



❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛ss ♦❢ ✶✳✸✸✸ ❦❣✱ ✇❤❡r❡❛s ✸✲❯ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ✶✵ ❝♠ ❜② ✶✵ ❝♠ ❜② ✸✹ ❝♠ ❛♥❞

❝❛♥ ✇❡✐❣❤ ✉♣ t♦ ✹ ❦❣✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t st❛♥❞❛r❞ ✐s t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥ ❜❡

❡♥❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❧❛✉♥❝❤❡r✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ P♦❧② P✐❝♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❖r❜✐t❛❧ ❉❡♣❧♦②❡r✱ ♦r

P✲P❖❉✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❛❧ P♦❧② ❬✼❪✳ ❚❤✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✢②✐♥❣ ❛ ❈✉❜❡❙❛t

❛s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♦r t❡rt✐❛r② ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t st❛♥❞❛r❞ ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤r♦✉❣❤

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧❛✉♥❝❤❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ✷✵ ②❡❛rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙✇❛rt✇♦✉t ❬✽❪✱ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡✐❣❤✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ❦❣ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♣❡r ②❡❛r ✇❛s ✶✹✳✹ ❢r♦♠

✶✾✾✵✲✷✵✵✶✳ ❖❢ t❤♦s❡✱ ❛❜♦✉t ✷✽✪ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ❦✐❧♦❣r❛♠ r❛♥❣❡✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ②❡❛rs

s✐♥❝❡ ✷✵✵✵✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✵ s♠❛❧❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧❛✉♥❝❤❡s ♣❡r ②❡❛r✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢

❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ❦✐❧♦❣r❛♠ s❛t❡❧❧✐t❡s ❤❛s r✐s❡♥ t♦ ✺✼✪✱ ❛♥❞ ❈✉❜❡❙❛ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ❡①✐st ✐♥ t❤❡

✶✾✾✵s✱ ♥♦✇ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧❛✉♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✳

✶✳✷ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❈✉❜❡❙❛ts

❲❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❙✇❛rt❤♦✉t ❬✽❪ ♠❡❛♥s ✐s t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❡①✐sts ❢♦r ♠❛♥②

❢✉t✉r❡ ❈✉❜❡❙❛t ❧❛✉♥❝❤❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❜❛tt❡r② t❡❝❤♥♦❧✲

♦❣②✱ ❧❛r❣❡❧② ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ♠❛r❦❡t✱ ❈✉❜❡❙❛ts ♥♦✇ ❤❛✈❡ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s

❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❲❤❡r❡

❈✉❜❡❙❛ts ❧❛❣ ❜❡❤✐♥❞✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s ♦❢ ②❡t✱ ♥♦ ❈✉❜❡❙❛t

❤❛s ✢♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ st❛r tr❛❝❦❡r✳

❖♥ ❏✉♥❡ ✸✵✱ ✷✵✵✸✱ ❈❛♥❳✲✶✱ ❛ ✶✲❯ ❈✉❜❡❙❛t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚♦r♦♥t♦✱

✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ P❧❡s❡ts❦✱ ❘✉ss✐❛ ❬✾❪✳ ❈❛♥❳✲✶ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ st❛r✲tr❛❝❦❡r ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥ s❡♥s♦r

❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❛❞✐♦ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s ♥❡✈❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

❬✶✵❪✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss♦r t♦ t❤❛t s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❈❛♥❳✲✷✱ ✇❛s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❙r✐❤❛r✐❦♦t❛✱ ■♥❞✐❛ ♦♥ ❆♣r✐❧

✷✽✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❛t s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❈▼❖❙ ✐♠❛❣❡rs ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈ s②st❡♠

✷



✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡② ✇❡r❡ ♥❡✈❡r ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛r tr❛❝❦❡r ♦♥✲♦r❜✐t ❬✶✶❪✳

❆s ❢❛r ❛s s❛t❡❧❧✐t❡s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ❇❘■❚❊ ◆❛♥♦✲❙❛t❡❧❧✐t❡ ❈♦♥st❡❧✲

❧❛t✐♦♥ ♠✐ss✐♦♥ ♣❧❛♥s t♦ ✉s❡ ❛ ♠✐♥✐❛t✉r❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙✐♥❝❧❛✐r ■♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r②

♦♥ ✐ts ❜✉s✳ ❚❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ❞❛t❡ ❢♦r t❤✐s ♠✐ss✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❬✶✷❪✳ ❆❧s♦ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

✐s ❊①♦P❧❛♥❡t❙❛t ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✶✸❪✳ ■t ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡

❝❤❛r❣❡❞✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ ❢♦r st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❡①♦♣❧❛♥❡ts✱ ❛♥❞ ❛

❧❛✉♥❝❤ ❞❛t❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s✉♥ s❡♥s♦rs✱

♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ s✉✐t❡ ♦❢ s✉♥ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛✐r❧② ❛❝❝✉✲

r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ s✉♥❧✐❣❤t✳ ❋♦r ❛ ❧♦✇ ❊❛rt❤ ♦r❜✐t ✭▲❊❖✮ s❛t❡❧❧✐t❡

❛s ♠✉❝❤ ❛s ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❞❛r❦♥❡ss✳ ▼❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥

♣r♦✈✐❞❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❞r❛✇❜❛❝❦ ❧✐❡s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝r❛♠♣❡❞ ❝♦♥✜♥❡s ♦❢ ❛

❈✉❜❡❙❛t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭▼❊▼❙✮ ❣②r♦s❝♦♣❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦

✜t ♦♥ ❛ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ♦♥ ❛ ❈✉❜❡❙❛t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ r❛♣✐❞ ❞r✐❢t ❛♥❞

❝❡rt❛✐♥❧② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✺ ♠✐♥✉t❡ ❡❝❧✐♣s❡ ♣❡r✐♦❞

♦❢ ❛ ▲❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❋♦r ❈✉❜❡❙❛ts t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈✐❛❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✱

t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ✇❛② t♦

❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤❛t ❣♦❛❧ ✐s ✈✐❛ st❛r tr❛❝❦❡rs✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❛✐♠s t♦ ✜❧❧ ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✉s❡ ♦♥ t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛r tr❛❝❦❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛ts✳ ❚❤✐s st❛r tr❛❝❦❡r ❞❡s✐❣♥ ♠❡❡ts t❤❡ str✐♥❣❡♥t

✸



s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❈✉❜❡❙❛ts ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r❡❞

❢♦r st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t

✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s st❛r tr❛❝❦❡r ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✲

✐❝❛❧ ❜❛s❡s✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✢♦✇s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣

♣r♦❣r❛♠✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✉s✐♥❣

t❡sts ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛r

tr❛❝❦❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r

s♦❢t✇❛r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡

❞❡s✐❣♥✳

✹



❈❤❛♣t❡r ✷

❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❡♣s✿ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣✱ st❛r ✐❞❡♥✲

t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❡♥tr♦✐❞✐♥❣ t❛❦❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞

t♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳ ❙t❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝r✉① ♦❢ t❤❡ st❛r

tr❛❝❦❡r✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡r ❢r❛♠❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛r ❝❛t❛❧♦❣

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ st❛rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥

t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛❝❦❡r ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧

❢r❛♠❡ ❛r❡ r✉♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❡❝t♦r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r

✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠❛ts✱ ❛♠♦♥❣ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥

❛r❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱ ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐❝❡s ✭❉❈▼s✮✳

✷✳✶ ❈❡♥tr♦✐❞✐♥❣

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r ❛♥② st❛r tr❛❝❦❡r ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

♣❧❛♥❡✳ ■❢ ❢♦❝✉s❡❞ st❛r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ st❛r ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r

t✇♦ ♦❢ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② s❛t✉r❛t❡ t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣✐①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙✉❝❤

❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳

▼♦st st❛r tr❛❝❦❡rs t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞❡❢♦❝✉s❡❞✱ ✐✳❡✱ ❜❧✉rr②✱ ✐♠❛❣❡✱

s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣r❡❛❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♦✈❡r ♠♦r❡ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ②✐❡❧❞ s✉❜♣✐①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❬✶✹❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙t❛r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✳

❆❢t❡r t❤❡ ❞❡❢♦❝✉s❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝♦r❞❡❞✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐s ❢♦✉♥❞ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡

t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s

✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛ss✳ ❆♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐①❡❧s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❛r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ❣❧❛r❡ ♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠

t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤

t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛rs

t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❧❛t❡r st❡♣✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s st❛r tr❛❝❦❡r✳ ■t ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲✐❡❜❡ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ Ithresh ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲♦❢✲✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ s✐③❡ aROI ✐♥ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡s❡

✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✻



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙t❛r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✳

❛ ❤✐❣❤❡r Ithresh ✈❛❧✉❡ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ❜✉t ♠✐❣❤t ♠✐ss s♦♠❡ ❛❝t✉❛❧ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ aROI ✈❛❧✉❡ ♠❡❛♥s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❜✉t ♠✐❣❤t r❡❛❞ ♦♥❡

st❛r ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t✇♦ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t aROI ♠✉st ❜❡ ♦❞❞ ❢♦r t❤❡

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧②✳

❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❋♦r ❛ ♣✐①❡❧ ❛t ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ (x, y) ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ I(x, y) > Ithresh✱ t❤❡ ❘❖■

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ aROI ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❛t

✼



(xstart,ystart)✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊qs✳ ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✳

xstart = x−
aROI − 1

2
✭✷✳✶✮

ystart = y −
aROI − 1

2
✭✷✳✷✮

xend = xstart + aROI ✭✷✳✸✮

yend = ystart + aROI ✭✷✳✹✮

✷✳ ■❢ xstart < 0 ♦r ystart < 0✱ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ st❡♣ ✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ♣✐①❡❧✳

✸✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♣✐①❡❧s Iborder✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✷✳✺ ❛♥❞

s❤♦✇♥ ❢♦r ❛♥ ❘❖■ ✇✐t❤ aROI = 7 ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸

Ibottom =

xend−1
∑

i=xstart

I(i, ystart) ✭✷✳✺❛✮

Itop =

xend
∑

i=xstart+1

I(i, yend) ✭✷✳✺❜✮

Ileft =

yend−1
∑

j=ystart

I(xstart, j) ✭✷✳✺❝✮

Iright =

yend
∑

j=ystart+1

I(xend, j) ✭✷✳✺❞✮

Iborder =
Itop + Ibottom + Ileft + Iright

4(aROI − 1)
✭✷✳✺❡✮

✹✳ ❙✉❜tr❛❝t Iborder ❢r♦♠ I(x, y) ❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥✲❜♦r❞❡r ♣✐①❡❧s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧✐❣❤t

✐♥t❡♥s✐t② ♠❛tr✐① Ĩ

Ĩ(x, y) = I(x, y)− Iborder ✭✷✳✻✮

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ (xCM , yCM ) ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✷✳✼✱ ✷✳✽✱ ❛♥❞ ✷✳✾✳ ❚❤❡ ❜r✐❣❤t✲

✽



❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❇♦r❞❡r ♣✐①❡❧s ❢♦r aROI = 7✳ ❙❤❛❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ st❛r ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡✳

♥❡ss B ✐♥ ❊q✳ ✷✳✼ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s✳

B =

xend−1
∑

i=xstart+1j=

yend−1
∑

ystart+1

Ĩ(i, j) ✭✷✳✼✮

xCM =

xend−1
∑

i=xstart+1j=

yend−1
∑

ystart+1

i× Ĩ(i, j)

B
✭✷✳✽✮

yCM =

xend−1
∑

i=xstart+1j=

yend−1
∑

ystart+1

j × Ĩ(i, j)

B
✭✷✳✾✮

✻✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ (xCM , yCM ) ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝②❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t♦❣❡t❤❡r ❛♥② ✈❛❧✉❡s t❤❛t

❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ st❛r✱ t❤♦✉❣❤

t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t✇♦ st❛rs ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✳

❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥

❛❣❛✐♥st ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤✐♥✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✺ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ t✇♦ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢

t❤✐s st❡♣ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛

✾



s❡♣❛r❛t❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳

✼✳ ❈♦♥✈❡rt t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣✐①❡❧

s✐③❡ µ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❣❡♦♠❡tr② ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✷✳✹

u =

[

µxCM µyCM f
]T

∣

∣

∣

∣

[

µxCM µyCM f
]∣

∣

∣

∣

✭✷✳✶✵✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❯♥✐t ✈❡❝t♦r t♦ st❛r✳

✷✳✷ ❙✉r✈❡② ♦❢ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ r❡s❡❛r❝❤❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞♦♥❡ ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❬✺✱ ✶✺✱ ✹✱ ✶✻✱ ✶✼❪✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s tr❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ✉♥✐t

✈❡❝t♦rs ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ st❡♣ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✵✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❡♠♣❧♦② ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ st❛rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ t✇♦ t②♣❡s✿ ❧♦st✲✐♥✲s♣❛❝❡ ✭▲■❙✮ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛tt❡♠♣ts t♦

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ str✐❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

✶✵



❧❛tt❡r ❛❧s♦ ✉s❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs ♦r

❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s❡♥s♦r ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ✜❧t❡r✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❛s ▲■❙ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s❤❛r❡ ❛ ❜❛s✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✿

✶✳ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛r ❝❛t❛❧♦❣✳

✷✳ ▼❛t❝❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛rs t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳

✸✳ ❆ss❡ss t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ ❛♥② ❢❛❧s❡ r❡s✉❧ts✳

✷✳✷✳✶ P②r❛♠✐❞ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ▼♦rt❛r✐ ❬✹❪

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣②r❛♠✐❞s✳ ▼♦rt❛r✐✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❈r❡❛t❡ ❛ ❦ ✲✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐rs✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧✐st ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❤✐❝❤

♠✉st ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r❧②✱ ▼♦rt❛r✐ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❦ ✲✈❡❝t♦r s❡❛r❝❤❧❡ss ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❦ ✲

✈❡❝t♦r ✐s ❛ s♦rt❡❞ ❧✐st ♦❢ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ st❛rs✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ st❛r ♣❛✐rs t♦ ❜❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢❛❝t♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ♦t❤❡r s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✼❪✳

✷✳ ❇❡❣✐♥ t❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛r ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② r✉♥s t❤♦✉❣❤ ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

✜rst t❤r❡❡ st❛rs ✭✐✳❡✳✱ ✶✲✷✲✸✱ ✶✲✷✲✹✱ ✶✲✷✲✺✱ ❡t❝✳✮✱ ❛ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤

❝②❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ st❛rs ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ✭✶✲✷✲✸✱ ✷✲✸✲✹✱ ✸✲✹✲✺✱ ❡t❝✳✮ ❆❧s♦✱ ▼♦rt❛r✐

❞❡✜♥❡s ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ♦✉t♣✉ts ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s

♠✐s♠❛t❝❤❡❞✳ ■❢ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s t❤r♦✇♥ ♦✉t✳

✶✶



✸✳ ❙❝❛♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛rs ❢♦r ❛ st❛r ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡

tr✐❛♥❣❧❡ st❛rs✳ ■❢ ♥♦ s✉❝❤ st❛r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ r❡t✉r♥ t♦ st❡♣ ✷ ❛♥❞ t❡st t❤❡ ♥❡①t tr✐❛♥❣❧❡

✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

✹✳ ❖♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✹ st❛rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐ts ♥❛♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛rs ❝❛♥

❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦r t❤r♦✇♥ ♦✉t ❛s ♥♦✐s❡✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♠❡♥t✐♦♥❡❞

❜❡❢♦r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙t❛r ♣②r❛♠✐❞ ✇✐t❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs ✐✱ ❥✱ ❦ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛r r✳ ❬✹❪

✷✳✷✳✷ ❱♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ st❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞

✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❥✉st ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛r✳ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✻❪ ✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠

❡✈❡r② st❛r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ st❛r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✶✳ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐rs

✶✷



❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■❢ ❞❡s✐r❡❞✱ t❤❡ ❦ ✲✈❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✼❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡

♣②r❛♠✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛r ♣❛✐r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❘✉♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ❛♥② st❛r ♣❛✐r ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥

t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛r t♦ ❛ ❧✐st ❢♦r ❡❛❝❤ st❛r✳ ❇♦t❤ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❜♦t❤

❧✐sts✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs✳

✸✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ st❛r ♣❛✐rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ st❛r ❛s t❤❡

❝❛t❛❧♦❣ st❛r ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ♠♦st ✈♦t❡s✳

✹✳ ❱❡r✐❢② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛r ♣❛✐rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛r ♣❛✐r✱ ✜♥❞ t❤❡

❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳ ■❢ t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ t❤♦s❡

st❛rs ❡❛❝❤ ❣❡t ✈♦t❡s✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ st❛rs t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ✈♦t❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✱ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦t❡s ❛♥② st❛r r❡❝❡✐✈❡❞ ❧❡ss ✶✳ ■❢ t❤❛t ✈❛❧✉❡

✐s ✵ ♦r ❧❡ss✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② ❛ ❢❛✐❧❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✸ P❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

❈♦❧❡ ❬✶✺❪ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ st✐❧❧

✉s❡s t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ st❛r tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❈♦❧❡ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✲

✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr✐❛♥❣❧❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦

♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❈♦♥str✉❝t ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r tr✐❛♥❣❧❡s ❢r♦♠ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs p✱ q✱ ❛♥❞ r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡✐r ❛r❡❛s ❛♥❞ ♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✸ ❛s

J ✱ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ t♦rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r ✜❣✉r❡ ❛❜♦✉t ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✐♥ t❤❡

✶✸



z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ st❛rs ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱

❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✷✳✶✶✱ ✷✳✶✷✱

❍❡r♦♥✬s ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✸✳ ❘❡♣❡❛t t❤✐s st❡♣ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤r❡❡ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs✳

s =
1

2
(a+ b+ c) ✭✷✳✶✶❛✮

a = ||up − uq|| ✭✷✳✶✶❜✮

b = ||uq − ur|| ✭✷✳✶✶❝✮

c = ||up − ur|| ✭✷✳✶✶❞✮

A =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) ✭✷✳✶✷✮

J = A
(a2 + b2 + c2)

36
✭✷✳✶✸✮

✷✳ ❇❡❣✐♥ t❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤r❡❡ st❛rs ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ❛♥❞

♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡ t❤❛t t❤❡② ❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✷✳✶✷ ❛♥❞ ✷✳✶✸ ❛❣❛✐♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦

✜♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✺❪❀ ✐t ♥♦t r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡✳ ❯s✐♥❣ ❛ k✲✈❡❝t♦r ♦r ♦t❤❡r

s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ✜♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ❢♦r♠❡❞ ✐♥ st❡♣ ✶ ✇❤♦s❡ ❛r❡❛s ❛♥❞

♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥ts ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ tr✐❛♥❣❧❡✳ ■❢ ♦♥❧② ♦♥❡

tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡❡ts t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ st❡♣ ✹✳

✸✳ ■❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❛t❛❧♦❣ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡❡ts t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✱ s❡❧❡❝t

❛♥♦t❤❡r st❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ ♠❛♥② st❛rs ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡ t✇♦ ❧✐sts✳

■❢ ♦♥❧② t✇♦✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥ ♦✉t ❛♥❞ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s t♦ st❡♣ ✸ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ st❛rs✳

✶✹



✹✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ st❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥✲

t✐✜❡❞ ✐❢ ❞❡s✐r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ st❡♣ ✹✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✹ ●r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

P❛❞❣❡tt ❛♥❞ ❑r❡✉t③✲❉❡❧❣❛❞♦ ❬✺❪ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥st❡❛❞

♦❢ r❡❛❞✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛rs ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡

✜rst t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛t❝❤❡s ❛ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛rs✳

❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① ✐s

❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦❡s ❛♥❞ ♦♥❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛ st❛r ❡①✐sts ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥t✳

✶✳ ❈♦♥str✉❝t ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✱

r♦t❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ st❛r ❧✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ③✲❛①✐s ✐♥

t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✳ ■❢ ❛♥♦t❤❡r ❝❛t❛❧♦❣ st❛r ✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ❛ ❜✉✛❡r r❛❞✐✉s ❜✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❋❖❱ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ♣❧❛❝❡ t❤❛t st❛r ♦♥ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❛t

❝❡❧❧ ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ♦♥❡✳

✷✳ ❖♥❝❡ st❡♣ ✶ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ③❡r♦❡s ❛♥❞ ♦♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛r

✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳

✸✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ s♦rt t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜②

❜r✐❣❤t♥❡ss✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st st❛r✱ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r st❛rs

s♦ t❤❛t t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st st❛r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✹✳ ❆♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ❢r♦♠ st❡♣ ✶ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ③❡r♦❡s ❛♥❞ ♦♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥

✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ st❛r ❡①✐sts ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳

✶✺



✺✳ ❈♦♠♣❛r❡ t❤❛t ♠❛tr✐① t♦ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ t❤❡

♠♦st ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛tr✐① ✈❛❧✉❡s t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝❛t❛❧♦❣ ♣❛tt❡r♥s ❛❣r❡❡ ✉♣♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇

♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ❛❣r❡❡❞✳

✻✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❡❛❝❤ st❛r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ st❛r

✇❤✐❝❤ ❤❛❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♠❛t❝❤❡s✳

✼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♥t❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

st❛r✳ ■❢ ❡♥♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡s ❛❣r❡❡✱ r❡t✉r♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs✳

❚❤❡ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✻✱ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠

P❛❞❣❡tt ❬✺❪✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡♣s✳

✷✳✷✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥✲

t❛❣❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡r✐t✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛ ❈✉❜❡❙❛t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ r♦❜✉st✱ t❤❛t ✐s✱ t♦❧❡r❛♥t ♦❢ ♥♦✐s❡

❛♥❞ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈✉❜❡❙❛ts ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s r❛❞✐❛t✐♦♥

s❤✐❡❧❞✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧❡❢t ♦✛ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✢② ✐♥ ❧♦✇ ❊❛rt❤ ♦r❜✐t ✭▲❊❖✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡

✐s ❛ ❣r❡❛t❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦rs ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❞✉❡ t♦ str❛② r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r ❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ■♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥✱ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐♥ ▲❊❖ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦t❤❡r s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡❜r✐s

❛♥❞ ♠✐st❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❢♦r st❛rs✳ ❆❧s♦✱ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛ts✳

❚❤❡② ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❧❡ss ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞

❛♥❞ ❞❛t❛ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✭❈❉❍✮ s②st❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❈❉❍ ✐s ❞❛t❛❜❛s❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❛❝✲

❝❡ss✳ ❚❤❡ ❢❡✇❡r ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜♦t❤

t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❛♥❞ ❈❉❍ s②st❡♠ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❡♣s✳ ❆✿ ❇r✐❣❤t❡st st❛r ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❇✿ ■♠❛❣❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜r✐❣❤t❡st st❛r✳ ❈✿ ●r✐❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❉✿ ❇✐t
♣❛tt❡r♥ ❬✺❪✳

st❛r tr❛❝❦❡r ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❱♦❧✉♠❡ ❛❜♦❛r❞ ❛ ❈✉❜❡❙❛t ✐s ❛t ❛ ♣r❡♠✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛ st❛r tr❛❝❦❡r ♠✉st ❥✉st✐❢② ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ q✉✐t❡ r♦❜✉st✳ ❙✐♥❝❡ ✐t

♠✉st ♠❛t❝❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ❢♦✉r st❛rs✱ ❛♥② s♣✐❦❡s ♦r ❢❛❧s❡ st❛rs ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛t❝❤

t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❥❡❝t❡❞ ♠❛t❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ st❛rs✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② r♦❜✉st

t♦ ❢❛❧s❡ st❛rs✳ ■♥ t❡sts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❑♦❧♦♠❡♥❦✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ r❡t❛✐♥❡❞

t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ st❛rs ✇❛s ❛s ♠✉❝❤

❛s t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✉❛❧ st❛rs✱ ❛♥❞ ✐t ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡s t❤✐s ✇✐t❤♦✉t r❡st❛rt✐♥❣ t❤❡

✶✼



❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❧❡ss r♦❜✉st✳ ❘❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤ ♦❢ ❜♦t❤ ❛r❡❛ ❛♥❞

♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t ❤❡❧♣s r❡♠♦✈❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②✱ ❜✉t ❛ ♣♦♦r❧② ♣❧❛❝❡❞ ❢❛❧s❡ st❛r ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

t♦ r❡t✉r♥ ❛ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ r♦❜✉st✳ ❆ ❢❛❧s❡ st❛r s✐♠♣❧② ❛❞❞s

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✶ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②

✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ st❛rs✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡

♠❡t❤♦❞s✳ ❯s✐♥❣ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣✱ s✉❜♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛✐❞ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞✳ ▲♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣r✐❞ ♠✉st t✐❣❤t❡♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ st❛rs ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞❛r②

♦r ❛❝t✉❛❧ st❛rs ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦✛ ❜② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❝❡❧❧s✳

❆s ❢❛r ❛s ❝❛t❛❧♦❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡

s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ✉s❡ st❛r ♣❛✐rs✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛❜♦✉t

t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r

t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐❢ ♠❛♥② st❛rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❛r tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡t❤♦❞

r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❧❛r❣❡ ❝❛t❛❧♦❣s ❢♦r ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣♦❧❛r ♠♦♠❡♥t✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

♠♦r❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❛t ❝❛t❛❧♦❣✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❛t❛❧♦❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ♠✉st

❜② ❛ ❜✐t ♠❛tr✐① ❢♦r ❡❛❝❤ st❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳

❲❡✐❣❤✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜♦t❤

st❛♥❞ ♦✉t ❛s t❤❡ ❜❡st ✜ts✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❤✐❣❤

r♦❜✉st♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛♥ ❛ss❡t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❈✉❜❡❙❛t

st❛r tr❛❝❦❡r✳

✶✽



✷✳✸ ❱♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐s st❛r✲tr❛❝❦❡r ✇❛s t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜② ❑♦❧♦♠❡♥❦✐♥

❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t❡r

❞❡t❛✐❧ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❆♥ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳

✷✳✸✳✶ ❈❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥

♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ st❛r✱ ❛♥❞

t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ✭❋❖❱✮ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐rs ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r

❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②

❛❜♦❛r❞ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❚❤✐s ❝❛t❛❧♦❣ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✶✳ ❈♦♥✈❡rt st❛r ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳ ▼♦st st❛r ❝❛t❛❧♦❣s r❡❝♦r❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ st❛rs

✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ r✐❣❤t ❛s❝❡♥s✐♦♥✲❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛str♦♥♦♠❡rs✱ ❢♦r

st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ t♦ t❤♦s❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳

❊q✳ ✷✳✶✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r✐❣❤t ❛s❝❡♥s✐♦♥ α ❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ δ✳

u =





cosα cos δ
sinα cos δ

sin δ



 ✭✷✳✶✹✮

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ st❛rs ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b✱ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r ♠❡❡ts

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊qs✳ ✷✳✶✺✱ ✷✳✶✻ ❛♥❞ ✷✳✶✼✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜r✐❣❤t❡r ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

ma ≤ mmax ✭✷✳✶✺✮

mb ≤ mmax ✭✷✳✶✻✮

u
T
a ub ≥ cos θFOV ✭✷✳✶✼✮

✶✾



✸✳ ■❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✱ r❡❝♦r❞ t❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r uT
a ub ✐♥ ❛ ✜❧❡ ❢♦r ❧❛t❡r ❛❝❝❡ss✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ uT
a ub ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳

❈❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❛♥❣❧❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦

st❛rs ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

✷✳✸✳✷ ❈❛♥❞✐❞❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

❚❤✐s st❡♣ ❜❡❣✐♥s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲✜①❡❞

❢r❛♠❡✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs✱✑ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣

✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ r❡❛❧ st❛rs ♦r ❢❛❧s❡ st❛rs✱ ❧✐❦❡ ♣❧❛♥❡ts✱ ♦t❤❡r s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ♦r ♦t❤❡r ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s

✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✶✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs i ❛♥❞ j✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ dij ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✶✽✳

dij = u
T
i uj ✭✷✳✶✽✮

✷✳ ❋✐♥❞ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛rs p ❛♥❞ q ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✇❤♦s❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ dpq s❛t✐s✜❡s ❊q✳

✷✳✶✾ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ k✲✈❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✼❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r

✇♦✉❧❞ s✉✣❝❡ ❤❡r❡✳

dij − ǫ ≤ dpq ≤ dij + ǫ ✭✷✳✶✾✮

✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐r ❢♦✉♥❞ ✐♥ st❡♣ ✷✱ ❛❞❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❜♦t❤

❝❛t❛❧♦❣ st❛rs p ❛♥❞ q t♦ ❛rr❛②s ❢♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs i ❛♥❞ j✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✷✵



♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❧✐sts s✐♥❝❡ ❡✐t❤❡r ❝❛t❛❧♦❣ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤

st❛rs✳

✹✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

st❛r t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ st❛r t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ♠♦st ✈♦t❡s ✐♥ ✐ts ❛rr❛②✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐❦❡❧② ❝❛t❛❧♦❣ st❛r ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡ ❢❛❧s❡ st❛rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛♥

❡rr♦♥❡♦✉s ❛tt✐t✉❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✸✳✸ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t

❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ r❡♠♦✈❡s ❢❛❧s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs✳ ❆♥♦t❤❡r r♦✉♥❞ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❛ ✜♥❛❧ ♠❛t❝❤❡❞ ❧✐st ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳

✶✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs i ❛♥❞ j✱ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r

♠❛t❝❤❡❞ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs rij ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✵✱ ✇❤❡r❡ vi ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣

st❛r ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛r i✳

rij = v
T
i vj ✭✷✳✷✵✮

✷✳ ■❢ ❊q✳ ✷✳✷✶ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❛❞❞ ♦♥❡ ✈♦t❡ ❡❛❝❤ t♦ t❤❡ ❧✐sts ❢♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs i ❛♥❞ j✳

dij − ǫ ≤ rij ≤ dij + ǫ ✭✷✳✷✶✮

✸✳ ❆❢t❡r ❡✈❡r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛r ♣❛✐r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ✜♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ❢♦r r❡❛❧ st❛rs

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✷✳

T = max(✈♦t❡s(i))− 1 ✭✷✳✷✷✮

✹✳ ❆♥② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛r ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❛♥ t❤r❡s❤♦❧❞ T ✐s ♣❛ss❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ r❡❛❧ st❛r✳

✷✶



❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❡s ✐♥ t❤✐s st❡♣✳ ❘❡❛❧ st❛rs ❤❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈♦t❡s ✐♥ t❤✐s

st❡♣ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ T ✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥② ❢❛❧s❡ st❛rs ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ✈♦t❡s✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤✐s st❡♣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ st❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ t✇♦ ❧✐sts ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs ❛r❡ ♥♦✇ ♣❛ss❡❞ t♦

t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✹ ❆tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❖♥❝❡ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ st❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✱ t✇♦ ❧✐sts ♦❢

✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❡①✐st✳ ❖♥❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ r♦✲

t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉❛✈❡♥♣♦rt✬s q✲♠❡t❤♦❞ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ◗❯❊❙❚ ❬✶✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s

r❡s❡❛r❝❤✱ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐① ✇❛s ❞❡s✐r❡❞✱ s♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❛r❦❧❡② ❬✷✵❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① B ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✸ ✇✐t❤ t❤❡ n ♦❜s❡r✈❡❞ st❛rs ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ✐❞❡♥t✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ bi ❛♥❞ ri ❢♦r r❡❛❧ st❛r i ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

st❛r ❛♥❞ ❝❛t❛❧♦❣ st❛r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

B =

n
∑

i=1

bir
T
i ✭✷✳✷✸✮

✷✳ ❋✐♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① B❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s

U ❛♥❞ V ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s S ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ❊q✳ ✷✳✷✹

B = USV
T ✭✷✳✷✹✮

✷✷



✸✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s U+ ❛♥❞ V+ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✷✳✷✺ ❛♥❞ ✷✳✷✻

U+ = U





1 0 0
0 1 0
0 0 detU



 ✭✷✳✷✺✮

V+ = V





1 0 0
0 1 0
0 0 detV



 ✭✷✳✷✻✮

✹✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐① A ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✼

A = U+V
T
+ ✭✷✳✷✼✮

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❱♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠

✷✹



❈❤❛♣t❡r ✸

❙♦❢t✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ t❤❡ ❝r✉① ♦❢ ❛♥② st❛r tr❛❝❦❡r✱

❜✉t t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤

t❤❡ ❢♦r♠❡r t♦♣✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ❈❤❛♣t❡r ✺ tr❡❛ts t❤❡ ❧❛tt❡r t♦♣✐❝✳

✸✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ✢♦✇

❆ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❇❡❢♦r❡ ❧❛✉♥❝❤✱

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t ✐s r✉♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❣❧❡s✳

❚❤✐s ✜❧❡ ✐s s❛✈❡❞ ❛❜♦❛r❞ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥✲

❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❝❛t✐♥✐t ✐s r✉♥ ❛❣❛✐♥ t♦ ❧♦❛❞ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣

t❛❦❡s ❛ ♣✐❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✳

❚❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❛ss❡❞ ♦♥t♦ ❝❡♥tr♦✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞

♦✉t♣✉ts t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝ ✉s❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❣❡♦♠❡tr②

t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥t♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❢r❛♠❡✳ ❚❤♦s❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ st❛r✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ st❛rs ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡✐r

✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤♦s❡ ❧✐sts ❛r❡

❣✐✈❡♥ t♦ ❛tt❞❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s t❤❡ ❉❈▼ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ t♦ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡

❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙t❛r tr❛❝❦✐♥❣ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠✳

✸✳✷ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ r♦✉❣❤❧②

♠✐rr♦rs t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r st❛r tr❛❝❦❡r st❡♣s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣✱ st❛r ✐❞❡♥t✐✜✲

❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ st❡♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❜r♦❦❡♥ ✉♣

✐♥t♦ s✉❜✲st❡♣s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✢♦✇ ♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✱ t❤♦✉❣❤

❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❈ ♦r ❈✰✰ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠✳

✷✻



✸✳✷✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t ❤❛s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡✐r

✐♥t❡r✐♦r ❛♥❣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❛t ❞❛t❛

t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛r tr❛❝❦❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ■t ❛❧s♦ s❛✈❡s t❤✐s ❞❛t❛ t♦ ❛ t❛❜✲❞❡❧✐♠✐t❡❞ t❡①t ✜❧❡✳ ■❢ t❤✐s

t❡①t ✜❧❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❝❛t✐♥✐t ❥✉st r❡❛❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛r

tr❛❝❦❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ❆ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝❛t✐♥✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳

■♥♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t t❛❦❡s ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r t❤r❡❡ ✐♥♣✉ts✳ ■t ❛❧✇❛②s t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢

❛ t❡①t ✜❧❡ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✳ ❖♣t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛❧s♦

❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉ts✳

❖✉t♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t r❡t✉r♥s t✇♦ ♦✉t♣✉ts✿ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛r ♣❛✐rs ❛♥❞

t❤❡✐r ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ❝❛t❛❧♦❣✳ ■❢ ❛ ✜❡❧❞✲

♦❢✲✈✐❡✇ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉ts✱ ❝❛t✐♥✐t ✇✐❧❧ s❛✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

t❛❜❧❡ ❛s ❛ t❡①t ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✜❧❡ ♥❛♠❡❀ ✐❢ ♥♦t✱ ❝❛t✐♥✐t ✇✐❧❧ ❧♦❛❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞

✜❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜❧❡ ♥❛♠❡✳

✸✳✷✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣ r❡❛❞s ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛ ✜❧❡ ♦r ❛tt❛❝❤❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞

r❡t✉r♥s t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❧♦❛❞✐♠❣ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❛t✐♥✐t ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠✳

■♥♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣ t❛❦❡s ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ✐♥♣✉t✳ ❲✐t❤ ♥♦ ✐♥♣✉t✱ ✐t ❝❛❧❧s t❤❡

❛tt❛❝❤❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❛❦❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❲✐t❤ ♦♥❡ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ✜❧❡♥❛♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✐t ❧♦❛❞s

t❤❛t ✐♠❛❣❡✳

❖✉t♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣ r❡t✉r♥s ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥✲

s✐t② ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✺✺ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✳

✸✳✷✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞ t❛❦❡s ❛ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ st❛r ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❧✐st

♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝❡♥tr♦✐❞

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✐♠❣ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠✳

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳

■♥♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞ t❛❦❡s ❢♦✉r ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✐ts❡❧❢✱

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✷✺✺✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲♦❢✲✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡

① ❛♥❞ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❖✉t♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞ r❡t✉r♥s ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r

t❤❡ st❛r ❝❡♥t❡r ✐♥ ♣✐①❡❧s✳

✸✳✷✳✹ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝ t❛❦❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛♠✲

❡r❛ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ r❡t✉r♥s ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs t♦ t❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❡♥t❡r❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❢r❛♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠✳

■♥♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝ t❛❦❡s t❤r❡❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝ ♥❡❡❞s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♠❛❣❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛

s❡♥s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ s❡t✉♣✳

❖✉t♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉✈❡❝ r❡t✉r♥s ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❡♥t❡r❡❞

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡✳

✸✳✷✳✺ ❋✉♥❝t✐♦♥ st❛r✐❞

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛r✐❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✈♦t✐♥❣

♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛r ✉♥✐t

✈❡❝t♦rs✱ ❝❛♠❡r❛ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛ ♣❛✐r❡❞

❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡s✳ ❆ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝❛t✐♥✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✸✳✺✳

✸✵



■♥♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛r✐❞ t❛❦❡s ✜✈❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉✈❡❝

❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s r❡❛❞ ❜② st❛r✐❞ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ✐s ❛❧s♦ ✐♥♣✉t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ✐s t❤❡

♣✐①❡❧ s✐③❡ t♦ ❤❡❧♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs t♦

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣✳

❖✉t♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛r✐❞ r❡t✉r♥s t❤r❡❡ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❧✐sts ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞

❝❛t❛❧♦❣ st❛r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs

❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs ✐s r❡t✉r♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✻ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❡t

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❡t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②

▼❛r❦❧❡② ❬✷✵❪ ♦♥ t❤❡ ❧✐sts ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② st❛r✐❞ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡

♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳

■♥♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❡t t❛❦❡s t✇♦ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❧✐sts ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡

❝❛♠❡r❛✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❖✉t♣✉ts

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❡t r❡t✉r♥s ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✿ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧

t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✲❝❡♥t❡r❡❞ ❢r❛♠❡✳

✸✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❋✉♥❝t✐♦♥ st❛r✐❞ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠✳

✸✷



❈❤❛♣t❡r ✹

❙♦❢t✇❛r❡ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ st❛r✲tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞✳ ❚❤❡

t❡st ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛r ✐♠❛❣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛ t❤❛t ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛tt✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ r✉♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣

♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ❛tt✐t✉❞❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡rr♦rs✳

✹✳✶ ❙❡t✉♣

❚❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✿ ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛tt✐t✉❞❡✱

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r s♦❢t✇❛r❡✳

✹✳✶✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ❛tt✐t✉❞❡

❘❛♥❞♦♠♥❡ss ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ t❤r❡❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ −180 ❞❡❣r❡❡s

❛♥❞ 180 ❞❡❣r❡❡s✳ ❙✐♥❝❡ ▼❆❚▲❆❇✬s r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ✈❛❧✉❡s

❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ❊q✳ ✹✳✶ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ 3 × 1 ♦✉t♣✉t α1✱ α2 ❛♥❞ α3 ✐♥t♦ t❤r❡❡

❛♥❣❧❡s θ1✱ θ2 ❛♥❞ θ3 t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛♥❣❡✳

[

θ1 θ2 θ3
]

=
([

α1 α2 α3

]

−
[

.5 .5 .5
])

× 180◦ ✭✹✳✶✮

❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐① ✇❛s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✸✲✷✲✶ r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

❛♥❣❧❡s θ1✱ θ2 ❛♥❞ θ3✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡

✸✸



❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✳

R
C
I =





cos θ1 sin θ1 0
− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1









cos θ2 0 − sin θ2
0 1 0

sin θ2 0 cos θ2









1 0 0
0 cos θ3 sin θ3
0 − sin θ3 cos θ3



 ✭✹✳✷✮

❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✵✵ t✐♠❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✷✵✵ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳

✹✳✶✳✷ ■♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❖♥❝❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ✐♠❛❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ❛tt✐t✉❞❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❆

✈✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛r❣❡❞✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡

✭❈❈❉✮ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤♦✉❣❤

❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ s❡♥s♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❆♣❡rt✉r❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ d ✭❝♠✮ ✷✳✺
❋✐❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ✭◦✮ ✷✵

❋♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ f ✭♠♠✮ ✻✻✳✽
❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✱ τ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❱✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣✐①❡❧s✮ 1024× 1024
P✐①❡❧ s✐③❡ ✭µ♠) 23× 23

◗✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✵✳✷
❉②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✭❞❇✮ ✻✾
❙♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✱ λ✭µ♠✮ ✵✳✻

❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t✱ lsat ✭♣❤♦t♦♥s✮ ✶✸✺✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❱✐rt✉❛❧ ❈❈❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛tt✐t✉❞❡✱ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦r❡s✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ubore ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡ ❜② ❊q✳ ✹✳✸✳

ubore = (RC
I )

T
[

0 0 1
]T

✭✹✳✸✮

✸✹



✷✳ ❊❛❝❤ st❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s t❤❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ s❡❡ ✐❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

❝❛♠❡r❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✹✳

u
T
boreustar > cos

θFOV

2
✭✹✳✹✮

✸✳ ■❢ t❤❡ st❛r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐ts ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ❜②

❊q✳ ✹✳✺✳

ustar,C = R
C
I ustar ✭✹✳✺✮

✹✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛r ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ (µ, ν) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳

✹✳✻ ❛♥❞ ✹✳✼✳ (ustar,C)x ✐s t❤❡ x✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛r✬s ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ ❛♥❞

s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r (ustar,C)y ❛♥❞ (ustar,C)z✳

µ = −f
(ustar,C)x
(ustar,C)z

✭✹✳✻✮

ν = −f
(ustar,C)y
(ustar,C)z

✭✹✳✼✮

✺✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❤♦✇ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts t❤❡ st❛rs ♣❤♦t♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐✈✐❞❡❞ ♦✈❡r np ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉r ❢❛❝t♦r b✳ ❋♦r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ np = 500 ❛♥❞ b = 3✳ ❚❤❡

❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ texp ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❝❛♠❡r❛✱ texp ✇❛s s❡t t♦ ✷✺ s❡❝♦♥❞s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛❝❦

♦❢ ❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳

✻✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s S t❤❡ st❛r ❣❡♥❡r❛t❡s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞

❈❈❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛r m ✐♥ ❊q✳ ✹✳✽

S = (texp)
(π

4
d2
)

(τ) (λ)
(

10−0.4m
)

✭✹✳✽✮

✼✳ ❚❤❡ st❛r ✐s ♥♦✇ ❜❧✉rr❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ np ♣♦✐♥ts ❛ r❛♥❞♦♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ (µ′, ν′)

♥❡❛r t❤❡ st❛r✬s ✐♠❛❣❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ (µ, ν)✳

[

µ′ ν′
]T

=
[

µb·r❛♥❞✭−.5✱.5✮ νb·r❛♥❞✭−.5✱.5✮
]T

✭✹✳✾✮

✸✺



✽✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛tr✐① L✱ ✐❢ ❛ ♣♦✐♥t (µ′, ν′) ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ✐♠❛❣❡✱

❛❞❞ S
np

♣❤♦t♦♥s t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t✳

✾✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛tr✐① t♦ L̃ ❜② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t lsat✳

{

L̃(i, j) = L(i,j)
lsat

,
L(i,j)
lsat

≤ 1

L̃(i, j) = 1 L(i,j)
lsat

> 1
✭✹✳✶✵✮

▼❆❚▲❆❇ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ L̃ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠❛t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ ❜✐t♠❛♣ ✜❧❡

❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳

✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦✉t♣✉t ❛♥

❛tt✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛tt✐t✉❞❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ st❛r

tr❛❝❦❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ ❛①✐s ✇❛s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊qs✳ ✹✳✶✶✱

✹✳✶✷✱ ✹✳✶✸✱ ❛♥❞ ✹✳✶✹✳

Θ = R
−1
calcRactual =





≈ 1 −φz −φy

φz ≈ 1 −φx

φy φx ≈ 1



 ✭✹✳✶✶✮

ǫx = 90◦ − cos−1 φx ✭✹✳✶✷✮

ǫy = 90◦ − cos−1 φy ✭✹✳✶✸✮

ǫz = 90◦ − cos−1 φz ✭✹✳✶✹✮

❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡rr♦r ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✉t ❡❛❝❤ ❛①✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r ✇❛s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✵✵ ❛r❝s❡❝♦♥❞s ❢♦r

❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①❡s✳ ◆♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❡rr♦r ♠✉st ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ✶✵✵ ❛r❝s❡❝♦♥❞s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦✉♥❞ t❤❡

❛tt✐t✉❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡rr♦r ✶✾✶ ♦❢ ✷✵✵ t✐♠❡s✱ ♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✾✺✳✺✪

✸✻



▲♦♦❦✐♥❣ ✜rst ❛t t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ♦♥❧② t✇✐❝❡ ❞✐❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧ ❢♦r ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❢♦r

✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛❞ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥t ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ T ✐♥ ❊q✳

✷✳✷✷✳ ■❢ T ≤ 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦ st❛r r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥② ✈♦t❡s ✐♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❜❛❞

♠❛t❝❤❡s✳ ❖♥ ♦r❜✐t✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✉t♣✉t ❛s ❛♥ ❡rr♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t

❜❡ ✉s❡❞✳ ❖♥❧② t✇♦ r❡♣♦rt❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ T > 0✳ ❚❤❡s❡

❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ♦♥ ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t✳ ❆❢t❡r ✈✐s✉❛❧

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜♦t❤ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❛r ♣❛✐r ✐♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡

♣r♦①✐♠✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❢♦♦❧❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥t♦ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡r❡ ✇❛s ♦♥❡ st❛r ❛♥❞ ❝❛✉s✐♥❣

t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ s✉✐t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t

t❤✐s ❝❛s❡ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

s❡❡♠s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✶✾✶ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸

❙t❛rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❙t❛rs ♦❜s❡r✈❡❞ T ǫx ✭❛r❝s❡❝✮ ǫy ✭❛r❝s❡❝✮ ǫz ✭❛r❝s❡❝✮

✶✶✳✹✻✵✼ ✶✵✳✶✶✺✷ ✽✳✻✷✸✵ ✶✵✳✻✷✸✼ ✼✳✼✾✾✽ ✻✳✹✼✽✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦r❡ st❛rs t❤❛t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐❣✳

✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷

s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❢❡✇❡r st❛rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ①✲

❛♥❞ ②✲❛①❡s✱ ❛♥❞ ♥❡❛r❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢♦r t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥♦ str♦♥❣

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s

✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❛ r♦♦t✲s✉♠✲sq✉❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛❝r♦ss t❤❡ t❤r❡❡ ❛①❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳

❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡rr♦r s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s✳

✸✼



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ♦❜s❡r✈❡❞✳

✹✳✸ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡rr♦r ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡st✱ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①❡s ❛r❡ ♥♦t ③❡r♦✳

▲♦♦❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❧✐❦❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t♦r ✐s t❤❡

❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❉❡s♣✐t❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ s✉❜♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ st✐❧❧

❤❛s s♦♠❡ s❧✐❣❤t ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❊rr♦rs ❛s s♠❛❧❧ ❛s

✶✵ ❛r❝s❡❝♦♥❞s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥ ♠♦st ❈✉❜❡❙❛t ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ❛❞❞ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ t♦

t❤❡✐r s❛t❡❧❧✐t❡s ✉♥❧❡ss t❤❡✐r ♠✐ss✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳

✸✽



❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊rr♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s ✈s ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ♦❜s❡r✈❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ♥♦t❡✇♦rt❤② ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ✈✐❡✇❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❜♦✉t

✶✵✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❛ 20 ❞❡❣r❡❡ ❋❖❱✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❤✐❣❤ ❛♥❞ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡

❜r✐❣❤t♥❡ss ♠❛s❦ ♦♥ t❤❡ st❛rs ❜❡✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✺✳✺✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

❡♥♦✉❣❤ st❛rs ❡①✐st❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞

✐♠❛❣❡s ✇❛s ♥♦t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧

❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♠❛❞❡✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ✇❛s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦

❢✉rt❤❡r✱ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t❡sts ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❘❙❙ ❡rr♦r ✈s ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rs ♦❜s❡r✈❡❞✳

✹✵



❈❤❛♣t❡r ✺

❍❛r❞✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❆❢t❡r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❛t✐♦♥❛❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡st✐♥❣ ❢♦r t❤✐s r❡s❡r❛❝❤✳

✺✳✶ ❈❛♠❡r❛

❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢♦r t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ♠✉st ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡

♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜t t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳ ■t ♠✉st ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ♠✉st ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞

✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❤❛♥❞❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❚❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s

✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❝❛♠❡r❛✿ t❤❡ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❉❡♠♦ ❑✐t✱ t❤❡ ▼❛tr✐①

❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✵✺●✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✷✶●✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❝❛♠❡r❛s

❡♠♣❧♦② ❛ ❯❙❇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳

✺✳✶✳✶ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❉❡♠♦ ❑✐t

❚❤✐s ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❞❡♠♦ ❦✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❦❡r ♦❢ t❤❡ ▼❚✾P✵✸✶ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

♠❡t❛❧✲♦①✐❞❡✲s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✭❈▼❖❙✮ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s s❡♥s♦r ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ♣r❡✲

✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❙✐♥❝❧❛✐r ❆❡r♦s♣❛❝❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❬✷✶❪✳ ❚❤❡ ❆♣t✐♥❛ ❞❡♠♦ ❦✐t ❡♠♣❧♦②s ❛

r♦❧❧✐♥❣ s❤✉tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡♥s♦r ✐s ❡①♣♦s❡❞ ❛ s❧✐❝❡ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡

r❡❞✉❝❡s t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧✲❢r❛♠❡ s❤✉tt❡r ✇❤✐❝❤

✹✶



❡①♣♦s❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡♥s♦r ❛❧❧ ❛t ♦♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❉❡♠♦ ❑✐t ❬✻❪✳

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣①✮ ✷✺✾✷×✶✾✹✹
P✐①❡❧ s✐③❡ ✭µ♠✮ ✷✳✷×✷✳✷

▼❛①✐♠✉♠ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✭❢♣s✮ ✶✹
❙❤✉tt❡r t②♣❡ ❘♦❧❧✐♥❣

❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✭♠♠✮ ✽✷✳✼×✹✽✳✸×✸✺✳✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❉❡♠♦ ❑✐t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✺✳✶✳✷ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✵✺●

❚❤❡ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✷✶● ✐s ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✲✈✐s✐♦♥ ❝❛♠❡r❛ ❢r♦♠ ▼❛tr✐① ❱✐✲

s✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼✶✵✺● ✉t✐❧✐③❡s ❛♥ ❆♣t✐♥❛ ▼❚✾P✵✸✶ ❈▼❖❙ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝ts t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡

❢♦r ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯❙❇ ✷✳✵ ♣r♦t♦❝♦❧✳

✺✳✶✳✸ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✷✶●

❚❤❡ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼✶✷✶● ✐s ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✲✈✐s✐♦♥ ❝❛♠❡r❛ ❢r♦♠ ▼❛tr✐① ❱✐✲

s✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼✶✷✶● ✉t✐❧✐③❡s ❛ ❙♦♥② ■❈❳✷✵✹❆▲ ❝❤❛r❣❡❞✲❝♦✉♣❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❝♦♥✲

✹✷



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲✶✵✺● ❝❛♠❡r❛✳

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣①✮ ✷✺✾✷×✶✾✹✹
P✐①❡❧ s✐③❡ ✭µ♠✮ ✷✳✷×✷✳✷

▼❛①✐♠✉♠ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✭❢♣s✮ ✺✳✽
❙❤✉tt❡r t②♣❡ ❘♦❧❧✐♥❣

❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✭♠♠✮ ✸✽✳✽×✸✽✳✽×✸✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲✶✵✺● s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✶❪

♥❡❝ts t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯❙❇ ✷✳✵ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣①✮ ✶✵✷✹×✼✻✽
P✐①❡❧ s✐③❡ ✭µ♠✮ ✹✳✻✺×✹✳✻✺

▼❛①✐♠✉♠ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✭❢♣s✮ ✸✾
❙❤✉tt❡r t②♣❡ ❋✉❧❧ ❢r❛♠❡

❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✭♠♠✮ ✸✽✳✽×✸✽✳✽×✸✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲✶✷✶● s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✶❪

✺✳✶✳✹ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❆❧❧ t❤r❡❡ ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❈✉❜❡❙❛t ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦

▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛ ❈✉❜❡❙❛t✳ ❚❤❡ ❆♣t✐♥❛

❛♥❞ ▼✶✵✺● s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❜♦✉t ✺ t✐♠❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ q✉❛rt❡r

t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❆♣t✐♥❛ ❛♥❞ ▼✶✵✺●

✉t✐❧✐③❡ r♦❧❧✐♥❣ s❤✉tt❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❞✐st♦rt ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s s❧❡✇✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡

✹✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲✶✷✶● ❝❛♠❡r❛✳

✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ▼✶✷✶● ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥ ✐❢ ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✜♥❡

❡♥♦✉❣❤✳ ❊q✳ ✺✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧ s✐③❡ µ ❛♥❞

❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✳

θtheoretical = tan−1

(

µ

f

)

✭✺✳✶✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✽✵ ❛r❝s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡

▼✶✷✶● ✇✐t❤ ❛ ✶✷ ♠♠ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❧❡♥s✳ ❈❡♥tr♦✐❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❜② ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡❧② ✶✵ t✐♠❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✽ ❛r❝s❡❝♦♥❞s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t

❜♦t❤ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ❛♥❞ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛✛❡❝t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝❛❧

❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❣❡ts ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ tr❛❞❡♦✛ ✐s ❛ ♥❛rr♦✇ ❋❖❱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❡✇❡r ♦❜✲

s❡r✈❡❞ st❛rs✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

θtheoretical ✭❛r❝s❡❝♦♥❞s✮ ❋♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✭♠♠✮ ❋❖❱ ✭❞❡❣r❡❡s✮

✶✾✳✾✽ ✹✳✽ ✹✻✳✻✷
✶✶✳✾✾ ✽ ✸✷✳✹✷
✼✳✾✾ ✶✷ ✷✷✳✾✹
✹✳✶✼ ✷✸ ✶✷✳✹✺
✷✳✼✹ ✸✺ ✽✳✷✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❆❝❝✉r❛❝② ✈s ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❋❖❱ ❢♦r ❛ ✹✳✻✺ µ♠ s❡♥s♦r✳

✹✹



❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❛t ❛❝❝✉r❛❝② ✐s s✉❜✲❛r❝♠✐♥✉t❡✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❜♦t❤ ▼❛tr✐① ❱✐s✐♦♥ ❝❛♠❡r❛s ❤❛✈❡ ♥❛t✐✈❡ ▲✐♥✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❆♣t✐♥❛ ❉❡♠♦ ❑✐t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❲✐♥❞♦✇s ♦♥❧②✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

❝❛♠❡r❛s✱ t❤❡ ▼✶✷✶● ✇❛s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳

✺✳✷ ▲❡♥s

❚❤❡ ❧❡♥s ❢♦r t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❤❛s t♦ ♠❡❡t t✇♦ ♠❛❥♦r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇

♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✈✐❡✇ ❛s ♠❛♥② st❛rs ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❧❡♥s ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣

✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❡♥s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡r❡ t❤❡ ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ❈✲▼♦✉♥t

▲❡♥s ❢r♦♠ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❖♣t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ◆❚✺✾✲✽✼✵ ❢r♦♠ ❊❞♠✉♥❞ ♦♣t✐❝s✳

✺✳✷✳✶ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❖♣t✐❝s ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s

❚❤❡ ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ❈✲▼♦✉♥t ▲❡♥s ❢r♦♠ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❖♣t✐❝s ✐s ❛ r✉❣❣❡❞✐③❡❞ ♠❛✲

❝❤✐♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧❡♥s r✉❣❣❡❞✐③❡❞ ✇✐t❤ ✐r✐s ❛♥❞ ❛♣❡rt✉r❡ ❧♦❝❦s✳

❆♣❡rt✉r❡ ❢✴✶✳✹ t♦ ❢✴✶✶
❋♦❝❛❧ ▲❡♥❣t❤ ✷✸ ♠♠

▲❡♥❣t❤ ✹✵✳✹ ♠♠
❉✐❛♠❡t❡r ✸✹ ♠♠

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✷❪

✺✳✷✳✷ ❊❞♠✉♥❞ ❖♣t✐❝s ◆❚✺✾✲✽✼✵

❚❤❡ ◆❚✺✾✲✽✼✵ ✐s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧❡♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✐♥ ❧♦✇ ❧✐❣❤t✐♥❣✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s ❛ r✉❣❣❡❞✐③❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ✐r✐s ❛♥❞ ❛♣❡rt✉r❡ ❧♦❝❦s✳

✹✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❖♣t✐❝s ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s✳

❆♣❡rt✉r❡ ❢✴✶✳✽ t♦ ❢✴✶✻
❋♦❝❛❧ ▲❡♥❣t❤ ✶✷ ♠♠

▲❡♥❣t❤ ✷✼✳✾ ♠♠
❉✐❛♠❡t❡r ✸✹ ♠♠

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❊❞♠✉♥❞ ❖♣t✐❝s ❈♦♠♣❛❝t ▲❡♥s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❬✸❪

✺✳✷✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❧❡♥s❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱ t❤❛t ❢❛❝t♦r ✇❛s ♥♦t ❛s

✐♠♣♦rt❛♥t ❛s t❤❡ ❞✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❳❡♥♦♣❧❛♥ ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥

❛ ◆❆❙❆ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡♥s ❢♦r t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r✳

✺✳✸ ❍❛r❞✇❛r❡ t❡st✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉rt❤❡r ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ st❛r

tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ t❡st ✇❛s s❡t ✉♣✳ ❚❤❡ t❡st ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡r

r✉♥♥✐♥❣ ❛ st❛r ✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❡r ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❊❞♠✉♥❞ ❖♣t✐❝s ◆❚✺✾✲✽✼✵✳

♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ r✉♥s t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s t❡st s❡t✉♣ ✐s r✉♥♥✐♥❣ ❛s ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥

❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r✐❣♦r♦✉s❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳

✺✳✸✳✶ ❙❡t✉♣

❚❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ t❡st ✐s ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡✳ ❖♥❡ ❝♦♠♣✉t❡r r✉♥♥✐♥❣

t❤❡ st❛r ✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t♦r ❙t❡❧❧❛r✐✉♠ ❬✷✷❪ ✐s ❝♦♥♥❡❝t t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♠♦♥✐t♦r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

t❛❜❧❡✳ ❆t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ st❛r

tr❛❝❦❡r s♦❢t✇❛r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❞r✐✈❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ s❝r❡❡♥

✱ d✱ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❦♥♦✇♥ st❛rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❆❧♣❤❛ ❖r✐♦♥✐s ❛♥❞

●❛♠♠❛ ❖r✐♦♥✐s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ st❛rs ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ γ ❛♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣❛rt ♦♥

t❤❡ s❝r❡❡♥ ρ✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✺✳✷✳

d =
ρ

tan γ
✭✺✳✷✮

✹✼



❖♥❝❡ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t ✉♣✱ ❙t❡❧❧❛r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❛♥❞

t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r✉♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐♥ t❤✐s t❡st t❤❡

❝❛♠❡r❛ t❛❦❡s ❛♥ ❛❝t✉❛❧✱ ♥♦t ❛ ✈✐rt✉❛❧✱ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ♦♥ t❤❛t ✐♠❛❣❡✳ ❖♥❝❡

t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r r❡t✉r♥s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✹✳✶✶✱ ✹✳✶✷✱ ✹✳✶✸✱

❛♥❞ ✹✳✶✹✳ ❋✐❣s✳ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ s❤♦✇ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s❡t✉♣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ st❛r✜❡❧❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ s❡t✉♣✳

✺✳✸✳✷ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡t✉♣ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ❋♦r t❤✐s ♠♦❞❡✱

t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ s✐♠✉❧❛t♦r ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r r❡t✉r♥❡❞ ❛ ❉❈▼ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ st❛rs t♦ ②✐❡❧❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✺✳✸✳

upred = Rcalcucat ✭✺✳✸✮

✹✽



❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ s❡t✉♣ ✭❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇✮✳

■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs upred ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs

uobs t♦ ❞♦ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐st❡❞ ✜rst

♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r θerr ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✺✳✹✳

θerr = cos−1
u
T
preduobs ✭✺✳✹✮

❆❧s♦✱ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ s❡ts ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❜♦r❡s✐❣❤t

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✻✳

αx = tan−1 ux

uz

≈
ux

uz

✭✺✳✺✮

αy = tan−1 uy

uz

≈
uy

uz

✭✺✳✻✮

❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤ t♦ ✈✐s✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✺✳✽

s❤♦✇s t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✇❛s t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ①✬s ♦✈❡r t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✺✳✾ s❤♦✇s

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢

✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ❧✐♥❡❞ ✉♣ ✈❡r② ❝❧♦s❡❧②✳

✹✾



❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙t❛r ✜❡❧❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❝❡♥tr♦✐❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✺✳✸✳✸ ❋✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ s❡t✉♣ s❤♦✇s ♣r♦♠✐s❡✱ ❛

❢❡✇ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ ❙t❡❧❧❛r✐✉♠ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❝❤❛♥❣❡

t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ✜❡❧❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠♦✉s❡ ♦r ❜② ♠❛♥✉❛❧❧② t②♣✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞

❝❡❧❡st✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ✜♥❡ ❢♦r ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦✈❡

t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❛tt✐t✉❞❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❛s

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ♠✉st ❜❡

r❡✜♥❡❞ s♦ t❤❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❣✐✈❡♥✳

✺✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ✈✐❛❜❧❡ ❢♦r

❈✉❜❡❙❛t ✉s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ t❡st ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ❛tt✐t✉❞❡

t♦ ✇✐t❤✐♥ t❡♥s ♦❢ ❛r❝s❡❝♦♥❞s ♦r r❡t✉r♥❡❞ ❛♥ ❡rr♦r✳ ❖♥❧② t✇✐❝❡ ♦✉t ♦❢ ✷✵✵ t✐♠❡s ❞✐❞ t❤❡

st❛r tr❛❝❦❡r r❡t✉r♥ ❛ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡♥ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✇❛s ♦✛ ❜② t❡♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s✳

❆ ❝❤❡❝❦ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✢✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❡r t♦

❞✐s❝❛r❞ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛r tr❛❝❦❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts

❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧❡♥s✱ ❢❛❧s❡ st❛rs✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡rr♦r s♦✉r❝❡s✳

✻✳✶ P❧❛♥♥❡❞ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t ❙❛t❡❧❧✐t❡s

❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦

❜❡ ♣✉t t♦ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡st ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡❧②

❢✉♥❞❡❞ st✉❞❡♥t s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✐ss✐♦♥s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❇❡✈♦✲✷ ❛♥❞ ❆❘▼❆❉■▲▲❖✳ ❇♦t❤ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐❧❧

❡♠♣❧♦② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛s ❛ st❛r tr❛❝❦❡r✱ ❛♥❞ ❇❡✈♦✲✷ ✇✐❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡♠♣❧♦② t❤❡

❝❛♠❡r❛ t♦ t❛❦❡ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ ✐ts ♣❛rt♥❡r s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❆❣❣✐❡❙❛t✹✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s✉✐t❡ ✉s✐♥❣ s✉♥ s❡♥s♦rs✱ ❛ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r ❛♥❞ ▼❊▼❙ ❣②r♦s✱ s♦ t❤❡②

❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r t♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❆❧s♦✱ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞✳

Pr✐♦r t♦ ❧❛✉♥❝❤✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡sts t♦ ✈❡r✐❢②

✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❧❡♥s s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜rst ♣✉t t❤♦✉❣❤ ❛ ✈❛❝✉✉♠

✺✷



❝❤❛♠❜❡r t❡st✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✉t❣❛ss✐♥❣ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ✇✐❧❧

✉♥❞❡r❣♦ ♦♥❝❡ ✐♥ ♦r❜✐t✳ ❖✉t❣❛ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛

✈❛❝✉✉♠✱ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❛ st❛r tr❛❝❦❡r s✐♥❝❡ t❤✐s r❡s✐❞✉❡ ❝❛♥ s❡tt❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥s

❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❣♦ t❤❡r♠❛❧ t❡st✐♥❣✳ ❆ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ✐ts ❤❛r❞✇❛r❡

❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ s✉♥❧✐❣❤t t♦

s❤❛❞♦✇✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❧❡♥s ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s t❤❡r♠❛❧ s❤✐❢t ✇✐t❤♦✉t ❞❡❣r❛❞✐♥❣

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡♥s ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✳ ❚❤✐s ❤❛③❛r❞ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ❞✉❡ t♦

❧❛✉♥❝❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥s

✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s

t❡sts ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✳

✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❢♦r t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤r❡❡ tr❛❝❦s✿ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡

st❛r tr❛❝❦❡r✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜❞❡❧✐t②

♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥ ♦♥✲♦r❜✐t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼♦rt❛r✐ ❬✷✸❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡r❛ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡

❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♦♥ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t ❛♥② ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

♦r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠ ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✈❡rs❛t✐❧❡✳ ❆ ♣❧❛♥❡t❛r② ♥❛✈✐❣❛✲

t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤r✐st✐❛♥ ❬✷✹❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s✉✐t❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣

s♦❢t✇❛r❡✳ ❆❧s♦✱ ❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r❡♥❞❡③✈♦✉s ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡

✺✸



s❛♠❡ s❡♥s♦r✱ s♦ ❛ ♣r♦①✐♠✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤♦s❡ ♠✐ss✐♦♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②s✐s ♠✉st ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤♦s❡

r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r✳ ❚❤✐s t❡st ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❡rr♦rs t❤❛t t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ♠✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦♥✲♦r❜✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❡st ✇✐❧❧

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r s♦❢t✇❛r❡✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Ithresh ❛♥❞ ❘❖■ s✐③❡ aROI ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳

❆❢t❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ st❛r ✜❡❧❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ♥✐❣❤t s❦② t❡st ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐♥

t❡st✐♥❣ t❤❡ st❛r tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤✐s t❡st ✐s ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r

✐s ❜r♦✉❣❤t t♦ ❛♥ ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❝❧❡❛r ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❦② ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❦②✳ ❚❤❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛rs ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛rs✳ ❖♥❝❡ t❤❡ st❛r

tr❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ♣❛ss❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❞② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ✏■♥❞✉str✐❛❧ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ⑤ ♠✈❇❧✉❡❋❖❳✲▼ ✲ ❯❙❇ ✷✳✵ ❜♦❛r❞✲❧❡✈❡❧ ❝❛♠❡r❛✱✑ ✶✵ ✷✵✶✶✱

❛❝❝❡ss❡❞✿ ✶✶✴✷✸✴✷✵✶✶✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛tr✐①✲✈✐s✐♦♥✳❝♦♠✴❯❙❇✷✳

✵✲❜♦❛r❞✲❧❡✈❡❧✲❝❛♠❡r❛✲♠✈❜❧✉❡❢♦①✲▼✳❤t♠❧

❬✷❪ ✏❳❊◆❖P▲❆◆ ✶✳✹✴✷✸♠♠ ❈❖▼P❆❈❚✱✑ ❛❝❝❡ss❡❞✿ ✶✶✴✷✸✴✷✵✶✶✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧✲

❛❜❧❡✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳s❝❤♥❡✐❞❡r♦♣t✐❝s✳❝♦♠✴❊❝♦♠♠❡r❝❡✴❈❛t❛❧♦❣■t❡♠❉❡t❛✐❧✳❛s♣①❄❈■❉❂

✶✸✼✼■■❉❂✺✾✻✻

❬✸❪ ✏❈♦♠♣❛❝t ❋✐①❡❞ ❋♦❝❛❧ ▲❡♥❣t❤ ▲❡♥s❡s ✲ ❊❞♠✉♥❞ ❖♣t✐❝s✱✑ ✷✵✶✶✱ ❛❝❝❡ss❡❞✿ ✶✶✴✷✸✴✷✵✶✶✳

❬❖♥❧✐♥❡❪✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❞♠✉♥❞♦♣t✐❝s✳❝♦♠✴♣r♦❞✉❝ts✴❞✐s♣❧❛②♣r♦❞✉❝t✳❝❢♠❄

♣r♦❞✉❝t✐❞❂✸✵✼✵

❬✹❪ ❉✳ ▼♦rt❛r✐✱ ▼✳ ❙❛♠❛❛♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ❇r✉❝❝♦❧❡r✐✱ ✏❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞ st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱✑

◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✺✶✱ ♣♣✳ ✶✼✶✕✶✽✸✱ ✷✵✵✹✳

❬✺❪ ❈✳ P❛❞❣❡tt ❛♥❞ ❑✳ ❑r❡✉t③✲❉❡❧❣❛❞♦✱ ✏❆ ❣r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s st❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲

t✐♦♥✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❙②st✳✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♣♣✳ ✷✵✷✕✷✶✸✱ ✶✾✾✼✳

❬✻❪ ✏❉❡♠♦ ❑✐ts ✲ ▼❚✾P✵✸✶■✶✷❙❚▼❉ ✲ ❆♣t✐♥❛ ■♠❛❣✐♥❣✱✑ ❛❝❝❡ss❡❞ ✶✶✴✷✸✴✷✶✵✶✶✳ ❬❖♥❧✐♥❡❪✳

❆✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛♣t✐♥❛✳❝♦♠✴♣r♦❞✉❝ts✴❞❡♠♦❴❦✐ts✴♠t✾♣✵✸✶✐✶✷st♠❞✴

❬✼❪ ❈✉❜❡❙❛t ❉❡s✐❣♥ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❚❤❡ ❈✉❜❡❙❛t Pr♦❣r❛♠ ❙t❞✳✱ ❘❡✈✳ ✶✷✳
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