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❇r♦❛❞❝❛st ♦r ✢♦♦❞✐♥❣ ✐s ❛ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss
❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜② ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❛❞ ❤♦❝
♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ s♣r❡❛❞ ❡♠❡r❣❡♥❝② ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧
s❝❡♥❛r✐♦s ❛❢t❡r ❛ ❞✐s❛st❡r s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞✴♦r ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳ ❆s t❤❡ t②♣❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡
✉s❡❞ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ❚❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝
♥❡t✇♦r❦s ❞✉❡ t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡♥❡✜ts ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡♠ s✉❝❤ ❛s ❧♦✇ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱
♠❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t♦rs✱
t❤❡✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
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❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s s❡♥❞ ♦✉t t❤❡
s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ❛❧❧ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛❞
❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦s ✭❲❙◆s✮ ❬✼✱ ✶✷✶✱ ✶✵✻❪✱ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞ ❍♦❝
◆❡t✇♦r❦s ✭▼❆◆❊❚s✮ ❬✹✽❪✱ ❛♥❞ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✭❱❆◆❊❚s✮ ❬✶✵✼✱ ✶✶✻❪✳ ■♥
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛t❤ t♦ r♦✉t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛
❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s ✭✉♥✐❝❛st ❬✶✽❪ ♦r ♠✉❧t✐❝❛st r♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s❬✻✱ ✺✱ ✷✻❪✮✳ ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ r♦✉t❡s s✐♥❝❡ ♥♦❞❡s
❡①❝❤❛♥❣❡ ❍❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣
✐s ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡ ❡♠❡r❣❡♥❝② ♦r ✇❛r♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ ❞✐s❛st❡r s❝❡♥❛r✐♦s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❆◆❊❚s ❬✾✻✱ ✾✺✱ ✾✷❪✳ ■♥ s✉❝❤ ❤❛rs❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
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❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✈✐t❛❧ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❞✐ss❡♠✐✲
♥❛t❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✹✵✱ ✾✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❱❆◆❊❚s t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛r♥✐♥❣
♠❡ss❛❣❡s ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✇❛r♥ t❤❡ ♠♦t♦r✐sts ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥s ❞✉❡ t♦ tr❛✣❝ ❛❝❝✐❞❡♥ts✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐s ✢♦♦❞✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
r❡tr❛♥s♠✐ts ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧s♦ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐ts
✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❢♦r♠❡r ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r
t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s
✐s t❤❛t ✐t ❝❛✉s❡s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜r♦❛❞❝❛st st♦r♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✵✾❪ ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st st♦r♠
♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❞r❛♠❛t✐❝ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st st♦r♠ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛♥② ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ❬✸✶❪✳ ❆ ❜❛s✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❞✐✈✐❞❡s t❤❡♠
✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
▼✉❧t✐ P♦✐♥t ❘❡❧❛② ✭▼P❘✮ ❬✻✺❪ ❛♥❞ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❉♦♠✐♥❛♥t ❙❡t ✭❈❉❙✮ ❛r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤✐s s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ✈❡r②
❢r❡q✉❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❤♦✇❡✈❡r
❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ✇❡❧❧
❜❛❧❛♥❝❡❞ r♦✉t❡s ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ■♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ♥♦❞❡s ❢♦r✇❛r❞
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡✱ s♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛r❡
♠♦r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❢❛✐❧✉r❡s✱ ❛tt❛❝❦s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ❧✐❦❡
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r s✉r✈❡②s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ✇✐r❡✲
❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆s ❢❛s ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst s✉r✈❡② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st
✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡✿

• ❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳

• ❆ t❤♦r♦✉❣❤ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

• ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

• ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ②❡t✳

❚❤✐s s✉r✈❡② ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✸ r❡✈✐❡✇s ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺
♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉r✈❡② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢
♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s♦ ❢❛r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
s❡❝t✐♦♥ ✻ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s✉r✈❡②✳

✷



✷✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❇r♦❛❞❝❛st ❙❝❤❡♠❡s ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✲

✇♦r❦s

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥
❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✭✶✮ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ✭✷✮ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮✳ ❚❤❡s❡
♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷
❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❋✐①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝❤❡♠❡s

❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ s♦ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✐①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
✉s✐♥❣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♥❡t✇♦r❦s
❬✶✵✷✱ ✶✵✶✱ ✹✷✱ ✶✵✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞
❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s s♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ tr✉❡
❢♦r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs
s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ s♣❡❡❞✳

❆❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s

■♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t② ♠❡tr✐❝s✱ s♣❡❡❞✱ ❡♥❡r❣②
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✭✶✮ ♥♦♥✲❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ✭✷✮ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
s❝❤❡♠❡s ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t ❛s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞✐❡ ♦✉t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐❡ ♦✉t ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛♣♣❡♥s
✇❤❡♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss ✐s st♦♣♣❡❞ ❞✉❡ t♦ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ s♣❡❡❞✱ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝♦✈❡r❡❞ ✭s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣✮✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳

• ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✿ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡tr✐❝s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡tr✐❝s ✉s❡❞ ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡s❡
♠❡tr✐❝s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♠❡tr✐❝s s✉❝❤ ❛s ❛ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ t♦
❣❧♦❜❛❧ ♠❡tr✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❛t✐♦♥❛❧❡
❜❡❤✐♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

• ❉✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✿ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ❛s t❤❡ ♠❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠♦st
✉s❡❞ t②♣❡ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤❡
❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤ ✭❘❙❙✮ ❛♥❞ ❤♦♣ ❝♦✉♥t ❛r❡ ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛
✐s t❤❛t ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥❞❡rs ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛✈♦✐❞
r❡❞✉♥❞❛♥t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

• ❙♣❡❡❞✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✿ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✬s s♣❡❡❞✳ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳
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• ❙❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✿ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
t❤❡ ♥♦❞❡✬s ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐♠s✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦✈❡r
❛❧❧ ♦❢ ✷ ❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❇r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ❤❛✈❡ t♦ ❝❛rr② t❤❡
s❡♥❞❡r✬s ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ♥♦❞❡s✳

• ❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✿ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ♠❡tr✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❧❡✈❡❧ ♦❢
♥♦❞❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ❡①t❡♥❞✐♥❣
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❢❛✈♦r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳

• ❆rt✐✜t✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✲❜❛s❡❞✿ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ❛rt✐✜t✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s

✸✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥
✷✱ s❡❡ ❋✐❣✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳ ❆ s✉♠♠❛r② t❛❜❧❡ ✭❚❛❜❧❡ ✷ ✲ ❚❛❜❧❡ ✶✵✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t❛❜❧❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✭❋✐❣✳ ✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ♥♦❞❡s ♥❡❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s ▼❆◆❊❚s✱ ❱❆◆❊❚s ❛♥❞ ❲❙◆s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡
♥♦t❛t✐♦♥s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s

❚❛❜❧❡ ✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥
P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

d ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s

h ❈♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞

m ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡ss❛❣❡

N ❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

navg ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡

nb ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡

Pr P♦✇❡r ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡

Pt P♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡

p ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

pi ■♥✐t✐❛❧ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉s❡❞ ✐♥ s❝❤❡♠❡s

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

r ◆♦❞❡✬s r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡

✸✳✶✳ ❋✐①❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❙❝❤❡♠❡s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝❤❡♠❡s✱ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r✇❛r❞s
✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ●❖❙❙■P ❬✹✷❪❬✹✶❪✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ♥♦❞❡s ❢♦r✇❛r❞ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣
♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
♣❛❝❦❡t ✐s 1 − p✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s ●❖❙❙■P✶✭♣✮✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ●❖❙✲

✺



❙■P✶✭♣✱❦✮ ❬✹✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ❢♦r✇❛r❞ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✶
❢♦r t❤❡ ✜rst k ❤♦♣s✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ✉♣ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
k ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ●❖❙❙■P✶ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ [0.65, 0.75] ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s
❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵✵✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st t❤❛t ✵✳✺ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ ✶✻✺✵ ♠ ① ✻✵✵ ♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✺✵ ♥♦❞❡s✳ ❆♥♦t❤❡r
✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐s ❤♦✇ t♦ ✜① t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ k = 4 ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s
✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵ ♥♦❞❡s✮ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s ✉♣ t♦ ✹✺ ❤♦♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✉s❡❞ k = 1 ✇❤❡♥
t❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ●❖❙❙■P ♦✈❡r ❆❖❉❱ ❬✾✶❪ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦
✇✐t❤ ✶✺✵ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✶✸❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t p = 0.5 ❛♥❞ p = 0.4 ❝❛♥ ❜❡ ♦♣✲
t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥s✉r❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ✭s♠❛❧❧ t♦ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡ ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥
❬✶✵✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ●❖❙❙■P✶ ✇✐t❤ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ▼❆❈ ❧❛②❡r ✐♥ ❉❈❋ ♠♦❞❡ ❛♥❞
❤✐❣❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ❛s ❧♦✇ ❛s p = 0.1
✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♠❛❧❧ t♦ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡ ♥❡t✇♦r❦ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❆
✈❛r✐❛♥t ♦❢ ●❖❙❙■P✶ ✐s ●❖❙❙■P❴❉■❘✶ ❬✶✵✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❝❤❡♠❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❋✐①❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡s
Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣

Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

●❖❙❙■P✶✭♣✮❬✹✶✱ ✹✷❪ p = pi ▼❆◆❊❚

●❖❙❙■P✶✭♣✱❦✮ ❬✹✶✱ ✹✷❪
p = 1 if nh < k
else p = pi

▼❆◆❊❚

●❖❙❙■P❴❉■❘✶ ❬✶✵✹❪ ~p = (p1, ..., pN ) ▼❆◆❊❚

✸✳✷✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡s

❆❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s t✉♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ ❛♥② ❧♦❝❛❧ ♦r ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t❝✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡
s❝❤❡♠❡s ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳

✸✳✷✳✶✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♥♦♥✲❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✐① ❣r♦✉♣s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ s♣❡❡❞✱ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛rt✐❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✳

❉❡♥s✐t②✲❇❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡②
❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✱ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ✷ ❤♦♣s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧❡st ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐ts ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② t❤r❡❤♦❧❞s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥
✷ ❤♦♣s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s ✭✷

✻



❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ ❛♥❞ t❤❡② ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❤♦♣ ❛♥❞ ✷ ❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s

❛✮ ◆♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✿

■♥ ❬✸✷❪❬✸✸❪ ✭♥❜✲s❝❤❡♠❡✮ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ s♦ p = k

nb
, ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

❛♥❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ nb ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✱
t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛♥② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ❆✉t♦❈❛st s❝❤❡♠❡ ❬✶✶✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✿

p =
2

nb · 0.4
✭✶✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦❞❡s ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❛❧s♦ ❛❞❥✉st❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs✿

T =
nb

α
✭✷✮

❲❤❡r❡ α ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛sts ♣❡r s❡❝♦♥❞✳
■♥ ●❧♦❜❛❧ ●❖❙❙■P ❬✼✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢♦r✇❛r❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣

♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p = θ−1(γ)
φ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ φ > θ−1(γ)✱ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s γ✳ ❲❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❣♦ss✐♣ ❝♦✈❡r❛❣❡
❧❡✈❡❧ ✭t❛r❣❡t r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✮✱ φ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡✱ ❛♥❞ θ−1(γ) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡r❛❣❡
❞❡❣r❡❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤

✼



✐♥✜♥✐t❡ s✐③❡ ✐s ❛t ❧❡❛st γ✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ φ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s φ = λπr✱ λ ✐s t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss Hλ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ♠❛❦❡s
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r
✐♥❝✉r ❤✉❣❡ ❝♦st ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛tt❛✐♥✳ ❋✐rst✱ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦❞❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ φ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦st❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s ❤♦✇ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ−1(γ) ✐♥ ❛
r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳

❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●❧♦❜❛❧ ●❖❙❙■P ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❉✐str✐❜✉t❡❞ ●❖❙❙■P ✐♥ ❬✼✵❪✳
◆♦❞❡s ✉s❡ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs nb ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡ φ
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ●❖❙❙■P✱ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p = min(1, θ−1(γ)
nb

✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧
γ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ φu✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞
●❖❙❙■P ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❣❧♦❜❛❧ ●❖❙❙■P s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ st✐❧❧ ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
❤❛✈✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θ−1(γ)✳

■♥ ❬✹✹✱ ✹✺❪ ✭❆P❋✮✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❛❞❥✉st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❤❡♠❡s ✐s t❤❛t t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❜♦✉♥❞❛r✐❡s pmax ❛♥❞ pmin✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦r✲
✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (pmin, pmax)✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

p = max

(

pmax(
pnb−1
max − pnb

max

1− pmax
), pmin

)

✭✸✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❞✉❝t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ pmax ❛♥❞ pmin✳

■♥ ❬✽✵❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧② ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❬✽✻❪✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛❧❧❡❞ ❋♦r✇❛r❞✲
✐♥❣ ❉✐❧❡♠♠❛ ●❛♠❡ ✭❋❉●✮✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠
♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡r ✭❛ ♥♦❞❡✮ ❤❛s t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✿ ✶✮ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t
♦r ✷✮ ❞r♦♣ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❋❉● ❤❛s t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✶✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✱ ✷✮ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❝♦st ❈✱ ❛♥❞ ✸✮
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r ●✳ ❚❤❡ ❋❉● ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

G = {nb, (Si)iǫnb
, (Ui)iǫnb

} ✭✹✮

❲❤❡r❡ Si ✐s t❤❡ str❛t❡❣② s❡t✱ ❛♥❞ Ui ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② s❡t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❝❛rr② ♦✉t✳ ❲❤❡♥ Si = 1 t❤❡ ♥♦❞❡ ❢♦r✇❛r❞s
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✱ ❜② ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ Si = 0 t❤❡ ♥♦❞❡ ❞r♦♣s t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Ui ♦♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② s❡t ✈❛❧✉❡ Si✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♠✐①❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬✽✻❪ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

p = 1−
(

C

G

)
1

nb−1

✭✺✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs nb ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t nb → ∞✱ p → 0✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ss✉♠❡❞ C = 1 ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ● s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② 3 6 log(G) ≤ 6✳

✽



■♥ ❬✺✼❪ ✭❍②♣❡r❣♦ss✐♣✐♥❣✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥✲
t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ▼❆◆❊❚s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ st♦♣s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✇ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ ✏▲❛st ❇r♦❛❞❝❛st ❘❡❝❡✐✈❡❞✑ ▲❇❘ ❛t ♥♦❞❡s t♦
✐❞❡♥t✐❢② ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❇❘ ❧✐sts ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛
❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t✇♦ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
s✐♠✐❧❛r ▲❇❘ ❧✐sts✱ ❛♥❞ ✐❢ t✇♦ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ▲❇❘s✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❇❘s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ✉s✐♥❣ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✱ s♦ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❞✐s❝❡r♥
✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ▲❇❘ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ▲❇❘✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✱ t❤❡ ▲❇❘ ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ ❛ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦r
✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❍②♣❡r❣♦ss✐♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✱ ✭✶✮
✐♥tr❛✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜r♦❛❞❝❛st r❡♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❣❡t ❛♥❞ st♦r❡ ✐♥ ❛ ❧♦♦❦ ✉♣ t❛❜❧❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❢♦r✇❛r❞✲
✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t r❡tr❛♥s♠✐t
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡② ❞❡❧❛② t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❢♦r ❛
r❛♥❞♦♠ t✐♠❡✳

❜✮ ❉❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s✿

■♥ ❬✹✷❪ ●❖❙❙■P✷✱ ❛ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡♥s✐t②
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs nb ✳ ❚✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
ph ❛♥❞ pl ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❤❛s nb ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ nc ✭❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✮✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s pl✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ph✱ ✇❤❡r❡ ph > p

l
✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ nc

✱ ph ❛♥❞ pl✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ✈❛r② ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

❆ s✐♠✐❧✐❛r ✐❞❡❛ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✷P✲❙❝❤❡♠❡ ❬✶✸✱ ✶✶✾❪✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs nh ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ (nh = nc)✳

■♥ ❬✸❪ ✭❊❉P❇✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ navg ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ nh✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ navg ❛♥❞ nh ❛t
t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❲❤✐❧❡ navg ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✻✮ s♦ t❤❛t ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ nh ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛t ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♥② ❣❧♦❜❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ✐♥ ✸P✲❙❝❤❡♠❡ ❬✸❪✱
✐♥ s♠❛rt s❝❤❡♠❡ ❬✶✶✽❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ▲❡✈❡❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❘♦✉t✐♥❣ ✭▲P❘✮ ❬✶✷✼❪✳ ■♥ ✸P✲s❝❤❡♠❡✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

navg =

∑N
i=1 nbi

N
✭✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✾



navgmin
=

∑Mmin
i=1 nbi

Mmin
where nbi ≤ navg

navgmax
=

∑Mmax
i=1 nbi

Mmax
where nbi > navg

✭✼✮

❲❤❡r❡ Mmin ❛♥❞ Mmax ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜❡❧♦✇
navg ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ navg r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ♥♦❞❡ i ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❛r❡❛ ✐❢
nbi > navgmax

s♦ ❛ ❧♦✇ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ♥♦❞❡ i✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢
nbi < navgmin

t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ s♣❛rs❡❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❛r❡❛ s♦ ❛ ❤✐❣❤
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✳ ■♥ s✉♠♠❛r② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
❛❞❥✉st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = p1 if nb ≤ navgmin

p = p2 if navgmin
< nb ≤ navgmax

p = p3 if nb ≥ navgmax

✭✽✮

❲❤❡r❡ p1 > p2 > p3✳
■♥ s♠❛rt s❝❤❡♠❡✱ t❤r❡❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ❬✶✶✽❪ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ❢♦✉r ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ✸P✲❙❝❤❡♠❡
❬✸❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✉s❡s ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❧✐❦❡ navg✱
navgmin

✱ ❛♥❞ navgmax
✳

■♥ ▲P❘ s❝❤❡♠❡ ❬✶✷✼❪✱ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤❡
❣r♦✉♣ ✶ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❣r❡❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❡❡ t❤❛♥ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❣r♦✉♣ ✹✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✷ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ t❤❛♥ t❤❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ r❡st ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❣r♦✉♣ ✸✳ ◆♦❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ p1,p2, p3❛♥❞ p4 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ p4✳
■♥ ❬✺✶❪ ✭P❋✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥❡✐❣❤❜♦rs ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs nb ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ navg ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❧♦②❡❞
t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

navg = (N − 1)
πr2

Anet
✭✾✮

❲❤❡r❡ Anet ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ navg, ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ✐s ✐♥
❛ ❞❡♥s❡ ❛r❡❛ ✐❢ nb > navg✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ s♣❛rs❡ ❛r❡❛✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ nb ❛s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿

p = 1 if nb < navg

p = pi if navg < nb ≤ 2navg

p = pi

2 if 2navg < nb ≤ 3navg

p = pi

3 if 3navg < nb ≤ 4navg

− − −
p = pi

r if θnavg < nb ≤ (θ + 1)navg

✭✶✵✮

❲❤❡r❡ pi = 0.7✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❣♦♦❞✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡

✶✵



❞❡♣❧♦②❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ pi = 0.7♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❧♦②❡❞
s❝❡♥❛r✐♦✳

❝✮ ✷ ❤♦♣s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

■♥ ❬✾✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ❛t ♦♥❡✲❤♦♣ ❛♥❞ t✇♦✲❤♦♣s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✭▲■✳■✱ ▲■✳■■✱ ❛♥❞ ▲■✳■■■✮✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥
■ ✭▲■✳■✮✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✇♦✲❤♦♣s
♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡✲❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳

p =
1

n
b

nb
∑

k=1

n (xi,xk) ✭✶✶✮

❲❤❡r❡ n (xi,xk) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t✇♦✲❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡✲
❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦r xk ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ xi ✭❢♦r k = 1, 2, 3, ..., nb ❛♥❞ i = 1, 2, 3, ..., N✮✳ ❚❤❡
✈❡rs✐♦♥ ■ ✭▲■✳■✮ tr✐❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ t❤♦s❡
♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥♥❡❝t t♦ t✇♦✲❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ■■✱
t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐t❤✐♥
t✇♦✲❤♦♣s ❝♦✈❡r❛❣❡✳

p =
nb

nb + n2h
b

✭✶✷✮

❲❤❡r❡ n2h
b ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t✇♦✲❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ xi✳ ■♥ ✈❡rs✐♦♥ ■■ ✭▲■✳■■✮✱

❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♥❡✲❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞
✈❡rs✐♦♥ ✭▲■✳■■■✮✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❤♦♣s ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs ✇✐t❤✐♥ t✇♦✲❤♦♣s ❝♦✈❡r❛❣❡✳

p =
n2h
b

nb + n2h
b

✭✶✸✮

■♥ ✈❡rs✐♦♥ ■■■✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✇♦✲❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t②✳

■♥ ❬✾✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡tr✐❝ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♠❡tr✐❝ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

EM =
n2h
b

nb
✭✶✹✮

❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ✉s❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ❤♦♣ ❜② ❤♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛t❤ t♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = pi + pEM if EMt < EMt−1

p = pi − pEM if EMt > EMt−1 ✭✶✺✮

p = pi if EMt = EMt−1

❲❤❡r❡✱ pi ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❤✐❣❤ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ pEM

✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s ❛❞❞❡❞ ♦r s✉❜tr❛❝t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❊▼ ✈❛❧✉❡s✱ EMt

✶✶



✐s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ EMt−1 ✐s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♥♦❞❡✳ ■❢ EMt < EMt−1✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛t❤ s♦ t❤❡ t❡r♠ pEM ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ EMt > EMt−1✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛t❤
s♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳
■♥ ❖❆P❇ ❬✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾✾❪ ✭▲■✳■✱ ▲■✳■■✱

❛♥❞ ▲■✳■■■✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ✉♣ t♦ t✇♦✲❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

p =
p1 + p2 + p3

3
✭✶✻✮

❲❤❡r❡✱ p1✱ p2✱ ❛♥❞ p3 ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✮✱ ✭✶✷✮✱ ❛♥❞ ✭✶✸✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ p ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ❜②✱

△(t) = △(t)max(1− p) + δ ✭✶✼✮

❲❤❡r❡✱ △(t)max ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ❛♥❞ δ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳
■♥ ❬✺✸❪✭❋❛♠✐❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✿ ♣❛r❡♥t

♥♦❞❡s ✭✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✮✱ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✮✱ ❛♥❞ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s ✭❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✐s
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ✉s❡ s✐♠♣❧❡ ✢♦♦❞✐♥❣ t♦
❝♦❧❧❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✬s ✶ ❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐❜❧✐♥❣
♥♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✬s ✷ ❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ♠♦r❡ s✐❜❧✐♥❣s ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s✱ t❤❡ ❧❡ss ♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✬s
❝❤✐❧❞r❡♥ ♠❛② ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦❞❡ ♠❛② ♥♦t ❢♦r✇❛r❞
t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ ❛✉♥t ♥♦❞❡s ✭s✐❜❧✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t✮✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✱ ✭✶✮ ♥♦❞❡s ❝♦❧❧❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✱ ✭✷✮ ♥♦❞❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
tr❡❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ♥♦❞❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞ ❛♥❞ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✶✽✮✳

p = 0 if nchild = 0

p = max
[(

1

nsibling+1
+ pi

n
child
N

)

, 1
]

if otherwise

p = 1 if nchild > 0, nsibling = 0

✭✶✽✮

❲❤❡r❡ nchild ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✱ nsibling ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞
pi ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ pi ✇✐t❤✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✶✱✵✳✺❪✳
❆ s✐♠✐❧❛r s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙♠❛rt ●♦ss✐♣ ❬✻✵✱ ✻✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛rt
●♦ss✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❤❡♠❡ ✭❋❛♠✐❧✐② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ✐s t❤❛t ✐♥ ❙♠❛rt ●♦ss✐♣ ♥♦❞❡s
❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ t❛r❣❡t r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t ✐t ✇♦r❦s ♦♥ ❛ ♣❡r ♦r✐❣✐♥❛t♦r ❜❛s✐s s♦ ❛ ♥♦❞❡
❳ ❝❤♦♦s❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱
♠♦st ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ♣❛❝❦❡t ❜❛s✐s s✐♥❝❡ ♥♦❞❡s r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣

✶✷



♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛❝❦❡t ✐s r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧②
♦♥ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦①✐♠✐t② ♦✈❡r❤❡❛r✐♥❣ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦❞❡s ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st
♣❛❝❦❡ts✳ ❖✈❡r❤❡❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ✇❤❛t t②♣❡ ♦❢ ♥♦❞❡
t❤❡ s❡♥❞❡r ✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡s✱ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞
❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣❛r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r ✜❡❧❞ pid ❛♥❞ ❛ r❡q✉✐r❡❞
❣♦ss✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✜❡❧❞ prequired✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❣♦ss✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ❛❞✈❡rt✐③❡s t♦ ✐ts ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣♦ss✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ p ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② p = max(pirequired)✳
❙♦ t❤❡ p ♦❢ ♥♦❞❡ ❳ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ prequired ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② ❛♥② ❝❤✐❧❞
i ♦❢ ❳✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡✐r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s s♦ t❤❡② ❢♦r✇❛r❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p = 1✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ ♥♦❞❡s r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r
prequired s♦ t❤❛t p ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛❞✈❡rt✐③❡s ❛ prequired✳
❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡✜♥❡❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ τarp ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ t❛r❣❡t r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❳✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛t♦r ♥♦❞❡ ❖✱ ✐s
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛t ❖ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❳✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡♣t✐♦♥
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ τarp ✐s t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r
❛ t❛r❣❡t τarp t❤❡ ❛✉t❤♦rs tr❛♥s❧❛t❡ ✐t ✐♥t♦ ❛ ♣❡r✲❤♦♣ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② τrel✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❝❤✐❧❞r❡♥ r❡❝❡✐✈❡ τrel ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t♦r ♥♦❞❡✬s ♣❛❝❦❡ts✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ t♦ ❢♦r✇❛r❞ ❛ ♣❛❝❦❡t ✐s ♠❛❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ τrel ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (τrel)

δ = τarp✱ ✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❞✐❛♠❡t❡r✳ ■❢
❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛r❡♥t✱ prequired ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ τrel✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s k
♣❛r❡♥ts✱ t❤❡♥ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ p✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♣❛r❡♥t r❡tr❛♥s♠✐ts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ τrel✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ prequired ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡
✇✐t❤ k ♣❛r❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(1− prequired)
k < (1− (τrel)) ✭✶✾✮

❊♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✾✮ ✐s ♠❡t✱ t❤❡ t❛r❣❡t r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡t ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
s❡r✈✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ ❬✻✵✱ ✻✶❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ♥♦❞❡s ✐♥s❡rt ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡②
♠✐ss ❛♥② ♣❛❝❦❡t✳ ■❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ♠✐ss❡s ❛♥② ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡q✉❡st
♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥ts t♦ r❡tr❛♥s♠✐t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳

❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❜✐❧❡
♥❡t✇♦r❦s ❬✶✶❪✿ ✶✮ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ♠♦❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❦s✳ ✷✮ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ✇❛② ❛♥❞ ♥♦ r❡♥❡✇❛❧ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ t❤❛t s♠❛rt ❣♦ss✐♣ ❢❛✐❧s ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ P❜● ❬✶✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ❬✻✵❪ t♦
❱❆◆❊❚s✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❛❦❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
❆s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✱ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐❣✳ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢♦r ❛ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ✹ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❜✉✐❧t ❛❣❛✐♥st ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❱❡❤✐❝❧❡s

✶✸



❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❉ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ P❜● ❢r♦♠ s♠❛rt ❣♦ss✐♣ ✐s t❤❛t
✐♥ P❜● ♥♦❞❡s ✉s❡ ❍❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s
❛✐♠❡❞ ❛t ❱❆◆❊❚s✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ ♥♦❞❡s ♠✉st ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ◆♦❞❡✬s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ P❜●

■♥ ❬✶✷❪ t❤❡ P❜● s❝❤❡♠❡ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭❖P❜●✮✳ ✶✮ ❚✇♦
t❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✇♦ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡s ♦❢ s♠❛rt ❣♦ss✐♣
❬✻✵❪✳ ◆♦❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ ❞✐st✐♥❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✷✮ ◆❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐t② ❡①t❡♥s✐♦♥✱
t❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❞❡♥s❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r red t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡② ❝♦♥❞✉❝t❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r red✿

red(nb) =
0.5

1 + e−a(nb−b)
✭✷✵✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r red
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ τarp✳

τarp ′̇ = τarp − red ✭✷✶✮

✸✮ ❋❛❧❧❜❛❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❬✶✵✾❪ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ❛✈♦✐❞
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡
✹✳

✶✹



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ■
❙❝❤❡♠❡ ❙✉❜t②♣❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠❡✲

t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♥❜✲❙❝❤❡♠❡

❬✸✸❪

❞❡❣r❡❡ p = k
nb

nb k ▼❆◆❊❚

❆✉t♦❝❛st

❬✶✶✷❪

❞❡❣r❡❡ p = 2
nb·0.4

nb α ❱❆◆❊❚

●❧♦❜❛❧

●❖❙❙■P

❬✼✵❪

❞❡❣r❡❡ p =
θ−1(γ)

φ
φ ❛♥❞

θ−1(γ)

γ ▼❆◆❊❚

❉✐str✐❜✉t❡❞

●❖❙❙■P

❬✼✵❪

❞❡❣r❡❡ p =
θ−1(γ)

nb
nb❛♥❞

θ−1(γ)

γ ▼❆◆❊❚

❆P❋

❬✹✹✱ ✹✺❪

❞❡❣r❡❡ ✭✸✮ nb pmax

❛♥❞

pmin

▼❆◆❊❚

●❛♠❡

❚❤❡♦r② ❬✽✵❪

❞❡❣r❡❡

p = 1 − (
C

G
)

1
nb−1

nb C ❛♥❞ G ▼❆◆❊❚

❚✇♦

❚❤r❡s❤♦❧❞s

✭●❖❙❙■P✷✮

❬✹✶✱ ✹✷❪

t❤r❡s❤♦❧❞s
p = ph if nb < nc

else p = pl
nb nc✱ ph✱

❛♥❞ pl

▼❆◆❊❚

✷P✲❙❝❤❡♠❡

❬✸❪

t❤r❡s❤♦❧❞s
p = ph if nb < nh

otherwise p = pl
nb ph ❛♥❞ pl ▼❆◆❊❚

❊❉P❇

❬✶✸✱ ✸✺❪

t❤r❡s❤♦❧❞s
p = ph if nb < navg

otherwise p = pl
nb ph ❛♥❞ pl ▼❆◆❊❚

✸P✲❙❝❤❡♠❡

❬✸❪

t❤r❡s❤♦❧❞s ✭✽✮ nb p1✱ p2✱ p3 ▼❆◆❊❚

P❋ ❬✺✶❪ t❤r❡s❤♦❧❞s
p = 1 if nb < navg

else p =
pi
θ

nb pi❛♥❞

navg

▼❆◆❊❚

▲■✳■ ❬✾✾❪ ✷ ❤♦♣s p = 1
n
b

∑nb
k=1 n (xi,xk) nb❛♥❞

n (xi,xk)

✲ ▼❆◆❊❚

▲■✳■■ ❬✾✾❪ ✷ ❤♦♣s p =
nb

nb+n2h
b

nb ❛♥❞

n2h
b

✲ ▼❆◆❊❚

▲■✳■■■ ❬✾✾❪ ✷ ❤♦♣s p =
n2h
b

nb+n2h
b

nb ❛♥❞

n2h
b

✲ ▼❆◆❊❚

❉✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤❡ s❝❤❡♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❛r❡❛✲
❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡

✶✺



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ■■
❙❝❤❡♠❡ ❙✉❜t②♣❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠❡✲

t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❊▼ ❬✾✼❪ ✷ ❤♦♣s ✭✶✺✮ nb ❛♥❞

n2h
b

pi ▼❆◆❊❚

❖❆P❇ ❬✽❪ ✷ ❤♦♣s p =
p1+p2+p3

3 nb ❛♥❞

n2h
b

✲ ❱❆◆❊❚

❋❛♠✐❧②

❈❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥

❬✺✸❪

✷ ❤♦♣s ✭✶✽✮ nb✱
nchild✱

nsibling ✱

❛♥❞ N

pi ▼❆◆❊❚

❙♠❛rt

●❖❙❙■P

❬✻✵❪

✷ ❤♦♣s

(1 − prequired)
k
< (1 − (τrel))

τrel✱

ParentSet✱

SiblingSet✱

ChildSet

τarp ❲❙◆

❖P❜● ❬✶✷❪ ✷ ❤♦♣s

(1 − prequired)
k
< (1 − (τrel))

τrel✱

ParentSet✱

SiblingSet✱

ChildSet

τarp

red

❱❆◆❊❚

r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ s♦ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t
♥❡❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛t❡❣♦✲
r✐③❡❞ ❛s ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞✱ ❘❙❙ ✭❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤✮✱ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❤♦♣ ❝♦✉♥t✱
❛♥❞ ❤✐♥ts✲❜❛s❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✮✳ ■♥ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
r❛♥❣❡ ❬✸✸✱ ✸✷✱ ✶✵✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✐s t❤❛t ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞
❛ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦t tr✉❡✳ ■♥
❘❙❙✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ❬✻✾✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ✭t❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✾✵❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳ ■♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ❧✐❦❡ ❛ ●P❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♥♦❞❡s ❬✶✶✺✱ ✻✾❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡tr✐❝ ✉s❡❞ ❜②
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
♥♦❞❡ ❬✼✷❪✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❤✐♥ts✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ❬✶✼❪✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥
s❡r✈✐❝❡ s♦ t❤❛t ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s

❆r❡❛✲❇❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❡❛✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢❛❧❧
✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳

❛✮ ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞✿

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛r❡❛✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♥♦❞❡s ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❇◆❘ ❬✸✸❪✱ ❇✲♦✈❡r❧❛♣ ❬✶✵✸❪✱ PP❘ ❬✶✵✸❪✱ ❛♥❞
❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✾✽❪✳

■♥ ❇◆❘ s❝❤❡♠❡ ❬✸✸❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❡s✬ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s✱
t❤r❡❡ ③♦♥❡s Za✱ Zb, ❛♥❞ Zc ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ❚❤❡ ③♦♥❡ Za ✐s t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧② ❜② ♥♦❞❡ i✱ ❚❤❡ ③♦♥❡ Zb ✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛
❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧② ❜② ♥♦❞❡ j✱ ❛♥❞ t❤❡ ③♦♥❡ Zc ✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❜♦t❤
♥♦❞❡s i ❛♥❞ j✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛r❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♥♦❞❡s
✐♥s✐❞❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ µ = Nb

Na+Nc
✱ ✇❤❡r❡ Na, Nb✱ ❛♥❞ Nc ❛r❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛r❡❛s Za✱ Zb✱ ❛♥❞ Zc r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡ ♥♦❞❡ i ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ j ❛s t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡✱ µ ❣✐✈❡s t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❛s t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✭✐❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
♥♦❞❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳ ■♥ ❇◆❘✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

p =
A− α

Mσ
µσ + α ✭✷✷✮

✶✼



❲❤❡r❡ A ❛♥❞ α ❛r❡ t❤❡ r♦♦❢ ❛♥❞ ✢♦♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ A = 1
❛♥❞ α = 0✱ σ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❛♥❞ M ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✱ M ∼= 0.601✳ ❚❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ σ = 1, 2, ❛♥❞ 3
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛s ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❡s

■♥ ❇✲♦✈❡r❧❛♣ s❝❤❡♠❡ ❬✶✵✸❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❛t✐♦ ✭P❘✮ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❜r♦❛❞❝❛st ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛s✿

S =

r
∫

r
2

√

r2 − x2dx ✭✷✸✮

■❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ✭✷✸✮✱ ❛♥❞ Smax = 0.41πr2✳
❚❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡❛ ✭◆◆❖❆✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ◆◆❖❆ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

NNOA = LND · 0.41 ✭✷✹✮

❲❤❡r❡ ▲◆❉ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❤❡❧❧♦
♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✉s✐♥❣ ◆◆❖❆✱ ❛s✿

p =
DR

NNOA
✭✷✺✮

❲❤❡r❡ ❉❘ ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣❡r ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡❛✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐❢
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡❛ r❡tr❛♥s♠✐ts ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❜② t✉♥✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❉❘✳ ■❢ ❤✐❣❤❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ t❤❡ ❉❘ ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡r✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❬✶✵✸❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ PP❘✱ ❛ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❤❡♠❡✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ③♦♥❡ ♦❢ ❛
♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ✐❣♥♦r❡ ♥❡❛r❜② ♥♦❞❡s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ❛ r✐♠ ♦❢ s♦♠❡ ✇✐❞t❤ ε ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳
■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ♥♦❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✼✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♠❡t❡r s❝❤❡♠❡

p =
DR

(1− ε2)
LND

❲❤❡r❡ ▲◆❉ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ❛ r✐♠ ♦❢ ✇✐❞t❤ r(1− ε)✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ DR ✐s
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐♠✳

■♥ ❬✾✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✹✻❪ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❢❛✈♦r ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♥♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ r❡❞✉♥t❛♥t
♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐ ❛♥❞ ❥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✮ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Jd = 1− a1
a1 + a2 + a3

✭✷✻✮

❲❤❡r❡✱ a1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐ ❛♥❞ ❥✱ a2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❥✱ ❛♥❞ a3 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♥♦❞❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡✐r ❧✐sts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ▼❆◆❊❚s

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ ❬✾✽❪ t❤❛t t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♥♦❞❡s✳

p = Jd ✭✷✼✮

❲❤❡r❡✱ Jd ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✻✮ ❛♥❞ Jd ∈ [0, 1]✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❛❞❥✉st❡❞ t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❧❛② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ s♦ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛
♥♦❞❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛②✳

✶✾



❜✮ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❘❙❙✲❜❛s❡❞✿

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❘❙❙✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s
s✐♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts t❤❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❙❙
❧❡✈❡❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

■♥ ❬✶✶✺✱ ✶✶✹❪ ✭✇❡✐❣❤t❡❞ ♣✲♣❡rs✐st❡♥❝❡✮ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

p =
dij
r

✭✷✽✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ s❧♦tt❡❞ ♣✲
♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t✐♠❡ s❧♦t TSij ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Tsij = Slotij × ld ✭✷✾✮

❲❤❡r❡ ld ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧✐♥❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛♥❞ Slotij ✐s t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s❧♦t ♥✉♠❜❡r
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

Slotij = Nslot −
⌈

dij ×Nslot

r

⌉

✭✸✵✮

❲❤❡r❡ Nslot ✐s t❤❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❘❙❙ ❧❡✈❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✳

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✸✵❪ ✭◆PP❇✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❞❡✜♥❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✺✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
♣✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✉♣ t♦ 3

4 ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ s❛t✉r❛t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ♥♦t ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥
♥t❤✲♣♦✇❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞❡♥s❡
❱❆◆❊❚s✳ ■♥ ◆PP❇ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✱

p = (
d

r
)k ✭✸✶✮

❲❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ◆PP❇✳ ❚❤❡
❧❛r❣❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ✱ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ◆PP❇ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ ♥❛♠❡❧②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜r♦❛❞❝❛st✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❬✻✾❪ ✭❆❈P❋✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛s ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s ✐ ❛♥❞ ❥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✾✮✳ ❚❤✐s s❤❛r❡❞
❛r❡❛ S(i, j) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❤❛r❡ ❛♥❞ ❡①tr❛ ❛r❡❛ ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❡s

❚❤❡ s❤❛r❡❞ ❛r❡❛ S(i, j)❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✱

S(i, j) = πr2 + d ·
√

r2 − d2

4
− arccos d

2r

90
πr2 ✭✸✷✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ S(i, j) ✐s Smax = 0.61πr2 ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ d = r✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ d(i, j) ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ❆❈P❋ t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ S(i, j) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = pie
k

S(i,j)−Smax

πr2 ✭✸✸✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶✶❪ ✭❉P❇❙❈✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ r❡✲
❜r♦❛❞❝❛st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣
♣❛❝❦❡t✱ ✐t r❡❢❡rs t♦ ✐ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ r❡❜r♦❛❞❝❛st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❜r♦❛❞❝❛st
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉P❇❙❈ ✉s❡s
✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts r❡❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p =
S(i, j)

Smax(i, j)
if 0 < d < r

p = 0 otherwise

■♥❬✽✾✱ ✽✼✱ ✽✽❪ ✭■rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣✱ ■❋✮✱ ❛ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❱❆◆❊❚s✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❋♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

p = (1− Fx(z − d))1/k ✭✸✹✮

❲❤❡r❡ k ✐s ❛ s❤❛♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ Fx(z − d) ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❈❉❋✮ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❳ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ ❬✽✾❪✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s✿

p = e−
ϕs(r−di,j)

k ✭✸✺✮
✷✶



❲❤❡r❡✱ ϕ
s
✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✽❪ ■❋ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥

✽✵✷✳✶✶ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ❬✽✼❪ ■❋ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s✳ ❘❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❬✽✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ■❋ s❝❤❡♠❡ ✉♥❞❡r r❡❛❧ ✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡
s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ r❡❛❧ tr❛✣❝ tr❛❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❇❡r❦❡❧❡② ❍✐❣❤✇❛②
▲❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❤♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢
t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❡♥tr❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛✉✲
t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ tr❛✣❝ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ■❋ s❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✐❧❡♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ■♥ ■❋ ✇✐t❤
s✐❧❡♥❝✐♥❣ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐ts ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✱ ✐t s✐❧❡♥❝❡s t❤❡ r❡st ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ■❋ ❬✷✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ ■❋ s❝❤❡♠❡
✐♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❤✐❣❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②❀ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ■❋ s❝❤❡♠❡ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❊♣❤❡♠❡r❛❧ ❈❧✉st❡r ✭❊❈✮✳ ❚❤❡② ❞❡♥♦t❡❞ t❤✐s ♥❡✇ s❝❤❡♠❡ ❛s
❈❧✉st❡r✲❜❛s❡❞ ■rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ ✭❈■❋✮✳ ■♥ ❈■❋✱ ❛♥ ❊❈ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡♥❞❡r✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣
❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❊❈✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡
t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ r❡tr❛♥s♠✐ts✳

■♥ ❬✼✼❪ t❤❡ ❈❆❘❊❋❖❘ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❈❆❘❊❋❖❘ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■❋✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✼✼❪ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✺✮ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = e
−

ϕs(r−di,j)

k
r

ri ✭✸✻✮

❜❡✐♥❣ ri t❤❡ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❤ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t
t❤❡ r❛t✐♦ r

ri
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡

♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❈❆❘❊❋❖❘ ❢r♦♠ ■❋ ✐s t❤❛t ❈❆❘❊❋❖❘ ✉s❡s t✇♦ ❤♦♣s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❢♦r ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥❞❡r ❛s
❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ■❋ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❛❣❣r❛✈❛t❡❞ ✐❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
r❛♥❣❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡✬s r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡✿

Thcoll = 1− e−ϕsri ✭✸✼✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✸✼✮ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈❆❘❊❋❖❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✸✼✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t
❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Pcoll = Pbusy(1− Pt) ✭✸✽✮
✷✷



❇❡✐♥❣ P❜✉s② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ts ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ Pt
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t t❤✐s t✐♠❡✳ ❇♦t❤ P❜✉s②
❛♥❞ Pt ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pbusy = 1− (1− p)(n−1) ✭✸✾✮

Pt =
1− (1− p)(n−1)

Pbusy
✭✹✵✮

❲❤❡r❡ ♣ ✐s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✻✮ ❛♥❞ ♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦❞❡s ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼✼❪✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❈❆❘❊❋❖❘ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ ✶✮ ❘❚❇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ s❡♥❞s ❛ ❘❡q✉❡st✲t♦✲❇r♦❛❞❝❛st ✭❘❚❇✮ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛❝❦❡t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●P❙ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣♦✇❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ✷✮ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❆ss❡ss♠❡♥t✱ ✐♥
t❤✐s ♣❤❛s❡ ♥♦❞❡s ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❚❇ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦❞❡s ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡tr❛♥s♠✐t ♦r ♥♦t✳ ❊♥❛❜❧❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤
❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ♥♦❞❡s
❣♦ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❈❚❇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s s❡♥❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡
♥♦❞❡ ❛ ❈❧❡❛r✲t♦✲❇r♦❛❞❝❛st ✭❈❚❇✮ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤✐s ♣❛❝❦❡t ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
♥♦❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r✇❛r❞❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❆❘❊❋❖❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ✉s❡s s✐❧❡♥❝✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✸✻✮✳

■♥ ❬✶✵✹❪ ✭●❖❙❙■P❴❉■❘✷✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❚❤✉s✱
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r p = (p1, ..., pSc

) ✇❤❡r❡ Sc ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥❞❡r ❙ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❘ ❛♥❞ t❤❡ ❆♥❣❧❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧
✭❆❖❆✮✳ ■♥ ❬✶✵✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✱

pi = max(0, 1− (
d

′

i

r
)2) ✭✹✶✮

❲❤❡r❡ d
′

✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❝✮ ❤♦♣ ❝♦✉♥t✲❜❛s❡❞✿

❚❤❡ ❤♦♣ ❝♦✉♥t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✹✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ●❖❙❙■P✹✱ ❛ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❩❘P ❬✹✸❪✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛❝t r❡❛❝t✐✈❡❧② ♦r
♣r♦❛❝t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳ ❙✉❝❤ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✳ ◆♦❞❡s ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ③♦♥❡ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ Λ
❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳ ◆♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦❛❝t✐✈❡❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ ③♦♥❡s✱ s♦ ❛s t♦ tr✐❣❣❡r
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠
r❡❛❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❬✹✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ GOSSIP4(p, k, k

′

)✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s s✐♠✐❧❛r t♦
✷✸



GOSSIP1(p, k) ❜✉t t❤❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ r❛❞✐✉s k
′

✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ♣❡r✲
❢♦r♠s ❛s GOSSIP1(p, k) ❢♦r t❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛s s✐♠♣❧❡ ✢♦♦❞✐♥❣
❢♦r t❤♦s❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ③♦♥❡✳

❞✮ ❤✐♥ts✲❜❛s❡❞✿

❆ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✶✻✱ ✶✾❪ ✇❤❡r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r❡s❡♥t❡❞ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ●❖❙❙■P ❛ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡✳ ❆ ♥♦❞❡ ❢♦r✇❛r❞s ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ph ✐❢
✐t ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦❞❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐s pl. ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
✏❤✐♥ts✑✳ ❚❤❡ ❤✐♥t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ❥ ✐s ✵ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s
❛r❡ ♦♥❡ ❤♦♣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ hinti,j =

△Ti,j

duri,j
✳ ❍❡r❡✱ △Ti,j ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡

t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ ✐ ❛♥❞ ❥ ✇❡r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ duri,j ✐s t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❦✬s ❞✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ ❛♥❞ ❥✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ hinti,j ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞
❬✶✾❪✳ ■♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ●❖❙❙■P ❛ ♥♦❞❡ s❡♥❞s ❤❡❛rt❜❡❛t ♣❛❝❦❡ts t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭s✐♠✐❧❛r t♦
❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✮ ❡✈❡r② △TS ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ V Hi✳

▲♦❝❛t✐♦♥✲❇❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

■♥❬✻✹❪ ✭r❡❣✐♦♥❛❧ ●❖❙❙■P✮✱ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♣♦s✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❤✐♥❞ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ●❖❙❙■P ✐s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛r❡❛s ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ❛s
t❤❡ ❢♦❝✐✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ ❛r❡❛ ✐♥ r❡❣✐♦♥❛❧ ●❖❙❙■P

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❛❞❥✉st❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❡❧❧✐♣s❡s✳ ❚♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
r♦✉t❡ ✐s ♣✐❣❣②❜❛❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥♦❞❡ v r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡
✐t ❤❛s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✱
✐t ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

■♥ ❬✻✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦ss✐♣✐♥❣ ❛r❡❛
❛s✱

p ≃ ln(Nπ ˜l2/4)

Nπ2 l̃2r̃2/4
✭✹✷✮

✷✹



❲❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❢❛❝t♦r✱ l̂2 = l
√
l2 − 1✱ r̃2 = r

a ✱ ❛♥❞ a ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s✐t❡ ✐♥
❛ sq✉❛r❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ●❖❙❙■P✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉♣ t♦ ✾✹✪ ♦❢
♠❡ss❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❛✈❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ ●❖❙❙■P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥ts
s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✶✮ t❤❡ ♥♦❞❡s ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✷✮ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡ ❛❞❞s ♦✈❡r❤❡❛❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s♦ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ✇♦rs❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✷✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳

✷✺



❚❛❜❧❡ ✺✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♥♦♥✲❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ❛r❡❛ ❜❛s❡❞✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s
❙❝❤❡♠❡ ❙✉❜t②♣❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠✲

❡t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❇◆❘ ❬✸✸❪ ❉❡♥s✐t② p = A−α
Mσ µσ + α µ A✱ α✱ σ ▼❆◆❊❚

❇✲❖✈❡r❧❛♣

❬✶✵✸❪

❉❡♥s✐t② p = DR
NNOA

nb DR ▼❆◆❊❚

PP❘ ❬✶✵✸❪ ❉❡♥s✐t② p = DR
(1−ε2)

LND nb DR ❛♥❞

ε

▼❆◆❊❚

❏❛❝❝❛r❞

❞✐st❛♥❝❡

❬✾✽❪

❉❡♥s✐t② p = Jd Jd ▼❆◆❊❚

❲❡✐❣❤t❡❞

♣✲

♣❡rs✐st❡♥❝❡

❬✶✶✺❪

❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❛♥❞ ❘❙❙

p =
dij
r

d ♦r RSS ✲ ❱❆◆❊❚

◆PP❇

❬✶✸✵❪

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ p = (
dij
r

)k d k ❱❆◆❊❚

❆❈P❋ ❬✻✾❪ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❛♥❞ ❘❙❙

p = pie
k

S(i,j)−Smax

πr2 d ♦r RSS k ❛♥❞ pi ▼❆◆❊❚

❉P❇❙❈

❬✶✶✶❪

❘❙❙ p =
S(i,j)

Smax(i,j)
if 0 < d < r

0 Otherwise
RSS ✲ ▼❆◆❊❚

■❋

❬✽✾❪

❛♥❞ ❈■❋

❬✷✾❪

❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❛♥❞ ❘❙❙

p = (1 − Fx(z − d))
1
c d ❛♥❞ ϕ k ❱❆◆❊❚

❈❆❊❘❋❖❘

❬✼✼❪

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ p = e
−

ϕs(r−di,j)

k
r
ri d ❛♥❞ ϕ k ❱❆◆❊❚

●❖❙❙■P

❴❉■❘✷

❬✶✵✹❪

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ pi = max(0, 1 − ( d
r
)2) ❞ ❛♥❞ ϑ ✲ ▼❆◆❊❚

●❖❙❙■P✹ ❍♦♣ p = pi if hops < Λ
else p = 1

hops Λ ▼❆◆❊❚

P♦❧❛r✐③❡❞

●❖❙❙■P

❬✶✼❪

❍✐♥ts
p = ph if hinti,ji

> hinti,ji−1
else p = pl

V Hi[j] ph ❛♥❞

pl

▼❆◆❊❚

❙♣❡❡❞✲❇❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❱❆◆❊❚s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♠✉❝❤
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ▼❆◆❊❚s ♦r ❲❙◆s✳
■♥ ❬✼✾❪ ✭❙❆P❋✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❱❆◆❊❚s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s s♣❡❡❞✳ ■♥ ❙❆P❋ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = 0.0557v − 0.033 ✭✹✸✮

❲❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s s♣❡❡❞✳ ❚✇♦ s♣❡❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ vl ❛♥❞ vh✳ ❚❤❡
✷✻



❛✉t❤♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ✐❢ v > vh✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ❞❡♥s✐t②✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ v < vl✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛❧♠♦st r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❙❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

■♥ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜t❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ✷ ❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✳ ■♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❥✉st❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s s❡t ♦❢ ✷ ❤♦♣s ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ❝♦✈❡r❡❞✳
■♥ ❬✹❪ ✭❉P❘✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲

✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✉♥❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✿

p =
nb − ncov

navg
if nb ≤ navg

p =
nb − ncov

nb
if nb > navg

❲❤❡r❡ ncov ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱

navg =
(N − 1)πr2

Anet
α ✭✹✹✮

❲❤❡r❡ α ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹❪✳
■♥ ◆❈P❘ ❬✶✷✾❪✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❡tr✐❝s✱

❛✮ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡
❢❛❝t♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ra(i) =
|U(i)|
Nb(i)

✭✹✺✮

❲❤❡r❡ U(i) ✐s t❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♥♦❞❡ i ✭s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐♠s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱

U(i) = Nb(i)− [Nb(i) ∩Nb(i− 1)]− {i− 1} ✭✹✻✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ♥♦❞❡s t❤❛t ✐s ❝♦✈❡r❡❞
✐❢ ♥♦❞❡ i ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

Fc(i) =
Nc

Nb(i)
✭✹✼✮

❲❤❡r❡ Nc = 5.1774log(N)✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Nc ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✶✶✼❪✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡
❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ✐❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 5.1774log(N) ♦❢ ✐ts ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✶✱ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡

✷✼



❚❛❜❧❡ ✻✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♥♦♥✲❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s
❙❝❤❡♠❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠❡✲

t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉P❘ ❬✹❪
p =

nb−ncov
navg

if nb < navg

p =
nb−ncov

nb
if nb < navg

nb❛♥❞ N ✲ ▼❆◆❊❚

◆❈P❘

❬✶✷✾❪

p = FcRa nb❛♥❞ N ✲ ▼❆◆❊❚

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(i) = Fc(i) ·Ra(i) ✭✹✽✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✺✮ ❛♥❞ ✭✹✼✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✽✮
❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✜①❡❞
t♦ ✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❜r♦❛❞❝❛st ❞❡❧❛② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♣❛t❤✳ ❚❤❡② ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❛r❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
❞❡❧❛② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ r❡❜r♦❛❞❝❛st
❞❡❧❛② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s❀

Tp(i) = MaxDelay × tp(i) ✭✹✾✮

❲❤❡r❡ tp(i) ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦❞❡ i✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✱

tp(i) = 1− |Nb(i− 1)−Nb(i)|
|Nb(i− 1)| ✭✺✵✮

❲❤❡r❡ Nb(i) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♥♦❞❡ i✳
❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳

❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s s♦ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s s✐♥❝❡ ♥♦❞❡s
❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❜❛tt❡r✐❡s✳
■♥ ❬✽✸❪ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞

✭❊❈●✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ t❤r❡s❤♦❧❞ Eth✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡
r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✱ ✐t ❝❤❡❝❦s ✐ts ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ Eth✱ ✐t
✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p = 0.75✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✶✳
■♥ ❬✺✵❪ ✭❊❆●✮✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪ ❛s t❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r t♦

❛❞❥✉st t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

✷✽



❚❛❜❧❡ ✼✿ ❉②♥❛♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❇❛s❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡s
❙❝❤❡♠❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠✲

❡t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❊❈●

❬✽✸❪

p = 0.75 if E > Eth

else p = 0
E Eth

▼❆◆❊❚

❊❆●

❬✺✵❪

p = 0.2ϕi + 0.6 if nb > 5
else p = 0

nb❛♥❞ ϕ nc ▼❆◆❊❚

❊❇●

❬✽✹❪

p =
E(%)
100 E(%) ✲ ▼❆◆❊❚

◆❊❇●

❬✾✸❪

p =
E−Emin

Emax−Emin
E ✲ ▼❆◆❊❚

p = 0.6ϕi if nb > 5 ✭✺✶✮

else p = 1 ✭✺✷✮

❲❤❡r❡ ϕi ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✵✳✻ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ nc = 5 ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
■♥ ❬✽✹❪ ✭❊❇●✮✱ ♥♦❞❡s ✉s❡ t❤❡✐r ❜❛tt❡r② ❧❡✈❡❧s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p =
E(%)

100
✭✺✸✮

❲❤❡r❡ E(%) ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦❞❡s ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r ❜❛tt❡r② ❧❡✈❡❧ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
■♥ ◆❊❇● s❝❤❡♠❡ ❬✾✸❪ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t
❛ ♥♦❞❡ i ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

p =
Ei − Emin

Emax − Emin
✭✺✹✮

❲❤❡r❡ Emax ❛♥❞ Emin ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✳
❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♥♦❞❡s✳ ■♥ ❬✷❪ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❖t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡❛ts t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ts ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✱
❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ r❡♣❡❛ts✱ ❛♥❞ ❚✐♠❡ ❚♦ ▲✐✈❡ ✭❚❚▲✮ ❢♦r ❛ ♣❛❝❦❡t✱ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛r❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱

✷✾



♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ❱❆◆❊❚ s❝❡♥❛r✐♦s✳
■♥ ❬✾✹❪✱ ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st

✐♥ ❞✐s❛st❡r s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉t ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥ ❞♦♠✐♥❛♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
✭P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✮✳

✸✳✷✳✷✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s

■♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st
♣❛❝❦❡t ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❝❛st ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡✐r ✈✐❝✐♥✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞✐❡ ♦✉t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✷✱ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②
♠❡tr✐❝s ✐♥ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ s❡❧❢✲
♣r✉♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♥♦❞❡s✳

❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭❋✐❣✳ ✶✶✮ s✉❝❤ ❛s ♣✉r❡ ❝♦✉♥t❡r✲
❜❛s❡❞✱ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✱ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ❝♦❧♦r✲❜❛s❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉r❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ♦♥❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛❝t♦r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥
♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❧♦r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡
✐s ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r✲✜❡❧❞ ❛s
t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧t②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s

❛✮ P✉r❡✿

●❖❙❙■P✸ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✷✱ ✹✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱
✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ ●♦ss✐♣ ✐s ❞②✐♥❣ ♦✉t✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞

✸✵



❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ♣❛❝❦❡t t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s
❢r♦♠ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❆ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ nb ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣ s❤♦✉❧❞
r❡❝❡✐✈❡ m = nbp ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛❝❦❡t✳ ■❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ❢❡✇❡r t❤❛♥ m ❝♦♣✐❡s✱
✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❞✐❡ ♦✉t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞
GOSSIP3(p, k,m) ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♥♦❞❡ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♣❛❝❦❡t✳ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ ❛ ♣❛❝❦❡t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡
♥♦❞❡ ✇❛✐ts ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♣✐❡s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ m, t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡tr❛♥s♠✐t t❤❡
♣❛❝❦❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ r❡tr❛♥s♠✐t t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ p = 1 ❛❢t❡r t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✳
❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❞❥✉st❡❞✱ ✭✶✮ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s h ❛♥❞ ✭✷✮ ❤♦✇ ❧♦♥❣ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❛✐t ❜❡❢♦r❡ r❡tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤❡
♣❛❝❦❡t✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❆ss❡ss♠❡♥t ❉❡❧❛② ✭❘❆❉✮✳
■♥ ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t h s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❘❆❉
s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❞❡❧❛② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ ●❖❙❙■P✸ ❛r❡ ✶✮ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❘❆❉ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞
♥♦❞❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❍ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✈✐❛
♥♦❞❡ ❋✱ ❜✉t ♥♦❞❡ ❋ ✇✐❧❧ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s
♠❛♥② ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ❍ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡ ♣r♦❜❧❡♠

❆♥♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●❖❙❙■P✸ ✐s P❈❇❘ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ P❈❇❘ ❢r♦♠ ●❖❙❙■P✸✿ ✶✮ ●❖❙❙■P✸ ❡♠♣❧♦②s s✐♠♣❧❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✜rst ❦ ❤♦♣s✱ ✇❤❡r❡❛s P❈❇❘ ❛❧✇❛②s ✉s❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❛♥❞ ✷✮ ■♥ P❈❇❘
t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❧❛②❡❞ ❜② ❘❆❉ t✐♠❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ●❖❙❙■P✸ ♦♥❧② ❞❡❧❛②s
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡s ♥♦t t♦ r❡tr❛♥s♠✐t✳ ❋✐❣✳ ✶✸
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❧❛tt❡r✳
■♥ ❈❈P❋ s❝❤❡♠❡ ❬✻✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✱

p = pi · e−km ✭✺✺✮

❲❤❡r❡ pi ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ k ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ●❖❙❙■P✸✿ ✭✶✮ ◆♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ r❡tr❛♥s♠✐t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❘❆❉✱
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞
❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s m s♦ ♥♦❞❡s ❛❧✇❛②s r❡tr❛♥s♠✐t ✇✐t❤ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✭✺✺✮ ❛❢t❡r ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❘❆❉✳
■♥ ●❖❙❙■P❴❉■❘✸ ❬✶✵✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡

✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r t❤r❡s❤♦❧❞ hj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
s❡❝t♦r j ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ~p = (p1, ...pSc

)
❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✸✶



❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●❖❙❙■P✸ ❛♥❞ P❈❇❘

pj = min(
piSc

Sc − 1
(1− hj

∑Sc

j=1 hj

), 1) ✭✺✻✮

❲❤❡r❡ Sc ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t♦rs✱ j = 1, ..., Sc✱ ❛♥❞ pi ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ●❖❙❙■P✸ ❬✹✷❪✳

❜✮ ◆♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡✿

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
■♥ ❆●❆❘ s❝❤❡♠❡ ❬✶✵✺❪ ❛ ♥♦❞❡ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥

❜② ✭✺✼✮ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐ts r❡❝❡✐✈❡s ❢❡✇❡r t❤❛♥ h ♠❡ss❛❣❡s✳ ❙♦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ p = 1✱ t❤❡ ♥♦❞❡s
✇✐❧❧ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

p =
pi

nb + 1
✭✺✼✮

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s✳
■♥ ❆❴●❙P s❝❤❡♠❡ ❬✻✸❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆●❆❘ ❬✶✵✺❪✱

✇❤❡r❡ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✽✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✺✼✮✱

p =
pi
nb

✭✺✽✮

■♥ ●❖❙❙■P✺❬✷✸❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r s❝❤❡♠❡ t♦ ●❖❙❙■P✸✳ ❇✉t✱ ●❖❙❙■P✺
❡①❤✐❜✐ts t✇♦ ❜❛s✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ●❖❙❙P✸✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✜①❡❞

✸✷



t♦ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs s♦ h = nb✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♥♦❞❡s ❛❧✇❛②s ✇❛✐t ❛
✜①❡❞ ❘❆❉ ❜❡❢♦r❡ tr②✐♥❣ t♦ r❡tr❛♥s♠✐t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❛s ✐♥ P❈❇❘✳
■♥ ❬✺✹❪ ✭♠❡ss❛❣❡ ❞❡❧✐✈❡r②✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ❢❡✇❡r t❤❛♥ nc ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ β ♥♦❞❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛s ❛♥ α ♥♦❞❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❛❧s♦
❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s α ❛♥❞ β ♣❛❝❦❡ts✳ ❆ ♣❛❝❦❡t s❡♥t ❜② ❛♥ α ♥♦❞❡ ✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❛♥ α
♣❛❝❦❡t✳ ■❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s s❡♥t ❜② ❛ β ♥♦❞❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ β ♣❛❝❦❡t✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ β
♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛ β ♣❛❝❦❡t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✇❛②s ❢♦r✇❛r❞❡❞ ✇✐t❤ p = 1✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s
✇❛✐t ❢♦r ❛ t✐♠❡ t1 ❜❡❢♦r❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

p =
1

mnc
✭✺✾✮

■♥ ❬✽✺❪✭❉❆P❋✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠✉❧t✐ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆t ❡❛❝❤ △t ✭t❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡s✮ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

pj =
1

(nb + 1)− j
3nb

✭✻✵✮

❲❤❡r❡ j = 0, 1, 2, 3 ✐s t❤❡ ♥♦❞❡✬s ♣❤❛s❡✱ s♦ ✉♣ t♦ ❢♦✉r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ tr✐❡s t♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳ ■❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱
✐t ✇✐❧❧ st❛rt t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❛❝❦❡ts m ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ✇❛✐t ❢♦r
❛ ❘❆❉ t✐♠❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡①♣✐r② ♦❢ ❘❆❉✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ♣❛ss❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛❞❥✉sts
✐ts ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✵✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ h = 2 t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
♥♦❞❡ ♠✉st tr② t♦ tr❛♥s♠✐t ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♣❤❛s❡ ✸✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛❧✇❛②s ❢♦r✇❛r❞ ✇✐t❤ p = 1 t♦
❡♥s✉r❡ ❤✐❣❤❡r r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✳
■♥ ❘❆P■❉ s❝❤❡♠❡ ❬✸✻✱ ✸✼❪✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦

❡♥s✉r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❧✐✈❡r② ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡rs❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥❀

p = min(1,
β

nb
) ✭✻✶✮

❲❤❡r❡ β ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs st❛t❡❞ t❤❛t β = 3.5 ✐s ❛
❣♦♦❞ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛❝❦❡ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦❞❡s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜r♦❛❞❝❛st t♦
t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❡ ❤❡❛❞❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦❞❡s
♠✐ss✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▲❛③② ❣♦ss✐♣ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ✐t ❤❛s
s♦♠❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
st❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✶✵✵ ✪ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❘❆P■❉ ❛❧s♦ ✉s❡s
❥✐tt❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦ ♥♦❞❡s r❡❜r♦❛❞❝❛st ❛❢t❡r ✇❛✐t✐♥❣ ❘❆❉ t✐♠❡✳

❝✮ ❉❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s✿

❆s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦✉♥t❡r ❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
s❝❤❡♠❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛s ✐♥ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳

✸✸



■♥ ❆❈❇❙ s❝❤❡♠❡ ❬✼✹❪✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❞❡♥s✐t②
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

p = ph if m < h

else p = pl ✭✻✷✮

■♥ Pr♦❜❆ s❝❤❡♠❡ ❬✻✻❪ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = p1 if m < h1

p = p2 if h1 < m < h2

p = p3 if h2 < m < h3

... ... ...
p = pn if hn−1 < m < hn

✭✻✸✮

❲❤❡r❡ p1, p2, p3, ..., pn ❛r❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ h1, h2, h3, ..., hn ❛r❡ t❤❡
❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s
h1 = 1, h2 = 2✱ ❛♥❞ h3 = 3 ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ p1 = 0.9, p2 =
0.5, and p3 = 0.1✳

■♥ ❬✶✷✽❪✭❤♦♣ ❜② ❤♦♣✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❛❞❛♣ts t❤❡
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❤♦♣ ❜② ❤♦♣ ❛s ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛
♥❡t✇♦r❦✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ h✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛
✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t p△−✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ h✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ✐s
❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② p△+✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ t✇♦ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ pl ❛♥❞ ph✱ ✇❤❡r❡ ph > pl✳ ❙♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = pi − p△+ if m < h
p = pi + p△− if m > h

p = pl if p < pl
p = ph if p > ph

✭✻✹✮

❆t ❡✈❡r② ✐♥t❡r✈❛❧ t✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦♠♣✉t❡ m ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❡✈❛❧✉❛t❡
m ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❧❛t❡♥❝② ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐❞ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇
t❤❡② ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✵✽❪ t♦ s❡❧❡❝t
h = 6 ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ r❡❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pi✱ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ pi ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦✇
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ pi ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ navg ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✻✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✸✹



pi = 1 if 6
navg

≥ 1

pi =
6

navg
if 0 < 6

navg
< 1

pi = 0 if 6
navg

≤ 0

✭✻✺✮

■♥ ❬✼✺❪✭❉P❈❇❙✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s
s❝❤❡♠❡s ✐s t❤❛t ❉P❈❇❙ ✉s❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p1 = e−(
m
h ) if m < h

p2 = e−(
m+1

h ) Otherwise

◆♦❞❡s ✐♥ ❉P❈❇❙ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✐♥ P❈❇❘ s♦ t❤❡② ❛❧✇❛②s ✇❛✐t ❘❆❉✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ h = 3 t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉P❈❇❙✳

❞✮ ❈♦❧♦r✲❜❛s❡❞✿

❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✺❪ ✭❝♦❧♦r✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✮✳ ■♥
t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ❡✈❡r② ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡ ❤❛s ❛ ❝♦❧♦r✲✜❡❧❞ ❬✺✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞
❛t t❤❡ ❡①♣✐r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦❧♦rs ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s ♦✈❡r❤❡❛❞ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s s❛t✐s✜❡❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❝♦❧♦r ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐ts ❝♦❧♦r✲
✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❝r❡❛t❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s r✐❝❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ♥♦❞❡✬s ❢❛✐❧✉r❡s s✐♥❝❡ ❝♦❧♦r✲
❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❝r❡❛t❡ ♠❡s❤✲❧✐❦❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
❜❛❝❦❜♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐ts ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t❤❛t ❝❛♥ r❡s✉❧t
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧♦r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞m✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛s ❛ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ m = 2 ❝❛s❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❘❡❞✲
❇❧✉❡ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞
t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦❧♦r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡
♣r♦❞✉❝❡s ❧❡ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❜r♦❛❞❝❛sts✳

❚❛❜❧❡s ✽ ❛♥❞ ✾ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳
✸✺



❚❛❜❧❡ ✽✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦✉♥t❡r ❇❛s❡❞ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❇❛s❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡s ■
❙❝❤❡♠❡ ❙✉❜t②♣❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠❡t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

●❖❙❙■P✸

❬✹✷❪

P✉r❡
p = pi if t < τ
else p = 1 if m < h
else p = 0

m RAD✱h✱ pi

❛♥❞ k

▼❆◆❊❚

P❈❇❘

❬✼✻❪

P✉r❡

p = pi if m < h

else p = 0

m RAD✱h✱ pi

❛♥❞ k

▼❆◆❊❚

❈❈P❋

❬✻✾❪

P✉r❡
p = pi · e

−km t = τ
m RAD✱pi

❛♥❞ k

▼❆◆❊❚

●❖❙❙■P

❴❉■❘✸

❬✶✵✹❪

P✉r❡ pj = min(
piSc
Sc−1 (1 −

hj
∑Sc

j=1
hj

), 1) m pi ❛♥❞ hj ▼❆◆❊❚

❆●❆❘

❬✶✵✺❪

❉❡❣r❡❡

p = pi if t < τ
else p =

pi
nb+1 if m < h

else p = 0

m ❛♥❞

nb

RAD✱h✱ pi

❛♥❞ k

▼❆◆❊❚

❆❴●❙P

❬✻✸❪

❉❡❣r❡❡

p = pi if t < τ
else p =

pi
nb

if m < h

else p = 0

m ❛♥❞

nb

RAD✱h✱ pi

❛♥❞ k

❲❙◆

❘❛♣✐❞ ❉❡❣r❡❡ p = min(1, β
nb

) m ❛♥❞

nb

RAD ❛♥❞ β ▼❆◆❊❚

▼❡ss❛❣❡

❉❡❧✐✈❡r②

❬✺✹❪

❉❡❣r❡❡ p = 1
mnc

❛t t = τ ✐❢ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡

❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦❞❡ ❜♦t❤ ❛r❡

α,♦t❤❡r✇✐s❡ p = 1

m ❛♥❞

nb

RAD

❛♥❞nc

▼❆◆❊❚

❉❆P❋

❬✽✺❪

❉❡❣r❡❡

pj =
1

(nb + 1) − j
3nb

m ❛♥❞

nb

RAD ▼❆◆❊❚

✸✻



❚❛❜❧❡ ✾✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦✉♥t❡r ❇❛s❡❞ ❛♥❞ ❉❡♥s✐t② ❇❛s❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡s ■■
❙❝❤❡♠❡ ❙✉❜t②♣❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠❡t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❆❈❇❙

❬✼✹❪

❚❤r❡s❤♦❧❞s

p = ph if m < h

else p = pl

m RAD✱h✱
pl✱ph

❛♥❞ k

▼❆◆❊❚

Pr♦❜❆

❬✻✼❪

❚❤r❡s❤♦❧❞s ✭✻✸✮ m RAD✱
p1, ..., pn

❛♥❞

h1, ..., hn

▼❆◆❊❚

❍♦♣ ❜②

❍♦♣ ❬✶✷✽❪

❚❤r❡s❤♦❧❞s ✭✻✹✮ RAD, pi,p△+, pl, h,

pu, ❛♥❞

p△−

▼❆◆❊❚

❉P❈❇❙

❬✼✺❪

❚❤r❡s❤♦❧❞s

p1 = e
−

(

m
h

)

if m < h

p2 = e
−

(

m+1
h

)

Otherwise

m h ▼❆◆❊❚

❉✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

■♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♠❛❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❝❛s❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
❝❛s❡✳
■♥ ❬✺✻❪ ✭❉❉❆P❋✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

♥♦❞❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dr =
dT,R

rR

✳
❲❤❡r❡✱ rT ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ dT,R ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ ❉❉❆P❋✱
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p = ph if m = 1

otherwise p = min( pl,

(

e− e(1−
dr

dmax
)

e− 1

)k

) ✭✻✻✮

❲❤❡r❡ dmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ k ❛ s❤❛♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ph ❛♥❞ pl ❛r❡ t❤❡
✸✼



♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❜❛❝❦ ♦✛ ❞❡❧❛② t✐♠❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦ ♦✛ ❞❡❧❛② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Delay = delaymax

(

e− e(
dr

dmax
)

e− 1

)k

✭✻✼✮

❲❤❡r❡ delaymax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② ❛ ♣❛❝❦❡t ❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳

■♥ ❆❈❈P❋ s❝❤❡♠❡ ❬✻✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❆❈P❋ ✭♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲
❜❛s❡❞ t❤❛t ✉s❡s ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ❈❈P❋ ✭♣✉r❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠
❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❆❈❈P❋✱ ♥♦❞❡s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✻✽✮✳ ■♥
t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s m✱ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ Smin ❢♦r ❡❛❝❤ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t m✳ ❆❢t❡r ❛ ✇❛✐t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ RAD✱
t❤❡ ♥♦❞❡s r❡tr❛♥s♠✐t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

p = pie
k1

Smin(m)−Smax

πr2 e−k2m ✭✻✽✮

❲❤❡r❡ Smax = 0.61πr2✱ r ✐s t❤❡ ♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡✱ k1 ❛♥❞ k2 ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts
✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ Smin ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s
❛ ♥❡✇ ❝♦♣② ♦❢ m✳

■♥ ❉✐s❝♦✉♥t s❝❤❡♠❡ ❬✹✾❪✱ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❆ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Dth

❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✳ ■❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Dth ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦❞❡
❥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❡r✐♠❡t❡r ♥♦❞❡✱ s❡❡ ♥♦❞❡ ❦
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹✳ ❆♥ ✐♥♥❡r ❝♦✉♥t❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ICth ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s m ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ICth ✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡
✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❜r♦❛❞❝❛sts ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❉✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❉✐s❝♦✉♥t s❝❤❡♠❡

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❉✐s❝♦✉♥t s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪✭❉✐s❝♦✉♥t✲❘❙✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐❞❡♥✲
t✐✜❡❞ t❤❛t ❞✐s❝♦✉♥t s❝❤❡♠❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛❝❦❡ts ✐❢ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❤❛s ♠❛♥② ❜♦r❞❡r ♥♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♥♦❞❡s✳ ■❢ ❛ ❜♦r❞❡r ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ❛
❝♦♣② ♦❢ ❛ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❜♦r❞❡r ♥♦❞❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳

❚❛❜❧❡ ✶✵ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳
✸✽



❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s
❙❝❤❡♠❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❈♦❧❧❡❝t❡❞

❉❛t❛

❆❞❥✉st❡❞

P❛r❛♠❡t❡rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❉❆P❋

❬✺✻❪

✭✻✻✮ dr❛♥❞ m k✱ ph✱ ❛♥❞ pl ▼❆◆❊❚

❆❈❈P❋ ❬✻✾❪ p = pie
k1

Smin(m)−Smax

πr2 e−k2m d ❛♥❞ m pi✱ k1✱ ❛♥❞ k2 ▼❆◆❊❚

❉✐s❝♦✉♥t

❬✹✾❪

■♥♥❡r ♥♦❞❡s d < Dth

p = pi if m < ICth

else p = 0

P❡r✐♠❡t❡r ♥♦❞❡s d > Dth

p = pi

d ❛♥❞ m Dth✱ ❛♥❞ ICth ▼❆◆❊❚

❉✐s❝♦✉♥t

❘❙ ❬✹✾❪

■♥♥❡r ♥♦❞❡s d < Dth

p = pi if m < ICth

else p = 0

P❡r✐♠❡t❡r ♥♦❞❡s d > Dth

p = pi if m < 1

else p = 0

d ❛♥❞ m Dth✱ ❛♥❞ ICth ▼❆◆❊❚

❙❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

■♥ ◆❈P❋ ❛ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❆❈❈P❋ ✭❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡ t❤❛t
✉s❡s r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻✾❪✳ ◆♦❞❡s ❞♦ ♥♦t r❡❜r♦❛❞❝❛st ✐❢ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ❚♦ ✐♥s❡rt t❤✐s s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❆❈❈P❋✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧✲
r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ RAD✱ ♥♦❞❡s ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r♦❛❞❝❛st
♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦❧❧❡❝t ✇❤✐❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦✈✲
❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t ❛❣❛✐♥✳ ■❢ ❛❧❧
♦❢ ❛ ♥♦❞❡✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡✿

p = pie
−km ✭✻✾✮

❲❤❡r❡ k ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡♠❡s

●❊▼ s❝❤❡♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡s ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞✱ ❡♥❡r❣②❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦
❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬✼✶❪✳ ❖♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t ❛ ♥♦❞❡ ❝❤❡❝❦s

✸✾



✐ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮✱ ✐❢ ✐t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣②
✭❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣②✮✱ ✐t ✇✐❧❧ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛②✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛s✱

p =
d

r
ph ✭✼✵✮

❲❤❡r❡ ph ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧❛② t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t x ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❝♦✐♥ t♦ss
❧❛♥❞❡❞ ✏t❛✐❧s✑✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ RAD ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❝♦♣② ♦❢
x ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■❢ ❛❢t❡r t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ t❤❡ ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ❝♦♣②
♦❢ x ✐t ✇✐❧❧ tr② t♦ ❜r♦❛❞❝❛st x ✉s✐♥❣ ✭✼✵✮ ✭❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐♠s✮✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
t❛s❦ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❤♦✇ t♦ s❡t t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✉s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥✳ ❲❤❡♥
❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡❜r♦❛❞❝❛st✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
✉s❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥✳ ❆ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝♦✈❡r t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② Eavg ♠✐♥✉s ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ I
❝❛♥ ♠♦♥✐t♦r ✐ts ❡♥❡r❣② ❝♦❡✣❝✐❡♥t Eci ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Eci =

j=NbI
∑

j=1

Ej

nb+1
+

EI

nb + 1
✭✼✶✮

❲❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ NbI ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ■✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❯s✐♥❣ Eavg✱ σ✱
❛♥❞ Eci ✱ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
Eavg − σ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡
❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥s s♦ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❡♥❡r❣② ✐s ③❡r♦✳

✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥❝❧✉❞❡s ♥❡t✇♦r❦
s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✹✳✶✳ ❙✐♠✉❧❛t♦rs

❙♦ ❢❛r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ r❡❛❧ t❡st❜❡❞s✱
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐r❡✲
❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❲❙◆s✱ ▼❆◆❊❚s✱ ❱❆◆❊❚s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t♦rs ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ✢♦♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✵✵❪✱ ♥❡t✇♦r❦
s✐♠✉❧❛t♦rs ❛r❡ st✐❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ◆❡t✲
✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t♦r ✷ ✭◆❙✲✷✮ ❬✸✽❪ ✐s s♦ ❢❛r t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st
❛♥❞ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t♦rs
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s ●❧♦♠♦❙✐♠ ❬✶✷✹❪✱ ◗✉❛❧◆❡t ✱
❖P◆❊❚✱ ❛♥❞ ❏✐❙❚✴❙❲❆◆❙ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✹✵



✹✳✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧✐st ♦❢ ♠❡tr✐❝s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s
✐♥t♦ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✺✱ ✶✮ ❇r♦❛❞❝❛st ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✷✮ ❉✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss✱ ✸✮ ❘♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛♥❞ ✹✮ ▼❆❈ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s ❛s ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡ ✇❛r♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝s ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✶✮ ❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ✷✮
❘❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ✸✮ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ ✹✮ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♠❡tr✐❝s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦✉tr❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♠❡tr✐❝s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧♦✇ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❛ ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s✳ ❉❡❧❛② ♠❡tr✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✳ ❉❡❧❛②
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡ ✇❛r♥✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❡♥❡r❣② ♠❡tr✐❝s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳
❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss ♠❡tr✐❝s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✇❤♦s❡
♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❛❝❤ ❛s ♠❛♥② ♥♦❞❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥

✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ❬✻✷❪✳ ❙✐♥❝❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ r♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❡② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ▼❆❈ ❧❛②❡r
♠❡tr✐❝s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❡❛r❧✐❡r✱ s✐♠♣❧❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❝❛✉s❡s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜r♦❛❞❝❛st st♦r♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✵✾✱ ✶✵✽❪ s♦ ▼❆❈
❧❛②❡r ♠❡tr✐❝s ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳
❚❤❡ ♠❡tr✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

❇r♦❛❞❝❛st ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❡tr✐❝s

❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡tr✐❝s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st
♠❡ss❛❣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❛❧✇❛②s
❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡✳

• ❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② (Re)✿ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st
♣❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♠❡tr✐❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡
♥♦❞❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❇r♦❛❞❝❛st ❉❡❧✐✈❡r② ❘❛t✐♦ ✭❇❉❘✮✱ ❛♥❞ ❇r♦❛❞❝❛st ❈♦✈❡r❛❣❡ ❘❛t✐♦
✭❇❈❘✮ ♦r ❈♦✈❡r❛❣❡✳

• ❆✈❡r❛❣❡ ❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣❡r ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ (Reavg)✿ ❆✈❡r❛❣❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t❡❞✳

✹✶



❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s

• ❆✈❡r❛❣❡ ❘❡❝❡♣t✐♦♥ P❡r❝❡♥t❛❣❡ (ARP )✿ ❘❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✱ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
♥♦❞❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❆❘P ✐s t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳

❘❡❞✉♥❞❛♥❝②

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
r❡❞✉♥❞❛♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧
s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t ♦♥❝❡✳

• ❙❛✈❡❞ ❘❡❇r♦❛❞❝❛st (SRB)✿ ▲❡t Nr ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ ❧❡t Nt ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤❡
♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡ s❛✈❡❞ r❡❜r♦❛❞❝❛st ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Nr−Nt

Nr
✳

• ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❖✈❡r❤❡❛❞ (OH)✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♥♦❞❡s (FN)✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞
❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s (NR)✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♠❡tr✐❝ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❜r♦❛❞❝❛sts✳

• ❆✈❡r❛❣❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣❡r ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ (NRavg)✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣❡r ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡r♠✱ ❜✉t ✐t
❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✳

• ❆✈❡r❛❣❡ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ P❡r❝❡♥t❛❣❡ (AFP )✿ ❋♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✱ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛t

✹✷



t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❆❋P ✐s t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳

• ❊✣❝✐❡♥❝② ❘❛t❡ (ER)✿ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ r❛t❡✳

• ▲✐♥❦ ▲♦❛❞✿ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❧♦❛❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st tr❛✣❝ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ♦✈❡r ❛ ✉♥✐t t✐♠❡✳

❉❡❧❛②

❉❡❧❛② ♠❡tr✐❝s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❜② ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❆s ❛ r✉❧❡✱ ❧♦✇ ❞❡❧❛② ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❣♦♦❞ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡ ❡♠❡r❣❡♥❝② ♠❡ss❛❣❡s✳

• ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ P❛❝❦❡t P❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❘❛t❡ (NPPR)✿ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇
❢❛st t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts tr❛✈❡❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

• ❋❧♦♦❞✐♥❣ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❚✐♠❡ ♦r ❇r♦❛❞❝❛st ❡♥❞ t♦ ❡♥❞ ❞❡❧❛②✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❜r♦❛❞❝❛st ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ r♦✉t❡ r❡♣❧②✳

❊♥❡r❣②

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❲❙◆s ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❢❡❞
❜② ❜❛tt❡r✐❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❞❡s✐r❛❜❧❡✳

• P♦✇❡r ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ (PC)✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

• ❆✈❡r❛❣❡ P♦✇❡r ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ (PCavg)✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t❡❞✳

• ❆✈❡r❛❣❡ P♦✇❡r ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡r ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ (PCavgp)✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t❡❞✳

• ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❊♥❡r❣② ❊✣❝✐❡♥❝② (DEF )✿ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡
♣❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t♦rs ✉s❡❞ ❢♦r ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ✭t❤✐s ♠❡tr✐❝
✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r♦❛❞❝❛st ❬✶✵✹❪✮✳

• ◆❡t✇♦r❦ ▲✐❢❡t✐♠❡ (Nlifetime)✿ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s
❢♦r t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ t♦ ❞❡♣❧❡t❡ ✐ts ❡♥❡r❣②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡tr✐❝ s♦♠❡t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❞❡♣❧❡t❡ ✐ts ❡♥❡r❣②✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❉❡❛❞ ◆♦❞❡s (NDN)✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛❞ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❆ ♥♦❞❡ ✐s ❞❡❛❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❜❛tt❡r② ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❞❡♣❧❡t❡❞✳
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❉✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r②
♣❤❛s❡ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛t❤
❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡✿ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st
♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✭♠❡ss❛❣❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✳

• P❛t❤ ❋♦✉♥❞ ❘❛t✐♦ (PFR)✿ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ❢♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛t❤ r❡q✉❡sts✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❉✐s❝♦✈❡r② ❘❛t❡ ❛♥❞ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❙✉❝❝❡ss ❘❛t✐♦✳

• ❘♦✉t❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ❉❡❧❛② (RDD)✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❜r♦❛❞❝❛st
♦❢ ❛ r❡q✉❡st ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ r♦✉t❡ r❡♣❧②✳

• ❇❝❛st✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts s❡♥t ❜② ❛ ♥♦❞❡ ♣❡r ♣❛t❤ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳

❘♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
♥♦❞❡✳

• P❛❝❦❡t ❉❡❧✐✈❡r② ❋r❛❝t✐♦♥ (PDF )✿ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜②
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳

• ❊♥❞✲t♦✲❊♥❞ ❉❡❧❛② (E2E) ♦r ▲❛t❡♥❝②✿ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠
t❤❡ t✐♠❡ ✐t ✐s s❡♥t ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ ✐t r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳

• ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦✉t✐♥❣ ▲♦❛❞ (NRL)✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts tr❛♥s♠✐tt❡❞
❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t s❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s r♦✉t✐♥❣ ♦✈❡r❤❡❛❞✳

• ❚❤r♦✉❣❤♣✉t✿ ❚♦t❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❉r♦♣♣❡❞ P❛❝❦❡ts (NDrp)✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞r♦♣♣❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳

▼❆❈ ❧❛②❡r

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥
❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞✳ ❆s ❛ r✉❧❡✱ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐s ❛
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈♦❧❧✐s✐♦♥s (NCol)✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

• ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❘❛t❡ (CR)✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ❞r♦♣♣❡❞ ❜② t❤❡
▼❆❈ ❧❛②❡r ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣❡r ✉♥✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

• ❆✈❡r❛❣❡ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❘❛t❡ (ACR)✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts
❞r♦♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ▼❆❈ ❧❛②❡r ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣❡r ✉♥✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✹✹



✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡rs r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉r✈❡②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✜♥❞✐♥❣s ❛r❡✿

• ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
s✐♠♣❧❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ●❖❙❙■P✶ ❬✹✶✱ ✹✷❪✱s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✻✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❤❡♥ ♦t❤❡r s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧②
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs s♦ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ s❝❤❡♠❡s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s❝❤❡♠❡s

• ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ▼❆◆❊❚s ❛s ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t s❝❡♥❛r✐♦s s✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❚❛r❣❡t ♥❡t✇♦r❦

• ❆s ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ ❘❡✱ ❙❘❇✱ ❊✷❊ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♠❡tr✐❝s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡

✹✺



❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ◆❘▲ ❛♥❞ P❉❋ ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♠❡tr✐❝s✳

• ❲❤❡♥ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ▼❆◆❊❚s✱ t❤❡ ❘❲P❬✸✵❪ ♠♦❞❡❧
✐s s♦ ❢❛r t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥
❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❬✶✷✸❪✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣
❛♥❞ ❜r♦❛❞❝❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❲P ❬✽✶❪ s♦❧✈❡s
t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❲P ❬✶✷✸❪✳ ■♥ ❱❆◆❊❚ s❝❡♥❛r✐♦s✱
t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s s✐♠✉❧❛t❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✇❛② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♥❡s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ st❛t✐❝ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❲❙◆s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❛❧ tr❛❝❡✲
❜❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ r❡❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s ❬✼✽✱ ✶✵❪✳

• ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t♦r ◆❙✲✷ ❬✸✽❪ ✐s t❤❡ ❞❡ ❢❛❝t♦ s✐♠✉❧❛t♦r
❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢
♥❡t✇♦r❦s s✐♠✉❧❛t♦rs ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✳

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ◆❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t♦rs

• ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts ✐s ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② s✐♥❝❡ ✐t ✐♠♣❛❝ts
♦♥ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❬✶✷✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ t❤❛t ✐♥ t✉r♥s ❛✛❡❝t t❤❡ t✐♠❡
❞✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ♦❝❝✉♣② t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡❞✐✉♠✳

• ❆❖❉❱ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✾✶❪ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
♦♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss✳

• ❚❤❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❉❈❋✮ ❬✶❪ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▼❆❈
❧❛②❡r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉♥❞❡r
❛♥ ✐❞❡❛❧ ▼❆❈ ❧❛②❡r✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❛❝❦❡t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ▼❆❈ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ▼❆❈ ❧❛②❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♠✉❧❛t❡
r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s♦ ❛ r❡❛❧ ▼❆❈ ❧❛②❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡✳

✹✻



✹✳✹✳ ❘❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲✐tt❧❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ●❛♥❡s❛♥
❡t ❛❧ ❬✸✾❪ ✐♥ ❛ ❣r✐❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✭❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✶✺✵ ♥♦❞❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥
✐♥ ❞❡♥s❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ✶✵✵✪✳ ■♥ ❬✷✵✱ ✷✸❪ t❤❡ ❚❡st❜❡❞ ✭❉❊❙✲❚❡st❜❡❞✮
❬✷✷❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❬✷✵✱ ✷✸❪✱ t❤❡ ❉❊❙✲❚❡st❜❡❞ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✺✾ ♠❡s❤ ✇✐r❡❧❡ss r♦✉t❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ■♥ ❬✷✸❪ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ✉s❡❞ ❛r❡ ●❖❙❙■P✶✱ t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s s❝❤❡♠❡ ✭●❖❙❙■P✷✮✱ ●P❙❙■P✸✱
❛♥❞ ●❖❙❙■P✺✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ●❖❙❙■P✶ ❢♦r ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❜♦✉t
✵✳✼✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❬✹✶✱ ✹✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
✐♥ ❬✷✸❪ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳

• ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐s ✉s❡❞
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✵✵✪ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

• ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ●❖❙❙■P✷ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❤❛s ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♥♦❞❡s
✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ s♦ ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

• ●❖❙❙■P✸ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✳

• ●❖❙❙■P✺✱ ✐t ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥
s♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❬✷✵❪ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ✭❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s❝❡♥❛r✐♦
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✉s❡❞ ❛r❡ ●❖❙❙■P✸ ❬✹✷✱ ✹✶❪✱ ❆●❆❘ ❬✶✵✺❪✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡
❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣ ❬✸❪✱ P❈❇❘ ❬✼✻❪✱ ❛♥❞ ❆P❋ ❬✹✹✱ ✹✺❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ●❖❙❙■P✸ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ●❖❙❙■P✸
❡①❤✐❜✐ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦
❡①❝❤❛♥❣❡ ❤❡❧❧♦ ♣❛❝❦❡ts ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳

• ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s s❤♦✇❡❞ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛❞❥✉st✲
✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉st✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳

• ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♥♦t✐❝❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳

• ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✽✵✪ ❛♥❞ t❤❡ s❛✈❡❞ r❡❜r♦❛❞❝❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐s ✉♣
t♦ ✸✵✪✳

• ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ h = 1 ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
s❝❤❡♠❡✬s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✷❪✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
s❝❤❡♠❡s ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✈✐t❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
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■♥ ❛ ❧❛t❡r ✇♦r❦ ❇❧②✇✐s ❡t ❛❧ ❬✷✶❪✱ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❛❣❛✐♥ ❉❊❙✲❚❡st❜❡❞✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✶✵✺ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❢♦❝✉s❡❞ t❤❡✐r ✇♦r❦ ♦♥ ●❖❙❙■P✶ ❛♥❞ ●❖❙❙■P✸✳ ❚❤❡② st✉❞✐❡❞ ❤♦✇
s♦♠❡ tr❛✣❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛②❧♦❛❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ●❖❙❙■P✶ ❛♥❞ ●❖❙❙■P✸ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❛r❡✿

• ■♥ ●❖❙❙■P✶ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✳

• ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ●❖❙❙■P✸ ✇♦rs❡♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛②❧♦❛❞✳
■❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ●❖❙❙■P✸✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡❤❛✈❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳

• ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ●❖❙✲
❙■P✸ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✵✳✷✱✵✳✸❪✳

■♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❬✷✹✱ ✷✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ t❤❛t r❡❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s
❞♦ ♥♦t ♣❡r❝♦❧❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦✐s② ❧✐♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜♦♥❞✲s✐t❡ ♠♦❞❡❧ ❬✽✷❪ ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦✐s② ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❖t❤❡r st✉❞✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛❧s♦ ✉s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ❬✻✽❪ t❤❡ s❝❤❡♠❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❤♦♣ ❜② ❤♦♣ ❬✶✷✽❪
❛♥❞ ❊❈❙ ❬✼✸❪ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳

✺✳ ▲❡ss♦♥s ❧❡❛r♥❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

✺✳✶✳ ▲❡ss♦♥s ❧❡❛r♥❡❞

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧❡ss♦♥s ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧❡ss♦♥s ❛r❡✿

• Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✭❛s ❛ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❛s
♣❛rt ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✮ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ✐♥ ▼❆◆❊❚s✱ ❱❆◆❊❚s✱
❛♥❞ ❲❙◆s✳

• ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱ ♠♦❜✐❧✐t②✱ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❡t❝✳

• ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉r✈❡②✱ ❞❡♥s✐t② ♠❡tr✐❝s ❛r❡ t❤❡
♠♦st ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ♥♦♥ ❝♦✉♥t❡r✲
❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❡tr✐❝✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❦❡② ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞
♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ s✐♥❝❡
❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳

• ▼❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ❧✐❦❡ ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s s✐♥❝❡
t❤❡s❡ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹✽



• ▼❛♥② ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ t❤❡ ♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ s✉❝❤ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳

• ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐s❧✐t❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✱ ♠♦st ♣r♦♣♦s❡❞
s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉♥❞❡r ▼❆◆❊❚s s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ✽✵✷✳✶✶ ▼❆❈ ❧❛②❡r ✉s✐♥❣ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✇❛②♣♦✐♥t ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ◆❙✲✷ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❲❤❡♥ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s
✉s❡❞✱ ❆❖❉❱ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s✱
❘❡ ❛♥❞ ❙❘❇ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ✐s
✉s❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ P❉❋✱ ◆❘▲ ❛♥❞
❊✷❊ ❞❡❧❛② ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ✐s ✉s❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

• ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ s❝❤❡♠❡s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✇ t❤❡
❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✺✳✷✳ ❖♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ②❡t ♦r
❧✐tt❧❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t ❜r✐❡✢② ❤♦✇ t❤❡s❡ ♦♣❡♥
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛r❡✿

• ▼♦r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣
s❝❤❡♠❡s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s ✢♦♦❞✐♥❣ ❬✶✶✵✱ ✶✶✸❪✱ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ s❝❤❡♠❡ ❬✶✶✵✱ ✶✶✸❪✱ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❬✶✷✻✱ ✶✶✸✱ ✶✷✺❪✱ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❬✶✷✻✱ ✶✶✸✱ ✶✷✺❪✱
❧♦❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❬✶✶✸❪✱ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉r✈❡②✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛♣❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s ❬✼✵❪ ❛♥❞ ❬✸✼❪✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥ ❬✷✼❪ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✭■❋ ❛♥❞ ◆PP❇ s❝❤❡♠❡s✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st❛t❡❞ t❤❛t ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡s✳

• ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱
♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ ✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❡t❝✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
♣❛♣❡rs r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉r✈❡②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞
♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛♣❡rs✳ ❙t❛♥❞❛r❞ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ❑✉r❦♦✇s❦✐ ❡t ❛❧ ❬✺✾✱ ✺✽❪✱ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ▼❆◆❊❚s✳ ❲✐t❤
r❡❣❛r❞ t♦ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠♦st s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❲❛②♣♦✐♥t ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r s②♥t❤❡t✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❬✸✵✱ ✼✽❪✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st
♠♦❜✐❧✐t② ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ❇♦♥♥▼♦t✐♦♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❱❛♥❡t▼♦❜✐❙✐♠ ❬✹✼❪✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

✹✾



✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❛❧✲❧✐❢❡ tr❛❝❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❬✶✵✱ ✼✽❪ ♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❚❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❘❡s♦✉r❝❡ ❢♦r ❆r❝❤✐✈✐♥❣ ❲✐r❡❧❡ss ❉❛t❛ ❛t ❉❛rt♠♦✉t❤ ✭❈❘❆❲❉❆❉✮
❬✶✷✵❪ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠❡❞ t♦ ❛r❝❤✐✈❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥
r❡❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳

• ❆s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡tr✐❝ ❢♦r
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❬✽✼❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st❡❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡tr✐❝
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❱❆◆❊❚s✳ ❚❤✐s ♠❡tr✐❝✱ ♥❛♠❡❧② ❉✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥
❊✣❝✐❡♥❝② ✭❉❊✮✱ ❝♦♠❜✐♥❡s r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❞❡❧❛②✱ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss r❛t❡✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❱❆◆❊❚ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛❞ ❤♦❝
♥❡t✇♦r❦s✳

• ❚❤❡r❡ ✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♠♦st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s s✉r✈❡②
✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♠♦♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s ❬✸✶❪ ❛♥❞ ❬✸✹❪✳

• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ❝❧❡❛r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡
♣❧❛②❡❞ ❜② ❘❆❉✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘❆❉ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r✲
❜❛s❡❞ s❝❤❡♠❡s✳

• ■♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t
♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡❧✜s❤ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❛t
✐s✱ ♥♦❞❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛❧✐❝✐♦✉s
♥♦❞❡s✳

• ▼♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✵✱ ✷✸❪✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞✳

• ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ▼❛♥② ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ❣❧♦❜❛❧
❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ■t ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❛t ♥♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❝♦❧❧❡❝t s✉❝❤ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
r❡❛❧ ❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♥♦❞❡s ❧✐❦❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳

✻✳ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ♠❡t❤♦❞s
❡①❤✐❜✐t s✉✐t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡♠❡r❣❡♥❝② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s
✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞✲
❝❛st s❝❤❡♠❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❋✐❣✳ ✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
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❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡
♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
s❡t ♦❢ t❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸ ✭❚❛❜❧❡ ✷ ✲ ❚❛❜❧❡ ✶✵✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦s s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦♥❧② s♦♠❡ ✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡❝t✐♦♥✱ ♠♦st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♦♥❧②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●❖❙❙■P✶ ❛♥❞ ✢♦♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s s✉r✈❡② ❤❡❧♣s t♦ ❡♥❝♦✉r✲
❛❣❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥
t❤❡ ♦♣❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♦r ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❡✈✐❧❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ P❤❉ ❣r❛♥t P■❋
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳ ■❡❡❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②st❡♠s ✲ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✲ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✲ ♣❛rt ✶✶✿
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❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r♦✉t❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠
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❬✶✷❪ ❇❛❦♦✱ ❇✳✱ ❙❝❤♦❝❤✱ ❊✳✱ ❑❛r❣❧✱ ❋✳✱ ❲❡❜❡r✱ ▼✳✱ ✷✵✵✽✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❣♦ss✐♣✐♥❣ ✐♥ ✈❛♥❡ts✳
■♥✿ ■❊❊❊ ✻✽t❤ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❱❚❈ ✷✵✵✽✲❋❛❧❧✮✳ ♣♣✳ ✶✕✺✳

❬✶✸❪ ❇❛♥✐✲❨❛ss❡✐♥✱ ▼✳✱ ❖✉❧❞✲❑❤❛♦✉❛✱ ▼✳✱ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ▼✳✱ P❛♣❛♥❛st❛s✐♦✉✱ ❙✳✱ ✷✵✵✻✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❲✐r❡❧❡ss
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦s ✶✸ ✭✷✮✱ ✶✷✼✕✶✸✾✳

❬✶✹❪ ❇❛rr✱ ❘✳✱ ✷✵✵✸✳ ❏✐❙❚✲ ❏❛✈❛ ✐♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚✐♠❡ ❯s❡r ●✉✐❞❡✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❥✐st✳❡❝❡✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴❞♦❝s✳❤t♠❧

❬✶✺❪ ❇❛rr✱ ❘✳✱ ✷✵✵✹✳ ❙❲❆◆❙✲ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❲✐r❡❧❡ss ❆❞ ❤♦❝ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t♦r ❯s❡r ●✉✐❞❡✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❥✐st✳❡❝❡✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴❞♦❝s✳❤t♠❧

❬✶✻❪ ❇❡r❛❧❞✐✱ ❘✳✱ ✷✵✵✻✳ ❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❣♦ss✐♣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ♣❛t❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ♠❛♥❡ts✳ ■♥✿ ✷✻t❤ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s ❲♦r❦s❤♦♣s ✭■❈❉❈❙ ✷✵✵✻✮✳

❬✶✼❪ ❇❡r❛❧❞✐✱ ❘✳✱ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❣♦ss✐♣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ♣❛t❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ♠❛♥❡ts✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s
✻✱ ✼✾✕✾✶✳

❬✶✽❪ ❇❡r❛❧❞✐✱ ❘✳✱ ❇❛❧❞♦♥✐✱ ❘✳✱ ✷✵✵✸✳ ❯♥✐❝❛st ❘♦✉t✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ▼♦❜✐❧❡ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✐♥✿ ❚❤❡
❤❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❛❞ ❤♦❝ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ❙❡r✐❡s✳

❬✶✾❪ ❇❡r❛❧❞✐✱ ❘✳✱ ◗✉❡r③♦♥✐✱ ▲✳✱ ❇❛❧❞♦♥✐✱ ❘✳✱ ✷✵✵✻✳ ❆ ❤✐♥t✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ✉♥✐s❝❛st
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥❡ts✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✹✱ ✺✹✼✕✺✻✻✳

❬✷✵❪ ❇❧②✇✐s✱ ❇✳✱ ●✉♥❡s✱ ▼✳✱ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ❙✳✱ ❏✉r❛s❝❤❡❦✱ ❋✳✱ ✷✵✶✵✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣ ✐♥
✇✐r❡❧❡ss ♠❡s❤ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❙♦❝✐❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s
❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✹✾✱ ✾✽✕✶✶✸✳

❬✷✶❪ ❇❧②✇✐s✱ ❇✳✱ ●✉♥❡s✱ ▼✳✱ ❏✉r❛s❝❤❡❦✱ ❋✳✱ ❍❛❤♠✱ ❖✳✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✶✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦❢ ✢♦♦❞✲
✐♥❣ ❛♥❞ ❣♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣ ❜❛s❡❞ r♦✉t❡ ❞✐s❝♦✈❡r② s❝❤❡♠❡s✳ ■♥✿ ❚❤❡ ✸✻t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲♦❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ◆❡t✇♦r❦s✳ ♣♣✳ ✷✽✸✕✷✽✻✳

❬✷✷❪ ❇❧②✇✐s✱ ❇✳✱ ●✉♥❡s✱ ▼✳✱ ❏✉r❛s❝❤❡❦✱ ❋✳✱ ❙❝❤♠✐❞t✱ P✳✱ ❑✉♠❛r✱ P✳✱ ✷✵✵✾✳ ❉❡s✲s❡rt✿ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
str✉❝t✉r❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥✿ ■❋■P ❲✐r❡❧❡ss ❉❛②s✳

❬✷✸❪ ❇❧②✇✐s✱ ❇✳✱ ●✉♥❡s❒➜✱ ▼✳✱ ❏✉r❛s❝❤❡❦✱ ❋✳✱ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ❙✳✱ ✷✵✶✵✳ ●♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡s❤
♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ✷✶st ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❡rs♦♥❛❧ ■♥❞♦♦r ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❘❛❞✐♦ ❈♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s ✭P■▼❘❈ ✷✵✶✵✮✳ ♣♣✳ ✶✺✼✷✕✶✺✼✼✳

❬✷✹❪ ❇❧②✇✐s✱ ❇✳✱ ❘❡✐♥❡❝❦❡✱ P✳✱ ●✉♥❡s✱ ▼✳✱ ❲♦❧t❡r✱ ❑✳✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✶✳ ●♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣✱ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
r❡st❛rt ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳ ❚❘✲❇✲✶✶✲✵✽✱ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
❋r❡✐❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❛t ❇❡r❧✐♥✱ ●❡r♠❛♥②✳

❬✷✺❪ ❇❧②✇✐s✱ ❇✳✱ ❘❡✐♥❡❝❦❡✱ P✳✱ ●✉♥❡s✱ ▼✳✱ ❲♦❧t❡r✱ ❑✳✱ ✷✵✶✷✳ ●♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣✱ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡st❛rt ✐♥
✇✐r❡❧❡ss ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳ ♣♣✳
✸✵✶✾✕✸✵✷✸✳

❬✷✻❪ ❇♦✉❦❡r❝❤❡✱ ❆✳✱ ❚✉r❣✉t✱ ❇✳✱ ❆②❞✐♥✱ ◆✳✱ ❆❤♠❛❞✱ ▼✳ ❩✳✱ ❇♦❧♦♥✐✱ ▲✳✱ ❚✉r❣✉t✱ ❉✳✱ ✷✵✶✶✳ ❘♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ◆❡t✇♦r❦s ✺✺✱ ✸✵✸✷✕✸✵✽✵✳

❬✷✼❪ ❇✉s❛♥❡❧❧✐✱ ❙✳✱ ❋❡rr❛r✐✱ ●✳✱ ●r✉♣♣✐♥✐✱ ❘✳✱ ✷✵✶✷✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ s✐❧❡♥❝✐♥❣✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✈❛♥❡ts✳ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ✶✵✱ ✶✕✷✶✳

❬✷✽❪ ❇✉s❛♥❡❧❧✐✱ ❙✳✱ ❋❡rr❛r✐✱ ●✳✱ P❛♥✐❝❤♣❛♣✐❜♦♦♥✱ ❙✳✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❊✣❝✐❡♥t ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥ ✐❡❡❡
✽✵✷✳✶✶ ♥❡t✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ ✐rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ●❧♦❜❛❧ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ✭●▲❖❇❊❈❖▼ ✷✵✵✾✮✳ ♣♣✳ ✶✕✻✳

❬✷✾❪ ❇✉s❛♥❡❧❧✐✱ ❙✳✱ ❋❡rr❛r✐✱ ●✳✱ P❛♥✐❝❤♣❛♣✐❜♦♦♥✱ ❙✳✱ ✷✵✶✵✳ ❈❧✉st❡r✲❜❛s❡❞ ✐rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣✳ ■♥✿
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❡t ♦❢ t❤✐♥❣s✿ ✷✵t❤ ❚②rr❤❡♥✐❛♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ♣♣✳ ✺✾✕✻✽✳

❬✸✵❪ ❈❛♠♣✱ ❚✳✱ ❇♦❧❡♥❣✱ ❏✳✱ ❉❛✈✐❡s✱ ❱✳✱ ✷✵✵✷✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s r❡✲
s❡❛r❝❤✳ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✫ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣❀ ❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s❀
❘❡s❡❛r❝❤♠ ❚r❡♥❞s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✷ ✭✺✮✱ ✹✽✸✕✺✵✷✳

❬✸✶❪ ❈❛♠♣✱ ❚✳✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❇✳✱ ✷✵✵✷✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t✐♥❣✳ ♣♣✳ ✶✾✹✕✷✵✺✳

❬✸✷❪ ❈❛rt✐❣♥②✱ ❏✳✱ ❙✐♠♣❧♦t✱ ❉✳✱ ✷✵✵✸✳ ❇♦r❞❡r ♥♦❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦t♦❝♦❧s
✐♥ ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✻t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❍❛✇❛✐✐ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙②st❡♠
❙❝✐❡♥❝❡s ✭❍■❈❙❙ ✬✵✸ ✮✳

❬✸✸❪ ❈❛rt✐❣♥②✱ ❏✳✱ ❙✐♠♣❧♦t✱ ❉✳✱ ✷✵✵✸✳ ❇♦r❞❡r ♥♦❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦t♦❝♦❧s
✐♥ ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✷✷ ✭✶✲✹✮✱ ✶✽✾✕✷✵✹✳

❬✸✹❪ ❉❛✐✱ ❋✳✱ ❲✉✱ ❏✳✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s
❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❢✲♣r✉♥✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s ✶✺ ✭✶✶✮✱ ✶✵✷✼✕✶✵✸✾✳

❬✸✺❪ ❉❡♠❜❧❛✱ ❉✳✱ ❈❤❛❜❛✱ ❨✳✱ ✷✵✶✵✳ ❘❡❝❡♥t ❚r❡♥❞s ✐♥ ◆❡t✇♦r❦ ❙❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❱♦❧✳ ✽✾✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❇r♦❛❞✲

✺✷



❝❛st✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ▼❆◆❊❚s ❘♦✉t✐♥❣ Pr♦t♦❝♦❧s✱ ♣♣✳ ✺✶✽✕✺✷✼✳
❬✸✻❪ ❉r❛❜❦✐♥✱ ❱✳✱ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❘✳✱ ❑❧✐♦t✱ ●✳✱ ❙❡❣❛❧✱ ▼✳✱ ✷✵✵✼✳ ❘❛♣✐❞✿ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥

✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ✷✻ t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❙②st❡♠s✳ ♣♣✳ ✶✸✕✷✷✳

❬✸✼❪ ❉r❛❜❦✐♥✱ ❱✳✱ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❘✳✱ ❑❧✐♦t✱ ●✳✱ ❙❡❣❛❧✱ ▼✳✱ ✷✵✶✶✳ ❖♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝
♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❉❡♣❡♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ❙❡❝✉r❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✽ ✭✻✮✱ ✽✻✻✕✽✽✷✳

❬✸✽❪ ❋❛❧❧✱ ❑✳✱ ❱❛r❛❞❤❛♥✱ ❑✳✱ ❄❄❄❄ ■♥ t❤❡ ♥s ♠❛♥✉❛❧ ✭❢♦r♠❡r❧② ♥s ♥♦t❡s ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐s✐✳❡❞✉✴♥s♥❛♠✴♥s✴♥s✲❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳❤t♠❧

❬✸✾❪ ●❛♥❡s❛♥✱ ❉✳✱ ❑r✐s❤♥❛♠❛❝❤❛r✐✱ ❇✳✱ ❲♦♦✱ ❆✳✱ ❈✉❧❧❡r✱ ❉✳✱ ❊st✐♥✱ ❉✳✱ ❲✐❝❦❡r✱ ❙✳✱ ✷✵✵✷✳ ❈♦♠♣❧❡①
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛t s❝❛❧❡✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ ❧♦✇✲♣♦✇❡r ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳
❯❈▲❆❈❙❉✲❚❘ ✵✷✲✵✵✶✸✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❉❡♣❛rt❛♠❡♥t✱ ❯❈▲❆✳

❬✹✵❪ ●♦❣❛❞❛✱ ❆✳ ❑✳✱ ❙❛♥t♦s❤✱ ❇✳✱ ●❛r✐♠❡❧❧❛✱ ❘✳✱ ✷✵✵✼✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ts✉♥❛♠✐ ✇❛r♥✐♥❣ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇✐r❡✲
❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛♥❞ ✐♥t❡r♥❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭■❈❉❈■❚✬✵✼✮✳

❬✹✶❪ ❍❛❛s✱ ❩✳ ❏✳✱ ❍❛❧♣❡r♥✱ ❏✳ ❨✳✱ ▲✐✱ ▲✳✱ ✷✵✵✷✳ ●♦ss✐♣✲❜❛s❡❞ ❛❞ ❤♦❝ r♦✉t✐♥❣✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ■♥❢♦❈♦♠ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s✳ ❱♦❧✳ ✸✳ ♣♣✳ ✶✼✵✼✕✶✼✶✻✳

❬✹✷❪ ❍❛❛s✱ ❩✳ ❏✳✱ ❍❛❧♣❡r♥✱ ❏✳ ❨✳✱ ▲✐✱ ▲✳✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✻✳ ●♦ss✐♣✲❜❛s❡❞ ❛❞ ❤♦❝ r♦✉t✐♥❣✳ ■❊❊❊✴❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥ ♦♥ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ✶✹ ✭✸✮✱ ✹✼✾✕✹✾✶✳

❬✹✸❪ ❍❛❛s✱ ❩✳ ❏✳✱ P❡❛r❧♠❛♥✱ ▼✳ ❘✳✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✶✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ q✉❡r② ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡
③♦♥❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■❊❊❊✴❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ✾ ✭✹✮✱ ✹✷✼✕ ✹✸✽✳

❬✹✹❪ ❍❛♥❛s❤✐✱ ❆✳ ▼✳✱ ❆✇❛♥✱ ■✳✱ ❲♦♦❞✇❛r❞✱ ▼✳✱ ✷✵✵✾✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ♠❛♥❡ts✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❲♦r❦s❤♦♣s✳ ♣♣✳ ✹✺✽✕✹✻✸✳

❬✹✺❪ ❍❛♥❛s❤✐✱ ❆✳ ▼✳✱ ❙✐❞❞✐q✉❡✱ ❆✳✱ ❆✇❛♥✱ ■✳✱ ❲♦♦❞✇❛r❞✱ ▼✳✱ ✷✵✵✾✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❢♦r ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ Pr❛❝t✐❝❡
❛♥❞ ❚❤❡♦r② ✶✼✱ ✸✻✹✕✸✼✺✳

❬✹✻❪ ❍❛r❞❧❡✱ ❲✳✱ ❙✐♠❛r✱ ▲✳✱ ✷✵✵✸✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳ ▼❡t❤♦❞ ✫ ❉❛t❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s✳

❬✹✼❪ ❍❛rr✐✱ ❏✳✱ ❋✐❧❛❧✐✱ ❋✳✱ ❇♦♥♥❡t✱ ❈✳✱ ✷✵✵✻✳ ❱❛♥❡t♠♦❜✐s✐♠✿ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ❢♦r
✈❛♥❡ts✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✭❱❆◆❊❚
✬✵✻✮✳ ♣♣✳ ✾✻✕✾✼✳

❬✹✽❪ ❍♦❡❜❡❦❡✱ ❏✳✱ ▼♦❡r♠❛♥✱ ■✳✱ ❉❤♦❡❞t✱ ❇✳✱ ❉❡♠❡❡st❡r✱ P✳✱ ✷✵✵✹✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✿
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛♥❧❧❡♥❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦s ✸✱ ✻✵✕✻✻✳

❬✹✾❪ ❍s✉✱ ❈✳✲❑✳✱ ❈❤❡♥✱ ❈✳✱ ❲❛♥❣✱ ❍✳✲❑✳✱ ✷✵✵✺✳ ❉✐s❝♦✉♥t✿ ❛ ❤②❜r✐❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡
❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ✻✷♥❞ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❱❚❈✲✷✵✵✺✲❋❛❧❧✮✳
♣♣✳ ✷✼✵✻✕✷✼✶✵✳

❬✺✵❪ ❍✉❛♥❣✱ ❚✳✱ ❈❤❡♥✱ ❙✳✱ ❚❛♥❣✱ ▲✳✱ ✷✵✶✶✳ ❊♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ r♦✉t✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t♦✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ♣♣✳ ✾✺✺✕✾✺✾✳

❬✺✶❪ ❏❛♠❛❧✲❞❡❡♥✱ ❆✳✱ ❆♠✐♥✉✱ ▼✳✱ ❑❛❦✉✱ ◆✳✱ ❊❦❛♥❛❤✱ ❖✳✱ ✷✵✵✾✳ ❘♦✉t❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠♦❜✐❧❡ ❛❞
❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✢♦♦❞✐♥❣✳ ■♥✿ ✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞❛♣t✐✈❡
❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ♣♣✳ ✾✾✕✶✵✾✳

❬✺✷❪ ❏❡❧❛s✐t②✱ ▼✳✱ ❱♦✉❧❣r❛✐s✱ ❙✳✱ ●✉❡rr❛♦✉✐✱ ❘✳✱ ❑❡r♠❛rr❡❝✱ ❆✳ ▼✳✱ ✈❛♥ ❙t❡❡♥✱ ▼✳✱ ✷✵✵✼✳ ●♦ss✐♣✲❜❛s❡❞
♣❡❡r s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙②st❡♠s ✷✺ ✭✸✮✱ ✶✕✸✻✳

❬✺✸❪ ❏❡♦♥❣✱ ❍✳✱ ❑✐♠✱ ❏✳✱ ❨✳❨♦♦✱ ✷✵✶✶✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙❡♥s♦rs ✶✶✱ ✺✾✺✷✕✺✾✻✼✳

❬✺✹❪ ❑❛rt❤✐❦❡②❛♥✱ ◆✳✱ P❛❧❛♥✐s❛♠②✱ ❱✳✱ ❉✉r❛✐s✇❛♠②✱ ❑✳✱ ✷✵✶✵✳ ❖♣t✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ ✢♦♦❞✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ✸✾ ✭✹✮✱
✺✼✼✕✺✽✽✳

❬✺✺❪ ❑❡s❤❛✈❛r③✲❍❛❞❞❛❞✱ ❆✳✱ ❘✐❜❡✐r♦✱ ❱✳✱ ❘✐❡❞✐✱ ❘✳✱ ✷✵✵✻✳ ❈♦❧♦r✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥✿ ✹t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡✱ ❛❞ ❤♦❝✱ ❛♥❞ ✇✐r❡❧❡ss
♥❡t✇♦r❦s✳

❬✺✻❪ ❑❤❛♥✱ ■✳ ❆✳✱ ❏❛✈❛✐❞✱ ❆✳✱ ◗✐❛♥✱ ❍✳ ▲✳✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽✳ ❉✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ✺t❤ ■❋■P ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss
❛♥❞ ❖♣t✐❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ◆❡t✇♦r❦s ✭❲❖❈◆ ✬✵✽✮✳

❬✺✼❪ ❑❤❡❧✐❧✱ ❆✳✱ ▼❛rr♦♥✱ P✳ ❏✳✱ ❇❡❝❦❡r✱ ❈✳✱ ❘♦t❤❡r♠❡❧✱ ❑✳✱ ✷✵✵✼✳ ❍②♣❡r❣♦ss✐♣✐♥❣✿ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜r♦❛❞✲
❝❛st str❛t❡❣② ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✺✱ ✺✸✶✕✺✹✻✳

❬✺✽❪ ❑✉r❦♦✇s❦✐✱ ❙✳✱ ◆❛✈✐❞✐✱ ❲✳✱ ❈❛♠♣✱ ❚✳✱ ✷✵✵✻✳ ❚✇♦ st❛♥❞❛r❞s ❢♦r r✐❣♦r♦✉s ♠❛♥❡t r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸r❞ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞ ❍♦❝ ❛♥❞
❙❡♥s♦r ❙②st❡♠s✳ ♣♣✳ ✷✺✻✕✷✻✻✳

✺✸



❬✺✾❪ ❑✉r❦♦✇s❦✐✱ ❙✳✱ ◆❛✈✐❞✐✱ ❲✳✱ ❈❛♠♣✱ ❚✳✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✼✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ♠❛♥❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t
♠❡❡t st❛♥❞❛r❞s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞❤♦❝ ❛♥❞ ❙❡♥s♦r ❙②st❡♠s ✭▼❆❙❙
✷✵✵✼✮✳ ♣♣✳ ✶ ✕ ✾✳

❬✻✵❪ ❑②❛s❛♥✉r✱ P✳✱ ❈❤♦✉❞❤✉r②✱ ❘✳ ❘✳✱ ●✉♣t❛✱ ■✳✱ ✷✵✵✻✳ ❙♠❛rt ❣♦ss✐♣✿ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣♦ss✐♣✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞✲
❝❛st✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❢♦r s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞ ❍♦❝ ❛♥❞ ❙❡♥s♦r ❙②st❡♠s ✭▼❆❙❙ ✬✵✻✮✳ ♣♣✳
✾✶✕✶✵✵✳

❬✻✶❪ ❑②❛s❛♥✉r✱ P✳✱ ❈❤♦✉❞❤✉r②✱ ❘✳ ❘✳✱ ●✉♣t❛✱ ■✳✱ ✷✵✵✻✳ ❙♠❛rt ❣♦ss✐♣✿ ■♥❢✉s✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ✐♥t♦ ❣♦ss✐♣✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ■❧❧✐♥♦✐s ❛t ❯r❜❛♥❛✲❈❤❛♠♣❛✐❣♥✳

❬✻✷❪ ▲❛②✉❛♥✱ ▲✳✱ ❈❤✉♥❧✐♥✱ ▲✳✱ P❡✐②❛♥✱ ❨✳✱ ✷✵✵✼✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ r♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✸✵✱ ✶✽✾✵✕✶✽✾✽✳

❬✻✸❪ ▲❡❡✱ ❆✳✱ ❘❛✱ ■✳✱ ✷✵✶✵✳ ❆❞❛♣t✐✈❡✲❣♦ss✐♣✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r
♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭■❲❈▼❈ ✷✵✶✵ ✮✳ ♣♣✳ ✶✶✸✶✕✶✶✸✺✳

❬✻✹❪ ▲✐✱ ❳✳✱ ▼♦❛✈❡♥✐♥❡❥❛❞✱ ❑✳✱ ❋r✐❡❞❡r✱ ❖✳✱ ✷✵✵✺✳ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❣♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳
▼♦❜✐❧❡ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✵✱ ✻✶✕✼✼✳

❬✻✺❪ ▲✐❛♥❣✱ ❖✳✱ ❙❡❦❡r❝✐♦❣❧✉✱ ❨✳ ❆✳✱ ▼❛♥✐✱ ◆✳✱ ✷✵✵✻✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ♠✉❧t✐♣♦✐♥t r❡❧❛② ❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡s
✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛❝✐♦♥ ❙✉r✈❡②s ✫ ❚✉t♦r✐❛❧s ✽ ✭✹✮✱ ✸✵✕✹✻✳

❬✻✻❪ ▲✐❛r♦❦❛♣✐s✱ ❉✳✱ ❙❤❛❤r❛❜✐✱ ❆✳✱ ✷✵✵✾✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥
♠❛♥❡ts✳ ■♥✿ Pr♦❝❝❡❞✐♥❣s ♦❢ t❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦❛♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❙②st❡♠s✳ ♣♣✳ ✶✕✻✳

❬✻✼❪ ▲✐❛r♦❦❛♣✐s✱ ❉✳✱ ❙❤❛❤r❛❜✐✱ ❆✳✱ ✷✵✶✶✳ ❋✉③③②✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ■♥✿ ❲✐r❡❧❡ss ❉❛②s ✭❲❉✮✱ ✷✵✶✶ ■❋■P✳ ♣♣✳ ✶ ✕ ✻✳

❬✻✽❪ ▲✐♥✱ ❨✳✲❉✳✱ ❈❤❛♥❣✱ ❙✳✲▲✳✱ ❚❛♦✱ ❙✳✲❍✳✱ ❨❡❤✱ ❏✳✲❍✳✱ ✷✵✶✶✳ ❘❡❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡s❤ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✸✹✱ ✶✶✻✾✕✶✶✽✶✳

❬✻✾❪ ▲✐♥❣✱ ❍✳✱ ▼♦ss➹➞✱ ❉✳✱ ❩♥❛t✐✱ ❚✳✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✺✳ ❈♦✈❡r❛❣❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ✐♥ ❛❞
❤♦❝ r♦✉t✐♥❣✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
◆❡t✇♦r❦s ✭■❈❈❈◆ ✷✵✵✺✮✳ ♣♣✳ ✶✸✕✶✽✳

❬✼✵❪ ▲②s✐✉❦✱ ■✳ ❙✳✱ ❍❛❛s✱ ❩✳ ❏✳✱ ✷✵✶✵✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❣♦ss✐♣✐♥❣ ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❲✐r❡❧❡ss
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❲❈◆❈ ✷✵✶✵✮✳ ♣♣✳ ✶✕✻✳

❬✼✶❪ ▼❛❝❤❛❞♦✱ ▼✳✱ ▼✐♥✐✱ ❘✳ ❆✳ ❋✳✱ ▲♦✉r❡✐r♦✱ ❆✳ ❆✳ ❋✳✱ ●✉✐❞♦♥✐✱ ❉✳ ▲✳✱ ▼❡❧♦✱ P✳ ❖✳✱ ✷✵✵✼✳ ●♦ss✐♣✐♥❣
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❛♣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ s②st❡♠s✳ ♣♣✳ ✸✻✽✕✸✼✷✳

❬✼✷❪ ▼❡r❦❡❧✱ ❙✳✱ ▼♦st❛❣❤✐♠✱ ❙✳✱ ❙❝❤♠❡❝❦✱ ❍✳✱ ✷✵✶✹✳ ❍♦♣ ❝♦✉♥t ❜❛s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞
❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s â⑨➇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✶✺✱ ✸✾✕✺✷✳

❬✼✸❪ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ❆✳✱ ❖✉❧❞✲❑❤❛♦✉❛✱ ▼✳✱ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ▲✳ ▼✳✱ ❆❜❞✉❧❛✐✱ ❏✳✱ ✷✵✵✼✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭■❈❙P❈ ✷✵✵✼✮✳ ♣♣✳ ✶✹✵✸✕✶✹✵✻✳

❬✼✹❪ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ❆✳✱ ❖✉❧❞✲❑❤❛♦✉❛✱ ▼✳✱ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ▲✳ ▼✳✱ ❆❜❞✉❧❛✐✱ ❏✳✱ ✷✵✵✽✳ ❆♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞
❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ❚❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❯❑❙■▼ ✷✵✵✽✮✳ ♣♣✳ ✹✹✶✕✹✹✻✳

❬✼✺❪ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ❆✳✱ ❖✉❧❞✲❑❤❛♦✉❛✱ ▼✳✱ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ▲✳ ▼✳✱ ❆❜❞✉❧❛✐✱ ❏✳✲❉✳✱ ✷✵✵✾✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆❞❛♣t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭■❈❆❙❚ ✷✵✵✾✮✳ ♣♣✳ ✶✷✵✕✶✷✼✳

❬✼✻❪ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ❆✳✱ ❖✉❧❞✲❑❤❛♦✉❛✱ ▼✳✱ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ▲✳ ▼✳✱ P❡r❦✐♥s✱ ❈✳✱ ❆❜❞✉❧❛✐✱ ❏✳✲❉✳✱ ✷✵✵✾✳ Pr♦❜✲
❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛s❡❞ r♦✉t❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✾
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭■❲❈▼❈ ✷✵✵✾✮✳
♣♣✳ ✶✸✸✺✕✶✸✸✾✳

❬✼✼❪ ▼♦st❛❢❛✱ ❆✳✱ ❱❡❣♥✐✱ ❆✳ ▼✳✱ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❉✳ P✳✱ ✷✵✶✹✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r♦✉t✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ r❡tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❢♦r❡❝❛st ✇✐t❤ ♣❛❝❦❡t ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❛✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s
✶✹✱ ✶✶✽✕✶✷✾✳

❬✼✽❪ ▼✉s♦❧❡s✐✱ ▼✳✱ ▼❛s❝♦❧♦✱ ❈✳✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✾✳ ▼♦❜✐❧✐t② ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❙②st❡♠s ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▼✐❞❞❧❡✇❛r❡
❢♦r ◆❡t✇♦r❦ ❊❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❬✼✾❪ ▼②❧♦♥❛s✱ ❨✳✱ ▲❡st❛s✱ ▼✳✱ P✐ts✐❧❧✐❞❡s✱ ❆✳✱ ✷✵✵✽✳ ❙♣❡❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐✈❡ ❡♠❡r❣❡♥❝② ✇❛r♥✐♥❣✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss
■♥t❡r♥❡t ✭❲■❈❖◆ ✬✵✽ ✮✳

❬✽✵❪ ◆❛s❡r✐❛♥✱ ▼✳✱ ❚❡♣❡✱ ❑✳✱ ✷✵✵✾✳ ●❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❛❞ ❤♦❝
♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✼✱ ✺✻✾✕✺✼✽✳

❬✽✶❪ ◆❛✈✐❞✐✱ ❲✳✱ ❈❛♠♣✱ ❚✳✱ ❏❆◆❯❆❘❨✲▼❆❘❈❍ ✷✵✵✹✳ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛②✲
♣♦✐♥t ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸ ✭✶✮✱ ✾✾✕✶✵✽✳

✺✹



❬✽✷❪ ◆❞✉✇❛②♦✱ ▲✳✱ ▲✐♥❞❡❜❛✉♠✱ ❘✳✱ ❈❤❡tt②✱ ◆✳✱ ✷✵✵✽✳ ❙✉♣♣r❡ss❡❞ ❜♦♥❞✲s✐t❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r
P❤②s✐❝s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✶✽✵ ✭✹✮✱ ✺✵✸✕✺✵✽✳

❬✽✸❪ ◆✐t♥❛✇❛r❡✱ ❉✳✱ ❑❛r♠❛✱ P✳✱ ❱❡r♠❛✱ ❆✳✱ ✷✵✵✾✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str❛✐♥t ❣♦ss✐♣ ❜❛s❡❞
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉♥❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ tr❛✣❝✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❙❡❝♦♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊♠❡r❣✐♥❣
❚r❡♥❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭■❈❊❚❊❚✲✵✾✮✳ ♣♣✳ ✶✶✶✵✕✶✶✶✹✳

❬✽✹❪ ◆✐t♥❛✇❛r❡✱ ❉✳✱ ❱❡r♠❛✱ ❆✳✱ ✷✵✶✵✳ ❊♥❡r❣② ❜❛s❡❞ ❣♦ss✐♣ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛♥❡ts✳ ■♥✿ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❝❡♥t ❚r❡♥❞s ✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳
♣♣✳ ✷✸✕✷✼✳

❬✽✺❪ ◆♦✉r❛③❛r✱ ❋✳✱ ❙❛❜❛❡✐✱ ▼✳✱ ✷✵✵✾✳ ❉❛♣❢✿ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ✢♦♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s✳ ♣♣✳ ✺✾✹✕ ✺✾✽✳

❬✽✻❪ ❖s❜♦r♥❡✱ ▼✳ ❏✳✱ ✷✵✵✹✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✳ P✉❜❧✐❝❧②✲❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❬✽✼❪ P❛♥✐❝❤♣❛♣✐❜♦♦♥✱ ❙✳✱ ▼❛② ✷✵✶✶✳ ■rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥✿ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✴❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❈♦♠♣✉t❡r✱
❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❊❈❚■✲❈❖◆ ✷✵✶✶✮✳ ♣♣✳ ✸✺✼ ✕ ✸✻✵✳

❬✽✽❪ P❛♥✐❝❤♣❛♣✐❜♦♦♥✱ ❙✳✱ ❈❤❡♥❣✱ ▲✳✱ ✷✵✶✸✳ ■rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡❛❧ ✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡ s♣❛❝✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✻✷✱ ✷✷✻✹✕✷✷✼✷✳

❬✽✾❪ P❛♥✐❝❤♣❛♣✐❜♦♦♥✱ ❙✳✱ ❋❡rr❛r✐✱ ●✳✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽✳ ■rr❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣✳ ■♥✿ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■❚❙ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭■❚❙❚ ✷✵✵✽✮✳ ♣♣✳ ✸✶✶ ✕ ✸✶✻✳

❬✾✵❪ P❛t✇❛r✐✱ ◆✳✱ ❆s❤✱ ❏✳ ◆✳✱ ❑②♣❡r♦✉♥t❛s✱ ❙✳✱ ■■■✱ ❆✳ ❖✳ ❍✳✱ ▼♦s❡s✱ ❘✳ ▲✳✱ ❈♦rr❡❛❧✱ ◆✳ ❙✳✱ ✷✵✵✺✳ ▲♦❝❛t✐♥❣
t❤❡ ♥♦❡s ✭❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ■❊❊❊ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▼❛❣❛③✐♥❡
✷ ✭✹✮✱ ✺✹✕✻✾✳

❬✾✶❪ P❡r❦✐♥s✱ ❈✳ ❊✳✱ ❘♦②❡r✱ ❊✳ ▼✳✱ ✶✾✾✾✳ ❆❞ ❤♦❝ ♦♥✲❞❡♠❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r r♦✉t✐♥❣✳ ■♥✿ ■♥ Pr♦❝❡❞❞✐♥❣
♦❢ ■❊❊❊ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❲▼❈❙❆✮✳ ♣♣✳ ✶✕✶✶✳

❬✾✷❪ ❘❛✛❡❧s❜❡r❣❡r✱ ❈✳✱ ❍❡❧❧✇❛❣♥❡r✱ ❍✳✱ ✷✵✶✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥❡t r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❡♠❡r✲
❣❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥✿ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞
❙②st❡♠s✳ ♣♣✳ ✽✽✕ ✾✷✳

❬✾✸❪ ❘❡✐♥❛✱ ❉✳ ●✳✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ P✳✱ ❚♦r❛❧✱ ❙✳✱ ❇❛rr❡r♦✱ ❋✳✱ ✷✵✶✷✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤
❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✳ ■♥✿ ✶✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P♦✇❡r ❊❧❡❝✲
tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ▼♦t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊P❊✲P❊▼❈ ✷✵✶✷ ❊❈❈❊✮✳

❬✾✹❪ ❘❡✐♥❛✱ ❉✳ ●✳✱ ▲❡♦♥✲❈♦❝❛✱ ❏✳ ▼✳✱ ❚♦r❛❧✱ ❙✳ ▲✳✱ ❆s✐♠❛❦♦♣♦✉❧♦✉✱ ❊✳✱ ❇❛rr❡r♦✱ ❋✳✱ ◆♦r✲
r✐♥❣t♦♥✱ P✳✱ ❇❡ss✐s✱ ◆✳✱ ✷✵✶✹✳ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
s✐♠✐❧❛r✐t②✴❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✲❜❛s❡❞ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞✐s❛st❡r r❡s♣♦♥s❡
s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳

❬✾✺❪ ❘❡✐♥❛✱ ❉✳ ●✳✱ ❚♦r❛❧✱ ❙✳ ▲✳✱ ❇❛rr❡r♦✱ ❋✳✱ ❇❡ss✐s✱ ◆✳✱ ❆s✐♠❛❦♦♣♦✉❧♦✉✱ ❊✳✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✶✳ ❊✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞✐s❛st❡r s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥✿ ❚❤✐r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t
◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❙②st❡♠s ✭■◆❈♦❙✱ ✷✵✶✶✮✳ ♣♣✳ ✼✺✾ ✕ ✼✻✹✳

❬✾✻❪ ❘❡✐♥❛✱ ❉✳ ●✳✱ ❚♦r❛❧✱ ❙✳ ▲✳✱ ❇❛rr❡r♦✱ ❋✳✱ ❇❡ss✐s✱ ◆✳✱ ❆s✐♠❛❦♦♣♦✉❧♦✉✱ ❊✳✱ ✷✵✶✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞
❛ss❡ss✐♥❣ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞✐s❛st❡r s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❆♠❜✐❡♥t ❛♥❞ ❍✉♠❛♥✐③❡❞
❈♦♠♣✉t✐♥❣✳

❬✾✼❪ ❘❡✐♥❛✱ ❉✳ ●✳✱ ❚♦r❛❧✱ ❙✳ ▲✳✱ ❇❡ss✐s✱ ◆✳✱ ❇❛rr❡r♦✱ ❋✳✱ ❆s✐♠❛❦♦♣♦✉❧♦✉✱ ❊✳✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✸✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ❞✐s❛st❡r r❡s♣♦♥s❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❆♣♣❧✐❡❞
❙♦❢t ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✶✸✱ ✽✸✸✕✽✹✺✳

❬✾✽❪ ❘❡✐♥❛✱ ❉✳ ●✳✱ ❚♦r❛❧✱ ❙✳ ▲✳✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ P✳✱ ❇❛rr❡r♦✱ ❋✳✱ ✷✵✶✹✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡ ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡
❛❞ ❤♦❝ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s✐♥❣ ❥❛❝❝❛r❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✻✼✱ ✶✸✶✕✶✺✷✳

❬✾✾❪ ❘②✉✱ ❏✳✲P✳✱ ❑✐♠✱ ▼✳✲❙✳✱ ❍✇❛♥❣✱ ❙✳✲❍✳✱ ❍❛♥✱ ❑✳✲❏✳✱ ✷✵✵✹✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st
s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✵✼✾✱ ✻✹✻✕✻✺✹✳

❬✶✵✵❪ ❙❛ss♦♥✱ ❨✳✱ ❈❛✈✐♥✱ ❉✳✱ ❙❝❤✐♣❡r✱ ❆✳✱ ✷✵✵✷✳ ❖♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠❛♥❡t s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ■♥✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢
▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭P❖▼❈ ✷✵✵✷✮✳ ♣♣✳ ✸✽✕✹✸✳

❬✶✵✶❪ ❙❛ss♦♥✱ ❨✳✱ ❈❛✈✐♥✱ ❉✳✱ ❙❝❤✐♣❡r✱ ❆✳✱ ✷✵✵✷✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❢♦r ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠♦❜✐❧❡ ❛❞
❤♦❝ ♥❡t♦✇♦r❦s✳ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳ ■❈✴✷✵✵✷✴✺✹✱ ❙✇✐ss ❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❊P❋▲✮✳

❬✶✵✷❪ ❙❛ss♦♥✱ ❨✳✱ ❈❛✈✐♥✱ ❉✳✱ ❙❝❤✐♣❡r✱ ❆✳✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✸✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❢♦r ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss
♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ✭❲❈◆❈ ✷✵✵✸✮✳
❱♦❧✳ ✷✳ ♣♣✳ ✶✶✷✹ ✕ ✶✶✸✵✳

❬✶✵✸❪ ❙❝♦tt✱ ❉✳ ❏✳✱ ❨❛s✐♥❛❝✱ ❆✳✱ ✷✵✵✹✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✭■❈❲◆✵✹✮✳

❬✶✵✹❪ ❙❤❡♥✱ ❈✳✲❈✳✱ ❩✲❍✉❛♥❣✱ ❏❛✐❦❛❡♦✱ ❈✳✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✻✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r♦❛❞❝❛st ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s
✇✐t❤ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✺ ✭✹✮✱ ✸✶✼✕✸✸✷✳

❬✶✵✺❪ ❙❤✐✱ ❩✳✱ ❙❤❡♥✱ ❍✳✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✹✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❣♦ss✐♣✲❜❛s❡❞ r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ♣♣✳ ✸✷✸ ✕ ✸✷✹✳

✺✺



❬✶✵✻❪ ❚✐❧❛❦✱ ❙✳✱ ▼✉r♣❤②✱ ❆✳ ▲✳✱ ❍❡✐♥③❡❧♠❛♥✱ ❲✳ ❇✳✱ ✷✵✵✸✳ ◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡t✇♦r❦ Pr♦t♦❝♦❧s✳

❬✶✵✼❪ ❚♦♦r✱ ❨✳✱ ▼✉❧❡t❤❛❧❡r✱ P✳✱ ▲❛♦✉✐t✐✱ ❆✳✱ ❋♦rt❡❧❧❡✱ ❆✳ ❉✳ ▲✳✱ ✷✵✵✽✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❙✉r✈❡②s ✫ ❚✉t♦r✐❛❧s ✶✵✱ ✼✹✕✽✽✳

❬✶✵✽❪ ❚s❡♥❣✱ ❨✳✱ ◆✐✱ ❙✳✱ ❙❤✐❤✱ ❊✳✱ ▼❛② ✷✵✵✸✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡❧✐❡✈✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st st♦r♠ ✐♥ ❛
✇✐r❡❧❡ss ♠♦❧t✐❤♦♣ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs ✺✷ ✭✺✮✱ ✺✹✺✕✺✺✼✳

❬✶✵✾❪ ❚s❡♥❣✱ ❨✳ ❈✳✱ ◆✐✱ ❙✳ ❨✳✱ ❈❤❡♥✱ ❨✳ ❙✳✱ ❙❤❡✉✱ ❏✳ P✳✱ ✷✵✵✷✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st st♦r♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♠♦❜✐❧❡
❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✽✱ ✶✺✸✕✶✻✼✳

❬✶✶✵❪ ❱✐s✇❛♥❛t❤✱ ❑✳✱ ❖❜r❛❝③❦❛✱ ❑✳✱ ▼❛② ✷✵✵✻✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠✉❧t✐✲
❤♦♣ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✷✾✱ ✾✹✾✕✾✺✻✳

❬✶✶✶❪ ❲❛♥❣✱ ◗✳✱ ❙❤✐✱ ❍✳✱ ◗✐✱ ◗✳✱ ✷✵✶✵✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r♦ss✲❧❛②❡r
❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♠❛♥❡ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✱ ✹✵✕✹✼✳

❬✶✶✷❪ ❲❡❣❡♥❡r✱ ❆✳✱ ❍❡❧❧❜r✉❝❦✱ ❍✳✱ ❋✐s❝❤❡r✱ ❙✳✱ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❈✳✱ ❋❡❦❡t❡✱ ❙✳✱ ✷✵✵✼✳ ❆✉t♦❝❛st✿ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡
❞❛t❛ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r tr❛✣❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥✿ ■❊❊❊ ✻✻t❤ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❱❚❈✲✷✵✵✼✮✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ♣♣✳ ✶✾✹✼✕✶✾✺✶✳

❬✶✶✸❪ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❇✳✱ ▼❡❤t❛✱ ❉✳✱ ❈❛♠♣✱ ❚✳✱ ◆❛✈✐❞✐✱ ❲✳✱ ❏✉❧②✲❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
♥❡t✇♦r❦ ✇✐❞❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸ ✭✺✮✱ ✷✾✺✕✸✵✸✳

❬✶✶✹❪ ❲✐s✐t♣♦♥❣♣❤❛♥✱ ◆✳✱ ❚♦♥❣✉③✱ ❖✳ ❑✳✱ ✷✵✵✻✳ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❜r♦❛❞❝❛st str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳
■♥✿ ✶st ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss P❡r✈❛s✐✈❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳ ♣♣✳ ✶✕✻✳

❬✶✶✺❪ ❲✐s✐t♣♦♥❣♣❤❛♥✱ ◆✳✱ ❚♦♥❣✉③✱ ❖✳ ❑✳✱ P❛r✐❦❤✱ ❏✳ ❙✳✱ ▼✉❞❛❧✐❣❡✱ P✳✱ ❇❛✐✱ ❋✳✱ ❙❛❞❡❦❛r✱ ❱✳✱ ❉❡❝❡♠✲
❜❡r ✷✵✵✼✳ ❇r♦❛❞❝❛st st♦r♠ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❲✐r❡❧❡ss
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✶✹ ✭✻✮✱ ✽✹✕✾✹✳

❬✶✶✻❪ ❲✉✱ ❈✳✱ ❖❤③❛❤❛t❛✱ ❙✳✱ ❑❛t♦✱ ❚✳✱ ✷✵✶✸✳ ❆ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ♣❛t❤ ❞✐✈❡rs✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r s❡♥❞❡r✲♦r✐❡♥t❡❞
❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ✈❛♥❡ts✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✶✶✱ ✷✵✺✾✕✷✵✻✽✳

❬✶✶✼❪ ❳✉❡✱ ❋✳✱ ❑✉♠❛r✳✱ P✳ ❘✳✱ ✷✵✵✹✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳
❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✶✵✱ ✶✻✾✕✶✽✶✳

❬✶✶✽❪ ❨❛ss❡✐♥✱ ▼✳ ❇✳✱ ❑❤❛❧❛❢✱ ▼✳ ❇✳✱ ❆❧✲❉✉❜❛✐✱ ❆✳✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✵✳ ❆ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡
❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♦♥✲❞❡♠❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✭❛♦❞✈✮ r♦✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❏♦✉♥❛❧ ♦❢ ❙✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣
✺✸✱ ✶✾✻✕✷✶✶✳

❬✶✶✾❪ ❨❛ss❡✐♥✱ ▼✳ ❇✳✱ ❑❤❛♦✉❛✱ ▼✳ ❖✳✱ ▼❛❝❦❡♥③✐❡✱ ▲✳ ▼✳✱ P❛♣❛♥❛st❛s✐♦✉✱ ❙✳✱ ❏❛♠❛❧✱ ❆✳✱ ✷✵✵✻✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣
r♦✉t❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ♦♥✲❞❡♠❛♥❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥❡ts✳ ■♥✿
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐r❡❧❡ss ❛♥❞ ✇✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ✭P▼✷❍❲✷◆ ✬✵✻✮✳ ♣♣✳ ✾✺ ✕ ✾✾✳

❬✶✷✵❪ ❨❡♦✱ ❏✳✱ ❑♦t③✱ ❉✳✱ ❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ❚✳✱ ✷✵✵✽✳ ❈r❛✇❞❛❞✿ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐t② r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r ❛r❝❤✐✈✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss
❞❛t❛ ❛t ❞❛rt♠♦✉t❤✳ ■♥✿ ❆❈▼ ❙■●❈❖▼▼ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❘❡✈✐❡✇✳ ♣♣✳ ✷✶✕✷✷✳

❬✶✷✶❪ ❨✐❝❦✱ ❏✳✱ ▼✉❦❤❡r❥❡❡✱ ❇✳✱ ●❤♦s❛❧✱ ❉✳✱ ✷✵✵✽✳ ❲✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s s✉r✈❡②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ♥❡t✇♦r❦s
✺✷✱ ✷✷✾✷✕✷✸✸✵✳

❬✶✷✷❪ ❨♦♦✱ ❏✳✱ ❈❤♦✐✱ ❙✳✱ ❑✐♠✱ ❈✳✱ ✷✵✵✸✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ▲❡tt❡rs ✸✾✱ ✼✹✵✕✼✹✶✳

❬✶✷✸❪ ❨♦♦♥✱ ❏✳✱ ▲✐✉✱ ▼✳✱ ◆♦❜❧❡✱ ❇✳✱ ✷✵✵✸✳ ❘❛♥❞♦♠ ✇❛②♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❛r♠❢✉❧✳ ■♥✿ ❚✇❡♥t②✲❙❡❝♦♥❞
❆♥♥✉❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭■◆❋❖❈❖▼ ✷✵✵✸✮✳ ❱♦❧✳ ✷✳
♣♣✳ ✶✸✶✷✕✶✸✷✶✳

❬✶✷✹❪ ❩❡♥❣✱ ❳✳✱ ❇❛❣r♦❞✐❛✱ ❘✳✱ ●❡r❧❛✱ ▼✳✱ ✶✾✾✽✳ ●❧♦♠♦s✐♠✿ ❛ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷t❤ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭P❆❉❙ ✬✾✽✮✳

❬✶✷✺❪ ❩❤❛♥❣✱ ❍✳✱ ❏✐❛♥❣✱ ❩✳✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞
❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛❝✐♦♥ ▲❡tt❡rs ✽ ✭✶✷✮✱ ✼✶✽✕✼✷✵✳

❬✶✷✻❪ ❩❤❛♥❣✱ ❍✳✱ ❏✐❛♥❣✱ ❩✳✱ ✷✵✵✻✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛❞ ❤♦❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✻✸✱ ✶✶✾✻✕✶✷✶✺✳

❬✶✷✼❪ ❩❤❛♥❣✱ ◗✳✱ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❉✳ P✳✱ ✷✵✵✹✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❡✈❡❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r♦✉t✐♥❣ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥✿ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❱♦❧✳ ✼✳ ♣♣✳ ✸✽✾✻✕✸✾✵✵✳

❬✶✷✽❪ ❩❤❛♥❣✱ ◗✳✱ ❆❣r❛✇❛❧✱ P✳✱ ✷✵✵✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥ ♠❛♥❡ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❛r❛❧❧❡❧
❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✻✺✱ ✷✷✵✕✷✸✸✳

❬✶✷✾❪ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳ ▼✳✱ ❲❛♥❣✱ ❊✳ ❇✳✱ ❳✐❛✱ ❏✳ ❏✳✱ ❙✉♥❣✱ ❉✳ ❑✳✱ ✷✵✶✷✳ ❆ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝♦✈❡r❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
r❡❜r♦❛❞❝❛st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✶✶✱ ✶✕✶✵✳

❬✶✸✵❪ ❩❤♦✉✱ ▲✳✱ ❈✉✐✱ ●✳✱ ▲✐✉✱ ❍✳✱ ❲✉✱ ❩✳✱ ▲✉♦✱ ❉✳✱ ✷✵✶✵✳ ◆♣♣❜✿ ❆ ❜r♦❛❞❝❛st s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❞❡♥s❡ ✈❛♥❡ts✳
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✕✶✵✳

✺✻


