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3차원 벡터필드 탄젠트 곡선 계산을 위한 사면체 분해 방법

정일홍*

요 약 
본 논문에서는 3차원 벡터필드의 탄젠트 곡선을 계산하는 효율적이고 정확한 방법을 제안한다. 탄젠

트 곡선 상의 정확한 값을 구하지 못하고 단지 탄젠트 곡선의 근사치를 구하는 Runge-Kutta 같은 기존

의 방법과는 달리 여기서 제안한 방법은 3D 사면체 도메인에서 벡터필드가 선형적으로 변한다는 가정

하에 탄젠트 곡선 상의 정확한 값을 계산한다.

새로 제안한 방법은 벡터필드가 3D 사면체 도메인에서 선형적으로 변한다고 가정한다. 우선 이 방법

은 3차원 벡터필드에서 육면체 셀을 5 또는 6개의 사면체 셀로 분해하는 것을 요구한다. 임계점은 각

사면체의 간단한 선형 시스템을 풀어서 간단하게 구할 수 있다. 이 방법은 이전 사면체에서 계산된 탄

젠트 곡선상의 점들을 기초로 다음 사면체에서 탄젠트 곡선상의 계속적인 점들을 생성함으로써 출구 점

을 구한다. 탄젠트 곡선상의 점들은 각 사면체의 명시해에 의해서 계산되었기 때문에 새로운 방법은 3D

벡터필드를 가시화하는데 정확한 위상을 마련한다.
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Curves of 3D Vector Fields
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Abstract 

This paper presents the development of certain highly efficient and accurate method for

computing tangent curves for three-dimensional vector fields. Unlike conventional methods, such as

Runge-Kutta method, for computing tangent curves which produce only approximations, the method

developed herein produces exact values on the tangent curves based upon piecewise linear variation

over a tetrahedral domain in 3D.

This new method assumes that the vector field is piecewise linearly defined over a tetrahedron in

3D domain. It is also required to decompose the hexahedral cell into five or six tetrahedral cells

for three-dimensional vector fields. The critical points can be easily found by solving a simple

linear system for each tetrahedron. This method is to find exit points by producing a sequence of

points on the curve with the computation of each subsequent point based on the previous. Because

points on the tangent curves are calculated by the explicit solution for each tetrahedron, this new

method provides correct topology in visualizing 3D vector fields.
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1. 서론

벡터 필드(vector field)의 효율적인 시각적 표

현 방법은 유체 역학, 해양 연구, 기온 변화 등

에서의 연구에 중요한 역할을 담당하고 있기 때

문에 오늘날 매우 중요한 연구과제이다. 벡터 필

드를 시각적으로 표현하기 위해서는 탄젠트 곡

선의 정확한 계산에 대한 연구가 필수적이다[1].
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벡터 필드를 시각적으로 표현하기 위해 사용

하는 위상(topology) [2,3,4] 은 임계점(critical

point)과 탄젠트 곡선(tangent curve)으로 구성되

어 있다[5]. 위상적 표현의 장점은 벡터필드의

임계점과 임계점들을 연결하는 탄젠트 곡선이

주어지면, 다른 탄젠트 곡선의 형태와 벡터 필드

전체의 구조를 어느 정도 추론할 수 있다. 기존

의 위상적 방법에서는 임계점의 위치 계산은 상

당한 문제점을 가지고 있다. 예를 들어, 곡선 그

리드(curvilinear grid)의 경우 임계점을 계산하

기 위해 먼저 가능한 후보자 셀(cell)를 찾아 비

선형 방정식을 풀어야만 한다[2,3,4,5]. 그리고 탄

젠트 곡선은 Euler 방법이나 Runge-Kutta 방법

같은 수치 해석적 방법을 사용하여 구하기 때문

에 탄젠트 곡선 상의 정확한 값을 구하지 못하

고 단지 탄젠트 곡선의 근사치를 구했다[6,7,8].

이로 인해 잘못된 탄젠트 곡선을 계산하는 오류

를 범하는 경우가 생긴다.

본 논문에서 제안하는 탄젠트 곡선을 계산하

는 방법은 탄젠트 곡선을 정의하는 상미분 방정

식의 명시해를 데카르트 좌표계에서 구하기 때

문에 탄젠트 곡선 상에 정확한 값을 계산할 수

있다. 육면체 그리드 셀을 5 또는 6개의 사면체

로 분해 한 후 사면체에 대해 제안한 방법으로

상미분 방정식의 명시해를 계산한다. 그리고 사

면체의 명시해에 의해 그려지는 곡선과 사면체

한 면을 포함하는 평면과의 교차점을 계산하여

탄젠트 곡선을 연결시킨다. 연결된 탄젠트 곡선

으로 3차원 벡터 필드의 위상을 시각적으로 표

현한다.

본 논문의 구성으로 2장에서는 탄젠트 곡선을

정의하는 상미분 방정식의 명시해(explicit

solution)를 구하기 위해 필요한 수학적 배경에

대해 설명하고 3장에서는 3차원 벡터필드에 대

한 상미분 방정식을 풀어 구한 명시해에 대해

서술하고 4장에서는 제안한 방법과 기존의 수치

해석적 방법과의 비교분석 및 성능을 검토한다.

끝으로 5장에서는 결론 및 향후 연구 과제를 제

시한다.

2. 수학적 배경

본 논문에서 제안하는 3차원 벡터 필드의 가

시화 방법은 상미분 방정식(ordinary differential

equation)과 벡터필드의 위상과의 연결에 기초를

두고 있다[5,6]. 상미분 방정식과 벡터 필드의 위

상과의 연결은 Poincare [7,8,9]가 처음으로 제안

했다. 벡터필드의 기장 중요한 두 가지는 임계점

과 탄젠트 곡선을 계산하는 방법이다. 본 논문의

주안점은 3차원(사면체)의 벡터 필드에 대한 탄

젠트 곡선의 계산이다. 본 논문에서 제안하는 방

법의 기초가 되는 중요한 개념은 3D에서 육면체

셀을 5 또는 6개의 사면체들의 집합으로 분해하

는 것과 각 사면체내에서 벡터 필드가 선형적으

로 변화를 한다고 하는 가정이다[10,11,12].

이러한 가정 하에서 탄젠트 곡선을 정의하는

방정식은 상수 계수를 갖는 선형 상미분 방정식

이다. 벡터 필드가 다음과 같이 주어지면
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사면체에서 매개 변수 탄젠트 곡선 P(t)는
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이다. 일

반적으로 상미분 방정식은 무수한 해가 존재하

나 초기 값을 갖는 상미분 방정식은 특별한 해

가 존재한다[8].

만약에 (그림 1)에서 보여주는 것과 같이 각

사면체의 좌표 값을 , ,

,  그리고 각 꼭짓점에서

벡터 값을 , , ,

라 가정하면, 사면체에 대한 × 행

렬 A와 × 행렬 B는 사면체의 꼭짓점들과

그 점에서의 벡터필드의 값으로부터 구해진다.

임계점은 벡터의 크기가 제로가 되는 점이므

로 간단한 선형방정식 을 풀므로 써 간
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



단히 구해질 수 있다.

(그림 1) 사면체에 대한 관례적 표기

(Figure 1) Notation and conventions for a

tetrahedron

3. 3D 벡터 필드의 명시해 및

사면체 분해 방법

이 장에서는 탄젠트 곡선을 정의하는 상미분

방정식을 데카르트 좌표계에서 일반적인 해에

대해 서술하고 고유값에 따라 9가지 경우로 분

류하고 그에 대해 명시해와 사면체 분해 방법의

알고리즘을 제시한다.

3.1 사면체 도메인에 대한 명시해

탄젠트 곡선을 정의하는 상미분 방정식 (1)의

일반해는 다음의 형태를 가진다.
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여기서 함수 ,, 와 계수 , , 는

행렬 의 고유값(eigenvalue) [13] 에 따라 결정

된다. 3차원 벡터필드에서 이러한 고유값에 따라

탄젠트 커브의 궤적을 9가지로 분류한다. 9가지

경우에 대한 분류와 그에 따른 명시해는 다음과

같이 구하였다.

Case 1) 제로가 아닌 세 개의 실근

(≠≠≠≠)

 
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  ,
  

 
  ,

  
 

  ,
 

Case 2) 제로가 아닌 한 개의 실근과 두 개의

중근 (≠≠ ≠)

 
 

 

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 

Case 3) 제로가 아닌 세 개의 중근

(  ≠)

 


 

 

 ,

   ,

 




 ,

 

Case 4) 제로가 아닌 한 개의 실근과 두 개의

허근 (≠ ± ≠)

 


cossin,
 



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 



 ,

  .
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Case 5) 제로가 아닌 두 개의 실근과 한 개가

제로인 실근 ( ≠≠≠)

 
 



  
 

 
 

  ,

  
 

 
  ,

  
 

 
  ,

Case 6) 제로가 아닌 한 개의 실근과 두 개가

제로인 실근 (  ≠)

 


 
  ,

  
 


,

  
 




  .

Case 7) 세 개가 제로인 중근 (   )

 




  ,

  

 ,

 
 

.

Case 8) 제로가 아닌 두 개의 중근과 한 개가

제로인 실근 (  ≠)

 
 

 

  
 


 ,

  

 
 

 
  ,

 



  .

Case 9) 제로인 한 개의 실근과 두 개의 허근

(  ± ≠)

  
cos sin

   
 ,

   
    

   ,
  

     
   

(그림 2)는 위의 아홉 가지 경우의 탄젠트 곡

선의 궤적을 보여준다. (그림 2)의 각 이미지의

탄젠트 곡선은 한 면에서 10개의 초기 값을 사

용하여 계산된 것이다. 이 초기 점들에서 시작해

서 일정한 양만큼 양의 방향 및 음의 방향으로

탄젠트 곡선 상의 점들을 계산한다. 파란 선은

탄젠트 곡선을 나타내고, 빨간 선은 사면체의 각

정점에서의 벡터 값을 나타낸다. 빨간 점은 임계

점(Critical Point)을 표시한다.

(그림 2) 9가지 경우에서 탄젠트 곡선의 예

 (a) Case 1              (b) Case 2
    ≠            

 (c) Case 3             (d) Case 4
      
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  (e) Case 5             (f) Case 6
       

   (g) Case 7            (h) Case 8
       

  (i) Case 9             (j) Case 9
     

(Figure 2) Examples of tangent curves for all

nine cases

3.2 사면체 분해 방법

위에서 제시한 명시해로 탄젠트 곡선을 계산

하고 3차원 벡터필드의 위상을 시각적으로 표현

하기 위한 사면체 분해 방법의 알고리즘을 다음

과 같다

(1) 육면체 그리드 셀을 5 또는 6개의 사면체

셀로 분해한다.

(2) 임계점의 좌표 값을 구한다.

(3) 임계점을 분류한다.

(4) 각 사면체의 고유값(eigenvalue)을 구한다.

(5) 사면체를 9가지 경우로 분류한다.

(6) 각 사면체에 대한 명시해를 계산한다.

(7) 사면체의 명시해에 의해 그려지는 탄젠트

곡선과 사면체의 한 면을 포함하는 평면과

교차점을 구한다.

(8) 탄젠트 곡선을 연결시킨다.

(9) 3차원 벡터필드의 위상을 시각적으로 표

시한다.

4. 성능 평가

본 논문에서는 제안한 방법의 정확도를 검증

하기 위해 테스트 함수를 구현하였다. 또한 기존

방법인  Runge-Kutta 방법과 Euler 방법을

구현하여 본 논문에서 제안한 방법과 비교를 하

였다. (그림 3)에서 사용한 3D 테스트 함수는 나

선형류(helical flow)로 다음과 같다.

      

이 함수는 ×× 셀의 데카르트 좌표 그

리드에서 각 그리드 점에서 벡터 값을 생성한다.

(그림 3)에서 보여주는 것과 같이 데카르트

좌표에서 구현된 제안된 방법과 기존의 방법으

로 구현된 탄젠트 곡선을 비교해보면 본 논문에

서 제안한 방법이 정확하다는 것이 검증된 것이

다.

(그림 3) 기존의 방법과 비교를 통해 제안한

방법의 검증

(a) proposed method

(b) 4th Runge-Kutta method (c) Euler’s 
method 

(Figure 3) Validation of proposed method with

conventional methods

(그림 4)에서 보는 것 같이 증분크기를 충분
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히 작게 하면 본 논문에서 제안한 방법과 기존

의 수치 해석적 방법으로 구현한 결과의 차이점

을 육안으로 구별할 수 없다. 그러나 본 논문에

서 제안한 방법은 다양하게 증분 크기를 변경해

도 육안으로 차이점을 발견할 수 없으나 기존의

방법은 증분 크기가 변하면 오류를 발생시킬 수

있다. 이 오류로 정확한 탄젠트 곡선이 아닌 다

른 탄젠트 곡선을 생성한다. (그림 4)에서 이 차

이점을 보여주고 있다

(그림 4) 다양한 증분 크기에서 두 방법의 비교

Proposed method       Euler’s method

(a) Incremental step size 0.01

(b) Incremental step size 0.1

(c) Incremental step size 0.5 
(Figure 4) Comparison of two methods at

various incremental step sizes

5. 결론

탄젠트 곡선을 계산하기 위해 본 논문에서 제

안한 방법은 탄젠트 곡선을 정의하는 상미분 방

정식을 풀어 명시해(explicit solution)를 제시한

반면 기존의 방법은 수치 해석적 방법인

Runge-Kutta 방법 또는 Euler 방법[2,3,4,12]을 사

용하여 탄젠트 곡선의 근사치를 구했다. 따라서

본 논문에서 제시한 방법은 기존의 방법에서 범

할 수 있는 수리적 오류를 줄일 수 있고 탄젠트

곡선을 계산하는데 정확성이 보장된다. 따라서 3

차원 벡터 필드를 가시화하는 효율적인 방법으로

사용될 수 있다.

향후 연구 과제로는 3차원 벡터 필드에서 탄젠

트 커브를 정의하는 상미분 방정식에 대해 무게

중심 좌표계에서의 명시해(explicit solution)를 마

련하는 연구가 진행되어야 할 것이다.
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