
❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r

♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s

❏❡s✉s ❈❡rq✉✐❞❡s✶✱ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✷✱ P❡❞r♦ ▼❡s❡❣✉❡r✶

❛♥❞ ❙❛r✈❛♣❛❧✐ ❉✳ ❘❛♠❝❤✉r♥✸

✶■■■❆✱ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡
❈❙■❈✱ ❙♣❛♥✐s❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ❢♦r ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤
❊♠❛✐❧✿ ④❝❡rq✉✐❞❡✱♣❡❞r♦⑥❅✐✐✐❛✳❝s✐❝✳❡s

✷❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❱❡r♦♥❛✱ ■t❛❧②
❊♠❛✐❧✿ ❛❧❡ss❛♥❞r♦✳❢❛r✐♥❡❧❧✐❅✉♥✐✈r✳✐t

✸❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙♦✉t❤❛♠♣t♦♥✱ ❙❖✶✼ ✶❇❏✱ ❯❑

❊♠❛✐❧✿ ④s❞r✶✱♠✈✷②✶✶⑥❅s♦t♦♥✳❛❝✳✉❦

❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❧t❤

♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ s♦❧✈❡ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲

❛❣❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳ ▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝❛st✐♥❣ ♠✉❧t✐✲

❛❣❡♥t s②st❡♠ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥t♦ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤♦s❡ s♦❧✈✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧②

✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠✳ ❘❡s❡❛r❝❤

♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❤❛s r❛♣✐❞❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ✈❡r② t❡❝❤♥✐❝❛❧✱ s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ✜❡❧❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② s❝❛tt❡r❡❞✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐♥❞❡r t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❜❛s✐❝✱ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❡❛s❡ s✉❝❤ ❛❝❝❡ss ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣

❛ ❣❡♥t❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t

♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥❀ ▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s❀ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥❀ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥❀
❛✉❝t✐♦♥s❀ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥❀ ❉❈❖P

❘❡❝❡✐✈❡❞ ✶✺ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✷❀ r❡✈✐s❡❞ ✶✺ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✷

✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠ ✭▼❆❙✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡✱ ❞✐s❛st❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ✭❡✳❣✳
✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✮ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s ♠❛✐♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✈❡r② ❤❛r❞ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♣r♦❜❧❡♠s
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ✭❡✳❣✳ ✐♥❞✉str✐❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
♥♦✈❡❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢
▼❆❙ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t♦rs r❡s✐❞❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
✉♥✐ts ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✭❡✳❣✳✱ ✜r❡ ✜❣❤t❡rs
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr✉❝❦s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛✲
❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦r s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❞✐✛❡r✲
❡♥t st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ✭❡✳❣✳✱ ✜r❡ ✜❣❤t❡rs ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ ✇✐t❤ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s✱ ❜✉②❡rs ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ♠❛r❦❡ts ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❧❧❡rs✮✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❛✐♠s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡s ✭❡✳❣✳✱ ✜r❡ ✜❣❤t❡rs ❡①t✐♥❣✉✐s❤ ✜r❡s ✇❤✐❧❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s
❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❝❛r❡✮✱ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥✴❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❜❡ t✐❡❞ t♦ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ♣r♦♥❡ t♦ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡r❡
✜r❡s ♠❛② s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss ❛ r❡❣✐♦♥✱ ♦r ✇❤❡r❡ ❣♦♦❞s ✐♥ ❛♥
♦♥❧✐♥❡ ♠❛r❦❡t ♠❛② ❛rr✐✈❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s✮✱ ❡✛❡❝t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥②t✐♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞✴❞❡s✐r❛❜❧❡✳
❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❆❙ ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞

✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ s✉♣♣♦rt ♠❛♥② ♦❢
t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢②
t✇♦ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐♥❞❡r t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛
❜❛s✐❝✱ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞✳
❋✐rst✱ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❤❛s r❛♣✐❞❧②
❜❡❝♦♠❡ ❛ ✈❡r② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ✜❡❧❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧②
s❝❛tt❡r❡❞ ❛❝r♦ss ✈❛r✐♦✉s ♣❛♣❡rs ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉r✈❡②s
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦❤❡r❡♥t ✈✐❡✇ ♦❢ ❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ▼❆❙ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❝♦♠♣❛r❡
❛❣❛✐♥st ♦r ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❡❛s❡
s✉❝❤ ❛❝❝❡ss✱ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥t❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
s❡✈❡r❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▼❆❙ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛st
❛s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♥❛♠❡❧②✿

• ❍♦✇ t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✷ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦r s♦♠❡
❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❆ss❡♠❜❧✐♥❣ s✉❝❤ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❣❡♥ts
t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

• ❍♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ❥♦✐♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♠❛♥② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❛❣❡♥ts ❢♦r♠ ❛ t❡❛♠ t❤❛t ❤❛s t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ ❛
❞❡❝❡♥tr❛❧✐s❡❞ ♠❛♥♥❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥s✳
❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❤❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝❧❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❤❛♥❞❧❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

• ❍♦✇ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts
t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ▼❆❙✳
❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛s
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❛❝❦❧❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤
s✉r✈❡② ♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❝♦✈❡r ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✱ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s
❛ s❡q✉❡❧ t♦ t❤❡ ✧❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✧
t✉t♦r✐❛❧ t♦✉❣❤t ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛t ■❏❈❆■ ✷✵✶✶ ✐♥
❇❛r❝❡❧♦♥❛✹✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ r❡❛❞❡r
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ ✐ss✉❡s ♦♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✿

❈♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

• ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❄
• ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❦❡② st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❄
• ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s

✇❤❡r❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s❄

❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

• ❲❤❛t ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭❉❈❖P✮❄

• ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡①❛❝t t❡❝❤♥✐q✉❡s
❢♦r ❉❈❖Ps❄

• ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s✺ ❢♦r ❉❈❖Ps❄

• ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s❄

▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✹❱✐❞❡♦ r❡❝♦r❞✐♥❣s ♦❢ t❤❛t t✉t♦r✐❛❧ ❛r❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t
❤tt♣✿✴✴✈✐❞❡♦❧❡❝t✉r❡s✳♥❡t✴✐❥❝❛✐✷✵✶✶❴t✸❴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✴✳

✺❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝ t❤❛t
♣❡r✈❛❞❡s ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥❧② ❢♦r ❉❈❖Ps ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♠❡s✱ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❉❈❖Ps s❤♦✇s
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

• ❲❤❛t ✐s ❛ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❄
• ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜②

t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ❛✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s❄

• ❍♦✇ ❝❛♥ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡
s♦❧✈❡❞❄

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷
t❛❝❦❧❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts✳
❚❤❡♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❥♦✐♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❛❧②③❡s ❤♦✇ t♦ ❛ss✐❣♥
r❡s♦✉r❝❡s t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ▼❆❙✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺
s✉♠♠❛r✐s❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧✳

✷✳ ❍❖❲ ❚❖ ❆❙❙❊▼❇▲❊ ❈❖▲▲❊❈❚■❱❊❙✿

❈❖❆▲■❚■❖◆ ❋❖❘▼❆❚■❖◆

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs
✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❛❝t♦rs ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❡♠❡r❣❡♥❝②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦
❛❧❧♦❝❛t❡ s♠❛❧❧ t❡❛♠s ♦❢ ✜rst r❡s♣♦♥❞❡rs t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡
❞✐s❛st❡r s✐t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❡♥❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ t❡❛♠ t♦ ❡❛❝❤
s✐t❡ ✐♥ s✉❝❝❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r
♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ♣❛tr♦❧ ❛♥ ❛r❡❛
♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
✉♥♠❛♥♥❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❛❡r✐❛❧✱ ❣r♦✉♥❞✱ ✉♥❞❡r✇❛t❡r✮ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ t②♣❡✳
❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❝t♦rs ♦r ❛❣❡♥ts t❤❛t

❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐❧❧ ❢♦r❡❣♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ❜❡♥❡✜t
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❣♦♦❞ ✖ ❡✳❣✳✱ ❛ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ✇✐❧❧
❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♣❛tr♦❧❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛tr♦❧❧✐♥❣ ❡✛♦rt ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♠❛②
❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥ ✐ts t❡❛♠✮✱ ✐♥ ♠❛♥②
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛❝t♦rs ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ✐♥
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❤♦♠❡
✐s ♠❡❛♥t t♦ ♣❛② ❛ ❢❛✐r ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐t ✉s❡s✮ ❛♥❞
t❤✐s ♠❛② r❡♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❤❛r❞❡r ❛s
t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t r❡❣✐♠❡♥t
t❤❡✐r ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥s✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✐♥t❡r❡st t♦ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❛t t❤❡②
✐♥✈♦❧✈❡ ❛❝t♦rs t❤❛t ♠❛②✿

✶✳ ❍❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜r❡ ❜r✐❣❛❞❡s ✇✐❧❧ ❡①t✐♥❣✉✐s❤ ❝♦✲
❧♦❝❛t❡❞ ✜r❡s ✇❤✐❧❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ss✐st❛♥❝❡
t♦ ❝❛s✉❛❧t✐❡s✳

✷✳ ❍❛✈❡ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❡❛❝❤ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ❛✐♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ❣♦❛❧ ❛r❡❛✳

✸✳ ◆❡❡❞ t♦ ❝♦♠❡ t♦❣❡t❤❡r ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞
s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❜❛♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣✐♥❣s ❛t
♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳

✹✳ ◆❡❡❞ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❡✳❣✳✱

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✸

t❤r♦✉❣❤ ♣❡❡r t♦ ♣❡❡r ♠❡ss❛❣✐♥❣ ♦r t❤r♦✉❣❤ r❡❝❡✐✈✲
✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❡✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡
❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t ♦r ♥♦♥✲
♠♦♥❡t❛r② r❡✇❛r❞ ✭❡✳❣✳✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣✲
❜✉②✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❬✶✱ ✷❪ ♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ♦❢ ✇✐♥❞ ❣❡♥✲
❡r❛t♦rs ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛❦❡❤♦❧❞❡r ❬✸❪✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢t❡♥
t❡r♠❡❞ ❛ ❵❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❣❛♠❡✬ ❣✐✈❡♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❞❡✲
❝✐s✐♦♥s ❡❛❝❤ st❛❦❡❤♦❧❞❡r ♠❛② ♠❛❦❡ t♦ ❥♦✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ♦r ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❛♥❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
s②st❡♠s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ s✉❝❤ ✐ss✉❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ t❤❡♠❡ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✹❪✳ ❈♦❛❧✐✲
t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s
❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❤❡❤♦r② ❛♥❞
❑r❛✉s ❬✺❪✱ ❙❛♥❞❤♦❧♠ ❡t ❛❧✳✬s ❬✻❪ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❧✐✲
t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✿

✶✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✖ t❤✐s
st❡♣ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❛s ✐t ♦✉t♣✉ts ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭t❤❛t ♠❛②
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦st ♦r ♣r♦✜t✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡s ❤♦✇
❣♦♦❞ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣
t❛s❦s ❜❡❢♦r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r♦✜t
❜② s❡❧❧✐♥❣ ♦r ❜✉②✐♥❣ ❣♦♦❞s ✐♥ ❜✉❧❦✱ ♦r ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❆❜str❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ♠❡♠❜❡rs✬
❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♦r ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦✜t✮✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡❧❧
❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐st
♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤♦✉t r❡♣❡t✐t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♦❢ ♠❡♠❜❡r ❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ st✉❞✐❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝②
r❡s♣♦♥s❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡
❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤
r❡s♣♦♥❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs t♦ ♣❛tr♦❧ ❛♥ ❛r❡❛✳

✷✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❈❙●✮ ✖ t❤✐s
✐♥✈♦❧✈❡s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts s♦ ❛s
t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜t t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❜r✐♥❣s t♦ ✐ts
♠❡♠❜❡rs✱ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♦❝✐❛❧
✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❡r♠❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ s❡t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❤❛r❞❡st ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t♦
❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s✳✻ ❆t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✐ss✉❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✱
✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡
s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
❛tt❡♠♣t t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧♦♦❦
❛t r❡str✐❝t✐♥❣ t❤✐s ✐♥♣✉t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t st✐❧❧
♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳

✸✳ P❛②♦✛ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✖ t❤✐s st❡♣ ✐s ♠❛✐♥❧② r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❛
❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❣❛♠❡ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞
❛♥❞ ♦♥❧② ❥♦✐♥s ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts ♦✇♥
✉t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❡r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s
✜♥❞✐♥❣ ♦✉t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦r ♣❛②♠❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t
t♦ ❡♥s✉r❡ ✐t ✐s ❢❛✐r❧② r❡✇❛r❞❡❞ ❢♦r ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ ✐ts ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ✜♥❞ ✐t ♠♦r❡
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ♣❛✐r ✉♣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ♦r ❣r♦✉♣ ♦❢
❛❣❡♥ts ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦✳
❚❤✉s t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❢❛✐r ♦r st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡
t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡
✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t ❤♦✇ s✉❝❤ ♣❛②♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❣❛♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥
❬✼✱ ✽❪ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t st❛❜✐❧✐t② ♦r ❢❛✐r♥❡ss ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
s②st❡♠s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜r♦❛❞❧② ✐♥✈♦❧✈❡ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦✐♥ts ✶
❛♥❞ ✷ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝s ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
♣♦✐♥t ✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ st❛❜❧❡ ♦r ❢❛✐r ♦✉t❝♦♠❡s✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣♦✐♥ts ✶ ❛♥❞ ✷
❛♥❞ ♣♦✐♥t t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✼❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♣❛②♦✛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s

✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞
❤♦✇ t❤❡② ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❛❞❡r
✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✻■t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✭❛❣❡♥ts ❡q✉❛❧ ✐t❡♠s ✐♥ t❤❡
✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✭♥♦t ❛❧❧ ✐t❡♠s
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✮✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✹ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

✷✳✶✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

▼♦st r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧②
❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❛♥ ❛❜str❛❝t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡
♥♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡❡❞s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❣♦ ♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t
❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✷✳✶✳✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✭❡✳❣✳✱ ❜②
❛♥ ♦r❛❝❧❡✮✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐s t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❞✐str✐❜✉t❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❜❡st ✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s
❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
♦❢ ❡❛❝❤ ❢❡❛s✐❜❧❡ s✐③❡ ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤❛t ✐s ❢r♦♠ s✐③❡ ✶ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦
❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❧✐sts ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡
♣❛♣❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✮✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts A✱ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s ❛ s✉❜s❡t

C ⊆ A ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❜s❡ts ♦❢ s✐③❡ ✶ ✭❡✳❣✳✱
{a1} ♦r {a10}✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✇❤✐❧❡
t❤❡ s✉❜s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r❛♥❞
❝♦❛❧✐t✐♦♥✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢
❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❡ts
♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ s✉❜s❡ts
✐s ❡①❛❝t❧② 2|A| − 1✳ ❋♦r♠❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ s✐③❡s s ∈ {1, · · · , |A|}✿

Ls = {C|s ∈ {1, · · · , |A|} ∧ |C| = s ∧ C ∈ 2A} ✭✶✮

✇❤❡r❡ Ls ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♦❢ s✐③❡ s✳ ❆s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ s✉❝❤ ❧✐sts ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ♦❢
❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤✐s ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② ✉♥r❛✈❡❧
❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ❣r♦✇s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ♦♥❧② ✷✵
❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥✳
❚❤✉s✱ t♦ ❝♦♠❜❛t t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❉✐str✐❜✉t✐♥❣
t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❛❧s♦
❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜✉t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞✐str✐❜✉t❡

t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❤❛✈✐♥❣
❡✈❡r② ❛❣❡♥t ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤❡② ❛r❡
♣❛rt ♦❢ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❬✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❬✾❪ s❤♦✇❡❞✱ s✉❝❤
❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜♦t❤ ✐♥ t✐♠❡
❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❬✾❪✱ t❤❛t

t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❛② ❝♦❞❡s ❬✶✵❪ ✇❤❡r❡❜②
❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐❣✐t ❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤✐s ✜rst r❡q✉✐r❡s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✐❞s
t♦ ❛❣❡♥ts ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❣❡♥t ✐❞ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❣❡♥ts✮✳ ❇② s♦ ❞♦✐♥❣✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡
❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❞♦ s♦ ✇✐t❤♦✉t ❦❡❡♣✐♥❣
❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥ ♠❡♠♦r②✳
❚❤✉s t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ✭❛♥❞ st♦r❡✮ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥
A✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ st❡♣s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❬✾❪✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣
t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛♥ ✐♥❞❡① i t♦ st❛rt ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢r♦♠
❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐st ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡ s ✭t❤❡ ❛❣❡♥t
❦♥♦✇s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ ❜② s✐♠♣❧② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥②
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐t s❤♦✉❧❞ ❝♦✉♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❣r❡❡❞ s♣❧✐t
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❢❛✐r❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s✐③❡ ♦❢ s✉❝❤
❧✐sts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡②
❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐str✐❜✉t❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ ❛t ✇❤❛t
✐♥❞❡① ✐t s❤♦✉❧❞ st❛rt ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❢r♦♠✱ ❢♦r
❡✈❡r② ❝♦❛❧✐t✐♦♥ s✐③❡ s✳ ❋♦r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛❣❡♥ts ❧❡ss t❤❛♥
✸✵✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥
♠✐♥✉t❡s✳

✷✳✶✳✷✳ ❘❡str✐❝t✐♥❣ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t②

❚❤❡ ❦❡② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t
✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❡①✐st ❛s
❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳ ■t ✉s❡s t❤✐s ❢❛❝t t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ str✐❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡
♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦❛❧✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❣✐✈❡♥ ❛ ✶✵✵ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦♥❧② ❛❜♦✉t
✶✵✵ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ 2100 − 1 ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❡❛❝❤✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❣❣❡st❡❞ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❵❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✬ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡
❦✐♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤❛t ❡①✐st ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦r
s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬✶✶❪✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛❧❧ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✮
✐♥ t❤✐s ✇❛② ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜✲❣r❛♣❤
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡❜② ❡❛❝❤ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s ❛
❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❱♦✐❝❡ ❡t ❛❧✳✱ ✭✷✵✶✷✮ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞
♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t❧② ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ts ❛s ❢❛✐r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡✐r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ tr❡❡s
♦❢ ❧♦✇ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✺

✷✳✶✳✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝
s❡tt✐♥❣s ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s
s♣❛❝❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
♥♦t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❬✹✱ ✶✷❪ ✇❤♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ t❛s❦s ✭❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦st✮ ❛♥❞ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❛s❦s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
♦♣t✐♠✐s❡❞✳ ❉❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ❬✶✸❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
♦❢ ❛❣❡♥ts r❡q✉✐r❡s t❤❡♠ t♦ ♦r✐❡♥t❛t❡ t❤❡✐r s❡♥s♦rs ✐♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦✈❡r❛❣❡
❛s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ tr❛❞✐♥❣ ♦✛ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣❛✐♥s ✐♥ s♦♠❡ r❡s♣❡❝ts✳ ■♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♠❡r❣❡♥❝②
r❡s♣♦♥s❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❬✶✹❪ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ s❛✈❡ ❝✐✈✐❧✐❛♥s✳ ■♥ t❤❡✐r ❝♦♥t❡①t✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛❞♦♣ts t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐❣ ♦✉t
❝✐✈✐❧✐❛♥s✳✼ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ♠❡♠❜❡r ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t
✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✱
t❤❛t ✐s✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❡①✐sts ❛t
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t✉r♥
t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ ❙tr✉❝t✉r❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❖❈❙●✮
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡
❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❖❈❙● ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r t②♣✐❝❛❧❧② ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧
s✉❜s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t②♣✐❝❛❧❧②
❛ss✉♠❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐t❡♠s ✭♦r ❛❣❡♥ts✮
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜s❡ts✳
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦❡❞
❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❣r♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s✱
✇❤❡r❡ ♥♦t ❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦r ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t
✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳
❋♦r♠❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✜♥❞s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦✿

arg max
CS∈F(G)

∑

C∈CS

v(C) ✭✷✮

✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✮✱ G
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts A✱ F
r❡t✉r♥s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✭✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t

✼❚❤❡ s❡tt✐♥❣ t❤❡② ✉s❡ ✐s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘♦❜♦❈✉♣❘❡s❝✉❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐s❛st❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✳

❧❛t❡r✮✱ CS ∈ G ✐s ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ CS ⊆ 2A

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛♥② Ci, Cj ∈ CS✱ Ci ∩ Cj = ∅✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ❛❣❡♥t
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts t♦ ♥♦t❡ ❢r♦♠ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ v(C) ∈ ℜ+

✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s
❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❬✶✻❪✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r ♥♦♥✲❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✇✐t❤✐♥✱ ✐✳❡✳✱ v(C|CS)✱ ✇❤❡r❡ C ∈ CS✳ ❚❤✐s r❡♥❞❡rs
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤❛r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ ❜✉t ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❢♦r♠ ♣❛rt
♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐♥ s❡tt✐♥❣s
✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❡❛♠s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✭❡✳❣✳✱ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦rs ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❛♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦r r❡s❝✉❡rs ❤❡❧♣✐♥❣
t♦ r❡❝♦✈❡r ❝❛s✉❛❧t✐❡s ❢r♦♠ ✉♥❞❡r r✉❜❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡s t♦ s✉♣♣♦rt ♦t❤❡r t❡❛♠s✬ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✮✳
❚❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ❬✶✼✱ ✹❪ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡
t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛ s❡t ❝♦✈❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✺❪✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛s❡s t❤❛t
✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♦r ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ❞♦♠❛✐♥✲
s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡✳

✷✳✷✳✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❖❈❙● ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
tr② ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♠✐①❡❞✲
✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▼■P✮ s♦❧✈❡r s✉❝❤ ❛s ■❇▼ ■▲❖●✬s
❈P▲❊❳ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts
t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥
❬✶✽❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞♦✐♥❣ s♦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❧❛r❣❡r ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❞✐ss❡❝t❡❞ ✐♥t♦
t❤❡✐r s♠❛❧❧❡r ♣❛rts✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❝❡✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❨✉♥
❨❡❤ ❬✶✾❪ ❢♦r t❤❡ ✭❝♦♠♣❧❡t❡✮ s❡t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡r❡❜②✱ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❝❛♥
s✐♠♣❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥t♦ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤
❝♦❛❧✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❉P✮ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❘❛❤✇❛♥ ❛♥❞ ❏❡♥♥✐♥❣s
❬✷✵❪ t♦ ❛✈♦✐❞ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥t s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✮✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❣r♦✇s ✐♥ O(3|A|) ✐♥ ❜♦t❤ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t✐♠❡
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥②t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s♦❧✉t✐♦♥✳
◆♦✇✱ ❙❛♥❞❤♦❧♠ ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ❛♥❞ ❉❛♥❣ ❛♥❞ ❏❡♥♥✐♥❣s ❬✶✷❪✱

❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦t❤❡r ✇❛②s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✻ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

❋■●❯❘❊ ✶✿ ❙♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛❤✇❛♥
❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ✇❤❡r❡ Pi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜tt✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
✹✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❧❡✈❡❧s t♦ s❡♣❛r❛t❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ ❧❡✈❡❧s
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡
♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥②t✐♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❜♦✉♥❞s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❣r♦✇s ✐♥ O(|A||A|✮ ❛♥❞ ❞♦
♥♦t s❝❛❧❡ ❜❡②♦♥❞ ✶✺ ❛❣❡♥ts ❛s ❘❛❤✇❛♥ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞
❬✾✱ ✶✽❪✳
■♥st❡❛❞✱ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✐t✐♦♥s ✭■P✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇❛s ♥♦t❡❞ t❤❛t
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛❞❤❡r❡ t♦ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
s✐③❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❣❡♥ts |A|✱ t❤❛t ✐s✱ {|C|, C ∈ CS} ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ A✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ✸
❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ {1, 1, 1}, {1, 2}, {3}
❛♥❞✱ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇❤❡r❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ {{1}, {2}, {3}}✱ ✇♦✉❧❞
✜t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② {1, 1, 1}✱ ❛♥❞ {{1}, {2, 3}} ✇♦✉❧❞ ✜t
{1, 2}✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
str✉❝t✉r❡s t♦ t❤❡✐r ❝❛t❡❣♦r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥s t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡✳ ❆ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
✹ ❛❣❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❆s ❘❛❤✇❛♥ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞✱
s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦✉♥❞s ✭❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✮ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❡❧♣ ♣r✉♥❡ t❤❡ s♣❛❝❡

✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ✉s✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❯s✐♥❣ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐t ✇❛s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❝❛❧❡ ✉♣
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢r♦♠ ✶✺ ❛❣❡♥ts t♦ ✷✼ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t②
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥②t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❧❛t❡r ❡♥❞❡❛✈♦✉rs✱
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉P
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❜♦✈❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②
❬✷✷❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❬✷✸❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ss✉❡s r❡♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst
❝❛s❡✱ ■P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
str✉❝t✉r❡s t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤✐s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐t
❡♠♣❧♦②s✱ t❤❡ ■P ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✐t ❛r❡ ❛❧❧
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡
❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤✉s✱ s✉❝❤ ✐ss✉❡s r❡str✐❝t t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✼ ❛❣❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t
tr② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ♥♦t ❛❧❧
❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ♠❛②
❜❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷✳ ❘❡str✐❝t❡❞ ❙tr✉❝t✉r❡s

❆t t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❖❈❙● ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s t❤❡ ✐ss✉❡
t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡
❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ r❡❝❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s ❛
s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡ t❤❛t ♣r❡❝❧✉❞❡s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s
✐♠♣♦s✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❛❣❡♥t t♦ ❛♥② ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❬✷✹✱ ✷✺❪ ♦r ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r s♦♠❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞
♦r ♥♦t✮ ✇✐t❤♦✉t r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❜r✐♥❣s
t♦ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s
✐t ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭✐✳❡✳✱ t❤♦s❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ s✐♠♣❧② ❤❛✈❡
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t ✐s t❤❡ s②♥❡r❣② ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❱♦✐❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛♣♣❧② ❛ s♦❝✐❛❧
♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♠♣❧② ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❞✉❡
t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❝✐ ♦r ❡♥❡r❣② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦r s❡♥❞✐♥❣
♠❡ss❛❣❡s ❛❝r♦ss ❛ ♥❡t✇♦r❦✮✱ s♦❝✐❛❧ ♦r tr✉st r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
✭❡✳❣✳✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤♦ ♣r❡❢❡r t♦ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ t❤❡✐r
❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡s ✐♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡s✮✱
♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳✱ ❡♠❡r❣❡♥❝② r❡s♣♦♥❞❡rs t❤❛t
❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢✉❡❧ t♦ ❥♦✐♥ ♦♥❧② s♣❡❝✐✜❝ t❡❛♠s ♦r ❤❛✈❡ ❧✐❢❡✲
s❛✈✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ♠❛t❝❤ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦t❤❡r r❡s♣♦♥❞❡rs✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❢♦r♠ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
C ⊆ A✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✱ C✱ ✐s
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ G = (A,E)✱ ✇❤❡r❡ E ✐s ❛ s❡t
♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts C ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✼

❋■●❯❘❊ ✷✿ ❙②♥❡r❣② ❣r❛♣❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✺ ❛❣❡♥ts ❢r♦♠
❱♦✐❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✳

✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ G′ = (C,E′) ✇✐t❤
❡❞❣❡s E′ ⊆ E ❛♥❞ ✈❡rt❡① s❡t ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ C✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥ ✭✷✮✱
r❡❞❡✜♥✐♥❣ F ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡①tr❛❝ts ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ G✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡str✐❝ts
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s {2, 5} ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❡❞❣❡ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ 2 ❛♥❞ 5 ✇❤✐❧❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ {1, 2, 4, 5} ❝❛♥ ❡①✐st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡
❧✐♥❦✐♥❣ 1 ❛♥❞ 4✱ ♦♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣ 1 ❛♥❞ 2✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❡❞❣❡
❧✐♥❦✐♥❣ 4 ❛♥❞ 5✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
✭✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ❛❣❡♥ts✮✱
✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ♠❛♣s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s
s♣❛rs❡✱ ✐♥ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❛s ✐♥ tr❡❡s✱ s♠❛❧❧ ✇♦r❧❞s✱ ♦r
❧✐♥❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣❡r♠✐t t❤❡ ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱♦✐❝❡ ❡t ❛❧✳ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣❡r♠✐t
t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✵ ❛❣❡♥ts ✭♦♥ tr❡❡s✮ ✐♥ ❧❡ss
t❤❛♥ ✶✺ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✉♣ t♦ ✸✵ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❞❛②s✱
✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✭♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤✮ ❛♥❞ ✐♥ ❧❡ss
t❤❛♥ ✻ ♠✐♥✉t❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✭♦♥ tr❡❡s✮✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❖❈❙● ♦♥ s♣❛rs❡ s②♥❡r❣②
❣r❛♣❤s ✭❉②❈❊✮ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ■❉P ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛❤✇❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r②
t♦ ■❉P✱ ❉②❈❊ ❛✈♦✐❞s ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛s ✐t ✉s❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤♦s❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥
❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳

■t ✐s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❣r❛♣❤✲r❡str✐❝t❡❞ str✉❝t✉r❡s
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞✐❡s
✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡② ♣♦s❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ♣❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
✐t ✐s ❤✐❣❤❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❡s✐❣♥

❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣r❛♣❤✲r❡str✐❝t❡❞ ❖❈❙● ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤
s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❬✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾❪✳

✷✳✸✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ❋✉rt❤❡r ❘❡❛❞✐♥❣s

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❦❡② st❡♣s ♦❢ t❤❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
✐♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖✉r s✉r✈❡② ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❛rt❤ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t♦ s♦❧✈❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❞♦♠❛✐♥s
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ss✉❡s ♦❢ s❝❛❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦r t❤♦✉s❛♥❞s
♦❢ ❛❣❡♥ts ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇
t❤❡ s✉♠♠❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
✐♥t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛t ❛❧❧ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ❤✉♠❛♥s ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r
♦✇♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠ ❛♥❞
♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❡❛♠ ♠❡♠❜❡rs
t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r❧② ✇✐t❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♦♥❡✲s❤♦t ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛♥② ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s t♦ ❞✐s❜❛♥❞
❛♥❞ r❡❢♦r♠ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛② t♦ ❢♦r♠ s✉❝❤ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
❬✸✵❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
❢♦r ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥②t✐♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢
❛❣❡♥ts ❜❡②♦♥❞ ❤✉♥❞r❡❞s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
r❡❛❧✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦r ❤✉♠❛♥ ❛❣❡♥ts✳

✷✳ ❇❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❛❣❡♥ts
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ r♦❜♦ts✳

✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s
♦✈❡r t✐♠❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡
❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❧✐❛❜❧❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

◆♦✇✱ t❤❡ ♣❛rts ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦
t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t
❞❡❧✈❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ✢❛✈♦✉r ♦❢ t❤❡ ❦❡② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ r❡❛❞❡r
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❝❤❛♣t❡rs ✽ ❛♥❞ ✶✼ ♦❢ ❬✸✶❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❦❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡
❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❑♥✉t❤ ✐♥ ❤✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜♦♦❦ s❡r✐❡s
❬✶✵❪✳ ❚❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s ♦❢ ❘❛❤✇❛♥ ❬✸✷❪ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♥❡s✮
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝✳

✷✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❛♥❞✱ ❛s

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✽ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

②❡t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❛❤✇❛♥✬s t❤❡s✐s ❬✸✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉st✲
r❡❛❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣✐❝✳

✸✳ P❛②♦✛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ❛s t❤✐s ✐s
❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❜②
❈❤❛❧❦✐❛❞❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✼❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡
t❤❡♦r❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸✳ ❍❖❲ ❚❖ ▼❆❑❊ ❏❖■◆❚ ❉❊❈■❙■❖◆❙✿

❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ❖P❚■▼■✲

❙❆❚■❖◆

❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ t❡❛♠ t❤❡②
♠✉st t❛❦❡ ❥♦✐♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
❛ s②st❡♠✲✇✐❞❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❡❛♠s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r✐s❡
✇❤❡♥❡✈❡r ❛❣❡♥ts✬ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s②st❡♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❡♠❡r❣❡♥❝②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡r t❤❛t ✐s
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✭❡✳❣✳✱ ♠♦st
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r♦♦ts ♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✮✳ ■♥
s❡✈❡r❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ t♦ ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♦♥❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❣♦ ❢r♦♠ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❤❛r❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛❝t✐♦♥s ❬✸✸❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥
t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❜✐❞❞❡rs
♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡② ❜✐❞ ❢♦r ❛ s❡r✈✐❝❡ ✭❡✳❣✳ ❛ ❝♦♠♣❛♥② ♠❛② ♥❡❡❞
t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ❝❛rr✐❡rs t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❝♦st ♦❢
❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❜✐❞❞✐♥❣✮✳
❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❥♦✐♥t❧② ♠❛①✐♠✐③❡

❛ s②st❡♠ ✇✐❞❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ ❦❡② ✐ss✉❡ ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳✱ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣
❬✸✹✱ ✸✺❪✱ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t P❧❛♥♥✐♥❣ ❬✸✻✱ ✸✼❪✱ t♦ ♥❛♠❡ ❛
❢❡✇✮✳ ■♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ♣❛♣❡r ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❈♦♥str❛✐♥t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s ✭❉❈❖Ps✮ ❬✸✾✱ ✹✵❪
❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿ ✐✮ ❉❈❖Ps ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ❢♦❝✉s
♦♥ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ♥❡❣♦t✐❛t❡
❛ ❥♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❀ ✐✐✮
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✮
t♦ t❛❝❦❧❡ ❤❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s❀ ✐✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s
❛ ✇✐❞❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❉❈❖Ps r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✹✶✱ ✹✷❪ t♦ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❬✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺✱ ✹✻✱ ✹✼❪✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②
st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭❞✐s❛st❡r
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧✱ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧ ♦r
❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❛❞❡r
✇✐t❤ ❛ ❣❡♥t❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉❈❖P ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✐♥ ✇❤❛t

✭❛✮ ✭❜✮

❋■●❯❘❊ ✸✿ ❛✮ ❆ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ❜✮ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❉❈❖P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ s②♥❡r❣✐❡s
❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥t✬s ❛❝t✐♦♥s✳

❋■●❯❘❊ ✹✿ ❆ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❉❈❖P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸❛ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥t✬s
❛❝t✐♦♥s✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❜♦❧❞❢❛❝❡❞✳

❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❞✐s❛st❡r
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s t♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❉❈❖P ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✸✳✶✳ ❈❛s❡ st✉❞②✿ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s❛st❡r

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ r❡s❝✉❡ ✉♥✐ts✱ ♦♥❡ ✜r❡ ❜r✐❣❛❞❡ ❛♥❞
t✇♦ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s✱ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞✐s❛st❡r
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸❛✳ ❆t s♦♠❡
♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤r❡❡ r❡s❝✉❡ t❛s❦s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐s❛st❡r ❛r❡❛✿ ♦♥❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ✜r❡ ✭t1✮✱ ✐♥❥✉r❡❞ ♣❡♦♣❧❡
✭t2✮ ❛♥❞ ❛ r♦❛❞ ❜❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ r✉❜❜❧❡ ✭t3✮✳ ❚❤❡ ✜r❡
❜r✐❣❛❞❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❛s❦s t1 ❛♥❞ t3✳ ❆♠❜✉❧❛♥❝❡s ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❛s❦s✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst ❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ♦♥❧②
r❡❛❝❤ t1 ❛♥❞ t2 ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t1
❛♥❞ t3 ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❉❈❖P ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜✈❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

• ❆❣❡♥ts ✭A✮✳ ❊❛❝❤ r❡s❝✉❡ ✉♥✐t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥
❛❣❡♥t ai✳

• ❱❛r✐❛❜❧❡s ✭X ✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
r❡s❝✉❡ ✉♥✐t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✱
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡①t t❛s❦ t♦ ❜❡ ❛tt❡♥❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❣❡♥t t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✾

• ❆ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭D✮✳ ■♥ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✱ Di✱ ❝♦♥t❛✐♥s
♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥
t❛❝❦❧❡✳

• ❆ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭F✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fV (xV ) : Dj1 × · · · × Dj|V |

→ ℜ ∪
{−∞} t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡
❥♦✐♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✭xV ⊆ X ✮ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡
s②st❡♠✽✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦
t❤❡s❡ ❛s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✾✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣
❝❛s✉❛❧t✐❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡s t♦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ❛❣❡♥t ❛❝t✐♦♥✳

• ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ M : X → A t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛❣❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥
❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ai
❝♦♥tr♦❧s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❛❝❤
❛❣❡♥t ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t✮✳

●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ❛❣❡♥ts ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✐✳❡✳ x∗ = argmaxx

∑
fV ∈F fV (xV )✳

❆ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❉❈❖Ps ✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤✱
❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛❣❡♥ts✬
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤
✇✐t❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦❞❡s✳
❊❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ✐❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝♦♣❡✳ ❲❤❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢❛❝t♦r ♥♦❞❡s ❛r❡
s✐♠♣❧② ♦♠✐tt❡❞ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞
❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ai✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❞✐r❡❝t❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ai ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✴❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ❛r❡ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ ai✳
❋✐❣✉r❡s ✸❜ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ❢♦r ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s❝✉❡ ✉♥✐t t♦ ❛tt❡♥❞ ❛ t❛s❦ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r r❡s❝✉❡ ✉♥✐ts
t♦ t❤❛t t❛s❦ ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥❡r❣② ❛♠♦♥❣ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✮✳
❚❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s❝✉❡ ✉♥✐t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡♣♦rt t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦ t❤❛t t❤❡
✉♥✐t ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✜r❡ ❜r✐❣❛❞❡ ✉♥✐t ✭x1✮
r❡❝❡✐✈❡s ❛ ✉t✐❧✐t② ♦❢ 5 ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t1 ❛♥❞ ❛ ✉t✐❧✐t②
♦❢ 4 ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t3✳ ❲✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t✐❡s
❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✿ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❥✉st t❛❦❡s
t❤❡ t❛s❦ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✉t✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ x1 ❝❤♦♦s❡s
t❛s❦ t1 ✭✇✐t❤ ❛ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✺✮✱ x2 ❝❤♦♦s❡s t❛s❦ t2 ✭✇✐t❤
❛ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✺✮ ❛♥❞ x3 ❝❤♦♦s❡s t❛s❦ t2 ✭✇✐t❤ ❛ ✉t✐❧✐t② ♦❢
✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✇❤❡♥
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❉❈❖P ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝t✐♦♥s O(|Di|) ✭❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧

✽❍❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ✐ts s❝♦♣❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ V ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ✐t
t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ f12(x1, x2)✮ ❛♥❞ t♦ s♣❡❝✐❢② s✉❜s❡ts ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡✳❣✳✱ x12 = {x1, x2}✮✳

✾■❢ ❝♦♥str❛✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❝♦sts✱ ❛s ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡
✐♥ ❉❈❖P ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
t❛s❦ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣✐❝❦ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✉t✐❧✐t②✮✳
❆s t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s t❛❦❡♥ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞
✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ✜r❡ ✭t1✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❥✉r❡❞ ♣❡♦♣❧❡
t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s❛✈❡❞ ❜② t❤❡ ❥♦✐♥t ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r❡
❜r✐❣❛❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ✉♥✐t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜r❡ ❜r✐❣❛❞❡
❛♥❞ t❤❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ✉♥✐t ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ 10 ♦♥❧②
✐❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t1✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡
❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t1 t❤❡♥ t❤✐s ✉t✐❧✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞
t♦ 3✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ■♥ ♦t❤❡r t❛s❦s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜✉t r❛t❤❡r s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t♦ ❤❡❧♣ ✐♥❥✉r❡❞ ♣❡♦♣❧❡
✭t2✮ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✇♦
❛♠❜✉❧❛♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❣❡t ✺ ❡❛❝❤ ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t2
❜✉t r❛t❤❡r ✺ t♦❣❡t❤❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ r❡♣♦rts t❤❡ ❢❛❝t♦r
❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉❈❖P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❛❝❤
t❛s❦✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡
t❤❡ t❛s❦✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥♦✇ t❤❡ ❥♦✐♥t ❛❣❡♥t ❛❝t✐♦♥ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦♣t✐♠❛❧
❤❡r❡✳ ❚❤✉s✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛s❦✱ ❛❣❡♥ts
♥❡❡❞ t♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❉❈❖P✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛✐♠✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❉❈❖Ps✳
❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ ❉❈❖P s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜✉t r❛t❤❡r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥
♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st❡❞ ❢♦r ♣❡♦♣❧❡
✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠
❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❡✳❣✳✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡♥
♣r♦❝❡❡❞ ♦♥ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✸✳✷✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❝♦♠✲

♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡❛r❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✹✽✱ ✹✶✱ ✹✾❪ ❛♥❞ ♦♥❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✷❪ ❢♦r ❉❈❖P s♦❧✈✐♥❣ ✭♠♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡s❡ ❢♦✉r
t♦ ❣✐✈❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✮✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♥❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ❛❣❡♥t
❤❛s t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❛❣❡♥t✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❆❇❚
❬✹✽❪ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s t❤❡ ✜rst ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❉❈❖P s♦❧✈✐♥❣ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛❧ ✕❜✉t ❛❝❝✉r❛t❡✕ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ♦r ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡
r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳
❚♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❡✈❛♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡

❉❈❖P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✶✵ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✕❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✕ ❉❈❖P ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✮ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡
❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜✐♥❛r②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ❛r✐t②✳

✸✳✷✳✶✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✿ ❆❇❚
❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ✈❛❧✉❡
t✉♣❧❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦✿ ❡✐t❤❡r ✵ ♦r ∞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✭❉✐s❈❙P✮
❜❡❝❛✉s❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛❞❡ ♦❢
♣❡r♠✐tt❡❞✴❢♦r❜✐❞❞❡♥ t✉♣❧❡s ✭❛♥② ✈❛❧✉❡ ♣❛✐r ✐s ❡✐t❤❡r
♣❡r♠✐tt❡❞ ✕✐t ❝♦sts ✵✕ ♦r ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ✕✐t ❝♦sts ∞✕✮✱
❛♥❞ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ✇❤❡♥ ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ♣❛✐rs s♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ✐s ✵✳
❚❤❡ ♣✐♦♥❡❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s

✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✭❆❇❚✮ ❬✹✽❪✳ ❆❇❚ ✐s
❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♥❡t✇♦r❦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱
❞✉r✐♥❣ ❆❇❚ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s
❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥② ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❛t ❆❇❚ ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❉✐s❈❙Ps s♦❧✈✐♥❣✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t t❤❡② r❡q✉✐r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡✐r ❞♦✇♥s✐❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡②
♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✳
❆❇❚ r❡q✉✐r❡s ✭i✮ ❛ t♦t❛❧ ❛❣❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✭ii✮

❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❛❣❡♥ts✱ ai ❛♥❞ aj ✱ ai ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ aj ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❧✐♥❦ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ai ✕❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ✈❛❧✉❡✲s❡♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥t✕ ❛♥❞ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ aj ✱ ✕❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t✲❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛❣❡♥t✕✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ✐s ❛ss✉r❡❞
t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝②❝❧❡✲❢r❡❡✳
❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❇❚ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❦❡❡♣s ✐ts ♦✇♥ ❛❣❡♥t ✈✐❡✇ ❛♥❞ ♥♦❣♦♦❞ st♦r❡✳
❚❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐❡✇ ♦❢ ai ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ai
❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛❣❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ai
❜② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ ♥♦❣♦♦❞ st♦r❡ ✐s ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢
r❡❝❡✐✈❡❞ ♥♦❣♦♦❞s✳✶✵ ❚❤❡s❡ ♥♦❣♦♦❞s ❛r❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
✇❤② s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳
❆❇❚ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣✳ ❚❤❡ t②♣❡s

❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❆❇❚ ♠❡ss❛❣❡s ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳
❆❣❡♥ts ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦❣♦♦❞s✱ ✉s✐♥❣ ❖❑❄
❛♥❞ ◆●❉ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆♥ ❖❑❄ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ◆●❉ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛

✶✵❆ ♥♦❣♦♦❞ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t❀ ♦❢t❡♥ ♥♦❣♦♦❞s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❞✐r❡❝t❡❞
❢♦r♠✱ ❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✳ ❚❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❣♦♦❞ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛st
❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❧❛st ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♥♦t t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✈❛❧✉❡✳

❖❑❄✭s❡♥❞❡r✱r❡❝❡✐✈❡r✱✈❛❧✉❡✮
◆●❉✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✱ ♥♦❣♦♦❞✮
❆❉❉▲✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✮
❙❚❖P✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✮

❋■●❯❘❊ ✺✿ ▼❡ss❛❣❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❆❇❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❱❆▲❯❊✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✈❛❧✉❡✮
❈❖❙❚✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❧❜✱ ✉❜✱ ❝♦♥t❡①t✮
❚❍❘❊❙❍❖▲❉✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤r❡s❤♦❧❞✮
❚❊❘▼■◆❆❚❊✭s❡♥❞❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r✮

❋■●❯❘❊ ✻✿ ▼❡ss❛❣❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♥♦❣♦♦❞✳ ❚❤❡✐r ✉s❛❣❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤❡♥ ai ♠❛❦❡s ❛♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✐t ✐♥❢♦r♠s t❤♦s❡ ❛❣❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐t ❜②
♦✉t❣♦✐♥❣ ❧✐♥❦s ✉s✐♥❣ ❖❑❄ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❲❤❡♥ ai r❡❝❡✐✈❡s
❖❑❄ ♠❡ss❛❣❡s✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❛❝❝❡♣ts t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✉♣❞❛t✐♥❣ ✐ts ❛❣❡♥t ✈✐❡✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❲❤❡♥ ai r❡❝❡✐✈❡s ❛
◆●❉ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♥♦❣♦♦❞ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ ✐t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✕✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐ts ♦✇♥ ✈❛❧✉❡✕✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛s ♦❜s♦❧❡t❡✳ ❆♥
❛❝❝❡♣t❡❞ ♥♦❣♦♦❞ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❣♦♦❞ st♦r❡ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r✱ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐t t❛r❣❡ts✳
❲❤❡♥ ai ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐ts ❛❣❡♥t
✈✐❡✇✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♥♦❣♦♦❞s✱ ♥❡✇ ♥♦❣♦♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ❛r❡ s❡♥t
t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛❣❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜s❡t
✐s r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❣♦♦❞s ❬✺✵❪✳ ■❢ ai r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♥♦❣♦♦❞
♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐t✱ ai
r❡q✉✐r❡s t♦ ❛❞❞ ❛ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ t❤❛t ❛❣❡♥t t♦ ai✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❆❉❉▲ ♠❡ss❛❣❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱ ❛ ❧✐♥❦ ❢r♦♠
t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t t♦ ai ✇✐❧❧ ❡①✐st ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss t❡r♠✐♥❛t❡s
✇❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ q✉✐❡s❝❡♥❝❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ♥♦❣♦♦❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❡♠♣t② ♥♦❣♦♦❞ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❆❇❚ ✭❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t
♥♦t✐❝✐♥❣ ✐t s❡♥❞s ❙❚❖P ♠❡ss❛❣❡s t♦ ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
✇❤✐❝❤ r❡s❡♥❞ ✐t ❜❡❢♦r❡ st♦♣♣✐♥❣✮ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞
❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✷✳✷✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❆❉❖P❚
❲❤❡♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ♦✉t♣✉t ❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❆❉❖P❚
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✶❪ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠❀ ✐t ❤❛s s♦♠❡
❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❉❈❖P s♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ✷✵✵✸✳
❆❉❖P❚ ✭❛❝r♦♥②♠ ❢♦r ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉✐str✐❜✉t❡❞

❖P❚✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛
❉❋❙ tr❡❡ ✭❛❝r♦♥②♠ ❢♦r ❉❡♣t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤ tr❡❡✮✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦tr❡❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ❧✐♥❦s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✳ ❆s ♣s❡✉❞♦tr❡❡✱ t❤❡ ❉❋❙ tr❡❡

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✶✶

❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❉❋❙
tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✕❜② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✕ ❢r♦♠ ❛
❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ❧✐♥❦s ❛r❡ t❤❡ ❛r❝s ♦❢ ❛ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢
❧✐♥❦s ❛r❡ ♣s❡✉❞♦✲❛r❝s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣❛t❤
♠❛② ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛t❤ ✐❢
✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡s❡ ❛r❝s✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❉❋❙ tr❡❡ ♦❢
♠✐♥✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ✐s ❛♥ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✺✶❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❉❋❙ tr❡❡s ♦❢
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ q✉❛❧✐t②✳
■♥ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❉❋❙ tr❡❡ ✐s ❜✉✐❧t✳ ❆t

t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❦♥♦✇s ✐ts ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦♣❛r✲
❡♥ts ✭❛♥❝❡st♦rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛r❝✴♣s❡✉❞♦❛r❝s✮✱ ❛♥❞ ❛❧s♦
✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝❤✐❧❞r❡♥ ✭❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❜② ❛r❝s✴♣s❡✉❞♦✲❛r❝s✮✳ ❚❤❡♥✱ ❆❉❖P❚ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛rts✳
❆♥ ❛❣❡♥t t❛❦❡s t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❆❣❡♥ts ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❱❆▲❯❊ ❛♥❞ ❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
♣r♦❝❡ss t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✐ts ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❆❉❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐ts
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳
❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ai ♠❛✐♥t❛✐♥s ❢♦r ✐ts
✈❛r✐❛❜❧❡ xi✿ ✐ts ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ vi❀ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t Xi

✭❂ r❡❝♦r❞❡❞ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs✮❀ t❤❡ ❧♦✇❡r
❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ▲❇i(v) ❛♥❞ ❯❇i(v) ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
v ∈ Di✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ai t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ v ❛♥❞ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs
t❛❦❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ Xi❀ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞s lbci (v) ❛♥❞ ubci (v) ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s v ∈ Di ❛♥❞
❝❤✐❧❞r❡♥ ac❀ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❚❍i ❛♥❞ thc

i (v) ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
v ∈ Di ❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ac✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❜♦✉♥❞s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡✱

▲❇i(v) = δi(v) +
∑

xc∈CHi

lb
c
i (v) ▲❇i = min

v∈Di

{▲❇i(v)}

❯❇i(v) = δi(v) +
∑

xc∈CHi

ub
c
i (v) ❯❇i = min

v∈Di

{❯❇i(v)}

δi(v) =
∑

(xj ,vj)∈Xi

Fij(v, vj) vi = arg min
v∈Di

{▲❇i(v)}

❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s v ∈ Di✱ ✇❤❡r❡ CHi ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥
♦❢ ❛❣❡♥t ai ❛♥❞ δi(v) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❛❧❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ai ❛♥❞ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs ❣✐✈❡♥ t❤❛t ai
t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ v ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs t❛❦❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ Xi✳
❆t t❤❡ st❛rt✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t xi ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s ✐ts ❝✉rr❡♥t

❝♦♥t❡①t Xi t♦ ∅✱ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s lbci (d) ❛♥❞
ubci (d) t♦ ✉s❡r✲♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s hc

i (d) ✭♦r ✵✮ ❛♥❞
∞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❛❜❧❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❡✳
❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❜② ✐ts ♣❛r❡♥t

✭❡①❝❡♣t t❤❡ r♦♦t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ∞✮✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞s

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t
t❛❦❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐♥❢♦r♠s ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆❉❖P❚ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡ss❛❣❡
♣❛ss✐♥❣✳ ❚❤❡ t②♣❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❆❉❖P❚ ♠❡ss❛❣❡s
❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡✱ ✐t
✐♥❢♦r♠s ♦❢ ✐t t♦ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦❝❤✐❧❞r❡♥ t❤♦✉❣❤
❱❆▲❯❊ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❣❡♥t
s❡♥❞s ❛ ❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✱ ✇✐t❤ ✐ts ❧♦✇❡r
❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❲❤❡♥ ❛♥
❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡ ✭❛❧✇❛②s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts
❝❤✐❧❞r❡♥✮✱ ✐t ✉♣❞❛t❡s ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ t❛❜❧❡s✱ ❝❤❛♥❣❡s ✈❛❧✉❡
✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ s❡♥❞s ❛❣❛✐♥ ❱❆▲❯❊ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ✐ts
❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ ❛ ❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡ t♦
✐ts ♣❛r❡♥t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ✉♥t✐❧
t❤❡ r♦♦t ✜♥❞s t❤❛t ✐ts ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦st ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱
❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② t❡r♠✐♥❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦♦t
s❡♥❞s ❚❊❘▼■◆❆❚❊ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❤✐❝❤
s❡♥❞ ❛❣❛✐♥ ❚❊❘▼■◆❆❚❊ ♠❡ss❛❣❡s t♦ t❤❡✐r ❝❤✐❧❞r❡♥
❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❆❉❖P❚ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ❝♦st ❬✹✶❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t❛❦❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st✳
❖♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆❣❡♥ts ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s
❝❛✉s❡s ❛❣❡♥ts t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✭❞✐✛❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❝❤✐❧❞✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ❝❤✐❧❞ ❛r❡ r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛ ❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♥t❡①t✱ ✐ts ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛❜❧❡s
♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❣❡♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t
✉♣❞❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❆❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡✐t❤❡r ❱❆▲❯❊ ♦r ❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡✱ ✐t r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ t❛❦❡s ✐ts ❜❡st
✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡♥❞s ❱❆▲❯❊ ❛♥❞
❈❖❙❚ ♠❡ss❛❣❡s✳
❉✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ai ❝❛♥ ♦♥❧②

st♦r❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✳
❚❤✉s✱ ✐t r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡s ✐ts ❜♦✉♥❞s ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
❝❤❛♥❣❡s✳ ■❢ ✐ts ❝♦♥t❡①t ❝❤❛♥❣❡s ❜❛❝❦ t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱
✐t ❤❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ ✐ts ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✳ ❆❉❖P❚
♦♣t✐♠✐③❡s t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❜② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ai s❡♥❞ ai
t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛s t❤r❡s❤♦❧❞ ❚❍i ✐♥
❛ ❚❍❘❊❙❍❖▲❉ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ✈❛❧✉❡✳
❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ai ♥♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ✈❛❧✉❡ vi ♦♥❧② ✇❤❡♥
▲❇i(vi) ≥ ❚❍i✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡♣❡❛ts ✉♥t✐❧ t❤❡ r♦♦t ❛❣❡♥t xr r❡❛❝❤❡s

t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲❇r = ❯❇r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐t ❤❛s ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st✳ ■t t❤❡♥ s❡♥❞s
❛ ❚❊❘▼■◆❆❚❊ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞
t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ❛ ❚❊❘▼■◆❆❚❊ ♠❡ss❛❣❡✱
❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♦♣❡r❛t❡s ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t s❡♥❞s ❚❊❘▼■◆❆❚❊ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ✐ts
❝❤✐❧❞r❡♥ ✭✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡ss ✳✳✳✮✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✶✷ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

✸✳✷✳✸✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿
❇♥❇✲❆❉❖P❚

❚❤❡ ❇♥❇✲❆❉❖P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✾❪ s❤❛r❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ ❆❉❖P❚✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡✐r s❡❛r❝❤ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆❉❖P❚ ❡♠♣❧♦②s
❛ ❜❡st✲✜rst s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✇❤✐❧❡ ❇♥❇✲❆❉❖P❚ ❡♠♣❧♦②s
❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣✐❡s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❤♦✇ ❛❣❡♥ts
❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ai ✐♥ ❆❉❖P❚
❡❛❣❡r❧② t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
▲❇i(v)✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ai ✐♥ ❇♥❇✲❆❉❖P❚ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ✈❛❧✉❡
♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r♦✈❛❜❧② ♥♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ s♦ ❢❛r ❢♦r ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ▲❇(vi) ≥ ❯❇i ❢♦r ✐ts ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡
vi✳
❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛❧s♦

❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❆❉❖P❚
✉s❡s t❤r❡s❤♦❧❞s t♦ st♦r❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❇♥❇✲❆❉❖P❚ ✉s❡s t❤r❡s❤♦❧❞s
t♦ st♦r❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ s♦ ❢❛r ❢♦r
❛❧❧ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡♠ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ✈❛❧✉❡s ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t xi ♥♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts
✈❛❧✉❡ vi ♦♥❧② ✇❤❡♥ ▲❇i(vi) ≥ min{❚❍i,❯❇i}✳

✸✳✷✳✹✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❉P❖P

❚❤❡ ❉P❖P ✭❛❝r♦♥②♠ ❢♦r ❉✐str✐❜✉t❡❞ Ps❡✉❞♦tr❡❡
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✷❪ ✇❛s t❤❡
✜rst ❉❈❖P ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❉P❖P ♣❡r❢♦r♠s
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❉❋❙ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❆❉❖P❚ ❛♥❞ ❇♥❇✲❆❉❖P❚✱
❉P❖P ✇♦r❦s ♦♥ ❛ ❉❋❙ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s❡❛r❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡✐r ❞♦✇♥s✐❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛❣❡♥ts
❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛② ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡✳
❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡

♥❡❡❞❡❞✳ ❆♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦r t✉♣❧❡ tS ✇✐t❤ s❝♦♣❡ S ✐s
❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ S ⊆ X✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ tS ♦♥ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s T ⊂ S✱ ✇r✐tt❡♥ tS [T ]✱ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ tS ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥
T ✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ fV ♦♥ T ⊂ V ✱ ✐s ❛ ♥❡✇ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
fV [T ] ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t✉♣❧❡s ♦❢ fV r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ T ✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✉♣❧❡s ✐♥
fV ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t✉♣❧❡s tS ❛♥❞ t′T ✱ ✇r✐tt❡♥
tS · t′T ✱ ✐s ❛ ♥❡✇ t✉♣❧❡ ✇✐t❤ s❝♦♣❡ S ∪ T ✱ ❢♦r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ tS ❛♥❞ t′T ✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ tS ❛♥❞ t′T ✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ t✉♣❧❡ tX ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✐s

∑
f∈F f(tX)✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ tX ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✱ ✐t

✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t✱ f(tX) = f(tX [var(f)])✱ ✇❤❡r❡ var(f)
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ f✮✳ ❚✇♦
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱

✶✳ Pr♦❥❡❝t✐♥❣ ♦✉t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ V ❢r♦♠ fV ✱ ❞❡♥♦t❡❞
fV [−x]✱ ✐s ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❝♦♣❡ V − {x}
❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ fV ♦♥ V − {x}✱ fV [−x] =
fV [V − {x}]✳

✷✳ ❆❞❞✐♥❣ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s fV ❛♥❞ gW ✐s ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥
f + g ✇✐t❤ s❝♦♣❡ V ∪ W ❛♥❞ ∀t ∈

∏
xi∈V Di✱

∀t′ ∈
∏

xj∈W Dj s✳t✳ t · t
′ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ (f + g)V ∪W (t ·

t′) = fV (t) + gW (t′)✳

❉P❖P ♣❡r❢♦r♠s t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✿ ✭✶✮ ❉❋❙
♣❤❛s❡✳ ❆♥ ❛❣❡♥t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s r♦♦t ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ❛
❧❡❛❞❡r ❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❛❣❡♥t✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❉❋❙ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤ ✐s st❛rt❡❞✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❧❛❜❡❧s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛s ♣❛r❡♥ts✱
♣s❡✉❞♦♣❛r❡♥ts✱ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦r ♣s❡✉❞♦❝❤✐❧❞r❡♥✳ ✭✷✮ ❯❚■▲
♣❤❛s❡✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✭st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛✈❡s✮ s❡♥❞s ❛
❯❚■▲ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❞❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ❯❚■▲ ♠❡ss❛❣❡s
❢r♦♠ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❡♥t
❛♥❞ ♣s❡✉❞♦♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✉t✳
✭✸✮ ❱❆▲❯❊ ♣❤❛s❡✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞
t❤❡ ❱❆▲❯❊ ♠❡ss❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✐t
✐♥❢♦r♠s ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ✉s✐♥❣ ❱❆▲❯❊ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t
❛t t❤❡ r♦♦t st❛rts t❤✐s ♣❤❛s❡✳

✸✳✸✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✿ s✉❜✲

♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ ♠❛♥② r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛✛♦r❞ t♦
♣❛② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
tr✉❡ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐s♠✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥
❞✐s❛st❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧♦✇
♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t s❡✈❡r❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
■♥ t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s✱ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②

♣r❡❢❡rr❡❞ ❬✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺✱ ✹✻✱ ✹✼✱ ✺✷✱ ✺✸✱ ✺✹❪✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧
❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤
❛♥❞ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦
❞❡✜♥❡ q✉❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✸✳✶✳ ▲♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
■♥ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❬✺✺❪ ❛❣❡♥ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
❛ r❛♥❞♦♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t x0 = {x1 = t3, x2 = t2, x3 = t3}✳ ❆

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✶✸

❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✭❛❦❛
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❛✐♥ ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♦♥❡✮✳ ◆♦✇✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ❢r♦♠ t3 t♦ t1✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧
♠♦✈❡ ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛✐♥ ♦❢ 1✿ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐t②
♦❢ ✺ ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ a1 t♦ t1 ✭❣✐✈❡♥ ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥ f12✮
❛♥❞ ❛♥ ✉t✐❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✹ ✇❤❡♥ ♥♦t ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✐t t♦ t3
✭s✐♥❝❡ a3 ✐s st✐❧❧ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t3✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ f13 st✐❧❧ r❡t✉r♥s
s♦♠❡ ✉t✐❧✐t②✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿
♠♦✈✐♥❣ a2 ❢r♦♠ t2 t♦ t1 ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ♦❢ −2 ✭✇❡
❣❡t ❛♥ ✉t✐❧✐t② ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✸ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✐t t♦ t1 ❜✉t ✇❡
❧♦st ❛❧❧ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t2 s✐♥❝❡ a3 ✐s ♥♦t ❛ss✐❣♥❡❞✮
❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ a3 ❢r♦♠ t3 ❛ t2 ❣❡ts ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ♦❢ −6✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ ❧❡❛❞s t♦ ♥❡✇ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
x1 = {x1 = t1, x2 = t2, x3 = t3}✳ ▲♦❝❛❧ s❡❛r❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡♣❡❛t t❤✐s st❡♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣❛✐♥
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥② ❧♦❝❛❧
♠♦✈❡ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ r❡❛❝❤❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✮✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠
❛♥② ❢✉rt❤❡r ♠♦✈❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t
♦♣t✐♠❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✳
❲❤❡♥ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✲

✐③❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ❛❣❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡s
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✐♥❢♦r♠✐♥❣ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛s✲
s✐❣♥♠❡♥t ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♠♦✈❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✉❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣♦♦r s②st❡♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❛❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❞❛t❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❚✇♦ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❉❈❖P ❝♦♠♠✉✲
♥✐t②✿ ❉❙❆ ❬✹✸❪ ❛♥❞ ▼●▼ ❬✹✹❪✳ ❉❙❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡s st♦❝❤❛s✲
t✐❝✐t② ❜② ♦♥❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts ❧♦❝❛❧
❣❛✐♥ ✐❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❡①❝❡❡❞s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❛t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ▼●▼ ♣❡r✲
❢♦r♠s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤♦ ✐s ✐♥
t❤❡ ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ ✐♥ ❛♥ ❛❣❡♥t
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦✲
❝❛❧ ❣❛✐♥✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ▼●▼ ❤❛s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ❉❙❆✱ ❤♦✇❡✈❡r ▼●▼ ❞♦❡s
♥♦t r❡q✉✐r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❛♥②t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✹✹❪✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ▼❛❤❡s✇❛r❛♥ ❡t ❛❧✳❬✹✹❪

♣r♦♣♦s❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❞✈♦❝❛t❡s ❣❛♠❡
t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❉❈❖Ps✳ ■♥ s✉❝❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
❉❈❖Ps ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❣❛♠❡s ❬✺✻❪ ❛♥❞
❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❉❈❖P ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❣❛♠❡✳
❚❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♥✐❢②✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ✭❉❙❆ ❛♥❞ ▼●▼✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② r❡✜♥❡♠❡♥ts
♦❢ t❤♦s❡✳ ❙✉❝❤ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❛♣♠❛♥ ❡t ❛❧✳❬✺✼❪✳

❋■●❯❘❊ ✼✿ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲s✉♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❲❤❡r❡❛s ❉❙❆ ❛♥❞ ▼●▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
♠♦✈❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✭✇❡
r❡❢❡r t♦ t❤❡♠ ❛s ✶✲s✐③❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r
q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡s
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢
❛❣❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ tr❛♣♣❡❞
✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ x1 s✐♥❝❡ ❛❣❡♥ts a2 ❛♥❞ a3 ❝❛♥
♠❛❦❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ♦♥❝❡
❛♥❞ ♠♦✈❡ t♦ x1 = t1, x2 = t1, x3 = t2 ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛✐♥
♦❢ 1✳ ❆❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❱✐♥②❛❧s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥
❬✹✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❉❆▲❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛❣❡♥ts
t♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❡①❡❝✉t❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥②
❛❣❡♥t✬s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣s ♦❢
t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✜♥❞ ❛ ❥♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s
♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r♦✉♣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✜♥❞
t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ❣❛✐♥✱ ❛❣❡♥ts a2 ❛♥❞
a3 ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿
max
x2,x3

(f12(x1 = t1,x2) + f23(x2,x3) + f13(x1 = t1,x3))✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ f23
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✳✸✳✷✳ ❙✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❙✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✛❡r ❛ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❉❈❖Ps✳ ■♥ s✉❝❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t tr✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛❝t✐♦♥ ❤❛s ♦♥ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ zi(xi)
❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ ❛♥❞ ♦♥❝❡
t❤❡ zi(xi) ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❤♦♦s❡s t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧

✐♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❉❈❖Ps ✐s t❤❡ ♠❛①✲s✉♠
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲s✉♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛r❡ ❜❡st ✉♥❞❡rst♦♦❞ ♦♥ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✶✹ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

❋■●❯❘❊ ✽✿ ❘❡♣♦rts t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✜❢t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✲s✉♠ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❋♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠
❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛①✲s✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❢♦r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s
♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r
❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ❬✺✽❪ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✮✳

♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ zi(xi) ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✲s✉♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❡①❝❤❛♥❣❡s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤✿
✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡ss❛❣❡s qxi→f (xi) ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡ss❛❣❡s rf→xj

(xj)✳
❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s
s❡♥❞✐♥❣✴r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ❤❡r❡ ♠❡ss❛❣❡
rf13→x1

(x1) = [(¬t3, 4), (t3, 8)] r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉t✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ s✉❜✲❣r❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ x3 t❤r♦✉❣❤ f13 ❝❛♥
❛❝❤✐❡✈❡ ✐❢ x1 t❛❦❡s ✈❛❧✉❡ t3 ✭✐✳❡✳✱ 8✮ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r
✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t3 ✭✐✳❡✳✱ 4✮✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛❣❡♥t ai ✐s ❛❜❧❡ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❞♦♣t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐s ♠❛①✐♠✐s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s
❞♦♥❡ ❜② ❧♦❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ zi(xi)✱ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❣❡♥t i✬s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡✿

zi(xi) =
∑

g∈Mi

rg→xi
(xi) ✭✸✮

❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ argmaxxi
zi(xi)✳ ❍❡r❡ Mi ✐s t❤❡

s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ xi✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥
t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
z3(x3) = rf13→x3

(x3) + rf23→x3
(x3) = [(t2, 2), (t3, 8)] +

[(t2, 5), (t3, 5)] = [(t2, 7), (t3, 13)]✱ ❤❡♥❝❡ ❛❣❡♥t a3 ✇✐❧❧
❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❛s❦ t3✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭✇❡ ❦♥♦✇
❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s a3
t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❛s❦ t2✮ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✲s✉♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠✉st ❛❝q✉✐r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦rr❡❝t
❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ❛
❝②❝❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ s✉❜✲❣r❛♣❤s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭✐✳❡✳✱ ❤❡r❡ f13 ❛♥❞ f23 ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r ♣❛t❤ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
x3✮ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ zi(xi) ✐s ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s
♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉t✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♠❛①✲s✉♠

✶✿ Q ← ∅ ④■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥
♠❡ss❛❣❡⑥

✷✿ R ← ∅ ④■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠❡ss❛❣❡⑥

✸✿ ✇❤✐❧❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t ❞♦
✹✿ ❢♦r xj ∈ Ni ❞♦

✺✿ rf→xj
(xj) = computeMessageToV ariable(xj , fV ,Q)

✻✿ ❙❡♥❞▼s❣✭rf→xjj(xj)✱aj✮ ④aj ❛❣❡♥t t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ✈❛r✐✲

❛❜❧❡ xj⑥
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ ❢♦r g ∈Mi ❞♦

✾✿ qxi→g(xi) = computeMessageToFunction(xi, g,R)
✶✵✿ ❙❡♥❞▼s❣✭qxi→g(xi)✱ag✮ ④ag ❛❣❡♥t t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ g⑥
✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✷✿ Q← getMessagesFromFunctions()
✶✸✿ R← getMessagesFromV ariables()
✶✹✿ x∗

i = updateCurrentV alue(xi,R)
✶✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛①✲
s✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆t ❡❛❝❤
❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Q✮ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭(R)✮
♠❡ss❛❣❡s✳ ◆❡①t✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
Q ❛♥❞ R ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ✐ts ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠❛①✐♠✐s❡s
❢✉♥❝t✐♦♥ zi(xi)✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ qxi→f (xi)✱

❛❣❡♥t ai ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❣❡♥t r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✮✱
s✉♠s ✉♣ ❛❧❧ t❤❡ ❧❛st ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❧✐♥❦❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳
❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ zi(xi)✮✳ ■♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱ qxi→f (xi) =∑

g∈Mi,g 6=f rg→xi
(xi)✳ ■♥ ❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤s✱ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡♠ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❞❧❡ss❧②✶✶✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

rfV →xj
(xj)✱ ❛❣❡♥t ai ♣r♦❥❡❝ts ♦✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ xj ❢r♦♠ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧ts ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fV
❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❧✐♥❦❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡①✲
❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ xj✮

✶✷✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✇❤✐❝❤ r❡✲
♣♦rts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✶❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ qxi→f (xi) ❛ ✈❛❧✉❡

α =

∑
di∈Di

qxi→f (di)

|Di|
s♦ t❤❛t

∑
di∈Di

qxi→f (di) = 0✳
✶✷s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠

♦♣❡r❛t♦rs

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✶✺

✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✶✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♠❡ss❛❣❡ rf13→x3
(x3)✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rf13→x3
(x3 = t2) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② max([f13(x1 =

t3, x3 = t2) + qx1→f13(x1 = t3)], [f13(x1 = t1, x3 =
t2) + qx1→f13(x1 = t1)]) = max(−1, 3)✳ ■♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱
❛❣❡♥t ai ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
(dj , dk1

, · · · , dks
) ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s V = (xj , xk1

, · · · , xks
)✱

t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ d ∈ Dj ✐t ❝♦♠♣✉t❡s
rfV →xj

(d) = maxdk1
,··· ,dks

[fV (d, dk1
, · · · , dks

) +∑
k∈(k1,··· ,ks)

qxk→fV (dk)]
❚❤❡ ♠❛①✲s✉♠ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡❛❝❤ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
✭✐✳❡✳✱ ♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡ss❛❣❡s✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✲s✉♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤
✐s ❛❝②❝❧✐❝ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②
❧✐♠✐t❡❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t②
❬✺✽❪✱ ❤♦✇❡✈❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❬✹✺✱ ✺✷❪ s❤♦✇
t❤❛t ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦♦♣② ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ♠❛①✲s✉♠
♦❢t❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✭r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✮
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡
✭✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡
s✉r❡ ❛❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❥♦✐♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❬✺✾❪✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s t♦ ❜r❡❛❦
t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ s♠❛❧❧ r❛♥❞♦♠
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✈❡r ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ❬✹✺❪✳

✸✳✸✳✸✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t
❆❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦✇✲
❝♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ s❝❛❧❡ t♦ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦r
r❡t✉r♥ ❢❛st s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛t t❤❡
❝♦st ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✈❡r② ♣♦♦r s♦❧✉t✐♦♥s✳
❲❤❡r❡❛s ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ♥♦t
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥
q✉❛❧✐t② ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❡✳❣✳ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛②
♥❡❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ✈❡r② ♣♦♦r s♦❧✉t✐♦♥s✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
❛♥❛❧②s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳
❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s

t♦ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❉❈❖P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✲
✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✹✻❪✳ ▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❛ q✉❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡ δ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛
❣✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ δ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ x∗✳ ❘❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
❞❡✜♥❡s ✇♦rst✲❝❛s❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢
❛♥② r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② r❡❣✐♦♥ C✳
❲❡ ❝❛♥ r❡❣❛r❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s C ❛s ❛♥
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

✶✸❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝♦♠♣✉t❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ s❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛①✲s✉♠
❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s❡tt✐♥❣s ❬✹✺❪✳

C✲♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧
r❡❢❡r t♦ ❛s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ C✳
❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❢♦r❡s❡❡ t❤❛t t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s
❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛r❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡❛❝❤ ♦♥ ✐ts ♦✇♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ▼●▼ ❛♥❞ ❉❙❆
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♣❡r ❛❣❡♥t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐ts s✐♥❣❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ✶✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧ ✭❡✳❣✳ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ s✐③❡ ✶✮✳ ❉❆▲❖ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ r❡❣✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✜♥❞s ❛ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥②
❛r❜✐tr❛r② r❡❣✐♦♥ C✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡t✉r♥❡❞
❜② ▼❛①✲❙✉♠ ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥
t❤❡ ❙▲❚✲r❡❣✐♦♥ ✕ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡
✐♥❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t
♠♦st ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ❬✻✵❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❡t ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❢♦r t❤❡ ❉❈❖P ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❤❡r❡
❜♦❧❞❢❛❝❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❉❈❖P ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤ st❛♥❞
❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳
❘❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ q✉❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ♦♥ t❤❡✐r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✐r❡❝t❧②
s❡❛r❝❤❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢
t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡
❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭▲P✮ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s
✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧♦♦s✐♥❣ ❜♦✉♥❞ t✐❣❤t♥❡ss✳
❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♣r✐♦r ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❉❈❖P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱
❣✐✈❡♥ ❛ r❡❣✐♦♥ C✱ ❢♦r ❡❛❝❤ fV ∈ F ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

• cc(fV , C) = |S ∈ C s✳t✳ V ⊆ S|✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ C t❤❛t ❝♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ fV
❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ❛♥❞ x2 ✭f12✮ ✐s t♦t❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞
❜② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❣✮✳

• nc(fV , C) = |S ∈ C s✳t✳ V ∩ S = ∅|✱ t❤❛t ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ C t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ fV ❛t ❛❧❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ❛♥❞
x2 ✭f12✮ ✐s ♥♦♥✲❝♦✈❡r❡❞ ❛t ❛❧❧ ❜② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❝✮✳

●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜♦✉♥❞ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

δ =
cc∗

|C| − nc∗
✭✹✮

✇❤❡r❡ cc∗ = minf∈F cc(f,F)✱ nc∗ = minf∈F cc(f, C)
❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② C✲♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ xC ✐♥ ❛♥② ❉❈❖P
✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐t✐❡s✶✹✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

✶✹❊✈❡r② ❉❈❖P t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦sts ❝❛♥

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✶✻ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

❤♦❧❞s✿
F (xC) ≥ δ · F (x∗) ✭✺✮

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥
✺ ✭✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬✹✻❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞✮✳ ❚❛❦❡ |C| ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱
X✱ ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥ C✱ ♦♥❡ ♣❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐♥ C✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✈❛r② ✐♥ ❡❛❝❤ x ∈ X ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
xC ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✮
t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
x∗✳ ❇② ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ xC ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❣r❡❛t❡r
✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t x ∈ X ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

t❤❛♥ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✿ F (xC) ≥
∑

x∈X F (x)

|C| ✳ ❚❤❡♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✹ ❡①♣❧♦✐ts t❤❛t✿ cc∗ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s
t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥
t❤❡s❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛♥❞ nc∗ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t
❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❛❦❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xC t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✹ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❜♦✉♥❞ δ✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❣✐♦♥ C ❛♥❞ ❛
❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t fV ∈ F ✇❡ ❝❛♥
❞✐r❡❝t❧② ❛ss❡ss cc∗ ❛♥❞ nc∗ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ cc(fV , C)
❛♥❞ nc(fV , C) ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ◆❡①t ✇❡
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❉❈❖P
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts s✐③❡ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❦✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥s✮✿

• ❋♦r t❤❡ ✶✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥ ✭C = {{x1}, {x2}, {x3}}✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭❛✮✭❜✮✭❝✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✾✮ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s t♦t❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥②
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✱ t❤❡♥ cc∗ = 0 ❛♥❞ δ = 0✳ ❚❤✐s
❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛♥② ✶✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛s ❛r❡ ❉❙❆ ❛♥❞ ▼●▼ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✮ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝❛♥
♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r r❡❣✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

• ❋♦r t❤❡ ✷✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥ ✭C =
{{x1, x2}, {x1, x3}, {x2, x3}}✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭❞✮✭❡✮✭❢✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✱ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✭cc∗ = 1✮ ❛♥❞
t❤❡ ✐s ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r ❛t ❛❧❧
❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭nc∗ = 0✮✳ ❍❡♥❝❡✱ cc∗ = 1✱ nc∗ = 0✱
|C| = 3 ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s δ = 1

3 ❀
• ❚❤❡ ✸✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❣r♦✉♣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢

❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭C = {{x1, x2, x3}✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❣✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② t❤❡
❜♦✉♥❞ δ = 1 ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❆s t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✱
t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦❢
❝❡♥tr❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛✱ ❤❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛❧✐t②
❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❆❧♦♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞
❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ s✐③❡✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r

❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r❡✇❛r❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❉❈❖Ps t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❛r❞
❝♦♥str❛✐♥ts✳

❋■●❯❘❊ ✾✿ ❆❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❢♦r t❤❡ ❉❈❖P
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❇♦❧❞❢❛❝❡❞ ♥♦❞❡s st❛♥❞ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ ❜♦❧❞❢❛❝❡❞ ❡❞❣❡s ❢♦r t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦t❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✲❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪✱
✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡r ❛❣❡♥t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st t ❢r♦♠ t❤✐s ♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✵✲❞✐st❛♥❝❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦❢ a1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❝♦♥t❛✐♥s ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❛✮✮ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ✶✲❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❝♦♥t❛✐♥s ✐ts ♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐ts
❞✐r❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❛t ✐s x2 ❛♥❞
x3 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❣✮✮✳ ▲❛st❧②✱ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛❞❡✲♦✛ t♦ s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
t❤❡ s✲s✐③❡✲❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬✹✻❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t❤❡ ❧❛r❣❡st t✲
❞✐st❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ✐t ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐t s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✷✲s✐③❡✲
❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛❣❡♥t a1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✵✲❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s✐♥❝❡
❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ✶✲❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
s✐③❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❬✹✻❪ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ♠♦r❡ ✜♥❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡✲
❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥
q✉❛❧✐t✐❡s t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❦✲s✐③❡ ♦r t✲❞✐st❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐❛✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❣❡♥ts✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭♦r ✇✐t❤ ❛♥②
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡♠✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉t✐❧✐t②
✈❛❧✉❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✇❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧
r❡❢❡r t♦ ❛s r❡✇❛r❞ str✉❝t✉r❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ 1

3
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✷✲s✐③❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈❖P ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹ ✐♥❞❡❡❞ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ❉❈❖P ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✭❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✮✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
t❤❛t t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t ❞❡s✐❣♥ t✐♠❡ ✭♣r✐♦r
t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ❣❡♥❡r✐❝✲
✐♥st❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦r ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❧✐tt❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❞❡s✐❣♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r
❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✶✼

s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦r ❛ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡
❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ r❡✇❛r❞ str✉❝t✉r❡ ❬✻✷✱ ✻✸❪✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇♦✇r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❦✲s✐③❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡✇❛r❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
r❡✇❛r❞ ❬✻✷❪✳

✸✳✹✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ❋✉rt❤❡r ❘❡❛❞✐♥❣s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❜r♦❛❞ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ ❉❈❖Ps ❢♦r ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❛t ❛ ❉❈❖P ✐s ❛♥❞ ❤♦✇
❛ ❥♦✐♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s
❛ ❉❈❖P✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r ❉❈❖Ps ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❡①❛❝t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❖✉r ♦✈❡r✈✐❡✇ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❉❈❖Ps ❛♥❞ t❤❛t t❤❡②
t❛❝❦❧❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✭✐✮
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡
❢❛st ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❝❛r❝❡ r❡s♦✉r❝❡s ✭✐✳❡✳✱
r♦❜♦t✐❝s ♦r ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s✮❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✐✐✐✮
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧
❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜✉t ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❡♠❡r❣❡♥❝②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

❛♥❞ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❈❖Ps ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
❣❛♠❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ◆❛s❤ ❛♥❞
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❣❛♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❝❡♥t❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛t s❤♦✇ ❞❡❡♣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✇♦r❦
❜② ❖rt✐③ ❛♥❞ ❑❡❛r♥s ❬✻✹❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦
❜② ❈❤❛♣♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t
♦♣t✐♠✐s❡ st❛♥❞❛r❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧
✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s♣❛❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❡①♣❛♥❞ t❤✐s t❤❡♠❡ ❤❡r❡ ❜✉t ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝✐t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣s✳
❲❤✐❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛ r✐❝❤ ✇❡❛❧t❤

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❉❈❖Ps✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧
♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❢♦r ❢✉t✉r❡ ❉❈❖P t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r
❧✐♠✐t❡❞ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥
r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ ❉❈❖P
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛ss✉♠❡s ❢✉❧❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞s ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤✐s
✐s ♦❢t❡♥ ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts t②♣✐❝❛❧❧②
❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞s t❤❛t t❤❡②
❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ♦r ♠✉st ❧❡❛r♥ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❛❝t✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠✉st ❜❡
s♦♠❡❤♦✇ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❉❈❖P ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡❛❧t
✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❡❛❞❡r t♦ ❬✻✻❪ ❢♦r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t
♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✜♥❞
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ t♦
❬✻✼✱ ✻✽❪ ❢♦r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛✐♠ ❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥
r❡✇❛r❞s ♦❢ ❛❣❡♥ts✬ ❥♦✐♥t ❛❝t✐♦♥s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧②
❞✐✈✐❞❡ ♠♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿
✐♥st❛♥❝❡✲❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ✐♥st❛♥❝❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t②
✇✐t❤♦✉t r✉♥♥✐♥❣ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡
q✉❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥st❛♥❝❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ✐♥st❛♥❝❡✲❣❡♥❡r✐❝ ♦♥❡s✱ ❛s t❤❡②
✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜♦✉♥❞s ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r s♣❡❝✐✜❝
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❬✺✹✱ ✹✼❪✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ❇♦✉♥❞❡❞
▼❛①✲❙✉♠ ✭❇▼❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✺✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞
❇▼❙ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ ❝②❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t
♥❡t✇♦r❦ ❜② s✐♠♣❧② ✐❣♥♦r✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❡❡ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❧st
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳

❆♥♦t❤❡r ❝r✉❝✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❉❈❖P t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐s♠ ♦❢ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝✉rr❡♥t ❉❈❖P ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❡ s❤♦t ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❜✉✐❧❞ ❛ ❉❈❖P r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♥❡❣♦t✐❛t❡ ♦✈❡r ❛ ❥♦✐♥t
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡✳ ■♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥❡✈❡r ❛❣❡♥ts ❡①❡❝✉t❡ t❤❡✐r ❛❝✲
t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧
❛❣❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ r♦❜♦t✐❝s ♦r ❡♠❡r❣❡♥❝② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮ ✇❤❡♥
❛❣❡♥ts ❡①❡❝✉t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛♥②
❉❈❖P t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❜② s✐♠♣❧② r❡♣❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❛t s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✻✾❪✮✱
t❤❡r❡ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡
❞②♥❛♠✐s♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❡❛❞❡r t♦
❬✼✵❪ ❛♥❞ ❬✼✶❪ ❢♦r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣r❛♣❤✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ s❡❧❢✲❡♠❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❜✐♦✲
✐♥s♣✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❝❡ t❤❡② t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣
❛❣❡♥ts✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬✼✷✱ ✼✸❪ ❢♦r
♦✈❡r✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛s✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✶✽ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

✹✳ ❍❖❲ ❚❖ ❆❙❙■●◆ ❚❆❙❑❙ ❆◆❉ ❘❊✲

❙❖❯❘❈❊❙✿ ▼❯▲❚■✲❆●❊◆❚ ❘❊❙❖❯❘❈❊

❆▲▲❖❈❆❚■❖◆

❆s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✼✹❪✿

▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❘❡s♦✉r❝❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭▼❆❘❆✮ ✐s
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡♠s
❛♠♦♥❣st ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts✳

▼❆❘❆ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✲
✐❝s✿ ✭✐✮ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s❀ ✭✐✐✮ s♦❝✐❛❧
✇❡❧❢❛r❡ ♠❡❛s✉r❡s❀ ✭✐✐✐✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡✴♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s❀ ✭✐✈✮ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥
♣r♦t♦❝♦❧s❀ ✭✈✮ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❀ ✭✈✐✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❞❡s✐❣♥❀ ❛♥❞ ✭✈✐✐✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❆❘❆ s②st❡♠s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ❛r❡ t❤♦r✲
♦✉❣❤❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡② ❜② ❈❤❡✈❛✲
❧❡②r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✹❪✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✉s❛❣❡ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ ▼❆❘❆ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✐♥❝❡ ❛✉❝✲
t✐♦♥s ❬✼✺❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞
✐♥ ▼❆❙ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❛s❦s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss
t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥s ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ▼❆❘❆ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❆♥ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛❣❡♥ts t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❡✐r ✐♥t❡r❡sts ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❛t ✉s❡s
t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜♦t❤ ❛♥
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts ❜② t❤❡
❛❣❡♥ts ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡
t❤❡ ❣♦♦❞s t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈❛❧✉❡ t❤❡♠ ♠♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
❛✉❝t✐♦♥s ♦✛❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ▼❆❙ r❡s♦✉r❝❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❤② ❛✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧②

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ▼❆❙✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t t♦
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡
✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛❧❧♦❝❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐r❞✱
❛✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡
r✉❧❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡
❜❡✐♥❣ ✐❞❡❛❧ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❈♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛rt✐✜❝✐❛❧

✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❤❛s ♣❛✐❞ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♠❛r❦❡ts✲❛s✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✼✼❪✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
♠❛r❦❡t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧♦♥❣ t❤✐s
❧✐♥❡✱ ❛✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧②✱ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✱
❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❛s❦
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬✼✽❪✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s ❬✼✾❪ ✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r r♦❜♦t
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❬✽✵❪✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s❛st❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
❬✽✶❪✮✱ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱
s✉❝❤ ❛s r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❬✽✷❪✳
❆❧❧ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡t✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s s❤❛r❡ t❤❡
❝♦♠♠♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st t♦ r❛♣✐❞❧②
❛❞❛♣t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞ t♦ ❢❛✐❧✉r❡s ✭❡✳❣✳ r❡❢❡r t♦
❬✽✸❪✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❣❡♥ts
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s ❜✐❞ tr✉t❤❢✉❧❧②✳
❲❡ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t

❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❛t ❜✐❞❞❡rs ✐♥ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t

♥♦t r❡♣♦rt t❤❡✐r tr✉❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✶✺ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❝
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r t❤❛t ♠✉st ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✇✐♥♥❡r✭s✮
♦❢ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐❞s✱ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❜✐❞❞❡rs t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r✬s
r❡✈❡♥✉❡✳ ◆❡✐t❤❡r ❞♦ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐ss✉❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡
❛✉❝t✐♦♥s t❤❡ ♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞ ❢r♦♠ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞❞❡rs ❞✐✛❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❞s ♠❛❞❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢♦r t❤❡
❛✉❝t✐♦♥❡❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❦❡② t♦ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛✉❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡ ❜✐❞❞❡rs t♦ r❡♣♦rt t❤❡✐r tr✉❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤♦s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♣❛②♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②
♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞ t♦ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞❞❡rs✱ ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡
❜✐❞s ♠❛❞❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❝✉r❡♠❡♥t✱ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❡✳❣✳ ❬✽✺❪✮✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ st✉❞② ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
t✉t♦r✐❛❧ ❡♥❞s ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❞✐♥❣s
t❤❛t ♠❛② ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❞❡❧✈❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ ❛✉❝t✐♦♥s✳

✹✳✶✳ ❈❛s❡ st✉❞②✿ ◆❡✇s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣❛♥②✱ ◆❡✇s ▲t❞✳✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢
❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ♥❡✇s♣❛♣❡rs t♦ t❤❡ ♥❡✇s❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ③♦♥❡✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐ts❡❧❢ ❤❛✉❧s ♥❡✇s♣❛♣❡rs t♦ ♥❡✇s❛❣❡♥ts✱
✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ s♦❧❞ t♦ ❝✉st♦♠❡rs✳ ◆❡✇s ▲t❞✳ ♦✇♥s
t✇♦ ❞❡♣♦ts✱ W1 ❛♥❞ W2✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❆s
♥❡✇s❛❣❡♥ts r❡q✉❡st t♦ ❜❡ s❡r✈✐❝❡❞✱ ◆❡✇s ▲t❞✳ ♠✉st
❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ s❤✐♣ t❤❡ ♥❡✇s♣❛♣❡rs ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r
❞❡♣♦tW1 ♦r ❞❡♣♦tW2✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❡♣♦t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ r❡q✉❡st✐♥❣ ♥❡✇s❛❣❡♥t✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡
✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❤❡❧♣s ◆❡✇s ▲t❞✳
♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛✐♠✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s
✇❡ ✇✐❧❧ ❣r❛❞✉❛❧❧② s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❛t
✇✐❧❧ s❡r✈❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❆❧❧ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛

❝♦♠♠♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❡♣s ✶✻✿

✶✳ ❇✐❞ ❝❛❧❧✳ ❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ ❝❛❧❧ ❢♦r ❜✐❞s
t♦ s❡r✈❡ s♦♠❡ ❝✉st♦♠❡r✭s✮ ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❡s ✇❤❡♥ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡✳

✷✳ ❇✐❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❉❡♣♦ts tr❛♥s♠✐t t❤❡✐r ❜✐❞s t♦ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥❡❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ❜✐❞s✳
❉❡♣♦ts ❜✐❞ tr✉t❢❤✉❧❧② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜✐❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
❡❛❝❤ ❞❡♣♦t ❛s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ♥❡✇s♣❛♣❡rs t♦
❛ s❡t ♦❢ ❝✉st♦♠❡rs✳

✶✺❆ ❜✐❞❞❡r✬s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜✐❞❞❡r✬s
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛t ❛✉❝t✐♦♥✳

✶✻❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✼✼❪✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛❧❧ ❛✉❝t✐♦♥s ❛s
❜❡✐♥❣ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜r♦❦❡♥
❞♦✇♥ ✐♥t♦ s✉❜✲♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣
❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦
❬✼✼❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❛❜str❛❝t ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✶✾

❋■●❯❘❊ ✶✵✿ ❙✐♥❣❧❡ ❝✉st♦♠❡r s❝❡♥❛r✐♦

❉❡♣♦ts

❲✶ ❲✷

❈❤❡❛♣❡st r♦✉t❡ s❡r✈✐❝✐♥❣ ❆ ✶✷ ✗ ✽ ✓

❚❆❇▲❊ ✶✿ ❙✐♥❣❧❡ ❝✉st♦♠❡r ❜✐❞s

✸✳ ❲✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❯♣♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
❜✐❞s✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤♦ ❣❡ts ✇❤✐❝❤ ❝✉st♦♠❡rs
✭♥❛♠❡❧②✱ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮✳

✹✳ ❈❧❡❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐♥❢♦r♠s t❤❡ ❞❡♣♦ts ❛❜♦✉t
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❜✐❞❞❡rs ♦♥❧② ❜✐❞ ♦♥❝❡✱ ❛❧❧ ❛✉❝t✐♦♥
♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥❡①t ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦♥❡✲s❤♦t✳

✹✳✶✳✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✉st♦♠❡r
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❆
s✐♥❣❧❡ ❝✉st♦♠❡r✱ ♥❡✇s❛❣❡♥t ❆✱ r❡q✉❡sts t♦ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞
♥❡✇s♣❛♣❡rs✳ ◆❡✇s ▲t❞✳ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ s❡r✈❡
t❤❛t r❡q✉❡st ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❞❡♣♦t W1 ♦r ❞❡♣♦t W2✳ ❚❤❡
❛✉❝t✐♦♥ st❛rts ❜② ✐ss✉✐♥❣ ❛ ❜✐❞ ❝❛❧❧ t♦ s❡r✈❡ ❝✉st♦♠❡r
A✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❜✐❞ ❝❛❧❧✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❝♦❧❧❡❝ts t✇♦ ❜✐❞s✿
W1✬s ❜✐❞✱ BID(〈W1, A〉, 12)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐ts ❝♦st t♦
s❡r✈❡ A ✐s 12 ❀ W2✬s ❜✐❞✱ BID({A}, 8)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
✐ts ❝♦st t♦ s❡r✈❡ A ✐s 8✳ ❊❛❝❤ ❜✐❞ ✐s ❛ ♣❛✐r ✇❤♦s❡ ✜rst
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ ❥♦✉r♥❡② ❛♥❞ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❥♦✉r♥❡②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ BID(〈W1, A〉, 12) ✐s
❛♥ ♦✛❡r t♦ ❣♦ ❢r♦♠ W1 t♦ A✱ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ A t♦ W1✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦st ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦st t♦ ❞❡❧✐✈❡r
t♦ A ✭✻✮ ♣❧✉s ❛ ❝♦st t♦ r❡t✉r♥ t♦ W1 ✭✻✮✳ ❚❤❡ ✇✐♥♥❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s r❛t❤❡r
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ t❤❡ ❜✐❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✇♦✉❧❞ ❝❧❡❛r t❤❡
❛✉❝t✐♦♥ ❜② ✐♥❢♦r♠✐♥❣ W1 ❛♥❞ W2 ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✿ W2 ✇✐❧❧ ❞❡❧✐✈❡r ♥❡✇s♣❛♣❡rs t♦ A✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s 8✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n ❜✐❞s✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❲❉P✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣✐❝❦✐♥❣
✉♣ t❤❡ ❜✐❞ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❲❉P ✐s O(n)✳
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t ❝✉st♦♠❡rs ❛r❡ s❡❧✜s❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜✐❞ tr✉t❤❢✉❧❧②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞
s❡❧❡❝t t❤❡ ✇✐♥♥❡r ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥♥❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❡❛r✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡♠♣❧♦② ❛ s❡❝♦♥❞✲♣r✐❝❡
❛✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ ✇✐♥♥❡r✱
❜✉t ❤❛s ❤✐♠ ♣❛② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤❡st ♣r✐❝❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇✐♥♥❡r ✇♦✉❧❞ ♣❛② ✐♥ t❤✐s ❛✉❝t✐♦♥ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜♦t❤ s♦❧✈❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ●r♦✈❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛♥❞

❋■●❯❘❊ ✶✶✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝✉st♦♠❡r s❝❡♥❛r✐♦

❉❡♣♦t

❈❤❡❛♣❡st r♦✉t❡ s❡r✈✐❝✐♥❣ ❲✶ ❲✷

❆ ✶✷ ✗ ✽ ✓

❇ ✽ ✓ ✶✹ ✗

❚❆❇▲❊ ✷✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❛✉❝t✐♦♥s ❜✐❞s

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❱✐❝❦r❡②✲❈❧❛r❦❡✲●r♦✈❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❬✼✻❪✳

✹✳✶✳✷✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝✉st♦♠❡rs ✇✐t❤
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛✉❝t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ◆❡✇s ▲t❞✳ ♠✉st s❡r✈❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝✉st♦♠❡rs s✉❝❤ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳
❚❤❡r❡✱ t✇♦ ❝✉st♦♠❡rs✱ ♥❡✇s❛❣❡♥ts A ❛♥❞ B✱ r❡q✉❡st
t♦ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♥❡✇s♣❛♣❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ◆❡✇s ▲t❞✳
❞❡❝✐❞❡s t♦ r✉♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♦♥❡
♣❡r ❝✉st♦♠❡r✳ ❆❢t❡r t❤❡ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❜✐❞ ❝❛❧❧s✱ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥❡❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝ts t✇♦ ❜✐❞s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❜✐❞s
t♦ s❡r✈❡ ❝✉st♦♠❡r A r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ❜✐❞s ❛s ✐♥ t❤❡
s✐♥❣❧❡✲❝✉st♦♠❡r s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣
❜✐❞s t♦ s❡r✈❡ ❝✉st♦♠❡r B r❡❝❡✐✈❡s t✇♦ ❜✐❞s✿ W1✬s ❜✐❞✱
BID(〈W1, B〉, 8)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐ts ❝♦st t♦ s❡r✈❡ B

✐s 8❀ W2✬s ❜✐❞✱ BID(〈W2, B〉, 14)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐ts
❝♦st t♦ s❡r✈❡ B ✐s 14✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲❞❡s❝r✐❜❡❞
s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛❝❡❞ ❜②
❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ t❤❡
❜✐❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t♦ s❡r✈❡ ❝✉st♦♠❡r A ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡
s❡r✈✐❝❡ t♦ W2✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t♦ s❡r✈❡ ❝✉st♦♠❡r
B ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ W1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t♦t❛❧
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s 16✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❢❛❝❡s t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡

♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
❝✉st♦♠❡r s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ m r❡s♦✉r❝❡s
❛♥❞ n ❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛✉❝t✐♦♥s ❛s ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s O(m · n).

❘♦✉t❡s

◆♦♥❡ ❖♥❧② ❆ ❖♥❧② ❇ ❆ ✫ ❇

❲✶ ✵ ✗ ✶✷ ✗ ✽ ✗ ✶✹ ✓

❲✷ ✵ ✓ ✽ ✗ ✶✹ ✗ ✶✺ ✗

❚❆❇▲❊ ✸✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ❜✐❞s✳ ❙❡r✈✐❝❡ t♦ ❜♦t❤
❆ ❛♥❞ ❇ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✷✵ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

✹✳✶✳✸✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝✉st♦♠❡rs ✇✐t❤
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❧❛t❡st s❝❡♥❛r✐♦
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❤❛❞ ❜✐❞❞❡rs ❜❡❡♥ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜✐❞ t♦
s❡r✈✐❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✉st♦♠❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ W1✱ ✐ts ❝♦st t♦ s❡r✈✐❝❡ ❜♦t❤ A

❛♥❞ B ✐s 14 t❤❛t ✇❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦sts✿ ❢r♦♠
W1 t♦ A ✭6✮✱ ❢r♦♠ A t♦ B ✭4✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ B ❜❛❝❦ t♦
W1 ✭4✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ W2✱ ✐ts ❝♦st t♦ s❡r✈✐❝❡ ❜♦t❤ A ❛♥❞
B ✐s 15✱ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢r♦♠ W2 t♦ A ✭4✮✱ ❢r♦♠
A t♦ B ✭4✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ B ❜❛❝❦ t♦ W2 ✭7✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ❞❡❧✐✈❡r② s❡r✈✐❝❡s t♦ ❡✐t❤❡r W1 ♦r W2

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ◆❡✇s ▲t❞✳ t❤❛♥ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛✉❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛t❡st s❝❡♥❛r✐♦✳
■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥s ✭❈❆✮ ❬✽✻❪ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦♦❞s

❝❛♥ ❜❡ tr❛❞❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ❜✐❞❞❡rs ❝❛♥ s✉❜♠✐t
❜✐❞s ❢♦r s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s ❛t tr❛❞❡✳
❚❤❡♥ ◆❡✇s ▲t❞✳ s❡ts ✉♣ ❛ ❈❆ ✇❤❡r❡ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡

❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜✐❞ ❢♦r ❜✉♥❞❧❡s ✭s✉❜s❡ts✮ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ✐♥
R = {A,B}✳ ❚❤✉s✱ ◆❡✇s ▲t❞✳ ✇♦✉❧❞ r✉♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❛✉❝t✐♦♥ t❤✐s t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❜✐❞ ❝❛❧❧✱ ❜♦t❤ W1 ❛♥❞ W2

❛r❡ r❡q✉❡st❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❡r✈✐❝✐♥❣ ❡❛❝❤
♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ R✿ ✭✶✮ t♦ ❞♦ ♥♦ ❞❡❧✐✈❡r② ❛t ❛❧❧❀ ✭✷✮
t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♦♥❧② t♦ A❀ ✭✸✮ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♦♥❧② t♦ B❀ ❛♥❞ ✭✹✮
t♦ ❞❡❧✐✈❡r t♦ ❜♦t❤ A ❛♥❞ B✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s ❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✇❤✐❝❤
❜✐❞❞❡r t♦ ❛✇❛r❞ t♦ ❡❛❝❤ s❡r✈✐❝❡ s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ t♦t❛❧ ❝♦st✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡t R ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ A ❛ s❡t ♦❢

❛❣❡♥ts✳ ▲❡t 2R ❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ✭s❡t ♦❢ s✉❜s❡ts✮ ♦❢R✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❛❣❡♥t a ∈ A ❛♥❞ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ♦❢ r❡s♦✉❝❡s R′ ∈ 2R

✇❡ ❞❡✜♥❡✿ ✭✶✮ pa,R′ ✱ t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❛❣❡♥t a t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s R′ ❀ ❛♥❞ ✭✷✮ xa,R′ ✱ ❛ ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t t❛❦❡s ♦♥ ✈❛❧✉❡ 1 ✐❢ ❛❣❡♥t a ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t❤❡
s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s R′ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❲❉P
❢♦r ❛ ❈❆ ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠✿

♠✐♥✐♠✐③❡
∑

a∈A

∑

R′∈2R

pa,R′ · xa,R′

s✉❜❥❡❝t t♦
∑

R′∈2R

xa,R′ = 1 ∀a ∈ A

∑

a∈A

∑

R′⊇{r}

xa,R′ = 1 ∀r ∈ R

xa,R′ ∈ {0, 1} ∀a ∈ A, ∀R′ ∈ 2R

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥str❛✐♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ s✉❜♠✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦st t♦

t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡s♦✉r❝❡s ❛t tr❛❞❡ ✐s s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡s♦✉r❝❡s ❛t tr❛❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❛t

t❤❡ ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ 2R ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡✐r ❝♦sts ✐♥ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✉❝❝✐♥❝t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥❡❡r✳ ❙✉❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❜✐❞❞✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦r❡
❛❜♦✉t ❜✐❞❞✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥s ✐s
s✉❣❣❡st❡❞ t♦ r❡❛❞ ❬✽✼❪✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❜✐❞❞✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
❖❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲❉P✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s R = {r1, . . . , rm} ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢

❛❣❡♥ts A✱ t❤❡ ❖❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ s✉❜♠✐t
❛s ♠❛♥② ❜✐❞s ❛s s❤❡ ✇❛♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❣♦♦❞s✳
❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s ❢r❡❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛s ♠❛♥② ❛s s❤❡ ✇❛♥ts t♦
❜❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✐❞s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐❞s B = {〈R1, p1〉, . . . , 〈Rn, pn〉}✱
✇❤❡r❡ R1, . . . , Rn ⊆ 2R ❛♥❞ p1, . . . , pn ❛r❡ t❤❡ ❜✐❞
♣r✐❝❡s✳
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❲❉P ❢♦r ❛ ❈❆ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❖❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥t♦ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■P✮ ❬✶✺❪✳
▲❡t xi ❜❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t t❛❦❡s ♦♥ ✈❛❧✉❡ 1 ✐❢
❜✐❞ 〈Ri, pi〉 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
◆♦✇ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❲❉P ❢♦r ❛ ❈❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠✿

♠✐♥✐♠✐③❡
∑

i=1

pi · xi

s✉❜❥❡❝t t♦
∑

Ri⊇{r}

xi = 1 ∀r ∈ R

xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ B

❚❤❡ ✭❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡✮ ❲❉P ❢♦r
st❛♥❞❛r❞ ❈❆s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞s ❬✽✻❪✳ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss
❝❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ s❡t ♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❇❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛❢t❡r r✉♥♥✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❜✐❞ s✉❜♠✐tt❡❞ ❜② W1 t♦ s❡r✈❡ ❜♦t❤ ❝✉st♦♠❡rs✱
BID(〈W2, A,B〉, 14)✱ ❛s t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❜✐❞ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞
❞✐s❝❛r❞ ❛❧❧ ❜✐❞s s✉❜♠✐tt❡❞ ❜②W2✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢
t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s 14✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦st
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r
❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜✐❞❞❡rs ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❛❞❞✐t✐✈❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐❞ t♦
s❡r✈✐❝❡ A ♣❧✉s t❤❡ ❜✐❞ t♦ s❡r✈✐❝❡ B s❡♣❛r❛t❡❧② ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❞ t♦ s❡r✈✐❝❡ A ❛♥❞ B ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❢♦r ❜♦t❤
W1 ❛♥❞ W2 ✭❡✳❣✳ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ W1✱ ✐ts ♦✛❡rs t♦ s❡r✈❡ A

❛♥❞ B s❡♣❛r❛t❡❧② ✕BID(〈W1, A〉, 12)✱ BID(〈W1, B〉, 8)
✕❛❞❞ ✉♣ t♦ 20✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♦✛❡r ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ✐s 14 ✕
BID(〈W1, A,B〉, 14)✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t
t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ❛t tr❛❞❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❈❆s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞s ❛t tr❛❞❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✭❡✳❣✳ ❛ ❧❡❢t s❤♦❡ ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t s❤♦❡✮ ♦r
s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ t✇♦ t✐❝❦❡ts t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦✈✐❡s t❤❛t
②♦✉ ❧✐❦❡✱ ♣❧❛②✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✮✳
❈❆s ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡

❡①♣♦s✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✷✶

❛✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❜✐❞❞❡rs ❢❛✐❧ t♦
♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❣♦♦❞s ✭❡✳❣✳ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❛
❜✐❞❞❡r ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❜✉② ❛ ❧❡❢t s❤♦❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡ r✐❣❤t
s❤♦❡✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s t❤❛t ❤✐♥❞❡r
t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❲❉P ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r
✭❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❞ ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ 2R✮✳
❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

♠❛✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿ ✭✶✮ r❡q✉✐r❡ ❜✐❞s t♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛
r❡str✐❝t❡❞ s❡t✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❲❉P ❝❛♥ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✶✼❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ✉s❡ ❤❡✉r✐st✐❝
♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭t❤✐s ✇♦r❦s ♣r❡tt② ✇❡❧❧
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❲❉Ps ✇✐t❤
♠❛♥② ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❜✐❞s✮✳ ❆s
❛r❣✉❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❬✽✼❪ ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹✳✶✳✹✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✹✿ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦sts ✈✐❛
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡

❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❛❧②s❡❞ s♦ ❢❛r ❤❛✈❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❝✉st♦♠❡rs ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✈❛❧✉❡❞
❜② ◆❡✇s ▲t❞✳✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡
s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❞s
✐ss✉❡❞ ❜② W1 ❛♥❞ W2✱ ♥❛♠❡❧② BID(〈W1, A〉, 12) ❛♥❞
BID(〈W2, A〉, 8)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r
❦♥♦✇s ❛❧s♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉st♦♠❡r A ✭❡✳❣✳ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ s❛❧❡ ♣r✐❝❡ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❣❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉st♦♠❡r✮✱ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ s❤❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ✈❛❧✉❡ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ s❛② t❤❛t
t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉st♦♠❡r A ✐s 3✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② t♦ A ♥❡✐t❤❡r t♦
W1 ♥♦r t♦ W2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ ❛ ❧♦ss ✭❛t ❧❡❛st
−5✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉st♦♠❡r A ✇❡r❡ 15✱
t❤❡♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ t♦ W2 t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ 7 ✭15− 8✮✳
●♦✐♥❣ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝✉st♦♠❡rs ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ❜✉t
♥♦✇ ✇❡ ❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝✉st♦♠❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
v(∅) = 0✱ v({A}) = 3✱ v({B}) = 10 ❛♥❞ v({A,B}) =
13✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢❛❝❡❞
❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s❡r✈✐❝❡s t♦ ❛✇❛r❞ t♦ ❡❛❝❤
❜✐❞❞❡r s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ✭❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝✉st♦♠❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ❝♦sts✮✳ ❲❡ ❝❛♥
r❡❣❛r❞ ❝✉st♦♠❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛s ♦✛❡rs t♦ ❜✉② ❞❡❧✐✈❡r②
s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ❞❡♣♦ts✬ ❜✐❞s ❛s ♦✛❡rs t♦ s❡❧❧ ❞❡❧✐✈❡r②
s❡r✈✐❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐s ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❈❊✮ ❬✽✾❪ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦✛❡rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✉②❡rs
✭t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❧❧❡rs ✭t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r②
s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡rs✮✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛
❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❆ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❜✉② ❛♥❞ s❡❧❧ ✭❜✉♥❞❧❡s ♦❢✮ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♦r

✶✼❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ r❡str✐❝t❡❞ s❡ts ♠✉st ❜❡ ✈❡r②
r❡str✐❝t❡❞ ✭s❡❡ ❬✽✽❪✮✳

❋■●❯❘❊ ✶✷✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ s❝❡♥❛r✐♦

❥✉st ❜✉② ♦r ❥✉st s❡❧❧✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡t R ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ m r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ A ❛ s❡t

♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❆s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✱ t❤❡ ❜✐❞s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐❞s B = {〈R1, p1〉, . . . , 〈Rn, pn〉}✱
✇❤❡r❡ R1, . . . , Rn ⊆ 2R ❛r❡ s❡ts ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞
p1, . . . , pn ❛r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s r❡q✉❡st❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤♦s❡ s❡ts✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢

✈❛❧✉❛t✐♦♥s V = {〈Q1, v1〉, . . . , 〈Qm, vm〉}✱ s✉❝❤ t❤❛t
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ Vl ∈ V t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ❛ ❜✐❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ❜✐❞s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 〈Ql, vl〉✱ Ql ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s r❡q✉❡st❡❞ ❛♥❞ vl ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤
t❤❡ ❜✉②❡r ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ Ql ✭t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣r✐❝❡✮✳ ◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
xi✱ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❜✐❞ Bi ✐s t❛❦❡♥ ♦r ♥♦t❀ ❛♥❞ yl✱
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ Vl ✐s t❛❦❡♥ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❲❉P ❢♦r ❛ ❈❊ ✐♥ t❤❡ ❖❘ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♠♦✉♥ts
t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✿

♠❛①✐♠✐③❡

|V |∑

l=1

vl · yl −

|B|∑

i=1

pi · xi

s✉❜❥❡❝t t♦
∑

Ql⊇{r}

yl =
∑

Ri⊇{r}

xi ∀r ∈ R

xi, yl ∈ {0, 1} ∀Bi ∈ B , ∀Vl ∈ V

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛♥
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❛♥❞ s✉♣♣❧② ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ♠❛② r❡❢❡r t♦ ❬✽✾❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❉P ❢♦r ❈❊
t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥✐ts ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳
❇❛❝❦ t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r

s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❲❉P ♦❢ t❤❡ ❈❊ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠ ❛❜♦✈❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ W1 t♦ s❡r✈✐❝❡ ❝✉st♦♠❡r
B✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ ❝✉st♦♠❡r A ✇✐t❤♦✉t s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r A ✐s t♦♦ ❧♦✇✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ ❜✐❞s ❛♥❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣
❛ ❞❡❧✐✈❡r② s❡r✈✐❝❡ t♦ A ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✿ −1✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r A ❛♥❞ B ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❜✐❞ ✐ss✉❡❞ ❜② W1✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛
s❡r✈✐❝❡ ♦♥❧② t♦ B ❤❛s ✈❛❧✉❡ 2 ✭10✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r B✱ ♠✐♥✉s
8✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜✐❞ ❢♦r B s❡♥t ❜② W1✮✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r♠❡r❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❈❆ ✇❤❡♥ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✷✷ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

❘♦✉t❡s

◆♦♥❡ ❖♥❧② ❆ ❖♥❧② ❇ ❆ ✫ ❇

❲✶ ✵ ✗ ✶✷ ✗ ✽ ✓ ✶✹ ✗

❲✷ ✵ ✓ ✽ ✗ ✶✹ ✗ ✶✺ ✗

❱❛❧✉❡ ✵ ✗ ✸ ✗ ✶✵ ✓ ✶✸ ✗

❚❆❇▲❊ ✹✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❞s✳ ❚❤❡ ❜❡st
♦♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ s❡r✈✐❝❡ ❆✳

✹✳✷✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢r♦♠ ❛ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✭♦r
❞❡✜♥✐♥❣✮ ❛ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ s②st❡♠ ✭❡✳❣✳ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡t ❜❡❝♦♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐ss✉❡s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✵❪ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛❧✉❛❜❧❡
❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛s t♦ ❤♦✇ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❡♥❞❡❛✈♦✉r✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✾✶❪ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ♠❛r❦❡t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ♣r♦✲
❞✉❝❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍❡♥❝❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❣❛♠❡✲
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ◆♦♥❡t❤❡✲
❧❡ss✱ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❡✛♦rt t♦ ✐♥t❡✲
❣r❛t❡ ❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
❝❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❞❡s✐❣♥ ✭❈▼❉✮ ✭r❡❢❡r t♦ ❬✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸❪ ❢♦r ❡①❝❡❧❧❡♥t ✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❈▼❉ ✐s t♦
♠❛❦❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❣❛♠❡✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ✭❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞s t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✈❛❧✉❡ t❤❡♠
♠♦st✮ ❛♥❞ str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ✭❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ r❡✲
♣♦rt tr✉t❤❢✉❧❧②✮✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s st✉❞✐❡❞
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❈▼❉ ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts
❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ▼❆❙ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♦♣❡r❛t❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞
s②st❡♠✲✇✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ ❈▼❉ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡
❞❡s✐❣♥❡r ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳

✹✳✸✳ ❋✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣s ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts

❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞
s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r✐s❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♠♦♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❛♥❞
q✉✐❝❦❧② r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ♦❢
✇♦r❦✳

✹✳✸✳✶✳ ❋✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣s
▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ❬✾✹❪
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s
❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧
❝❤♦✐❝❡✳ ❬✼✹❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▼❆❘❆ ✜❡❧❞ ✇✐❞❡r
t❤❛♥ t❤❡ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
P❛rs♦♥s ❡t ❛❧✳ ❬✼✼❪ s✉r✈❡② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱

♣r✐♠❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts
✇❤♦ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦✐♥t❡rs ✐♥t♦ t❤❡
❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ✇❛♥t ❛ ❞❡❡♣❡r
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❛t s✉r✈❡②✱
✇❡ ❛❧s♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ❜♦♦❦ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥s
❜② ❈r❛♠t♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡✱ ❡①❤❛✉st✐✈❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥

❛✉❝t✐♦♥s ❛s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t s②st❡♠s✳ ▲❛t❡st ❛❞✈❛♥❝❡s ♦♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✾✻❪✳ ❑♦❡♥✐❣ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞
t❡st❜❡❞ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ♠✉❧t✐✲
r♦❜♦t r♦✉t✐♥❣ ❬✾✼❪✳ ❆ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦♥ ❛✉❝t✐♦♥s ❢♦r
♠✉❧t✐✲r♦❜♦t r♦✉t✐♥❣ ✐s ❬✾✽❪✳

▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥
❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
❡①❝❡❧❧❡♥t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❬✾✶✱ ❈❤❛♣t❡r ✷❪✱ ❬✾✾❪✱ ❬✶✵✵❪
❛♥❞ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r
❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ✐♥ ❬✶✵✶❪✳ ❆s t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥✱ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❬✾✶✱ ❈❤❛♣t❡r
✸❪✱ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦
❞✐✈❡ ✐♥t♦ ❬✼✻✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✵❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❞❡s✐❣♥✳

✹✳✸✳✷✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
❚❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ✐s ♦♥❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❡r ❧❡❛r♥
t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦s❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ❜❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐❝❧❡s
t❤❛t ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ✐♥t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❜✉t ♦♥❧②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✿

• ❙✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❛ ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛✉❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ◗✉♦t✐♥❣ ❬✶✵✷❪ ✧❆ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ✐s
❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
t❤❛t s♣❛♥s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r t❤❛t ❜✉②s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ s❡❧❧s
♦✉t♣✉ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥✳ ❙✉♣♣❧②
❝❤❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥✱ ✇❤♦ ✇✐❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
✇❤❛t ✇✐t❤ ✇❤♦♠✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳✧
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❢♦r t♦❞❛②✬s ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✳ ▼✐①❡❞ ♠✉❧t✐✲
✉♥✐t ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛✉❝t✐♦♥s ✭▼▼❯❈❆s✮ ❬✶✵✸❪
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❛
✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦♦❧ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐♥❣ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✇✐♥♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r
❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳
❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐ss✉❡s
✐s s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤✉s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✈❡rs✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛✉❝t✐♦♥s
❬✶✵✷❪ ♦r ♠❛①✲s✉♠ ❬✶✵✹✱ ✶✵✺❪✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✷✸

❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ▼▼❯❈❆s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r
❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢
▼▼❯❈❆s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡
t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❲❉P ✐♥ t❤❛t
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬✶✵✻❪✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ s✉♣♣❧②
❝❤❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❢❛✐❧✉r❡
♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡✐r ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts✳ ❉❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❢❛✐❧✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡✐t❤❡r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣❧②
❝❤❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪ ♦r ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣
t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ✇❛②s t♦ r❡♣❛✐r t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥
✇❤❡♥❡✈❡r ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛♣♣❡♥s ❬✶✵✾❪✳

• ❚r✉st✲❜❛s❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❘❛♠❝❤✉r♥ ❡t ❛❧✳
❬✶✶✵❪ ❡①t❡♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ tr✉st ❛♥❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ t❛s❦
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡s✐❣♥
❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞ ❛❣❡♥ts
t❤❛t ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❛❣❡♥ts✬ ❢❛✐❧✉r❡s ✇❤❡♥
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❛s❦s✳

• ❘♦❜✉st r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✶✵✽✱ ✶✶✶❪
✐♥tr♦❞✉❝❡s r♦❜✉st ❛✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡♣❛✐r✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❲❉P ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✉❝❤ ❝♦sts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ r❡✈❡♥✉❡✳

✺✳ ❙❯▼▼❆❘❨

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ ❦❡② ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡
t✉t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t♦ s♦❧✈❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r
❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ■t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t②♣❡s
♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

✶✳ ❆ss❡♠❜❧✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛❝t✐♦♥s t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐s❡❞ ♠❛♥♥❡r ❛r❡
t✇♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡
t❛s❦s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤
❛❣❡♥❞❛s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s t❛r❣❡t ❞✐✛❡r❡♥t
✐ss✉❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❣r♦✉♣✐♥❣s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝s ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❛s❦s ♦r r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❛❣❡♥ts✳
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦❛❧✐t✐♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❉❈❖P ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✳

✷✳ ❆❧❧♦❝❛t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❛❣❡♥ts ✭✇❤❡t❤❡r ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦r✐❛❧ ♦r ♥♦t✮ ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛✉❝✲
t✐♦♥s ♦r ❉❈❖Ps✳ ❲❤✐❧❡ ❛✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❡♠❡❞ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡tt✐♥❣s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t

✐s ✈②✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ r❡✲
✈❡❛❧ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱
❉❈❖Ps ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛✐♠
❛t ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✇✐❞❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t
❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡
♦❢ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞♦ s♦✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
♣r✐✈❛❝② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ❉❈❖P
s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t
❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣r✐✈❛❝②✲❡✣❝✐❡♥❝② tr❛❞❡♦✛ ✭❡✳❣✳✱❬✶✶✷❪✮
♦r ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉❈❖Ps ❢♦r ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡✈✐s✐♥❣ ❛ ❢❛✐t❤❢✉❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡
✭❡✳❣✳✱ ❬✶✶✸❪✮✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧❡❛❞ t♦✇❛r❞ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❉❈❖Ps ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧s ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛✉❝t✐♦♥s✳

◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ✇♦✉❧❞
❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s t❤❛t ❛♣♣❧②
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts
t❤❛t t❤✐s ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞❡❝❡♥tr❛❧✐s❡❞
❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦st
♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ✐♥❝✉r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱
♦✉r ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s s✉r✈❡② ❝❛♥ ❛❝t ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛
r❡❝✐♣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t ❛❧s♦ ❤❡❧♣
t❤♦s❡ ♥❡✇ t♦ t❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ✐❞❡♥t✐❢② ❤♦✇ t❤❡✐r
✇♦r❦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
r❡s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

✻✳ ❋❯◆❉■◆●

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦❥❡❝ts✿ ❖❘❈❍■❉ ✭❢✉♥❞❡❞ ❜② ❊P❙❘❈ ❊P✴■✵✶✶✺✽✼✴✶✮✱
❚■◆✷✵✵✾✲✶✸✺✾✶✲❈✵✷✲✵✷✱ ●❡♥❡r❛❧✐t❛t ❞❡ ❈❛t❛❧✉♥②❛ ✷✵✵✾✲
❙●❘✲✶✹✸✹✱ ❈❖❘ ✭❚■◆✷✵✶✷✲✸✽✽✼✻✲❈✵✷✲✵✶✮✱ ❆❚ ✭❈❖◆✲
❙❖▲■❉❊❘ ❈❙❉✷✵✵✼✲✵✵✷✷✮✱ ▼❊❈❊❘ ✭✷✵✶✷✺✵❊✵✺✸✮✳

✼✳ ❆❈❑◆❖❲▲❊❉●❊▼❊◆❚❙

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼❡r✐t①❡❧❧ ❱✐♥②❛❧s ❢♦r ❤❡r
❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❢♦r
t❤❛t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❤❡r✱ ❛♥❞ ❛♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣
♠✐st❛❦❡s ❛r❡ t❤❡ s♦❧❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳

❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❬✶❪ ▲✉✱ ❚✳ ❛♥❞ ❇♦✉t✐❧✐❡r✱ ❈✳ ✭✷✵✶✷✮ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✶✸t❤ ❆❈▼ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♠♠❡r❝❡✱ ♣♣✳
✼✷✸✕✼✹✵✳ ❆❈▼✳

❬✷❪ ❱✐♥②❛❧s✱ ▼✳✱ ❇✐st❛✛❛✱ ❋✳✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❘♦❣❡rs✱
❆✳ ✭✷✵✶✷✮ ❈♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♠❛rt
❣r✐❞✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊♥❡r❣②
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✫ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥ ✭❊◆❊❘●❨❈❖◆ ✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳
✽✹✽✕✽✺✸✳

❬✸❪ ❈❤❛❧❦✐❛❞❛❦✐s✱ ●✳✱ ❘♦❜✉✱ ❱✳✱ ❑♦t❛✱ ❘✳✱ ❘♦❣❡rs✱ ❆✳✱
❛♥❞ ❏❡♥♥✐♥❣s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✶✮ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ❄❄✱ ◆♦✳ ❄❄✱ ❄❄❄❄



✷✹ ❈❡rq✉✐❞❡s✱ ❋❛r✐♥❡❧❧✐✱ ▼❡s❡❣✉❡r✱ ❘❛♠❝❤✉r♥

❡♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✈✐rt✉❛❧ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥ts✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts ❛♥❞ ▼✉❧t✐❛❣❡♥t ❙②st❡♠s✱ ♣♣✳ ✼✽✼✕
✼✾✹✳ ■❋❆❆▼❆❙✳

❬✹❪ ❙❤❡❤♦r②✱ ❖✳ ❛♥❞ ❑r❛✉s✱ ❙✳ ✭✶✾✾✽✮ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r t❛s❦
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛❣❡♥t ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✵✶✱ ✶✻✺✕✷✵✵✳

❬✺❪ ❙❤❡❤♦r②✱ ❖✳ ❛♥❞ ❑r❛✉s✱ ❙✳ ✭✶✾✾✺✮ ❚❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✈✐❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣♣✳ ✻✺✺✕✻✻✶✳

❬✻❪ ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ❚✳ ❲✳✱ ▲❛rs♦♥✱ ❑✳✱ ❆♥❞❡rss♦♥✱ ▼✳✱
❙❤❡❤♦r②✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❚♦❤♠❡✱ ❋✳ ✭✶✾✾✾✮ ❈♦❛❧✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇♦rst ❝❛s❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✶✶✱ ✷✵✾✕✷✸✽✳

❬✼❪ ❈❤❛❧❦✐❛❞❛❦✐s✱ ●✳✱ ❊❧❦✐♥❞✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ▼✳
✭✷✵✶✶✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡
t❤❡♦r②✳ ❙②♥t❤❡s✐s ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞
▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✺✱ ✶✕✶✻✽✳
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