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❆ ❚✉t♦r✐❛❧ ♦♥ t❤❡ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❏✉❧✐❡♥ ❲❡✐ss
∗

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✵✺✽✼ ❇❡r❧✐♥✱ ●❡r♠❛♥②

❚❤✐s t✉t♦r✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❖❉✮ t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
st✉❞❡♥ts ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐ts ✉s❡ ✐♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ✜rst❧② t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢❡❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❡①❛♠♣❧❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡s ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❜❛s✐❝ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳
❚❤❡ P❖❉ ✐s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s t❤❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✲❜✉❜❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛❦❡ ✢♦✇✳

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ Pr♦♣❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❖❉✮ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t♦ t❤❡ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❜② ▲✉♠❧❡② ✐♥ ✶✾✻✼ ❬✶❪ ❛s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉✐❞ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❛♣t✉r❡ s♦♠❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✇❛s t❤❛t ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s ✕ t❤❡ P❖❉ ♠♦❞❡s ✕ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②st s♦♠❡ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ P❖❉ s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉s ✜♥❞ t❤❡ ❡❧✉s✐✈❡ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s t❤❛t ♣♦♣✉❧❛t❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ❜✉t ②❡t
❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡✳

▲❡t ✉s ✇r✐t❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛ ✢♦✇ u′(x, t)✱ ✇❤❡r❡ u′ ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r U ♠✐♥✉s ✐ts t❡♠♣♦r❛❧
♠❡❛♥ U ✭✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♠❡❛♥✮✳ ❖✉r ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡
x = (x, y, z) ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ U = (U, V,W ) ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t ❢♦r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ P❖❉ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ u′(x, t) ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♣❛t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Φk(x)
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak(t) s♦ t❤❛t✿

u′(x, t) =

∞
∑

k=1

ak(t)Φk(x). ✭✶✮

❚❤❡ Φk(x) ❛r❡ t❤❡ P❖❉ ✭s♣❛t✐❛❧✮ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ak(t) ❛r❡ t❤❡✐r t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ✇r✐t❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❊q✳ ✶✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❋♦✉r✐❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❜❡✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ P ✐♥ P❖❉ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ P❖❉ ✐s ❵♣r♦♣❡r✬✱ ♦r ♦♣t✐♠❛❧✱
✐♥❛s♠✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

∑n

k=1 ak(t)Φk(x) ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst
n s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❖ ✐♥ P❖❉ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥
❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

∫∫∫

x

Φk1
(x)Φk2

(x)dx =







1 ✐❢ k1 = k2

0 ✐❢ k1 6= k2
. ✭✷✮

❚❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s q✉✐t❡ ✉s❡❢✉❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ak(t) ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡ Φk(x)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✶ ✇✐t❤ Φk(x) ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r s♣❛❝❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿

ak(t) =

∫∫∫

x

u′(x, t)Φk(x)dx. ✭✸✮

∗Pr♦❢❡ss♦r✱ ❈❤❛✐r ♦❢ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❋❡❧❧♦✇ ❆■❆❆✳
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❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ P❖❉ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❬✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼❪✮✳
❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❬✸❪ ❛♥❞ ❬✼❪✱ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ❛s ✐♥ ❊qs✳ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛r❡ ♥♦t ♥❡✇✱ t❤❡②
❛r❡ ♥♦t ✉s✉❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉rr✐❝✉❧✉♠ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r ❛❡r♦♥❛✉t✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ st✉❞❡♥ts✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡s❡ st✉❞❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳ ■♥ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ P❖❉ ✐s ❝❛❧❧❡❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✜rst ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✭❡✳❣✳ ❬✽❪✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ st✉❞❡♥ts
❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✜rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t t❤❡② ❧❡❛r♥ ✐♥ s❝❤♦♦❧✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱
❜❡❝❛✉s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧
✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ P❖❉ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✉s✉❛❧ P❈❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛r❣❡t❡❞ t♦
t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢❡❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❙❤❧❡♥s ❬✾❪✱ ❙♠✐t❤ ❬✶✵❪✱ ❈❤❛tt❡r❥❡❡ ❬✸❪✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦❦s ❜② ❏❛❝❦s♦♥
❬✽❪ ❛♥❞ ❑✉t③ ❬✶✷❪✳

■■✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❋❧♦✇

■♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ P❖❉ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭P■❱✮ ✐♥ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✲❜✉❜❜❧❡ ✢♦✇ ✭❚❙❇✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✢♦✇ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬✶✸❪✳ ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r s❡♣❛r❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ r❡❛tt❛❝❤❡s ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❲❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ❚❙❇ ✐s ❛ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s❤❡❛r ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ P■❱ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❛ ✷✵✵ ♠♠ × ✽✵ ♠♠ ✈❡rt✐❝❛❧
r❡❝t❛♥❣❧❡ r♦✉❣❤❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x = 1825 ♠♠ ❛♥❞ z = 0 ♠♠✳

❚❤❡ P■❱ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ Nt = 3580 ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ♦❢ 129(Nx)× 45(Ny) ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦rs (U, V ) ♠❡❛s✉r❡❞
♦♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✾✵✵ ❍③✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✇✐❧❧
♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② U ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✷✭t♦♣✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ P■❱ ✭♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ s♥❛♣s❤♦t✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❤✐❣❤❧② ✉♥st❡❛❞②✳ ❋✐❣✳ ✷✭❜♦tt♦♠✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ str❡❛♠❧✐♥❡s✳❛

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❚❙❇ ✢♦✇✳

■■■✳ ❚❤❡ ✷✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊①❛♠♣❧❡

▲❡t✬s st❛rt ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✭❜♦tt♦♠✮✳ ❖✉r ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ t❤✉s ❝♦♥s✐sts
♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s ♦❢ m = Nt = 3580 ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ✭Ua(ti) ❛♥❞ Ub(ti)✮ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡
✐♥t♦ ♦♥❡ m× 2 ♠❛tr✐① S✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts✿

❛❚❤❡ P■❱ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ▼❆❚▲❆❇ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✹✷✼✾✴❞❡♣♦s✐t♦♥❝❡✲✽✹✹✼✳
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❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚♦♣✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ♠✴s✳ ❇♦tt♦♠✿ ❚✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞✱ ❧♦♥❣✐t✉✲
❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ♠✴s✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤r❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ str❡❛♠❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳

S =













Ua(t1) Ub(t1)

Ua(t2) Ub(t2)
✳✳✳

✳✳✳

Ua(tm) Ub(tm)













. ✭✹✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ st❛rt ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s Ua

❛♥❞ U b ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♥❡✇ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s u′

a(t) = Ua(t)− Ua ❛♥❞ u′

b(t) = Ub(t)− U b✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♥❡✇ ♠❛tr✐① U✿

U =













u11 u12

u21 u22

✳✳✳
✳✳✳

um1 um2













=













u′

a(t1) u′

b(t1)

u′

a(t2) u′

b(t2)
✳✳✳

✳✳✳

u′

a(tm) u′

b(tm)













. ✭✺✮

❚❤❡ t✐♠❡ tr❛❝❡s ♦❢ u′

a ❛♥❞ u′

b ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t
❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✱ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❛♥❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛r❡ ♥♦t t♦♦
❢❛r ❛♣❛rt✱ t❤❡ tr❛❝❡s t❡♥❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧s✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t ♦✉r ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ✷❉ ♣❧♦t ✇❤❡r❡ t❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ u′

a ❛♥❞ t❤❡
y✲❛①✐s t❤❛t ♦❢ u′

b✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ U ✐s ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣❧♦t ❛❧❧ t❤❡ r♦✇s✱ ✇❤❛t ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧②
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❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s
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=(0.894,0.447)

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❘❛✇ ❞❛t❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r φ✳

s❡❡ ✐s ❛ s♦rt ♦❢ ❡❧❧✐♣s❡ ❧✐❦❡ t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ❲❤② ❞♦ ✇❡ s❡❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡❄ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❞❛t❛
✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ u′

a ❛♥❞ u′

b✿ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠♦✈❡s ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
♦t❤❡r ❛❧s♦ t❡♥❞s t♦ ♠♦✈❡ ✕ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✕ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡
❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❛♥❞♦♠✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ s♦♠❡ ♦r❞❡r ✐♥ t❤✐s r❛♥❞♦♠♥❡ss✱ ❛♥❞ t❤✐s ♦r❞❡r ✐s s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ u′

a ❛♥❞ u′

b✳ ❲❤❡♥ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛ ✢♦✇✱ t❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥✿ ❛ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠♦✈❡s ✐♥ s②♥❝ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t ♦✉r ❞❛t❛ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ✷❉ ❝❛s❡ ✐s
t❤❡ 2× 2 ♠❛tr✐①

C =
1

m− 1
U

T
U =

1

m− 1











m
∑

i=1

u′2
a (ti)

m
∑

i=1

u′

a(ti)u
′

b(ti)

m
∑

i=1

u′

b(ti)u
′

a(ti)
m
∑

i=1

u′2
b (ti)











. ✭✻✮

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ u′

a ❛♥❞ u′

b✱ ✇❤❡r❡❛s ❡❛❝❤ ♦✛✲
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ u′

a ❛♥❞ u′

b✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s t❤✉s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s②♠♠❡tr✐❝
❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
u′

a ❛♥❞ u′

b✳ ■❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t u′

a ❛♥❞ u′

b ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳
❋♦r t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s

✹ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



C =

(

c11 c12

c21 c22

)

=

(

4.92 2.82

2.82 5.01

)

. ✭✼✮

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ρab = c12/
√
c11c22 = 0.57✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t u′

a ❛♥❞ u′

b ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳❜ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦✉r
❞❛t❛ ✭❚❑❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❚❑❊ =
1

2

1

m− 1

(

m
∑

i=1

u′2
a (ti) +

m
∑

i=1

u′2
b (ti)

)

=
1

2
(c11 + c22), ✭✽✮

✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✹✳✾✻ m2/s2✳
▲❡t✬s ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❋✐❣✳ ✹✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (u′

a, u
′

b) ❛❧♦♥❣ ❛♥② ❛①✐s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❛①✐s ❛s ❛ ❵♠♦❞❡✬ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛
♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s t♦ ♣❧♦t ♦✉r ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ✭✶✱✵✮ ❛♥❞ ✭✵✱✶✮✳
❙♦ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✭✶✱✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛t
♣♦✐♥t ✭❛✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ✭✵✱✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛t ♣♦✐♥t ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s (u′

a, u
′

b) ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐♥ u′

a ❛♥❞ u′

b t❛❦❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ u′

a ❛♥❞ u′

b ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s ❛r❡
✹✳✾✷ m2/s2 ❛♥❞ ✺✳✵✶ m2/s2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❊q✳ ✼✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ♣♦✐♥ts ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ C✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝❤♦s❡♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❜❛s✐s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② ♦✉r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t♦ ❡①♣r❡ss ♦✉r ❞❛t❛ ❛❧♦♥❣ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ U ♦♥t♦ ❛ ✉♥✐t
✈❡❝t♦r φ = (φ1, φ2) ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡❛❝❤
❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ φ✿

a = Uφ =













u11 u12

u21 u22

✳✳✳
✳✳✳

um1 um2













(

φ1

φ2

)

=













a1 = u11φ1 + u12φ2

a2 = u21φ1 + u22φ2

✳✳✳

am = um1φ1 + um2φ2













. ✭✾✮

❲❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s ❛ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② a ❧✐st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ai ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡
✉♥✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r φ✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺ ❢♦r ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ✉♥✐t ✈❡❝t♦r φ = (2/

√
5, 1/

√
5) ≃

(0.894, 0.447)✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛ ♦♥ t❤✐s ❛①✐s✱ ✇❡ ✇r✐t❡

varφ(a) =
1

m− 1

m
∑

i=1

a2i (ti) =
1

m− 1
a
T
a, ✭✶✵✮

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✺ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ varφ(a) = 7.19 m2/s2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✭var(1,0)(a) = var(u′

a) = 4.92 m2/s2✮ ♦r ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s
✭var(0,1)(a) = var(u′

b) = 5.01 m2/s2✮✳
◆♦✇✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ✇❛②s t♦ ❞♦ t❤✐s✳ ❆♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ φ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r ❞❛t❛✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ t❤❛t✱ ♦♥❝❡ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❵r❡st✬ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s✳ ❙♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Uφ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❢ φ ✐s ♦♥ t❤❡
♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①❡s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ t❤❡ t✇♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs
✐♥ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r ♦✉r ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ ❛①❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦r t❤❡
♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①❡s❄ ❯s✐♥❣ t♦♦❧s ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ♦♥❡ ❝❛♥
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛② t♦ s❡❡ t❤✐s✿
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛①❡s s❤♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ 2 × 2 ❞✐❛❣♦♥❛❧

❜❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ρ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡✐r
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐❧❧ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ −1 ❛♥❞ ✶✳ ❲❤❡♥ ρ = 0 t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ ρ = ±1 t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭+1✮ ♦r ♣❡r❢❡❝t❧② ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭−1✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❘❛✇ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❡❝t♦rs ✭❊❱s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
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EV 1

EV 2

❋✐❣✉r❡ ✼✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✳ ◆♦✇✱ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t C ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ✐♥ ✇❤✐❝❤ C ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜❛s✐s
t♦ ❡①♣r❡ss ♦✉r ❞❛t❛ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
▼❆❚▲❆❇ ❜②✿ ❬P❍■ ▲❆▼❪ ❂ ❡✐❣✭❈✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❡ ♦r❞❡r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡st
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✱ s♦ ♦✉r ✜rst ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡
✇✐❧❧ s❡❡ s❤♦rt❧② t❤❛t t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❛♥❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s

C = ΦΛΦ
−1 = ΦΛΦ

T ✭✶✶✮

=

(

φ11 φ12

φ21 φ22

)(

λ1 0

0 λ2

)(

φ11 φ21

φ12 φ22

)

,

✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Φ ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ C✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❊q✳ ✶✶ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t C ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❛t Φ ✐s ❛♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✭Φ−1 = Φ

T ✮✳ ❋✐❣✳ ✻ s❤♦✇s ♦✉r ❞❛t❛ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s (u′

a, u
′

b) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❥♦r
❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥t♦ ❡❛❝❤
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇r✐t❡

A = UΦ =













u11 u12

u21 u22

✳✳✳
✳✳✳

um1 um2













(

φ11 φ12

φ21 φ22

)

. ✭✶✷✮

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✭♠❛❥♦r ❛①✐s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ✭♠✐♥♦r ❛①✐s✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst ✭❧❛r❣❡st✮ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ1 ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭s♠❛❧❧❡st✮ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ2 s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C

′ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Λ✿

C
′ =

1

m− 1
A

T
A =

1

m− 1
(UΦ)T (UΦ) =

1

m− 1
(ΦT

U
T
UΦ) = Φ

T
CΦ = Φ

T
ΦΛΦ

T
Φ = Λ. ✭✶✸✮
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❙♦ ✇❤② ✐s t❤✐s ✉s❡❢✉❧❄ ❲❡❧❧✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❣✐✈❡ ✉s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇ u′

a ❛♥❞ u′

b ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ♦r ❤♦✇
t❤❡② ❵♠♦✈❡✬ t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ u′

a ❛♥❞ u′

b ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥②♠♦r❡ s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s
✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s (ai1) ❛♥❞ (ai2) ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ ♦♥❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❵♠♦❞❡✬ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❡❛❝❤ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱
t❤✐s ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ P❖❉ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧✳

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳

• ■♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (
√
2/2,

√
2/2)✱ u′

a ❛♥❞ u′

b t❡♥❞ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ s♦ ✇❡ ♠✐❣❤t
❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❵str✉❝t✉r❡✬ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐♥
❋✐❣✳ ✼✳

• ❋♦r ✭✶✱✵✮✱ u′

a t❡♥❞s t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ ❜✉t ♥♦t u′

b✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r (
√
2/2,−

√
2/2)✱ u′

a ❛♥❞ u′

b t❡♥❞ t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❍❡r❡ ❛❧s♦✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ♣♦✐♥ts ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐s
❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡✳

u′

a

u′

b

✭✶✱✵✮

(
√
2/2,

√
2/2)

(
√
2/2,−

√
2/2)

❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✳

❋✉t❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s r❛♥❦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇❤❡♥
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡② r❛♥❦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ λ1 = 7.78 m2/s2 ❛♥❞ λ2 = 2.15 m2/s2✳
❚❤❡ ❚❑❊ ✐s st✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ t❤✐s t✐♠❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✳❝ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❣❛✐♥ TKE = 1

2 (λ1 + λ2) = 4.96 m2/s2✳ ❇✉t ♥♦✇ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❚❑❊ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✿ ❢♦r ♠♦❞❡ ✶ ✐t ✐s λ1/(λ1 + λ2) ≃ 0.78 ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡
✷ ✐t ✐s λ2/(λ1 + λ2) ≃ 0.22✳ ❙♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✼✽✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❛♥❞ ♦♥❧②
✷✷✪ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✼ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐s r♦✉❣❤❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❛t 45◦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♣❡r❢❡❝t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ u′

a ❛♥❞ u′

b✳ ❙✐♥❝❡ ✼✽✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤✐s ✜rst ♠♦❞❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t u′

a

❛♥❞ u′

b ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛t ❋✐❣✳ ✼✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦✉r ♣❛✐r
♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❤❛s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

▲❡t✬s t❛❦❡ ❛ ❜r❡❛❦ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ s♦ ❢❛r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢
s♥❛♣s❤♦ts S ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ✐ts ♠❡❛♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① U ✭♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❧s♦ ❝❛❧❧ U ❛ s♥❛♣s❤♦t
♦r ❞❛t❛ ♠❛tr✐①✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C = 1

m−1U
T
U ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐ts ♠❛tr✐①

♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs Φ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✉r ♠❛tr✐① U ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ♠❛tr✐①

❝❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❛♥ n× n ♠❛tr✐① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❬✶✹❪✳

✼ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



A = UΦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡✳ ◆♦✇✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♣❡rt② ♦❢ Φ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t Φ−1 = Φ

T ✭❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢
Φ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① C ❬✶✹❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✇r✐t❡ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐①
U ✐♥ t❡r♠s ♦❢ A✿

A = UΦ ⇒ U = AΦ
−1 = AΦ

T , ✭✶✹✮

♦r✱ ✇r✐tt❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱

U =













u11 u12

u21 u22

✳✳✳
✳✳✳

um1 um2













=













a11 a12

a21 a22
✳✳✳

✳✳✳

am1 am2













(

φ11 φ21

φ12 φ22

)

=













a11φ11 + a12φ12 a11φ21 + a12φ22

a21φ11 + a22φ12 a21φ21 + a22φ22

✳✳✳
✳✳✳

am1φ11 + am2φ12 am1φ21 + am2φ22













=













a11φ11 a11φ21

a21φ11 a21φ21

✳✳✳
✳✳✳

am1φ11 am1φ21













+













a12φ12 a12φ22

a22φ12 a22φ22

✳✳✳
✳✳✳

am2φ12 am2φ22













=













a11

a21
✳✳✳

am1













(

φ11 φ21

)

+













a12

a22
✳✳✳

am2













(

φ12 φ22

)

= Ũ
1 + Ũ

2, ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r k = 1, 2✿

Ũ
k =













ũk
11 ũk

12

ũk
21 ũk

22
✳✳✳

✳✳✳

ũk
m1 ũk

m2













=













a1k

a2k
✳✳✳

amk













(

φ1k φ2k

)

. ✭✶✻✮

❚❤✐s ❜r✐♥❣s ✉s t♦ ❛♥♦t❤❡r ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐① U ✭t❤❛t ✐s✱ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢
t✇♦ t❡r♠s✿ ♠❛tr✐① Ũ

1✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❜✉t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s✱ ♣❧✉s ♠❛tr✐① Ũ

2✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s✱ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ s✉♠
♦❢ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ Ũ

1 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ Ũ
2✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡

❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✶✷ ❛♥❞ ✶✻ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳

◆♦✇✱ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐♥ ♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞♦♠✐♥❛♥t
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✶✺✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ Ũ1

❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ tr❛❝❡s ♦❢ u′

a ❛♥❞ u′

b ❛r❡

♣❧♦tt❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠♦❞❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ✭Ũ1 ❛♥❞ Ũ
2✮✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s

❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐s ❛ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ♠❛tr✐① U ❝❛♥ ❜❡
r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❛tr✐① Ũ

1✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ❛❜♦✉t
✼✽✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊ ❝❛♥ ❜❡ ❵❡①♣❧❛✐♥❡❞✬ ❜② t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P❖❉ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

✽ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



♠
♦❞
❡
k

u′(ti)

φ1k

φ2k

ui1

ui2

ũk
i1

ũk
i2

aik

❋✐❣✉r❡ ✾✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✶✷ ❛♥❞ ✶✻✳

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s♥✬t r❡❛❧❧② ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ❞♦ t❤✐s ♦♥ ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧
♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

0.9 0.95 1 1.05 1.1

t (s)

-10

0

10

u
0 a

(m
/
s)

0.9 0.95 1 1.05 1.1

t (s)

-10

0

10

u
0 b
(m

/
s)

~U 1

~U 2

U= ~U 1+ ~U 2

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠♦❞❡s ✶ ❛♥❞ ✷ t♦ u′

a ❛♥❞ u′

b
✳

■❱✳ ❚❤❡ n✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊①❛♠♣❧❡

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s q✉✐t❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❡ r❡❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ P❖❉ ❛s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥ ❧❛r❣❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱
✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ P❖❉ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② P■❱✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥
n = Nx ×Ny = 5805✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚♦ ❝r❡❛t❡ ♦✉r ♥❡✇ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐①✱ ✇❡ st❛rt ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✭❋✐❣✳ ✷✮
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ m = Nt = 3580 ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s
u′(xi, yj , tk)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t tk✱ ✇❡ t❤❡♥ r❡♦r❞❡r ♦✉r ❞❛t❛s❡t ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞
✐♥t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ 1× n r♦✇ ❛♥❞ ✇❡ st❛❝❦ t❤♦s❡ r♦✇s ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❧❧ ♦✉r ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ✐s t❤❡♥
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ m× n s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① U✿

✾ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



U =













u11 . . . u1n

u21 . . . u2n

✳✳✳
✳✳✳

um1 . . . umn













=













u′(x1, y1, t1) . . . u′(xNx, yNy, t1)

u′(x1, y1, t2) . . . u′(xNx, yNy, t2)
✳✳✳

✳✳✳

u′(x1, y1, tm) . . . u′(xNx, yNy, tm)













, ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ P■❱ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t (uij) ♦❢
U ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛t ♣♦✐♥t j ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t✐♠❡ i✳

❲❡ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
C = 1

m−1U
T
U✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ❛♥ n×n♠❛tr✐① ✭❛❜♦✉t ✸✸✳✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ n = 5805✮✳ ❲❡

t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ C t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♠♠❛♥❞ ❬P❍■ ▲❆▼❪ ❂ ❡✐❣✭❈✮

❛♥❞ ✇❡ ♦r❞❡r t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ n ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1...λn ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢
n ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❛♥ n× n ♠❛tr✐① Φ✿

Φ =













φ11 . . . φ1n

φ21 . . . φ2n

✳✳✳
✳✳✳

φn1 . . . φnn













. ✭✶✽✮

❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ n ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✭t❤❡ n ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Φ✮✱ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❛①❡s ♦❢ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ t❤❛t ✜ts t❤❡ t♦t❛❧ ❞❛t❛s❡t ✐♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s❄ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t♦ ❝r❡❛t❡ ♦✉r s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① U✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♦r❞❡r❡❞
♦✉r ❞❛t❛ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ s♥❛♣s❤♦t ✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ 1 × n r♦✇ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ Nx×Ny ✜❡❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Φ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❛❧❛r
✜❡❧❞s ❛r❡ t❤✉s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✶ s❤♦✇s t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst
P❖❉ ♠♦❞❡s ✭t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Φ✮ ♦❢ ♦✉r t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡ ❛s ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ✐s t❤❛t ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧♦ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡
♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡
✈❛❧✉❡✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❛ Nx×Ny ✜❡❧❞ ✐♥t♦ ❛ 1×n r♦✇ ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ r❡✈❡rs❡
t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❡s✳❞ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ P❖❉ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
❞❛t❛ ♦♥❧② ❜✉t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥st❡❛❞✱ ♦r ❡✈❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐①✳ ❍❛❞ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ P❖❉ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ u′

❛♥❞ v′ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① ❜② t❤❡ v′ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
✈✐③✳

U =













u′(x1, y1, t1) . . . u′(xNx, yNy, t1) v′(x1, y1, t1) . . . v′(xNx, yNy, t1)

u′(x1, y1, t2) . . . u′(xNx, yNy, t2) v′(x1, y1, t2) . . . v′(xNx, yNy, t2)
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

u′(x1, y1, tm) . . . u′(xNx, yNy, tm) v′(x1, y1, tm) . . . v′(xNx, yNy, tm)













. ✭✶✾✮

❚❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ✭n = 11610✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛ 11610× 11610 ♠❛tr✐① ✭❛❜♦✉t ✶✸✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ❜❡ ❛ ✷❉ ✈❡❝t♦r
✜❡❧❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤❛❞ ✇❡ ❤❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ✸❉
❣r✐❞ ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ P■❱ s②st❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ P❖❉ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ ❢♦r t✇♦ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ tr✐♣❧❡❞ ❢♦r
t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳

❞■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦✉r Nx × Ny ✜❡❧❞s ✐♥t♦ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r♦✇s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s C = 1

m−1
UUT ✳

✶✵ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ P❖❉ ♠♦❞❡s ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❚❙❇✳
❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ P❖❉ ♠♦❞❡s✳

◆♦✇✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ♦✉r P❖❉ ♠♦❞❡s❄ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❛❣❛✐♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♠❡♠❜❡r ✇❤❛t ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✽✱ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡ (

√
2/2,

√
2/2) ❛s ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ u′

a ❛♥❞ u′

b✳
❚❤❡ n✲❉ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡ (

√
2/2,

√
2/2) ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡ ❤❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡

✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t ♦❢ ♠♦❞❡ ✶ ✭❋✐❣✳ ✶✶✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ r❡❞ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s
r♦✉❣❤❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❚❙❇✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ❜❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❚❙❇ ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ s❡❡ ❬✶✸❪✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡ (

√
2/2,−

√
2/2) ❛s ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞

✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ♠♦❞❡s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ✇❡ s❡❡ r❡❞ ❛♥❞
❜❧✉❡ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✐s
❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦✈❡s ✉♣ ✐♥ t❤❡ r❡❞ ③♦♥❡✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ♠♦✈❡ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ③♦♥❡✱ ❛♥❞
✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ P❖❉ ♠♦❞❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳

◆♦✇ ✐♥ t❤❡ n✲❉ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ❧♦t ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ■s ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠❄ ❲❡❧❧✱
t②♣✐❝❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♦r❞❡r ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ P❖❉ r❛♥❦s t❤❡
♠♦❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✶✵ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢r♦♠
♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚❑❊ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠♦❞❡ i ✐s s✐♠♣❧② λi/Σkλk✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♠♦❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✽✪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡s ❞✐♠✐♥✐s❤❡s s❧♦✇❧②✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛
❧❛r❣❡ ❝❤✉♥❦ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♣r❡❛❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠♦❞❡s✳ ❙♦ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ♠♦❞❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦❤❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥s✳

✶✶ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❡♥ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❚❙❇ ❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡❢t ❛①✐s✿ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s❀ r✐❣❤t ❛①✐s✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❚❑❊
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳

◆♦✇✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❥❡❝t ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ♠♦❞❡s ❜② ✇r✐t✐♥❣
A = UΦ✳ ❲r✐tt❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇❡ ❤❛✈❡✿
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✳✳✳
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=













u11 . . . u1n

u21 . . . u2n

✳✳✳
✳✳✳

um1 . . . umn

























φ11 . . . φ1n

φ21 . . . φ2n

✳✳✳
✳✳✳

φn1 . . . φnn













. ✭✷✵✮

❘❡❢❡rr✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❋✐❣✳ ✾✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t ❡❛❝❤ aij ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t✐♠❡ i ♦♥ ♠♦❞❡
j✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r n = 5805✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② P■❱✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦✉r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t n ♣♦✐♥ts ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ A ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s s✐♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♥❛♣s❤♦t k = 1, . . . ,m t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✭❛❣❛✐♥ ✐t ✐s
✉s❡❢✉❧ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡✱
t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ✭t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ A ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮✱
❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✶✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① U ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
n ♠♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ U = AΦ

−1 = AΦ
T ✿













u11 . . . u1n

u21 . . . u2n

✳✳✳
✳✳✳

um1 . . . umn













=













a11

a21
✳✳✳

am1













(

φ11 . . . φn1

)

+ . . .+













a1n

a2n
✳✳✳

amn













(

φ1n . . . φnn

)

✭✷✶✮

=













ũ1
11 . . . ũ1

1n

ũ1
21 . . . ũ1

2n
✳✳✳

✳✳✳

ũ1
m1 . . . ũ1

mn













+ . . .+













ũn
11 . . . ũn

1n

ũn
21 . . . ũn

2n
✳✳✳

✳✳✳

ũn
m1 . . . ũn

mn













✭✷✷✮

✇✐t❤













ũk
11 . . . ũk

1n

ũk
21 . . . ũk

2n
✳✳✳

✳✳✳

ũk
m1 . . . ũk

mn













=













a1k
a2k
✳✳✳

amk













(

φ1k . . . φnk

)

= Ũ
k. ✭✷✸✮

✶✷ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① Ũ
k ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s U ❛♥❞ t❤❛t✿

U =

n
∑

k=1

Ũ
k. ✭✷✹✮

❊q✳ ✷✹ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ n ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ n ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
P❖❉ t❤❡♦r❡♠ ✭❊q✳ ✶✮ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ u′(x, t) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♣❛t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s Φk(x) ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✭r❛♥❞♦♠✮ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
ak(t)✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✿

u′(x, t) =

∞
∑

k=1

ak(t)Φk(x). ✭✷✺✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ak(t) ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ P❖❉ ♠♦❞❡ Φk✳ ■♥ t❤❡
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ak(t) ✐s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r (a1ka2k . . . amk)

T ❛♥❞
Φk(x) ✐s t❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦r (φ1kφ2k . . . φnk)✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ m = 3580 t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭♦♥❡
♣❡r s♥❛♣s❤♦t✮ ❛♥❞ n = 5805 s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ P❖❉ ♠♦❞❡s✱
✜rst ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✱ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❊q✳ ✷✶ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ✐❢ ♠❛tr✐① Φ ✇❡r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳ ✐❢
Φ

−1 6= Φ
T ✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss uij ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aik t✐♠❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

φjk✳
❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s s♦ ♣♦✇❡r❢✉❧✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❛ t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡✱ ❛❜♦✉t ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ✜rst P❖❉ ♠♦❞❡
✭❋✐❣✳ ✶✷✮✳ ❲❤❛t ✐s t❤✐s ♠♦❞❡ ❞♦✐♥❣✱ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s❄ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐s✉❛❧✐③❡
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ t❤❛t s✉❜t❡♥❞s t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t Ũ1✳ ❆❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✐s r❡♦r❞❡r ♠❛tr✐① Ũ

1 ✐♥t♦
❛ s❡r✐❡s ♦❢ m = 3580 s♥❛♣s❤♦ts✱ ❛❞❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ U ✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡
♠♦t✐♦♥ t❤❛t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡✳ ❲❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❞♦♥❡ ❤❡r❡ ✐s ❝r❡❛t❡ ❛ ❧♦✇✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭▲❖▼✮ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst P❖❉ ♠♦❞❡✳
◆♦✇✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ s❡r✐❡s ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② r❡❛❧✱ ♣❤②s✐❝❛❧
✢♦✇✳ ■t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❧② ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✽✵✪ ❜❡✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜②
t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡s✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ ❋✐❣✳ ✶✸ ✐s t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ▲♦✇✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ Ũ1 ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡ ✇✐t❤ ✜rst
P❖❉ ♠♦❞❡ ❛t ❢♦✉r r❛♥❞♦♠ ✐♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜❛❝❦✢♦✇✳

■♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst P❖❉ ♠♦❞❡ ✐s ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts s❤❛♣❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡s✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❜② ❛ ❧♦✇✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛

✶✸ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P❖❉ ♠♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❚❑❊✱ ✈✐③✳

u′(x, t) ≃ ũ′(x, t) =

k=k2
∑

k=k1

ak(t)Φk(x), ✭✷✻✮

♦r✱ ✐♥ ♠❛tr✐① t❡r♠s✿

U ≃ Ũ =

k2
∑

k=k1

Ũ
k. ✭✷✼✮

▼♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ P❖❉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❛ ✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✮ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ t♦
s♦❧✈❡ ✢✉✐❞✲♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜✉t ✐t ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❞♦❝✉♠❡♥t✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❖❉ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ r❛✇
✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② S(i, j, k) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡① ✐s t❤❡ y✲♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ x✲♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ P❖❉
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳

✪ ❈r❡❛t❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐①

◆t ❂ ❧❡♥❣t❤✭❙✭✶✱✶✱✿✮✮❀

❙ ❂ r❡s❤❛♣❡✭♣❡r♠✉t❡✭❙✱ ❬✸ ✷ ✶❪✮✱ ◆t✱ ❬ ❪✮❀ ✪ ❘❡s❤❛♣❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ ♠❛tr✐① ❙ ✇✐t❤ ◆t r♦✇s

❯ ❂ ❙ ✲ r❡♣♠❛t✭♠❡❛♥✭❙✱✶✮✱ ◆t✱ ✶✮❀ ✪ ❙✉❜tr❛❝t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠❡❛♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ r♦✇

✪ ❈r❡❛t❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

❈ ❂ ✭❯✬✯❯✮✴✭◆t✲✶✮❀

✪ ❙♦❧✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

❬P❍■ ▲❆▼❪ ❂ ❡✐❣✭❈✱✬✈❡❝t♦r✬✮❀

✪ ❙♦rt ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❬❧❛♠❜❞❛✱✐❧❛♠❪ ❂ s♦rt✭▲❆▼✱✬❞❡s❝❡♥❞✬✮❀

P❍■ ❂ P❍■✭✿✱ ✐❧❛♠✮❀ ✪ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t✐♠❡ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

❆ ❂ ❯✯P❍■❀

✪ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡ ❦

❦ ❂ ✶❀ ✪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❯t✐❧❞❡❴❦ ❂ ❆✭✿✱❦✮✯P❍■✭✿✱❦✮✬❀

❱✳ ❚❤❡ ❙♥❛♣s❤♦t P❖❉

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❖❉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✶✮ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t ❛♥❞ x s✐♥❝❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ❙♦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❡✐♥❣ ✐t ❛s
❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❡❡ ✐t ❛s
❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝❛♥
✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ t ❛♥❞ x ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❙✐r♦✈✐❝❤ ❬✶✺❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❞♦ t❤✐s✳ ❆ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr❛♥s♣♦s❡ ♦✉r s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
m×n s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① U ❛s ❜❡❢♦r❡ ❜✉t ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Cs =

1
m−1UU

T ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ m×m
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ n×n ♠❛tr✐① C ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t m = Nt ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s
❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P■❱ ❛♥❞ n = Nx×Ny ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣♦✐♥ts ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✳ ❚❤✉s✱

✶✹ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



Cs ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✐♠❡✳❡ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Cs

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❬❆❴s ▲❆▼❴s❪ ❂ ❡✐❣✭❈❴s✮ ❛♥❞✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦r❞❡r t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡
♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ m ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ m ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Cs ❛r❡ t❡♠♣♦r❛❧
♠♦❞❡s t❤❛t ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s t❤❡ m t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦✉r ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ♦♥t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ❜② ✇r✐t✐♥❣ Φs = U

T
As✳ ◆♦t❡

t❤❛t tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ U ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢r♦♠ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ♦♥❧② m ♠♦❞❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ n✳ ▼❛tr✐① Φs t❤❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦✉r m s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✮✱ ♦r❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❵str♦♥❣❡st✬ ✭✜rst ❝♦❧✉♠♥✮ t♦ t❤❡ ❵✇❡❛❦❡st✬ ✭❧❛st ❝♦❧✉♠♥✮✳

❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❡t❤♦❞✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❢❛❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① C ❜✉t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✭✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
s✐♥❝❡ A

T
A = (m − 1)Λ✱ ❊q✳ ✶✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜✉t ♥♦t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ❛♥❞ s❝❛❧❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦❞❡ ❜❡❧♦✇✳❢ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ♥❡❝❡ss❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐①
U ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✿

Φs = U
T
As ⇒ U

T = ΦsAs

−1 = ΦsAs

T ⇒ U = AsΦs

T . ✭✷✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊q✳ ✷✹✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇r✐t❡

U =

m
∑

k=1

Ũ
k
s
, ✭✷✾✮

✇✐t❤

Ũ
k
s
=













(as)1k

(as)2k
✳✳✳

(as)mk













(

(φs)1k . . . (φs)nk

)

. ✭✸✵✮

◆♦✇ ✇❤② ✇♦✉❧❞ ✇❡ ❜♦t❤❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞❄ ❙✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s
♦❢t❡♥ ❢❛st❡r t♦ r✉♥ t❤❛♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②
❞❛t❛✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts✿ n > m✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Cs ✐s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❡❛s✐❡r t♦ st♦r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢❛st❡r t♦ s♦❧✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡✱ C ❤❛s ✸✸✳✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts
❜✉t Cs ♦♥❧② ❤❛s ✶✷✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤❛❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ C ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ✶✸✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❜✉t Cs ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ✶✷✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ P❖❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ P■❱ ♦r ❈❋❉ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t ♣r♦❜❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✿ ✇❤❡♥ m < n✱ t❤❡ ❧❛st n −m ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st n −m ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ m 6= n✱ ❡✐t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡
r❡t✉r♥s ♠✐♥(m,n) ♠♦❞❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡
s✐❣♥s✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
m× n ♠❛tr✐① ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts U ❛s ❜❡❢♦r❡✿

✪ ❈r❡❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

❈❴s ❂ ✭❯✯❯✬✮✴✭◆t✲✶✮❀

❡❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ✇♦♥❞❡r ✇❤② ✇❡ ❞❡✜♥❡ Cs ✇✐t❤ m− 1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ n− 1✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❢❙♦♠❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② st✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡ s✐♥❝❡ t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

✶✺ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



✪ ❙♦❧✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

❬❆❴s ▲❆▼❴s❪ ❂ ❡✐❣✭❈❴s✱✬✈❡❝t♦r✬✮❀

✪ ❙♦rt ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❬❧❛♠❜❞❛❴s✱✐❧❛♠❴s❪ ❂ s♦rt✭▲❆▼❴s✱✬❞❡s❝❡♥❞✬✮❀

❆❴s ❂ ❆❴s✭✿✱ ✐❧❛♠❴s✮❀ ✪ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s

✪ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

P❍■❴s ❂ ❯✬✯❆❴s❀

✪ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡ ❦

❦ ❂ ✶❀ ✪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❯t✐❧❞❡❴❦❴s ❂ ❆❴s✭✿✱❦✮✯P❍■❴s✭✿✱❦✮✬❀

✪ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♠❛t❝❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s♥❛♣s❤♦t ♠♦❞❡s ✭♦♣t✐♦♥❛❧✮

P❍■ ❂ ♥♦r♠❝✭P❍■❴s✮❀ ✪ ❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s

❆ ❂ ❯✯P❍■❀ ✪ ❚✐♠❡ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

❯t✐❧❞❡❴❦ ❂ ❆✭✿✱❦✮✯P❍■✭✿✱❦✮✬❀ ✪ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡ ❦

❱■✳ ❚❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t P❖❉ ❛♥❞ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ❧❡❛❞ t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① U✳ ❚❤❡ ❙❱❉ ✐s ❛ ♠❛tr✐①
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❢❛❝t♦r✐③❡s ❛ r❡❛❧ m× n ♠❛tr✐① U ✐♥t♦

U = LΣR
T , ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ L ✐s ❛♥ m × m ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ Σ ✐s ❛♥ m × n r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ R ✐s ❛♥ n × n
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s❡t ♦❢ r = min(m,n) ♣♦s✐t✐✈❡
♥✉♠❜❡rs ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr ≥ 0✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s
♦❢ U✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❙❱❉ ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ ❛♥② r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡❛s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❧② ✇♦r❦s ❢♦r sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❱❉ ❛♥❞ P❖❉❄ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s C ❛♥❞ Cs ✐♥
❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❙❱❉✳ ❲❡ ❤❛✈❡

C =
1

m− 1

(

U
T
U
)

=
1

m− 1

(

(

LΣR
T
)T (

LΣR
T
)

)

=
1

m− 1

(

RΣ
T
L
T
LΣR

T
)

=
1

m− 1

(

R
(

Σ
T
Σ
)

R
T
)

✭✸✷✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②

Cs =
1

m− 1

(

UU
T
)

=
1

m− 1

(

(

LΣR
T
) (

LΣR
T
)T
)

=
1

m− 1

(

LΣR
T
RΣ

T
L
T
)

=
1

m− 1

(

L
(

ΣΣ
T
)

L
T
)

. ✭✸✸✮

✶✻ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



▲❡t ✉s ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ΣT
Σ ✐s ❛♥ n × n ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ t❤❛t ΣΣ

T ✐s ❛♥ m ×m ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡
r s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ U✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❊q✳ ✸✷ ✇✐t❤ ❊q✳ ✶✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t Λ = Σ

T
Σ/(m− 1) ❛♥❞

t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① Φ ✭t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ C✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① R✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊q✳ ✸✸ ✇✐t❤ t❤❡
s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇s t❤❛t Λs = ΣΣ

T /(m− 1) ❛♥❞ t❤❛t As = L✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
λi ♦❢ C ❛♥❞ Cs ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧ t♦ σ2

i /(m− 1)✳ ❣

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜♦t❤ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ♠❛tr✐① U/
√
m− 1✿ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢

t❤❡ ❞✐r❡❝t P❖❉ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts r✐❣❤t s✐♥❣✉❧❛r ✈❡❝t♦rs R✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② ✐ts ❧❡❢t s✐♥❣✉❧❛r ✈❡❝t♦rs L ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦
❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s ❛s✲✐s ❛♥❞ t♦ r❡s❝❛❧❡
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r m− 1 ✐s s✐♠♣❧② ♦♠✐tt❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ♦♥❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts✳

■♥ ▼❆❚▲❆❇✱ t❤❡ ❙❱❉ ✐s r✉♥ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞✿ ❬▲✱❙■●✱❘❪ ❂ s✈❞✭❯✮✳ ❖✉r ✜♥❛❧ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s t❤❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡✇ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✿

✪ ❙✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❬▲✱❙■●✱❘❪ ❂ s✈❞✭❯✴sqrt✭◆t✲✶✮✮❀

P❍■ ❂ ❘❀ ✪ P❍■ ❛r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s

❆ ❂ ❯✯P❍■❀ ✪ ❆ ❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts

❧❛♠❜❞❛ ❂ ❞✐❛❣✭❙■●✮✳❫✷❀ ✪ ❧❛♠❜❞❛ ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❙♦ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠❄ ❈❧❡❛r❧② t❤❡ ❙❱❉ ✐s ♠♦st ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧✐♥❡s ♦❢
❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♠❛tr✐① U✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ✐s ♦❢t❡♥ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳ ❚❤✐s
✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❙❱❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ n × n ♠❛tr✐① U

T
U t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs R✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✇❤❡r❡ n > m✮✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t
P❖❉ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉ ✇❛s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙✐r♦✈✐❝❤ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❬✶✺❪✳

❱■■✳ P❤②s✐❝❛❧ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P❖❉ ▼♦❞❡s

❲♦✉❧❞♥✬t ✐t ❜❡ ♥✐❝❡ ✐❢ t❤❡ P❖❉ ♠♦❞❡s ✇❡r❡ ❛ ❞✐r❡❝t s♣❛t✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡
✢♦✇❄ ❚❤✐s ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ P❖❉ ✐♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❘❡♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ ♦✉r ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛
❵❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡✬ ✕ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡s✱
✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❵s❤❛❧❧♦✇✬ ✕ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② P❖❉ ♠♦❞❡s t❤❛t ❛❞❞
✉♣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✢♦✇ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡✐r t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❊q✳ ✶✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ③♦♥❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❛♣♣❡❛r r❛♥❞♦♠❧② ♦❢t❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✢♦✇s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡s
❛r❡ s✐♠♣❧② ❛ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ P❖❉ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ✢♦✇ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇
♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♠♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❞✉❝❡ ♠♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t ❡❛s✐❧② s♣♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛✇
❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉❜❜❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ s❛✇ ❜② ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ Ũ

1 t❤❛t t❤❡ ✜rst
♠♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❜❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✱ ✜rst ❜❡❝❛✉s❡
t❤✐s ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ U ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥② s❝❛❧❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❛t ❛r❡
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ✐t✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ✭✷✵✪✮ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊✱
s♦ ✇❡ ❡①♣❡❝t ✐t t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

❣❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ Cs ✇✐t❤ m− 1 ✐♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t P❖❉✳ ■❢ n− 1 ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ❛s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r ❛t ReD = 100 ❬✶✻❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❚❑❊ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ P❖❉ ♠♦❞❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦♥t♦✉rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ❚✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ✷ P❖❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✽✳ P❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ♦❢ t❤❡ ✜rst ✷ P❖❉ ♠♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡✳

❚❤❡ P❖❉ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐❣✳ ✶✹ s❤♦✇s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝②❧✐♥❞❡r ❛t ❛ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ReD = 100✳ ❚❤✐s ❞❛t❛✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❑✉t③ ❡t
❛❧✳ ❬✶✻❪✱ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ str❡❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ ✐ts ✇❛❦❡✳ ❖♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ❛♥❞ ✜❢t② ♦❢
t❤❡s❡ s♥❛♣s❤♦ts✱ s❛♠♣❧❡❞ ❛t r❡❣✉❧❛r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ ❛ 450×200 ❣r✐❞✱ ❛r❡ ♥♦✇ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t
P❖❉✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ P❖❉✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
♠❛tr✐① U ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✺✵ r♦✇s ❛♥❞ 450× 200× 2 = 180000 ❝♦❧✉♠♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✶✵ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❚❑❊ ✭t❤❡ ❵P❖❉ s♣❡❝tr✉♠✬✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺✱ ✇❤❡r❡
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛❜♦✉t ✺✵✪ ❛♥❞ ✹✺✪ ♦❢
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rst s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡s✱ Φ1 ❛♥❞ Φ2 ✭t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♠❛tr✐① Φ✮✱
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✻✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡s s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✬s ✇❛❦❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t
✐s t❤❛t ♠♦❞❡ ✷ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♠♦❞❡ ✶✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❛ q✉❛rt❡r ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
a1(t) ❛♥❞ a2(t) ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✭t❤❡ ✜rst ✷ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♠❛tr✐① A✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
♥❡❛r❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ♦✛s❡t ❜② ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦✛s❡ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst s♣❛t✐❛❧
♠♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❛♥❞
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ P❖❉ ♠♦❞❡s ✐❧❧✉str❛t❡ ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♣❧♦t ❛ ♣❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ t✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
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❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ♣♦rtr❛✐t t❤❡♥ ❢♦r♠s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r✐♥❣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❝②❧✐♥❞❡r
✇❛❦❡ ✢♦✇✳ ❚r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✽ ❛s ❛ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡ ‖a1(t) + ia2(t)‖ = ❝♦♥st✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t a1 = rcos(θ) ❛♥❞ a2 = rsin(θ)✱ ✇✐t❤ r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ θ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✢♦✇ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛♥② t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❡✳❣✳✱ ❬✶✼❪✮✳

■♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠♦❞❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✱ t❤❡② ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✢♦✇ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ❛
❧♦✇✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ P❖❉ ♠♦❞❡s ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✢♦✇✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❵t♦♦ s✐♠♣❧❡✬ s✐♥❝❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♥❛♣s❤♦ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤② ♦♥❧② t✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛❧✐❡♥t
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♣♦ss✐❜❧② t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✱ ♠❛♥② ♠♦❞❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ✢♦✇s ❛s ✇❡❧❧✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛t ❋✐❣✳ ✶✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❚❙❇ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛❧❜❡✐t t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱ ❛s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❚❙❇ ❛s ✇❡❧❧✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧♦✇✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚❙❇ ✢♦✇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦❞❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇ s♦♠❡ s✐❣♥s
♦❢ ❝♦♥✈❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳

●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P❖❉ ♠♦❞❡s ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❛ ❧❛r❣❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❑❊✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ♣❡❛❦s ✐♥ ❛ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❝❡♣t
t❤❛t t❤❡ P❖❉ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❝❛✉t✐♦✉s ✐♥ ♦♥❡✬s ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ③♦♥❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t P❖❉ ❞♦❡s♥✬t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s✳ ■♥
s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ✢♦✇ ♦r t❤❡ ❣r❡②s❝❛❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❝❤❧✐❡r❡♥ ✐♠❛❣❡s
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♦r ❡❛s✐❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥❝❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t s♥❛♣s❤♦t ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t②✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥str♦♣❤② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡
♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✜❡❧❞✳

❱■■■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✇ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛❜❛s❡s✱ t❤❡ P❖❉ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♦❧ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ st✐❧❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉r❛ ♦❢ ♠②st❡r② ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲s♣❡❝✐❛❧✐st✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st t❡①ts ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❜str❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧❜♦① ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❞ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ❡♥❣✐♥❡❡rs✳ ■♥ t❤✐s t✉t♦r✐❛❧✱ ■ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❞❡♠✐st✐❢② t❤❡ P❖❉ ❜② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳
❚❤❡ P❖❉ ✇❛s ❛❧s♦ ✜rst ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❡①✐st✐♥❣
t✉t♦r✐❛❧s ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s✱ ❡✳❣✳ ❬✽✱ ✶✵❪✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ P❖❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ❛s t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ♦r t♦♦
s✐♠♣❧✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐st✱ ■ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r st✉❞❡♥ts ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ●✐✉s❡♣♣❡ ❉✐ ▲❛❜❜✐♦ ❢♦r ❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛♥❞ ❢♦r ❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ❆❜❞❡❧♦✉❛❤❛❜
▼♦❤❛♠♠❡❞✲❚❛✐❢♦✉r ❢♦r ❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❝❛s❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

1 ❏✳ ▲✳ ▲✉♠❧❡②✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ r❛❞✐♦ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✶✾✻✼✳

2 ●✳ ❇❡r❦♦♦③✱ P✳ ❍♦❧♠❡s✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ▲✉♠❧❡②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

✷✵ ♦❢ ✷✶

❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s



t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✺✭✶✮✿✺✸✾✕✺✼✺✱ ✶✾✾✸✳

3 ❆✳ ❈❤❛tt❡r❥❡❡✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✽✭✼✮✿✽✵✽✕✽✶✼✱
✷✵✵✵✳

4 ▲✳ ❈♦r❞✐❡r ❛♥❞ ▼✳ ❇❡r❣♠❛♥♥✳ Pr♦♣❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ■♥ ❱❑■ ▲❡❝t✉r❡ ❙❡r✐❡s
✷✵✵✸✲✵✹✱ ✷✵✵✸✳

5 P✳ ❍♦❧♠❡s✱ ❏✳ ▲✳ ▲✉♠❧❡②✱ ●✳ ❇❡r❦♦♦③✱ ❛♥❞ ❈✳ ❲✳ ❘♦✇❧❡②✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s ❛♥❞ s②♠♠❡tr②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✶✷✳

6 ❲✳ ❑✳ ●❡♦r❣❡✳ ❆ ✺✵✲②❡❛r r❡tr♦s♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ ❲❤✐t❤❡r ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❇✐❣ ❉❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✷✶st
❈❡♥t✉r②❄✱ ♣❛❣❡s ✶✸✕✹✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✼✳

7 ❑✳ ❚❛✐r❛✱ ❙✳ ▲✳ ❇r✉♥t♦♥✱ ❙✳ ❚✳ ▼✳ ❉❛✇s♦♥✱ ❈✳ ❲✳ ❘♦✇❧❡②✱ ❚✳ ❈♦❧♦♥✐✉s✱ ❇✳ ❏✳ ▼❝❑❡♦♥✱ ❖✳ ❚✳ ❙❝❤♠✐❞t✱
❙✳ ●♦r❞❡②❡✈✱ ❱✳ ❚❤❡♦✜❧✐s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❙✳ ❯❦❡✐❧❡②✳ ▼♦❞❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋❧✉✐❞ ❋❧♦✇s✿ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇✳ ❆■❆❆ ❏♦✉r♥❛❧✱
✺✺✭✶✷✮✿✹✵✶✸✕✹✵✹✶✾✱ ✷✵✶✼✳
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