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Abstract: The paper discusses some of the solutions of the characteristic equation of the spectral problem. 

Solutions obtained by numerical methods. 
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ОБ ОДНОМ БЫСТРО МЕНЯЮЩЕМСЯ РЕШЕНИИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Аннотация: В работе рассматриваются некоторые решения характеристического уравнения 

спектральной задачи. Решения получены численными методами. 
Ключевые слова: спектральная задача, пучок, базисность, оператор, линеаризация, Maple. 

 

 

Многочисленные исследования свойств 
собственных функций пучков операторов 
показывают, что операторные пучки трудно 
поддаются изучению [1]. Поэтому при изучении 
конкретных задач исследователи часто изучают 
подсистему собственных функций пучков, а 
также базисность подсистемы собственных 
функций пучков различного порядка с краевыми 
условиями типа Дирихле. 

Изучению свойств собственных функций 
пучков операторов посвящено много работ. 
Одним из основных методов изучения свойств 
собственных функций операторных пучков 
является так называемый, метод линеаризаций, 
предложенный М.В. Келдышем [2]. В 
монографиях А.С. Маркуса [4], И.М. Гохберга и 

М.Г. Крейна [3]  развиваются различные способы 
линеаризации операторных пучков. Можно 
сказать, что основное содержание монографии 
А.С. Маркуса [4]  посвящена теории не 
глобальной линеризации пучка, а такой 
частичной линеризации, которая эффективна при 
рассмотрении определенной части спектра. Этот 
способ основан на нахождении, так называемого, 
спектрального корня пучка.  

В работе М.Г. Джавадова [9] показана 
полнота в 𝐿2(0,1) половины собственных 
функции пучка второго порядка 

 𝑦′′(𝑥) + 2𝐵𝜆𝑦′(𝑥) + 𝐶𝜆2𝑦(𝑥) = 0 , 
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𝑦′′(0) + 𝑎𝜆𝑦(0) = 0 , 𝑦′′(1) + 𝑎𝜆𝑦(1) = 0 , 
 

где  𝐶 − 𝐵2 > 0. 
Работа В.А. Ильина [5]  посвящена вопросам 

базисности подсистемы собственных функций 
пучка М. В. Келдыша. 

Доказательство того, что система {𝑢𝑘1 , 𝑢𝑘2} 

образует полную ортонормированную систему в 𝐿2(1,1), т.е. базис Рисса, полностью приведено в 
[1]. 

Для исследования периодической задачи 

рассмотрим спектральную задачу с 
периодическими краевыми условиями. 

Ранее мы рассмотрели пучок с краевыми 
условиями типа Дирихле. Дальнейшее 
исследование предполагает изучение пучка 
четвертого порядка с краевыми условиями 
периодического типа, антипериодического типа, 
а также с краевыми условиями типа Штурма. 
Если половина краевых условий задана на одном 
конце, а половина краевых условий задана на 
другом конце рассматриваемого отрезка, то 
краевые условия такого типа называют краевыми 
условиями типа Штурма. Во всех случаях мы 
используем уже изложенную методику 
исследования свойств подсистемы собственных 
функций пучка четвертого порядка [1]. 

Используемая методика достаточно проста, 
благодаря возможности исследования 
спектральных задач для дифференциального 
оператора второго порядка с инволюцией. 

Прежде чем приступать к изучению пучка 

 𝐴 = (𝛼2 − 1)𝑢𝐼𝑉(𝑥) − 2𝛼𝜆2𝑢′′(𝑥) + 𝜆4𝑢(𝑥),    −1 < 𝑥 < 1,        
с краевыми условиями 

𝑢(−1) = 𝑢(1), 𝑢′(−1) = 𝑢′(1),    𝑢′′(−1)= 𝑢′′(1),  𝑢′′(−1) = 𝑢′′′(1) , 
 

рассмотрим спектральную задачу с 
периодическими краевыми условиями 

 −𝑢′′(−𝑥) + 𝛼𝑢′′(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥) ,    − 1 < 𝑥 < 1,    (1) 

 𝑢(−1) = 𝑢(1), 𝑢′(−1) = 𝑢′(1).                 (2) 

 

Общее решение уравнения (1) имеет вид  𝑢(𝑥) = 𝑎𝑐𝑜𝑠√ 𝜆1 − 𝛼 𝑥 + 𝑏𝑠𝑖𝑛√ 𝜆−1 − 𝛼 𝑥 .           (3) 

Полученные серии частных значений 
приведены в [1]. Нас же интересует более общий 
случай и наличие решений уравнения (3). 

Решения будем определять в Maple: 
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Рисунок 1 – Некоторые промежуточные данные. 
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Рассмотрим теперь, после несложных 
преобразований формулу (3) в следующем виде: 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 2 – Решение характеристического уравнения спектральной задачи. 
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Рисунок 3 – Некоторые из частных решений характеристического уравнения спектральной задачи. 
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Выводы. 

 

При любых значениях 𝛼 спектральная задача (7), (8) имеет собственные функции 

 𝑢𝑘1(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 (𝜋2 + 𝑘𝜋) 𝑥, 
 𝑢𝑘2(𝑥) = cos𝑘𝜋𝑥. 
 

Полученные численные данные 
подтверждают существование нетривиальных 
решений. 

 

Выписанные нами системы собственных 
функций совпадают с подсистемами собственных 
функции  пучка (1), (2). Факт базисности Рисса 
выписанных систем является следствием 
полноты, ортогональности и почти 
нормированности систем собственных функций 
спектральной задачи. В свою очередь, последние 
являются следствиям самосопряженности 
спектральной задачи. 

Получен ряд нетривиальных решений на 
промежутке 20,20    , при 2.1, 5.0a    c 

шагом 0.1h  .    
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