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t❤❡♠s❡❧✈❡s✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❛✱ ✷✮✳✶ ❙✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢

✯P❍❆❘❊✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② P❛r✐s ✶ P❛♥t❤é♦♥✲❙♦r❜♦♥♥❡ ✕ ✶✵✻✲✶✶✷✱ ❜♦✉❧❡✈❛r❞ ❞❡ ❧✬❍ô♣✐t❛❧ ✕ ✼✺✻✹✼ P❛r✐s ❈❡❞❡① ✶✸ ✕ ❋r❛♥❝❡✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❧❛✉r✐❡✳❜r❡❜❛♥❅✉♥✐✈✲♣❛r✐s✶✳❢r

✯✯P❍❆❘❊✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② P❛r✐s ✶ P❛♥t❤é♦♥✲❙♦r❜♦♥♥❡ ✕ ✶✵✻✲✶✶✷✱ ❜♦✉❧❡✈❛r❞ ❞❡ ❧✬❍ô♣✐t❛❧ ✕ ✼✺✻✹✼ P❛r✐s ❈❡❞❡① ✶✸ ✕ ❋r❛♥❝❡✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r❡✳❧❛♣✐❞✉s❅✉♥✐✈✲♣❛r✐s✶✳❢r

✶❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✬s ✇♦r❦s ❛r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✮✿ ❚▼❙ ❂ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧

❙❡♥t✐♠❡♥ts❀ ❲◆ ❂ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s❀ ▲❏ ❂ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❏✉r✐s♣r✉❞❡♥❝❡ ✭❆ ❛♥❞ ❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t
❢r♦♠ ✶✼✻✷✲✶✼✻✸ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❞❛t❡❞ ✶✼✻✻✮✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❧❛s❣♦✇ ❡❞✐t✐♦♥✳

✶



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

◆❛t✐♦♥s✳ ■t ❡❝❤♦❡s t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❏✉r✐s♣r✉❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ st❛t❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t t❤❛t ❙♠✐t❤✬s ❛♥❛❧②s✐s
❢r♦♠ ❜♦♦❦ ■✱ ❝❤❛♣t❡r ✶✵ ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s s❤❡❞s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✇❛❣❡s✱ ✐t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥ts✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❙♠✐t❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✏❧♦tt❡r②
♦❢ t❤❡ ❧❛✇✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✷✲✻✮ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦tt❡r② ♦❢ ✏❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✑✱
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ ✏♠❡❝❤❛♥✐❝ tr❛❞❡s✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✷✮❀ ♣✉❜❧✐❝ ❧♦tt❡r✐❡s ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✻✲✼✮❀
t❤❡ ✏❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛✑✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞✐❡r ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✵✲✷✮❀ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ✏❧♦tt❡r②
♦❢ t❤❡ ❝❤✉r❝❤✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❝✱ ✸✺✮✳ ❆ ❧✐tt❧❡ ❧❛t❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ✏♦❝❝❛s✐♦♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❊✉r♦♣❡✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❝✮✱ ❤❡ ❝♦♠❡s ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦tt❡r② ♦❢ ♠✐♥❡s ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱
❝✱ ✷✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❏✉r✐s♣r✉❞❡♥❝❡ ✭▲❏ ✭❆✮✱ ✈✐✱ ✻✽❀ ▲❏ ✭❇✮✱ ✷✷✻✲✼✮✱
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ ❛ ❝♦r♥ ❧♦tt❡r②✱ t❤❡ s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❜❡✐♥❣ r❛✐s❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ♦♥ ❝♦❧♦♥✐❡s ♦❢ ❜♦♦❦ ■❱ ✭
❲◆✱ ■❱✱✼✱ ❛✱ ✶✼✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✵ ❤❛s ❣✐✈❡♥ r✐s❡
t♦ r❡❧✉❝t❛♥t ♦r✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t♦ ✐♠♠♦❞❡r❛t❡ ♣r❛✐s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❡❛r✲❝✉t✱ t❤♦✉❣❤
♣♦♦r❧② ❛r❣✉♠❡♥t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❏✳ ❙❝❤✉♠♣❡t❡r ❛♥❞ ▼✳ ❇❧❛✉❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❏✳ ❙❝❤✉♠♣❡t❡r✬s ❜❛❧❛♥❝❡❞
❥✉❞❣♠❡♥t ♦♥ ❙♠✐t❤✬s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ✏❬t❪❤✐s ✐s t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤✐♥❣
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❆✳ ❙♠✐t❤ ❜♦t❤ ❞❡❧✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ❡①❝❡❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❇✉t ❆✳ ❙♠✐t❤
✇❡♥t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❡①❝✐t✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ♦❢
t❤❡ ♥✐♥❡t❡❡♥t❤✲❝❡♥t✉r② t❡①t❜♦♦❦✑ ✭❙❝❤✉♠♣❡t❡r ✶✾✺✹✱ ♣✳ ✷✺✽✮✳ ❆♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ▼✳ ❇❧❛✉❣✬s ♠♦r❡
❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❛♣♣r❛✐s❛❧ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❤✐s ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✏❬✉❪♥t✐❧ ❢❛✐r❧② r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s ✐♥ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇
♣❛❣❡s ✐♥ ▼❛rs❤❛❧❧✬s Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❡①❤❛✉st❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣
✉♥s✉r❡ ♣r♦s♣❡❝ts✑ ✭❇❧❛✉❣ ✶✾✻✷✱ ♣✳ ✹✼✮✳ ✷ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❙♠✐t❤✬s ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♣❧❛②❡❞ ❜②
r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡♠♣❧♦②♠❡♥ts ✇❛s t❛❦❡♥ q✉✐t❡ s❡r✐♦✉s❧② ❜② ❤✐s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r✐❡s ✭s❡❡ ❇❡♥t❤❛♠✬s
❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ ❤✐s ❉❡❢❡♥❝❡ ♦❢ ❯s✉r②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤✐s ❧❡tt❡r ✶✸ t♦ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ❢r♦♠ ▼❛r❝❤ ✶✼✽✼✱ ✐♥ ❙♠✐t❤✱
❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ♣✳ ✸✾✽✮✱ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs ❧✐❦❡ ❆✳ ❘❡❡s ✭✶✾✼✺✱ ♣✳ ✸✹✸✮ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐t ❛s ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✏❤❛r❞❡st t♦ ❢♦❧❧♦✇✑✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s✳

■t✬s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐st ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ✉s✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ r✐s❦✱ ❙♠✐t❤✬s ♣♦s✐t✐♦♥
♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❉✳ ▲❡✈② ✭✶✾✾✾✮✱ ✇❤♦ tr✐❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙♠✐t❤✬s ❛♥❛❧②s✐s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡s❝❛♣❡❞ s✉❝❤ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞
♠❛❞❡ ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ❡✛♦rt t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❙♠✐t❤✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s✳ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ▲❡✈②✬s ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ✇❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❙♠✐t❤✬s ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✉♥❞❡r r✐s❦✱
❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❏✉sr✐s♣r✉❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✳
❇✉t ✉♥❧✐❦❡ ▲❡✈②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❡①t✉❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ♦❜✈✐♦✉s✱ ❛t
❧❡❛st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦✿ ✐t ❧♦♦❦s ❛s ✐❢ ❙♠✐t❤ ✇❛s tr②✐♥❣ t♦ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r
st❛t❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ✭r✐s❦ s❡❡❦✐♥❣✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡❲❡❛❧t❤
♦❢ ◆❛t✐♦♥s✮✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✐♥❝r❡❛ss❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❧❡❛s✉r❛❜❧❡ t❤✐♥❣s ✭✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐r❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❣❛✐♥s✱
❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❧♦ss ✭✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✏❛❜s✉r❞ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥✑✮✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t st❛♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ❙♠✐t❤✬s ✈❛r✐♦✉s st❛t❡♠❡♥ts ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s ❛
♥♦♥✲♥❛ï✈❡ ✉s❡ ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t♦❞❛② ❛❜♦✉t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ str❛② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢❛✈♦r❡❞ ❜② ❉✳ ▲❡✈②✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ✉s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✭➓✷✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s ✭♠❛✐♥❧②✱ ❜✉t ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✱
❢r♦♠ ❜♦♦❦ ■✱ ❝❤❛♣t❡r ✶✵✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✈❛r✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✉♥❞❡r r✐s❦✳
■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❙♠✐t❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s ✏❢❛✐r♥❡ss✑ ✭t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧❛② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❣❛♠❜❧❡rs✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡t✉r♥ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦✉t❧❛②✮✱ r✐s❦ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❍❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡s ❢❛✐r♥❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❧♦tt❡r✐❡s✱ ♣♦✐♥t✐♥❣
♦✉t t❤❛t t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ r✐s❦✐❡r ♦♥❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❙♠✐t❤✬s ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t s✉❝❤ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ r✐s❦ ❝♦✈❡rs t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡❛s✱ ✇❤✐❝❤
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ ❧♦tt❡r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛s ♠♦✈❡❞

✭✐✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ t♦ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r✮ ♦r✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

✭✐✐✮ t♦ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡❛✮✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❑✳

✷❆ ♠♦r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ r✐s❦ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦r ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ P✳✲❈✳ Pr❛❞✐❡r✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛✇❛r❡ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❛t st❛❦❡ ✐♥ ❙♠✐t❤✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s ❢❛✐r ❛♥❞ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✱ ❜✉t ❤❡
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ✐t ✐s ♦❢ ♥♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s s♦ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♠♦r❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t
❜❡ t❛❦❡♥ ✉♣ ❛♠♦♥❣ ❙♠✐t❤✬s ❢♦❧❧♦✇❡rs ✭s❡❡ Pr❛❞✐❡r ✷✵✵✻✱ ♣♣✳ ✷✽✲✸✵✮✳

✷



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

❩❛r❛s ✶✾✽✾✮ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡✱ t②♣❡ ✷ ✭➓✷✮✳
■♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r✐❡s ❡①♣r❡ss❡s ❛ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡②❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦✇✱ s✉❝❤ ❛ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❙♠✐t❤✬s
❡①❛♠♣❧❡s ❛s t②♣✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇♦✉❧❞
r❡♥❞❡r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r r✐s❦✱ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts ♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❇ré❜❛♥ ✷✵✶✷✮✳ ❆ ♣❛t❤ ♦❢ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ r❛♥❦✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ✇❤❛t ❏✳ ◗✉✐❣❣✐♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛s ❡❛r❧② ❛s ✶✾✽✷✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❧❧♦✇s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❙♠✐t❤✬s ❡♠♣❤❛s✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛♥❞✱ ❝♦rr❡❧❛t✐✈❡❧②✱ t♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦ss✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥❝② t♦ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♦♠❡ ✜❣✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✏♣r♦❥❡❝t♦r✑ ✭➓✸✮✳

❨❡t✱ s✉❝❤ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙♠✐t❤✐❛♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦✱ ❜✉✐❧t ♦♥ ✇❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❛❜♦✉t ❧♦tt❡r✐❡s
❛♥❞ ❛❜♦✉t ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s✱ t❤♦✉❣❤ ❢❛✐t❤❢✉❧✱ st✐❧❧ ♠✐ss❡s ❛ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡✳ ❉❡s♣✐t❡
✐ts ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②✱ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❣❛✐♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙♠✐t❤ ❛s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞
❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s ❜② ❛♥♦t❤❡r ✜❣✉r❡
♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✏s♦❜❡r ♠❛♥✑✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ s✉❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❙♠✐t❤✬s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡✱ ❝❤✐❡✢② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧
❙❡♥t✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❜② ❝♦♥tr❛st✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✈✐❡✇ ✕ t❤❡ ✏♥❛t✉r❛❧✑ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✏✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✑✿ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙♠✐t❤✱ ♣r✉❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r
❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ ♦✉r ✏♥❛t✉r❛❧✑ t❡♥❞❡♥❝② ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ✏✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✑✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s ✏❤❛③❛r❞✑ ✭❚▼❙✱ ❱■✱ ✐✱ ✻✮✱ t❤❛t ✐s✱ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❧♦ss❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❧✐♥❣
✏♣r✉❞❡♥❝❡✑ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✳ ❑✐♠❜❛❧❧ ✭✶✾✾✵✮✳ ❇✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r✉❞❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❤❡❧♣s ✉♥❞❡rst❛♥❞
❤♦✇ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r✐❡s ❝❛♥ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r✐s❦❧❡ss ♦♥❡s ✭➓✹✮✳

❆ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞❞❡♥❞✉♠

❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t s✉❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡♠✱ ❧✐❦❡ ✏❧♦tt❡r✐❡s✑ ♦r ✏♣r✉❞❡♥❝❡✑ t♦✇❛r❞ r✐s❦✱ ❤❛✈❡ ❛ ❝✉r✐♦✉s s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❙♠✐t❤✬s ♦✇♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❤✐s ♦✇♥ ♣❤r❛s❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t
❞♦❡s♥✬t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ❝r❡❞✐t ❙♠✐t❤ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
t❤❛t ✐s ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
✇❤❡♥ ❙♠✐t❤ ✇r✐t❡s ❛❜♦✉t✱ s❛②✱ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s♦❧❞✐❡r✱ ❤❡ ✐♠❛❣✐♥❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
✈✐❡✇ ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ ♠✐❧✐t❛r② r❛♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞ ❢♦r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❙♦ ✇❡ ❢❡❡❧ ❛❜❧❡
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ t❤❡ ✏❧♦tt❡r②✑✱ ✐♥ ❙♠✐t❤✬s ✇♦r❞s✱
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❛ ✏❧♦tt❡r②✑✱ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❖t❤❡r ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❧✐❦❡ ✏st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✑✱ ❤❛✈❡ ♥♦ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐♥ ❙♠✐t❤✬s ✇♦r❞s✳ ❨❡t✱ ✇❤❡♥ ❙♠✐t❤ ❝♦♠♣❛r❡s ❧♦tt❡r✐❡s ❂ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s t❤❡ ✏❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡
s♦❧❞✐❡r✑ ❛♥❞ t❤❡ ✏❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛✑ ❂✱ ❤❡ ❞♦❡s♥✬t ❣✐✈❡ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣❧❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❤♦s❡ s❝♦♣❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s♦❧❞✐❡r ❝♦♠❡s ❛s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❝❤♦✐❝❡s ❛♠♦♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛t ❧❡❛st s✉❝❤✲❛♥❞✲s✉❝❤ ❛ r❛♥❦✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❛r♠② ♦r
✐♥ t❤❡ ♥❛✈②✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐♥ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ✇❛②✱ ❙♠✐t❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s✱
❛♥❞ ❤❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ s♣r❡❛❞s ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❜❛s✐s t♦
s❡❡ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦tt❡r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙♠✐t❤ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦r❞❡r✳

❇✉t ♥♦✇✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❄
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♥♦t❡❞ ♣❛ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✱

❙♠✐t❤ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❡①❛♠♣❧❡s ♦r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡♠✳
❚❤❡✐r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s t✇♦ ♠❛❥♦r ✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t✲
t✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ❛♥❞ s❡♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛rt ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❡
♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✏♥❛t✉r❛❧✑ t♦ t❤❡ ✏✐♠✲
♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s✑ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❇✉t ❙♠✐t❤ ❞✐❞♥✬t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
st❛t❡♠❡♥ts✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❤❛s ❣✐✈❡♥ r✐s❡ t♦ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s✿

✶✳ ❋♦r ♠♦st ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡② ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ t❤✐s t♦♣✐❝✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
❙♠✐t❤✬s r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ✇❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

✸



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

✷✳ ❋♦r ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ✇❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❞✐❞♥✬t ♦♣❡♥ ❛ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❝❧❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t
st❛t❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭s❡❡✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❘❡❡s ✶✾✼✺✮✳

✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❙♠✐t❤ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ▲❡✈② ✶✾✾✾✮✳

❖✉r ✉s❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❛✐♠s ❛t✿

❆✳ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤✬s st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t♦ ❜❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭❛♥s✇❡r
t♦ ✷✳✮❀

❇✳ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛ ♥❛ï✈❡ ♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✭❛♥s✇❡r t♦ ✸✳✮ ✕ ✇❤✐❝❤
♦❜✈✐♦✉s❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦❀

❈✳ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❙♠✐t❤ ✇❛s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r
t♦♣✐❝s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❤❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭❛♥s✇❡r
t♦ ✶✳✮✳

✷ ❋❛✐r♥❡ss✱ r✐s❦✱ ❛♥❞ ❧♦tt❡r✐❡s

❲❤❡♥ ❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❧♦tt❡r✐❡s ✭♠❛✐♥❧②✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✮✱ ❉✳
▲❡✈② ✭✶✾✾✾✮ r❡❛❞s ❙♠✐t❤ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❣❧❛ss❡s✳ ❨❡t t❤❡r❡ ❛r❡ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥s t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❙♠✐t❤✬s tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r r✐s❦✳ ■♥
t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ r❡❝♦✉rs❡ t♦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿ ✇✐t❤✐♥
❛❧❧ ♦❢ ✇❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞❡r r✐s❦✱ ♠✉❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ t♦❞❛② ❛s ❛ ✏♠♦❞❡❧✲❢r❡❡✑
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✕ t❤❛t ✐s✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥❡✐t❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦r ♥♦♥✲❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❛ ❝✉r✐♦✉s ♠❡t❛♣❤♦r ✇❤✐❝❤ r✉♥s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❏✉r✐s♣r✉❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦t ♦♥❧② ❣❛♠❜❧❡s str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡❝✐s✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛s ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ✏❧♦tt❡r✐❡s✑ ✭s❡❡
r❡❢❡r❡♥❝❡s s✉♣r❛✱ ♣✳ ✷✮✳

✷✳✶ ▲♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✿ ✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣

❚❤❡ ❧♦tt❡r② ♠❡t❛♣❤♦r ❧❡❛❞s ❙♠✐t❤ t♦ ❞❡✜♥❡ ❂ ❛t ✜rst s✐❣❤t q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❂ ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s ❛ ✏♣❡r❢❡❝t❧②
❢❛✐r ❧♦tt❡r②✑ ❛s ❛ ❧♦tt❡r② ✏✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧♦ss✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✼✮ ♦r✱ ✐♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❧♦tt❡r② ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t❧❛② ✐s r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❣❛♠❜❧❡rs✳ ❆t t❤❡ ❣❛♠❜❧❡r✬s ❧❡✈❡❧✱
❛ ✏♣❡r❢❡❝t❧② ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✑ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❤❡ ✐s ❛s❦❡❞ t♦ ♣❛② ❢♦r ❣❛♠❜❧✐♥❣✳
❉❡♥♦t✐♥❣ L = (x1, x2, ✳ ✳ ✳xi, ✳ ✳ ✳xn; p1, p2, ✳ ✳ ✳ pi, ✳ ✳ ✳ pn) t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❛
✏❧♦tt❡r②✑✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ xi ❛♥❞ pi ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✭r❛♥❦❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
(p1 + p2 . . .+ pi . . .+ pn = 1) ♦❢ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ i✱ ❛♥❞ x0 t❤❡ ♦✉t❧❛②✱

P❡r❢❡❝t ❢❛✐r♥❡ss ⇔ x0 = E (L) ✭✶✮

◆♦✇✱ ❙♠✐t❤ ✐s q✉✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛❜♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✏✇♦r❧❞ ♥❡✐t❤❡r ❡✈❡r s❛✇✱ ♥♦r ❡✈❡r ✇✐❧❧ s❡❡✱ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
❢❛✐r ❧♦tt❡r②✑✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥✱ ❤❡ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r②
♣r❡✈❛✐❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❤❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t ✏❬✐❪♥ t❤❡ st❛t❡ ❧♦tt❡r✐❡s t❤❡ t✐❝❦❡ts ❛r❡ r❡❛❧❧② ♥♦t ✇♦rt❤ t❤❡ ♣r✐❝❡
✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✼✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ✐s q✉✐t❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❙♠✐t❤ ❞❡♣✐❝ts ❛ ✏❝♦✉♥s❡❧❧♦r ❛t ❧❛✇ ✇❤♦✱ ♣❡r❤❛♣s✱ ❛t ♥❡❛r ❢♦rt② ②❡❛rs ♦❢ ❛❣❡✱ ❜❡❣✐♥s t♦ ♠❛❦❡
s♦♠❡t❤✐♥❣ ❜② ❤✐s ♣r♦❢❡ss✐♦♥✑✳ ❍❛❞ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❜❡❡♥ ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ ❤❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✏t❤❡
r❡tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ s♦ t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦❢ t❤❛t ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t②
♦t❤❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ♥❡✈❡r ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛❦❡ ❛♥② t❤✐♥❣ ❜② ✐t✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙♠✐t❤ ❡①♣❧❛✐♥s✱ ✏❬❤❪♦✇ ❡①tr❛✈❛❣❛♥t s♦❡✈❡r
t❤❡ ❢❡❡s ♦❢ ❝♦✉♥s❡❧❧♦rs ❛t ❧❛✇ ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ❛♣♣❡❛r✱ t❤❡✐r r❡❛❧ r❡tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤✐s✑ ✭❲◆✱ ■✱
✶✵✱ ❜✱ ✷✷✮✳ ❆♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥❢❛✐r
❧♦tt❡r② ✕ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❛✐❞ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❧♦tt❡r② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✿

❯♥❢❛✐r♥❡ss ⇔ x0 > E (L) ✭✷✮

✭◆♦t❡ t❤❛t ❙♠✐t❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② t❛❦❡ ✉♣ ❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ✭✶✮ ♦r ✭✷✮✱ ♥♦✇❛❞❛②s ♠♦r❡
❢❛♠✐❧✐❛r✱ ✇❤❡r❡ x0 < E (L)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ✉♥❢❛✐r♥❡ss✮✳

❲❤❡♥ ❙♠✐t❤ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐♥ ❧❛✇✱ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡r t♦ ❛ st❛t❡ ❧♦tt❡r②✱ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❧❡❝t
♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✉♣♦♥ s❤✐♣♣✐♥❣ ♦r ✉♣♦♥ ❤♦✉s❡s✱ ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ ♠❛♥ ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ s♦❧❞✐❡r✱ ♦❢ t❤❡

✹



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

s✐❧✈❡r ♠✐♥❡s ✉♥❞❡rt❛❦❡r✱ ❤❡ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ♦❢ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✳ ❆♥❞ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦✇❛r❞s s✉❝❤ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥
✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✏♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r② ▲ ❛♥❞ ♣❛②✐♥❣ ❢♦r t❤✐s x0 > E (L)✑
♦r ✏❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❧♦tt❡r② ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧❛② x0 ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡✬s ♣✉rs❡✑✱ ♠❛♥② ♦❢ ✉s ✇♦✉❧❞
♣r❡❢❡r t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t♦ ♣❛② x0✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♣r❡❢❡r L t♦ x0 ❛♥❞✱ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣
t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ t❤❛t ✇❡ ♣r❡❢❡r L t♦ E (L)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛r❡ ✇❡❛❦❧② r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣
✭❲❘❙✮✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ≻ t❤❡ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ � ♦✈❡r t❤❡ s❡t Λ ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✮ ❧♦tt❡r✐❡s ❛♥❞✱ ❜② ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ E (L) t❤❡
❧♦tt❡r② ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L✱ t❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ ♠❡❛♥s t❤❛t

❲❘❙✿∀L ∈ Λ (✇✐t❤ L 6= E (L)) , L ≻ E (L) ✭✸✮

❙♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ❢❛✐r♥❡ss ✭❛♥ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r② ✐s ❛ ❧♦tt❡r②
✇❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧❛②✮ ♥♦✇ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ✭❲❘❙✮
❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t✱ ❛t ❧❡❛st ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥ ✉♥❢❛✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭♣❛② ❧❡ss ❢♦r ❛ ❧♦tt❡r② t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❧♦tt❡r②✮✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡✱ ♣❡r s❡✱ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❦✐♥❞ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❧♦tt❡r✐❡s ❧✐❦❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦r ❛♥②
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❛t ✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❲❘❙ ✭✸✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡✳

❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ✇❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❍❡ ♦❜s❡r✈❡s
t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❤♦✉s❡s ♦r s❤✐♣s ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐♥s✉r❛♥❝❡✿

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❦✐♥❣❞♦♠ ❛t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♥✐♥❡t❡❡♥ ❤♦✉s❡s ✐♥ t✇❡♥t②✱ ♦r r❛t❤❡r ♣❡r❤❛♣s ♥✐♥❡t②✲
♥✐♥❡ ✐♥ ❛ ❤✉♥❞r❡❞✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥s✉r❡❞ ❢r♦♠ ✜r❡✳ ❙❡❛ r✐s❦ ✐s ♠♦r❡ ❛❧❛r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣❛rt ♦❢
♣❡♦♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❤✐♣s ✐♥s✉r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♥♦t ✐♥s✉r❡❞ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r✳ ▼❛♥② s❛✐❧✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❛❧❧ s❡❛s♦♥s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛r✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✽✮✳

❖♥ s♦♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥s✱ ❙♠✐t❤ ❡①♣❧❛✐♥s✱ t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ r✐s❦s ❝♦♥st✐t✉t❡
s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡✿

❲❤❡♥ ❛ ❣r❡❛t ❝♦♠♣❛♥②✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛ ❣r❡❛t ♠❡r❝❤❛♥t✱ ❤❛s t✇❡♥t② ♦r t❤✐rt② s❤✐♣s ❛t s❡❛✱ t❤❡② ♠❛②✱
❛s ✐t ✇❡r❡✱ ✐♥s✉r❡ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ s❛✈❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡♠ ❛❧❧✱ ♠❛② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
s✉❝❤ ❧♦ss❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❡❡t ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❝❤❛♥❝❡s✳ ✭■❜✐❞✳✮✳

❇✉t ✉s✉❛❧❧② s✉❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✿ ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ r❡❢✉s❡ t♦ ♣❛② ❛ ✏❝♦♠♠♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❬✳✳✳❪ s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦ss❡s✑ ✭■❜✐❞✳✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜✉s✐♥❡ss✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r❡♠✐✉♠ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ✐♥s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r②✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ x∗✱ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ E (L) ♦❢
t❤✐s ❧♦tt❡r②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ ρ (L) ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼✳ ❈♦❤❡♥ ✶✾✾✺✱ ♣✳ ✼✺✮ t❤❛t
❛♥ ❛❣❡♥t ❢♦r ✇❤♦♠

∀L ∈ Λ, ρ (L) < 0 ✭✹✮

✐s ❛❧s♦ ✇❡❛❦❧② r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱ s♦ t❤❛t ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❙t❛t❡ ❧♦tt❡r✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❢♦r ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❜♦t❤ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡str✐❝t❡❞ t♦
✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✸✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦tt❡r✐❡s ❛ ❜✐t ✢✐♠s②✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱
✐t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛ ❧♦tt❡r② L ✇✐t❤ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦tt❡r② ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡
x > E (L)✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ x t♦ ✇❤✐❝❤ L ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❛② t❤❛t
s✉❝❤ ❛ r✐s❦② s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r r✐s❦❧❡ss s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s♥✬t s❛② ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✐s❦② s✐t✉❛t✐♦♥s ✕ t❤❛t ✐s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦tt❡r✐❡s
La ❛♥❞ Lb✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t s❛② ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ r✐s❦ ✕ ✇❤✐❝❤ ▼✳ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❛♥❞ ❏✳ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✵✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s str♦♥❣ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✳

✷✳✷ ▲♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ❛❣❛✐♥✿ s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡

❙♠✐t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❧✐♠✐t ❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✇❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ✏✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✑✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛ r✐s❦② ❛♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❍❡ ❛❧s♦ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧② r✐s❦② ❧♦tt❡r✐❡s✳
❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✱ st✐❧❧ t❤r♦✉❣❤ ❙♠✐t❤✬s ❛tt❡♠♣t t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ s❤♦✇ t❤❛t ❤❡ ❣♦❡s
❢✉rt❤❡r✿ ❤❡ ❝♦♠♣❛r❡s ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♦t❤❡r ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✱
♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ✏♥❡❛r❡r t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❢❛✐r ♦♥❡✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✼✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

✸❘✐❣♦r♦✉s❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s✉r❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♥❝❡
❙♠✐t❤ ❛❞❞s t❤❛t ❤❡ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ✏♣❛② t❤❡ ❡①♣❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✑ ❛♥❞ ❛ ♣r♦✜t ❛t ❛ ♥♦r♠❛❧ r❛t❡ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✼✮✳

✺



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦♥ ❢❛✐r♥❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦♥ r✐s❦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s r✐s❦✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ ❤✐s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❙♠✐t❤ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ♣r❡❢❡rs ✉♥❢❛✐r t♦ ❧❡ss
✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✿ ❤❡ ♣r❡❢❡rs t♦ tr② t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❧❛✇②❡r✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ s❤♦❡♠❛❦❡r ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✺✮❀ ❤❡
❜✉②s t✐❝❦❡ts ❢♦r ❛ st❛t❡ ❧♦tt❡r② ✇✐t❤ ✏❣r❡❛t ♣r✐③❡s✑✱ ❜✉t ❤❡ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡s❡ ❧❡ss ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s ✇❤❡r❡ ✏♥♦
♣r✐③❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ t✇❡♥t② ♣♦✉♥❞s✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✼✮❀ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ s♦❧❞✐❡r✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛ s❛✐❧♦r✱ ✇❤❡r❡❛s ✏t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛✑✱ ❙♠✐t❤ s❛②s✱ ✏✐s ♥♦t ❛❧t♦❣❡t❤❡r s♦ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❛s t❤❛t
♦❢ t❤❡ ❛r♠②✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✶✮✳

❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✑ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❙♠✐t❤✬s ✇❛②
♦❢ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢❛✐r♥❡ss ❛♥❞ t♦ r✐s❦✳ ❍❡ ❝♦♥tr❛sts t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❧♦tt❡r②✱ ♦❢ ✏♠❡❝❤❛♥✐❝❦ tr❛❞❡s✑ ♦r ♦❢ ✏❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✱
s✉❝❤ ❛s t❤❛t ♦❢ s❤♦❡♠❛❦❡rs ♦r ✇❡❛✈❡rs✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✷✮✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤❡s❡ t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
La = (xa1, xa2; pa1, pa2) ❛♥❞ Lb = (xb1, xb2; pb1, pb2)✳ ❋♦r i = a, b✱ xi1 ❛♥❞ pi1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥❡t
♦✉t❝♦♠❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ♦✉t❝♦♠❡ ♠✐♥✉s ♦✉t❧❛②✮ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ xi2 ❛♥❞
pi2 ❛r❡ t❤❡ ♥❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ pi1 + pi2 = 1✳ ◆♦✇✱ ❙♠✐t❤ ❞♦❡s
♥♦t ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❤✐s r❡❛❞❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t ❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞s t❤❛t t❤❡ st✉❞❡♥t ✐♥ ❧❛✇ ✐s ✇❡❛❦❧②
r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✳ ❍❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡s t❤❛t ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❛ st✉❞❡♥t ✐♥ ❧❛✇✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤❧②
r❡s♣❡❝t❡❞ ❝♦✉♥s❡❧❧♦r ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✿
✏P✉t ②♦✉r s♦♥ ❛♣♣r❡♥t✐❝❡ t♦ ❛ s❤♦❡♠❛❦❡r✑✱ ❙♠✐t❤ s❛②s✱ ✏t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞♦✉❜t ♦❢ ❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣❛✐r
♦❢ s❤♦❡s✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✷✮✳ ❆♥❞ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❤❡ ❝♦♥tr❛sts t❤❡ ✏s♦ t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✑
✭■❜✐❞✳✮ ♦❢ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐♥ ❧❛✇✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r❡♥t✐❝❡ s❤♦❡♠❛❦❡r✳ ❍✐s ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❢❛✐r ❛♥❞ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
tr❛❞❡ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❧❡❛r❧② ✉♥❢❛✐r ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞✱ ✐❢ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛✐r✱ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r②
❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

xa1 < xb1, xa2 > xb2, pa2 < pb2, s✉❝❤ t❤❛t

E (La) < 0 ❛♥❞ E (Lb) = 0 ✭✺✮

❇✉t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s ✐s ♥♦t ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ ♦♥ ✜rst ✈✐❡✇✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛
❦✐♥❞ ♦❢ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❙♠✐t❤ s❤✐❢ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r② La t♦ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✐r ❧♦tt❡r②
♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ✭❞❡♥♦t❡ ✐t L′

a✮✳ ■♠❛❣✐♥✐♥❣ ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❤❡ ❝❧❛✐♠s t❤❛t L′

a ✐s
❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r② La✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐ts ❤✐❣❤❡r ♦✉t❝♦♠❡ xa2✿
t❤❡ ❡①♣❡♥s❡s ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t② st✉❞❡♥ts ✐♥ ❧❛✇ ✇❤♦ ❢❛✐❧❡❞✱ ❙♠✐t❤ s❛②s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤♦ s✉❝❝❡❡❞s ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✷✮✳ ❙✐♥❝❡ La ❛♥❞ L′

a ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱
✇❤❡r❡ x′

a2 > xa2✱ ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r L′

a t♦ La✱ ✇❤❛t❡✈❡r ❤✐s
♦r ❤❡r ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ x✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛t ♠♦st x ✐s
♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦tt❡r② La t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧♦tt❡r② L′

a✱ ❛♥❞ str✐❝t❧② ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢♦r
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ x ✭❛❝t✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ [xa2, x

′

a2]✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦

st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❍✳ ▲❡✈② ✷✵✵✻✮✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ F (x) = Pr♦❜ (X ≤ x) ❛♥❞ F (x) =
Pr♦❜ (X ≥ x)✳ ❋✐rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭FSD✮ ♦❢ ❛ ❧♦tt❡r② LF ♦✈❡r LG ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② F (x) −
G (x) ≤ 0 ❢♦r ❛❧❧ x ✭✇✐t❤ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ x✮✱ ❛♥❞ ✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✇❤♦s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣r❡❢❡rs LF t♦ LG✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t✱ ✐❢ Fa (x) ❛♥❞ F ′

a (x) ❛r❡
t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ La ❛♥❞ L′

a✱ ∀x ∈ [xa1, x
′

a2]✱

∀x ∈ [xa1, x
′

a2] ,

F ′

a (x)− Fa (x) ≤ 0 ❛♥❞ F ′

a (x) 6= Fa (x) ⇔ L′

a FSDLa ✭✻✮

❆♥❞✱ ❢♦r t❤✐s ✈❡r② r❡❛s♦♥✱ L′

a ✐s ✭str✐❝t❧②✮ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ La
✹✿

L′

a FSDLa ⇒ L′

a ≻ La ✭✼✮
✹❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✜rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r❛✐s❛❧ ♦❢ ❙♠✐t❤✬s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥

✐♥✐t✐❛❧ ✭La✮ ❛♥❞ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♠♦❞✐✜❡❞ ✭L′

a✮ ❧♦tt❡r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ FSD ❧❡❛❞s t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡
t♦✇❛r❞ r✐s❦✳ ❙✉❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ La ✐s ❛ st❛t❡ ❧♦tt❡r②✱ ❛♥❞ L′

a ❛ ✏❧♦tt❡r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣r✐③❡
❡①❝❡❡❞❡❞ t✇❡♥t② ♣♦✉♥❞s✑✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ L′

a ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ✭❲◆✱ ♣✳ ✶✷✺✮✳
❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ♥♦t t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦✉t❝♦♠❡✱ ❜✉t t❤r♦✉❣❤
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ L′

a

❞♦❡s ♥♦t ✜rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡ La ❛♥② ♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ x ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
]

x′

a2, xa2

[

✱ F ′

a (x) − Fa (x) > 0✳

❍♦✇❡✈❡r✱ L′

a s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s La ✭SSD✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛❧❧ x ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
[

xa1, x
′

a2

]

✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
H2 (x) =

∫ x

x
a1

[F ′

a (t)− Fa (t)] dt ≤ 0✳ ❆♥❞ ❙♠✐t❤ r✐❣❤t❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❢r♦♠ ❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❛t ✏t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t✐❝❦❡ts✑ ✭❲◆✱ ♣✳ ✶✷✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ r✐s❦✲❛✈❡rt❡rs ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧♦tt❡r② L′

a t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
❧♦tt❡r② La✱ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✭❛ ♠❛❥♦r✐t②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♠✐t❤✮✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ r✐s❦✲❧♦✈❡rs✱ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r La t♦ L′

a✳

✻



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉❡❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ La✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ L′

a✱ t❤❡
❧♦tt❡r② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s Lb✳ E (La) < E (L′

a) = E (Lb)❀ L
′

a SISDLb❀ L
′

a FSDLa

❚✉r♥✐♥❣ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ L′

a ❛♥❞ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡ Lb✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❛✐r♥❡ss✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♦✉t❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛♠❜❧❡rs✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♠✐t❤✬s ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
s✉❝❝❡ss✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ L′

a ✐s ❛ s♣r❡❛❞ ✭❛♥❞✱ s✐♥❝❡ E (L′

a) = E (Lb)✱ ❛ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣
s♣r❡❛❞✱ MPS✮ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡ Lb✱ s✐♥❝❡ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❤✐❣❤❡r ✐♥ L′

a✱ ❜✉t t❤❡②
❛r❡ ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❧♦✇❡r ✐♥ L′

a✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡✿

L′

a MPS Lb : ✭✽✮

x′

a1 = xa1 < xb1; x
′

a2 > xb2; p
′

a2 = pa2 < pb2; E (L′

a) = E (Lb) = 0

❚❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s r✐❣♦r♦✉s❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
✭SISD✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✳ ●♦♦✈❛❡rts ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦tt❡r✐❡s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧
✭✽✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r SISD ♦❢ L′

a ♦✈❡r Lb ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∀x ∈ [xa1, x
′

a2] ,

H2 (x) =

∫ x′

a2

x

[

F
′

a (t)− F b (t)
]

dt ≥ 0 ❛♥❞ F
′

a (t) 6= F b (t) ⇔ L′

a SISDLb ✭✾✮

❚❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ✐s r✐s❦✐❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ✇❤❡r❡ L′

a ✐s s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ Lb✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ La✱ L′

a ❛♥❞ Lb

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✾✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ s✐♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✭✽✮✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ A+A′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢
❇✳

❋♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❙♠✐t❤✱ ✇❤♦ ✐s ❣❡tt✐♥❣ r❡❛❞② t♦ st✉❞② ❧❛✇✱ L′

a✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r✐s❦✐❡r t❤❛♥
✭t❤♦✉❣❤ ❛s ❢❛✐r ❛s✮ Lb✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✭str✐❝t❧②✮ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐t✿

L′

a SISDLb ⇒ L′

a ≻ Lb ✭✶✵✮

❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♣r❡❛❞ ✭✽✮✱ ✐t ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡s ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❞
♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r✐s❦ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s str♦♥❣ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✭❙❘❙✮✿

❙❘❙ : L′

a MPS Lb ❛♥❞ L′

a ≻ Lb ✭✶✶✮

❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❙♠✐t❤✬s t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ La ❛♥❞ Lb✱ ❜✉t ❜❡t✇❡❡♥ L′

a ❛♥❞ Lb✳
❆❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ✈❡r② ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡
r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r② L′

a ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s r♦♦♠ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡
Lb ❣✐✈❡♥ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❧♦tt❡r✐❡s✱ ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛sL′

a✿

L′

a SISDLb ⇒ ∃La : E (La) < 0, L′

a FSDLa, ❛♥❞ La ≻ Lb ✭✶✷✮

✼



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

❆ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✶✵✮ ❤❛s ♥♦✇ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r② La ✇❤✐❝❤
❛♥②❜♦❞② s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✇♦rs❡ t❤❛♥ L′

a✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙♠✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❜❡tt❡r
t❤❛♥ Lb✳

❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦✇❛r❞ ♠❛❦✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❙♠✐t❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛✐r♥❡ss✱
r✐s❦✱ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦tt❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ✐s
❥✉st ❛s ❢❛✐r ❛s t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✿ ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❛♠❡ t♦t❛❧
♦✉t❧❛② ✐s r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❣❛♠❜❧❡rs✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s r✐s❦✐❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡
✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐s❦ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ❛❧s♦
♦♣❡♥s t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❢♦r s♦♠❡ ❧♦tt❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡
❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ t♦ ❜❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✳ ❙✉❝❤
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r✱ ♥♦✇✱ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❧❡ss ❢❛✐r t❤❛♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧
❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ ❧❡ss ❢❛✐r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✐t ✐s ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧♦tt❡r② ✐s r✐s❦✐❡r t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❧❡ss ❢❛✐r✳ ❇✉t ✐t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r②
✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ❧❡ss r✐s❦② ♦♥❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s r♦♦♠ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❧❛✇✱ ♦✈❡r ❛ ❢❛✐r ♦r ♥❡❛r❧② ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ■❢ x0 ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐❝❦❡t ❢♦r ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧♦tt❡r② L′ s✉❝❤ t❤❛t E (L′) = x0✱ L′

✐s ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✭✸✮✱ L′ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ x0✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t
L′ SISD x0✳ ◆♦✇✱ t❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ r✐s❦✐❡r ♦♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❧♦tt❡r② L✱ s✉❝❤
t❤❛t L′ FSDL ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ L′ t♦ ❜✉✐❧❞ L✮✱ t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ x0✳ ❆♥❞
❜❡❝❛✉s❡ L′ FSDL ✐♠♣❧✐❡s E (L) < E (L′) = x0✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❛♥ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r②✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✿ t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡

❆♠♦♥❣ ❙♠✐t❤✬s ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✱ s♦♠❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥
✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r② ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳
❙♦♠❡ ♦❢ ❤✐s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧✿ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❙♠✐t❤ ❤❛❞ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞✱
s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐s ❛t t✐♠❡s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r✉❞❡♥t r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣
❛tt✐t✉❞❡✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❣❛✐♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ❧❡ss r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦ss ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ ❧❡ss r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱
❜✉t t❤❛t ❤❡ ✐s r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛②✳ ■♥ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ♠✐❣❤t r❡❢❡r t♦ ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t✮✳ ❍❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛✈♦r ❛ s♣r❡❛❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t t❛✐❧ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧ ✭t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss✮✳
❘✐❣♦r♦✉s❧②✱ t❤✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✭s❡❡
●♦♦✈❛❡rts ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✹ ❛♥❞ ❩❛r❛s ✶✾✽✾✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ❙♠✐t❤ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤② ✏❝♦♠✲
♠♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❡♥❧✐st ❛s s♦❧❞✐❡rs✱ ♦r ❣♦ t♦ s❡❛✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✱ t❤❡ ✏❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ ❬❜❡✐♥❣❪ ♥♦t ❛❧t♦❣❡t❤❡r s♦ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❛s
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✶✮✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s ❧♦♦❦s ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢
t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s ✕ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② ✭❞❡♥♦t❡
✐t ❛❣❛✐♥ La✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ ✭Lb✮✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❡❡♠s t♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛②♦✛s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦tt❡r②✳ ❘❛♥❦✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥
❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✭✐✮ ❜❡ ❦✐❧❧❡❞ ✐♥ ❛❝t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ st❛② ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧❞✐❡r ♦r s❛✐❧♦r❀ ✭✐✐✐✮ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ♦✣❝❡r❀ ✭✐✈✮
❜❡ ♣r♦♠♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❛♥❦✳

❙♠✐t❤ ❜❛r❡❧② ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❊✈❡r②♦♥❡✱ ❛♠♦♥❣ ❤✐s r❡❛❞❡rs✱ ❦♥♦✇s ✇❤❛t t❤❡② ❛r❡✿
❞❡❛t❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ r❡❢❡rs ❞✐s❝r❡❡t❧② ✇❤❡♥ ❤❡ s❛②s t❤❛t ✏❬✇❪❤❛t ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧❞✐❡r ♠❛② ❧♦s❡
✐s ♦❜✈✐♦✉s ❡♥♦✉❣❤✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✵✮✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❧♦tt❡r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s ✏t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❬❤✐s❪ ❜❧♦♦❞✑ ✭■❜✐❞✳✮❀ ♦r✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s❛✐❧♦rs✱ ✇❤❡♥ ❤❡
❜r✐♥❣s ✉♣ t❤❡ ✏❞❛♥❣❡rs ❛♥❞ ❤❛✐r✲❜r❡❛❞t❤ ❡s❝❛♣❡s ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ ♦❢ ❛❞✈❡♥t✉r❡s✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✷✮✳ ❍❡ ✐s st✐❧❧ ❧❡ss
❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❞❛♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♠❛r❦ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❞❡❛t❤ ❢♦r ❛ s♦❧❞✐❡r ❛♥❞ ❢♦r ❛ s❛✐❧♦r✳ ❇✉t ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✐t s❡❡♠s ❜❡tt❡r t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❛r♠② t❤❛♥
✐♥ t❤❡ ♥❛✈②✿

❚❤❡ ❣r❡❛t ❛❞♠✐r❛❧ ✐s ❧❡ss t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❦ ❛❞♠✐r❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❣r❡❛t ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡
❤✐❣❤❡st s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ s❡❛ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦♠✐s❡s ❛ ❧❡ss ❜r✐❧❧✐❛♥t ❢♦rt✉♥❡ ❛♥❞ r❡♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❡q✉❛❧

✽



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r✉♥s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♣r❡❢❡r♠❡♥t
✐♥ ❜♦t❤✳ ❇② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥❝② ❛ ❝❛♣t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛✈② r❛♥❦s ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛r♠②✿
❜✉t ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t r❛♥❦ ✇✐t❤ ❤✐♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✶✮✳

❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ r❡❛s♦♥s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✱ t❤❡② ❛✐♠ ❛t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② s♦ ♠❛♥② ②♦✉♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❜❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ❛♥ ❛❞♠✐r❛❧✱ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛r♠② t❤❛♥ ❛ ❝❛♣t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛✈②✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧❞✐❡r t❤❛♥
❛ s✐♠♣❧❡ s❛✐❧♦r✱ ✇❤♦s❡ ❤❛r❞ ❧✐❢❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✭■❜✐❞✳✮✳ ❇✉t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s✿

❆s t❤❡ ❣r❡❛t ♣r✐③❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ❛r❡ ❧❡ss✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ♠✉st ❜❡ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❈♦♠♠♦♥
s❛✐❧♦rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❣❡t s♦♠❡ ❢♦rt✉♥❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r♠❡♥t t❤❛♥ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧❞✐❡rs
✭■❜✐❞✳✮✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡r❡❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♥ ❛❞♠✐r❛❧ t❤❛♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❝❛♣t❛✐♥
✐♥ t❤❡ ♥❛✈② t❤❛♥ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛r♠②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡ss❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ s❛✐❧♦r t❤❛♥ ❛
s✐♠♣❧❡ s♦❧❞✐❡r✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♥s♣✐❝✉♦✉s✳
❲❤❡♥ ②♦✉ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ②♦✉r ❣r❡❛t❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❛✐♥
❜❡❝♦♠❡s ❜♦t❤ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ ❂ ❧✐❦❡ ✇❤❡♥ ②♦✉ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢
t❤❡ ❛r♠②✱ ✇❤❡r❡ ②♦✉ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝❛♣t❛✐♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❛❞♠✐r❛❧✳ ❇✉t
✇❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r r❛♥❦s❄ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ②♦✉ ❞✐❡✱ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s♥✬t s❡❡♠ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡
t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ■❢ ②♦✉ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❛r♠②✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣r✐✈❛t❡
✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛♥ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛ s❛✐❧♦r ✐♥ t❤❡ ♥❛✈②✿ t❤✐s st✐❧❧ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢
❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s✳ ❇✉t ②♦✉r ❧✐❢❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ❛s ❛ s♦❧❞✐❡r t❤❛♥ ❛s ❛ s❛✐❧♦r✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
❧♦✇❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱
②♦✉ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ❤✐❣❤❡r ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r♦❜❛❜❧❡ ❧♦✇❡r ♦✉t❝♦♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱ ②♦✉ st✐❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ❤✐❣❤❡r
♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❇✉t ✐t ✐s ♥♦t t❤❛t ❣r❡❛t s✐♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ②♦✉r ❧♦✇❡r ♦✉t❝♦♠❡✱
t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛r♠②✱ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ♥♦t s♠❛❧❧❡r✳

❙♠✐t❤✬s ❛r❣✉♠❡♥t ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❦s ❤❡ r❡❢❡rs t♦✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ♥❡t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦tt❡r② La ❛♥❞ Lb✿
xa1 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pa1 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢✱ s❛②✱ t❤❡ s♦❧❞✐❡r✱ xa2 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pa2 ❢♦r t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❀ xb1 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pb1 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❛✐❧♦r✱ xb2 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pb2 ❢♦r
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐r❛❧ ✭❢♦r i = a, b, pi1 + pi2 = 1✮✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s La ❛♥❞ Lb ❛r❡ s✉❝❤
t❤❛t✿

xa1 > xb1, xa2 > xb2; pa2 < pb2;

E (La) < E (Lb) < 0 ✭✶✸✮

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② ♦r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡
✉♥❢❛✐r✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦t❤❡r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐s ✇❡❛❦❧② r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♣✉rs✉✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡ ❞♦❡s
♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✇❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ▲❡t ✉s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱
❢r♦♠ La t♦ L′

a✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛s ❢❛✐r ❛s t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t✱ ❤❡r❡ ❛❧s♦✱ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮
❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ s♦ t❤❛t L′

a FSDLa✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②
✭❡✈❡r②❜♦❞② ✇❤♦ ❛✐♠s ❛t ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r✲♣❛✐❞ ❣❡♥❡r❛❧✮✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ L′

a ❛♥❞ Lb✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦✇✿

x′

a1 = xa1 > xb1, x
′

a2 > xa2 > xb2; p
′

a2 = pa2 < pb2;

E (L′

a) = E (Lb) < 0 ✭✶✹✮

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s F

′

a ❛♥❞ F b ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t L′

a ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ Lb✿ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✭✶✹✮✱ A+ A′ < B s♦ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✾✮ ✐s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦✈✐❞❡❞
t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ t❤❡ s♦❧❞✐❡r ♦r ❛ t♦♦ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦tt❡r✐❡s ✭✶✹✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡

✾



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② La✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② L′

a✱
t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ Lb✳ E (La) < E (L′

a) = E (Lb)❀ L
′

a TISD2Lb❀ L
′

a FSDLa

✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✭TISD2❀ s❡❡ ●♦♦✈❛❡rts ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✹✱ ❩❛r❛s ✶✾✽✾✮ ❢r♦♠
L′

a ♦♥ Lb ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

∀x ∈ [xb1, x
′

a2] ,

H3 (x) =

∫ x′

a2

x

H2 (t) dt ≥ 0 ❛♥❞ F
′

a (t) 6= F b (t) ⇔ L′

a TISD2Lb ✭✶✺✮

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ TISD2✱ ✇❤❡r❡ H3 (x) ≥ 0 ✐♥ ✭✶✺✮✱ ✐s t❤❛t L′

a r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ Lb ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡s✱ s♦ t❤❛t r✐s❦ ✐s ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞
❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❆♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs ❡♥❧✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛r♠② t♦ ❥♦✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥❛✈② ✐s r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ TISD2✿

L′

a TISD2Lb ⇒ L′

a ≻ Lb ✭✶✻✮

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧♦tt❡r②
♦❢ t❤❡ ❛r♠② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛ ❛❧❧♦✇s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ r✐s❦✐❡r✳ ❆♥❞ ✐t ✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❧♦tt❡r✐❡s✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s r♦♦♠ ❢♦r s♦♠❡ ❧♦tt❡r✐❡s ✜rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② L′

a✱
❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠② La✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡❛✿

L′

a TISD2Lb ⇒ ∃La : E (La) < E (Lb) , L
′

a FSDLa, ❛♥❞ La ≻ Lb ✭✶✼✮

✷✳✹ ▲✐♠✐ts t♦ ❛ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❲❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❛❜♦✉t ❢❛✐r ❛♥❞ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s ❤❛s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣r❡❢❡r ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝
❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ♦r t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✳ ❨❡t✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉♣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✲
❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤r♦✉❣❤ ✇❤❛t s❡❡♠s t❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛②✱ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r
✐♥t✉✐t✐✈❡✿ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥✈❡① s❡ts ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

U1 = {u : u′ > 0} ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮

U12 = {u : u′ > 0, u′′ ≥ 0} ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✮

U123 = {u : u′ > 0, u′′ ≥ 0, u′′′ ≥ 0} ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤

♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮

La ❛♥❞ Lb ❛r❡ t✇♦ ❧♦tt❡r✐❡s✱ ✇❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛r❡ ♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s EU (La) ❛♥❞ EU (Lb)✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ ❧✐♥❦✐♥❣ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✵



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

♦✈❡r ❧♦tt❡r✐❡s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✺✿

■❢ La FSDLb, t❤❡♥ EU (La) ≥ EU (Lb) , ∀u ∈ U1 ✭❛✮

✭❍❛❞❛r ❛♥❞ ❘✉ss❡❧ ✶✾✻✾❀ ❍❛♥♦❝❤ ❛♥❞ ▲❡✈② ✶✾✻✾✮

■❢ La SISDLb, t❤❡♥ EU (La) ≥ EU (Lb) , ∀u ∈ U12 ⊂ U1 ✭❜✮

✭●♦♦✈❛❡rts ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✹✮

■❢ La TISD2Lb, t❤❡♥ EU (La) ≥ EU (Lb) , ∀u ∈ U123 ⊂ U12 ⊂ U1 ✭❝✮

✭●♦♦✈❛❡rts ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✹❀ ❩❛r❛s ✶✾✽✾✮

✭✶✽✮

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡❡♠s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❙✐♥❝❡ SISD ❛♥❞ TISD2 ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛♥
❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞ r✐s❦ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ ♣♦✐♥ts ♦✉t ✇❤❡♥ ❤❡ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s✱ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ U12 ♦r t♦ ✐ts s✉❜s❡t✱ U123✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡✱ ✇❤❡r❡ SISD ♣r❡✈❛✐❧s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ♥♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡✳ ❚❤❡s❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧ ❡①♣r❡ss r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ r✐s❦ ❛tt✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❝♦♥t❡①t ✭s❡❡ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❛♥❞
❙t✐❣❧✐t③ ✶✾✼✵✮✿ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ str♦♥❣ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱ t♦ ✇❡❛❦ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱
❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②
❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡❛✱ TISD2 ❥✉st ❧❡❛❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t
✐t t♦ ❛ s✉❜s❡t U123 ♦❢ U12✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❤♦❧❞✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡
s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧②
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛♠♦♥❣ s✉❝❤ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛t ❧❡❛st ✐s
♥♦t ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞ ❜② ✇❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❛❜♦✉t ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s st✐❧❧ t♦♦ ♥❛rr♦✇✱ s♦ t❤❛t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❤❡r❡❛❢t❡r✱
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✜ts ❙♠✐t❤✬s ♣♦s✐t✐♦♥✳

✸ ❚❤❡ ✏❛❜s✉r❞ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥✑✿ ♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❝❡s

■♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✱ ❙♠✐t❤ ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞
✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ✭❚▼❙✱ ■✱ ✐✐✐✱ ✶✱ ✸✮✳ ■t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ✏❧♦ss ❛✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✑✱
à ❧❛ ❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ❚✈❡rs❦② ✭✶✾✼✾❀ s❡❡ P✳ ❲❛❦❦❡r ✭✷✵✶✵✮✮✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ◆✳ ❆s❤r❛❢✱ ❈✳ ❋✳ ❈❛♠❡r❡r ❛♥❞ ●✳
▲♦❡✇❡♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✺✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛s ♦♥❡ ♦❢ ✉s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✭❇ré❜❛♥ ✷✵✶✷✮✱ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❛♥❞✱ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❙♠✐t❤✮ ❧❛❝❦s t❡①t✉❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝
s❡♥s✐t✐✈✐t② r❛t❤❡r r❡❢❡rs t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡
♣r♦♣r✐❡t② ♦❢ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♦❝✐❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ ❤❛♣♣✐♥❡ss✿ ✇❤❡♥ ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♣❡r♠❛♥❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❤❛♣♣✐♥❡ss ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t
✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♠✐t❤✱ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❛♣♣✐♥❡ss✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥❝❛✈❡✿ ❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡♥❥♦②♠❡♥t t❤❛♥
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t u s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

u ∈ U1
2 = {u : u′ > 0, u′′ ≤ 0} ✭✶✾✮

✭❇ré❜❛♥ ✷✵✶✷✮

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ u ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡❧♦♥❣ ♥❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s U12 ♥♦r✱ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✱
t♦ ✐ts s✉❜s❡t U123✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ✭✶✽❜✮ ♦r ✭✶✽❝✮✮✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s ♦❢ ♥♦ ❤❡❧♣ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t
♦❢ ✇❤❛t ❙♠✐t❤ s❛②s ❛❜♦✉t ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ▼✳ ❆❧❧❛✐s r❛✐s❡❞ ❛s ❡❛r❧② ❛s
✶✾✺✸✱ ✇❤❡♥ ❝r✐t✐❝✐③✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r②✿ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ✭❝♦♥❝❛✈✐t② ♦r ❝♦♥✈❡①✐t②✮ ❝❛♥♥♦t ❡①♣r❡ss
❜♦t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❝❛r❞✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦✳

✸✳✶ ❈❛♥ ✇❡ ❦❡❡♣ ✉♣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❄

❆♥ ✐♥❣❡♥✐♦✉s ✇❛② t♦ ❜②✲♣❛ss t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❙♠✐t❤✬s ❛♥❛❧②s✐s✱
❧❡❢t ❛s✐❞❡ t✐❧❧ ♥♦✇✱ ❧❡❛❞ ✉s t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

✺❆ s②st❡♠❛t✐❝ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✉♣ t♦ ❞❡❣r❡❡
✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❩❛r❛s ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r TISD1 ❛♥❞ TISD2✮ ✐♥ ❍✳ ▲❡✈②
✭✷✵✵✻✮✱ ❝❤❛♣✳ ✸ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✶



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

♦❢ ❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ❛ st❛♥❞❛r❞✱ r✐s❦✲❛✈❡rs❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝ tr❛❞❡s✱ ❙♠✐t❤ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛✲

s♦♥s ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❙❡❡♠✐♥❣❧②✱ ❤❡ ❛❝❝❡♣ts t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✿

❋✐rst✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♥❞s ✉♣♦♥ s✉♣❡r✐♦r ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠❀
❛♥❞✱ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♠❛♥ ❤❛s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❤✐s ♦✇♥
❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❤✐s ♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡✳ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✸✮✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tt❡r✿

❼ ❚❤❡ ✏❞❡s✐r❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥✑ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♠♦t✐✈❡s ❢♦r ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢
❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ✏❛r❡✱ ✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ♣❡❝✉♥✐❛r② ❣❛✐♥✱ ❡✈✐❞❡♥t❧② ✉♥❞❡r✲r❡❝♦♠♣❡♥❝❡❞✑
r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ✏♠❡❝❤❛♥✐❝❦ tr❛❞❡s✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✷✮✳

❼ ❚❤❡ ✏♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✑ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♠❡s t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✏❬✐❪♥ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣❛rt ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❦ tr❛❞❡s✱ s✉❝❝❡ss
✐s ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥❀ ❜✉t ✈❡r② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✑ ✭■❜✐❞✳✮✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♠✐t❤✱ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♣✐❝s ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✻✮✿

✕ ✏t❤❡ ♦✈❡r✲✇❡❡♥✐♥❣ ❝♦♥❝❡✐t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣❛rt ♦❢ ♠❡♥ ❤❛✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✑✱

✕ ❛♥❞ ✏t❤❡ ❛❜s✉r❞ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡✑✱

t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱ ❛❧♦♥❡✱ ❜❡✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ✉♥❞❡r r✐s❦✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐ss✉❡✱ t❤❡ ✏❞❡s✐r❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥✑ ❛❧❧♦✇s ❙♠✐t❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡s✲
s✐♦♥s ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t ✏♣❡❝✉♥✐❛r② ❣❛✐♥s✑ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s♦❧❡ r❡✇❛r❞ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥✱
♦r ✇❤❛t ❤❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧s ✏♣✉❜❧✐❝ ❛❞♠✐r❛t✐♦♥✑✱ ♠✐❣❤t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ♦✉t❝♦♠❡✿

❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝❦ ❛❞♠✐r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♥❞s ✉♣♦♥ s✉❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♠❛❦❡s ❛❧✇❛②s ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡✐r r❡✇❛r❞❀ ❛ ❣r❡❛t❡r ♦r s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛s ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ✐♥ ❞❡❣r❡❡✳ ■t ♠❛❦❡s
❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❛t r❡✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❦❀ ❛ st✐❧❧ ❣r❡❛t❡r ♣❡r❤❛♣s ✐♥ t❤❛t
♦❢ ❧❛✇❀ ✐♥ ♣♦❡tr② ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ✐t ♠❛❦❡s ❛❧♠♦st t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✹✮✳

❚❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦r ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ✇❛s✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❞✐t♦rs ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱
❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ ❏✉r✐s♣r✉❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ✐s ♥♦t t❤❛t
✉♥❢❛✐r ❛♥❞ t❤❛t✱ ♣♦ss✐❜❧②✱ t❤❡ ♥♦✈✐❝❡ ♣♦❡t ♦r ❧❛✇②❡r ✐s ♥♦t ♠♦r❡ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✈✐❝❡ s❤♦❡♠❛❦❡r✳
❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢❛✈♦r❡❞ ❜② ❉✳ ▲❡✈② ✭✶✾✾✾✮ ✇❤♦ ✉s❡s t❤❡ ✏❞❡s✐r❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥✑
❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❙♠✐t❤✬s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s✳

❖✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r t❤❛t t❤✐s ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ❛s ❙♠✐t❤✬s s❤✐❢t t♦ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧②
❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ ✇❤❡♥ ❤❡ ✐♠❛❣✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡s ♦❢ t✇❡♥t② ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ st✉❞❡♥ts ✐♥ ❧❛✇ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
r❡tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❤♦ s✉❝❝❡❡❞s✿ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❢❛✐r ❧♦tt❡r②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐sts✦ ❚❤✐s
✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ✇❤❛t ❤❡ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ▲❡❝t✉r❡s✿

❚❤❡ t❡♥ ♦r t✇❡❧✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤♦ ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❜✉s✐♥❡ss ♠✉st ❤❛✈❡ ✇❛❣❡✭s✮ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
t❤❡ ❡①♣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❣r❡❛t ❛s ❛ ♠❛♥ ♠✉st ❜❡ ✸✵ ②❡❛rs ♦r t❤❡r❡❛❜♦✉ts
❜❡❢♦r❡ ❤❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❛♥② s❡r✈✐❝❡ ❛s ❛ ❧❛✇②❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ r✐sq✉❡ ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❡✈❡r ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡
❛♥② t❤✐♥❣ ❜② ✐t✳ ❚❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ t❤✐s ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❧✐❜❡r❛❧❧ ❛rts ✐s r❛t❤❡r
t❤❡ r❡s♣❡❝t✱ ❝r❡❞✐t✱ ❛♥❞ ❡♠✐♥✭❡♥✮❝❡ ✐t ❣✐✈❡s ♦♥❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ ✐t✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❊♥❣❧❛♥❞ ✇❤❡r❡
t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❤✐❣❤❧② r❡✇❛r❞❡❞ t❤❛♥ ❛♥② ✇❤❡r❡ ❡❧s❡✱ ✐❢ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ❛ s♠✐t❤ ♦r ♦t❤❡r ❛rt✐③❛♥ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ st✐❧❧ r❛t❤❡r t♦♦ ❧♦✇✳ ❇✉t t❤❡
❤♦♥♦✉r ❛♥❞ ❝r❡❞✐t ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♥❞s ♦♥ t❤❡♠ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ❛
s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ✭▲❏ ✭❆✮✱ ✈✐✱ ✻✶✲✷✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❛s ❢❛✐r ❛s t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r❀ ❜✉t
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤✐s ❧♦tt❡r②✱ s♦ t❤❛t ✐t ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐t st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ SISD✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢
t❤❡ ❧❛✇②❡r ♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❡t s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❙♠✐t❤✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t t❤❛t ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥✳

✶✷



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

✸✳✷ ❚❤❡ ✏❛❜s✉r❞ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥✑ ✐♥ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡

❚❤❡ ✜rst ✐ss✉❡ ✕ ❞❡s✐r❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✕ r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ t❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✇✐t❤ ❙♠✐t❤✬s
❝❧❛✐♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t
✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡ ✕ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✕ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥s ✉♣ ❛♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛s ❛ ♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦tt❡r✐❡s✱ ❙♠✐t❤ t❛❦❡s ❝❛r❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ✐ts t✇♦
♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② ❛ r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r② ✐s ❝❤♦s❡♥✿ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱
❡✐t❤❡r ✐♥ ♦♥❡✬s ✏♦✇♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✑✱ ♦r ✐♥ ♦♥❡✬s ✏♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✻✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s ❧❛st t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ✇❤✐❝❤ ❍✉♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏✉♥♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑ ✭❍✉♠❡ ✶✼✸✾✲✹✵✱ ■✱ ♣♣✳ ✶✹✸✲✺✹❀ s❡❡ ▼✳✲❆✳ ❉✐❛②❡ ❛♥❞ ❆✳ ▲❛♣✐❞✉s ✷✵✶✷✮✱ ❙♠✐t❤ str❡ss❡s t❤❡
♥♦✈❡❧t② ♦❢ ❤✐s ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s✿

❚❤❡ ♦✈❡r✲✇❡❡♥✐♥❣ ❝♦♥❝❡✐t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣❛rt ♦❢ ♠❡♥ ❤❛✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐s ❛♥ ❛♥t✐❡♥t
❡✈✐❧ r❡♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs ❛♥❞ ♠♦r❛❧✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡s✳ ❚❤❡✐r ❛❜s✉r❞ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r
♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡ss t❛❦❡♥ ♥♦t✐❝❡ ♦❢✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ st✐❧❧ ♠♦r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛♥ ❧✐✈✐♥❣ ✇❤♦✱ ✇❤❡♥ ✐♥ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ s♣✐r✐ts✱ ❤❛s ♥♦t s♦♠❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐t✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ✐s ❜② ❡✈❡r② ♠❛♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♦✈❡r✲✈❛❧✉❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦ss ✐s ❜② ♠♦st
♠❡♥ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❡❞✱ ❛♥❞ ❜② s❝❛r❝❡ ❛♥② ♠❛♥✱ ✇❤♦ ✐s ✐♥ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ s♣✐r✐ts✱ ✈❛❧✉❡❞ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✐t ✐s ✇♦rt❤✳ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✻✮

■♥ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ❙♠✐t❤✬s ❝❧❛✐♠ ❢♦r ♥♦✈❡❧t② ❛♣♣❡❛rs t♦ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛
s♣❡❝✐✜❝ r❤❡t♦r✐❝✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s r❤❡t♦r✐❝✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✬s ❛❜✐❧✐t②
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ✇❤❛t ❢❡❡❞s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ r✉♥s t❤r♦✉❣❤
t❤✐s ♣❛rt ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✵✿ t❤❡ ♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❝❡s✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t②✱ ❞♦❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt✱
s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❇ré❜❛♥ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✷✹✾✲✻✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t
t❤❡ ✐ss✉❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ tr✐❡s t♦ ❞r❛✇ ❤✐s r❡❛❞❡r✬s ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t t❤❡ ❝♦r❡
♦❢ ♦✉r t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♣r❡❢❡r ✉♥❢❛✐r ❛♥❞ r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r✐❡s r❡sts ♦♥ ❛ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
t❤❛t ❙♠✐t❤ ❝❛❧❧s t❤❡ ✏❛❜s✉r❞ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❬♦♥❡✬s❪ ♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡✑✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts ❛❧❧❡❣❡❞ ♥♦✈❡❧t②✱ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❡❡♠s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡r✲
✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❧♦ss❡s ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✽✮✳ ▲❡t ✉s t❤❡♥
t❛❦❡ ❙♠✐t❤✬s ❝❧❛✐♠ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ❛ ❧♦tt❡r② ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❢❛❝✐♥❣ n ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ r✐s❡
t♦ ♦✉t❝♦♠❡s xi ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ x1 ✭s❛②✱ ❛ ♣r✐✈❛t❡✮✱ t♦ xn ✭❛ ❣❡♥❡r❛❧✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pi ❣♦✐♥❣
s✐♠✐❧❛r❧② ❢r♦♠ p1 t♦ pn✳ ▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❦ i ✕ ❛ ❝❛♣t❛✐♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤✐s
✏♣r❡s✉♠♣t✐♦♥✑ ✐♥ ❤✐s ✏♦✇♥ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡✑✱ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ❛r♠② ♦✈❡r✲✈❛❧✉❡s ❤✐s ✏❝❤❛♥❝❡ ♦❢
❣❛✐♥✑ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✻✮✿ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t π (x ≥ xi) ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
❛t ❧❡❛st t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ ❝❛♣t❛✐♥ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p (x ≥ xi)✳ ❆♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ✇❤❛t ❙♠✐t❤
s❛②s ❛❜♦✉t t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❡ ❧♦✇❡r ♦✉t❝♦♠❡s✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
r❛♥❦ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❛♣t❛✐♥✱ π (x < xi) = 1 − π (x ≥ xi)✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
p (x < xi) = 1 − p (x ≥ xi)✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ r❛♥❦s i ✐♥ t❤❡ ❛r♠② ✭❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t②
✐s✱ ❧✐❦❡ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✮✱ t❤✐s ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❙♠✐t❤✬s ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ ♦✈❡r✲ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
◆♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ❢r♦♠ [0, 1] ✐♥t♦ ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❣r❡❛t ❛s xi ✐♥t♦ ✐ts ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t✿

π (x ≥ xi) = ϕ

( n
∑

j=i

pj

)

≥ p (x ≥ xi) =

n
∑

j=i

pj ✭✷✵✮

✭❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ♣(x ≥ xi) ❡q✉❛❧s ✵ ♦r ✶✮

❊❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts πi ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✵✮ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st xi✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st xi+1✿

πi = π (x ≥ xi)− π (x ≥ xi+1) = ϕ

( n
∑

j=i

pj

)

− ϕ

( n
∑

j=i+1

pj

)

✭✷✶✮

πn = ϕ (pn)

✶✸



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

❆❧✇❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✵✮✱ ϕ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ p ✐♥ [0, 1]✱ ϕ (p) ≥ p✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞✐♥❣ ♦♥❧② ✇❤❡♥
p ❡q✉❛❧s ✵ ♦r ✶✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t ϕ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡✱ t❤❛t ✐s ϕ′′ < 0✳ ❆♥
✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ϕ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✳ ■♠❛❣✐♥❡ t✇♦ r❛♥❦s h ❛♥❞ k✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❛ s❡r❣❡❛♥t ❛♥❞ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧✱ s✉❝❤ t❤❛t xh < xk ❛♥❞ ph = pk = p✳ ❚❤❡ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡
♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❛t ♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ s❡r❣❡❛♥t✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t πh < πk ♦r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✭✷✶✮✱ t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐❦❡ ✐ts r✐❣❤t ♠❡♠❜❡r✱ ϕ (p+ p) − ϕ (p) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ p ✭t❤❛t ✐s✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡r❣❡❛♥t t♦ t❤❡ ❝♦❧♦♥❡❧✮✿ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢
ϕ✱ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❛s ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ s❡r❣❡❛♥t ❛s ✐t ✐s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦❧♦♥❡❧✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❢♦r♠❡r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙♠✐t❤✬s ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛t❝❤❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜②
❏✳ ◗✉✐❣❣✐♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❧❛t❡r ❜❡❝♦♠❡
❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ✏r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t②✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r✐s❦ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s
s❡❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ▼✳ ❈♦❤❡♥ ✷✵✶✺✮✳ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛s
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜✉t r❛t❤❡r ❝r✉❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭t❤❛t ✐s✱ πi = ϕ (pi)✮✿ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
♣r❡❢❡rr❡❞ ❧♦tt❡r② ✐s ✜rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❧♦tt❡r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❙♠✐t❤✬s
✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✭r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❛♥t✮ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ U (L) ♦❢ ❛ ❧♦tt❡r②✻✱
♥♦✇ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✜rst✲❞❡❣r❡❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❧♦tt❡r✐❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✿

U (L) =
n
∑

i=1

(πiu (xi))

✇❤❡r❡ πi = ϕ

( n
∑

j=i

pj

)

− ϕ

( n
∑

j=i+1

pj

)

✭✷✷✮

(❛♥❞ ϕ′ > 0;ϕ (0) = 0;ϕ (1) = 1;πn = ϕ (pn))

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❤❡r❡ ϕ ♣❧❛②s ❛ ❞❡❝✐s✐✈❡ ♣❛rt✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥
✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ str✐❝t ❝♦♥❝❛✈✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ϕ (p) > p ✇❤❡♥ p ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ✵ ♦r ✶✮ ♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ✭ϕ (p) < p✮ ♦❢ ϕ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♥t❛✐❧ ❛♥ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞✱ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ❛♥ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❣❛✐♥✱ ✏♦♣t✐♠✐s♠✑ ♦r ✏♣❡ss✐♠✐s♠✑
✉♥❞❡r r✐s❦ ✭t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❜♦t❤ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐ts❡❧❢✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♥❡✐t❤❡r ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♥♦r ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✉♥❞❡r r✐s❦✱ ❛♥❞
❜❡❤❛✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ❙♠✐t❤✬s ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥ ❧♦✇
♦✉t❝♦♠❡s ❞❡❝r❡❛s❡✱ ♠✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✏♦♣t✐♠✐s♠✑ ✐♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❡♥s❡✳ ■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❜②✿

ϕ′′ < 0 ✭✷✸✮

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❢♦r♠❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ϕ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t✱ ❛♥❞ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ❛r✐s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❤❛s ❛ ❢❛❧s❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
✕ πi ✐♥st❡❛❞ ♦❢ pi✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❤✐s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❝♦rr❡❝t
✭❤❡ ✐s ♥♦t ♠✐st❛❦❡♥ ❛❜♦✉t pi✮✱ ❤❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐ss✉❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♦♣t✐♠✐s♠
♦r ♣❡ss✐♠✐s♠ ✭✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❤✐♠ t♦ s❡t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t πi ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡♥❡❛t❤ pi✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ϕ

(
∑n

j=i pj
)

−ϕ
(
∑n

j=i+1
pj
)

✳ ◆♦✇✱ ✇❤❡♥ ❙♠✐t❤ ❛r❣✉❡s t❤❛t ✇❡ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❡ ♦r ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
t❤❡ ✇♦r❞s ❤❡ ✉s❡s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t ❤❡ ❢❛✈♦rs t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❤❡ ❞✐s❝✉ss❡s
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥ ❜② ✏②♦✉♥❣ ♣❡♦♣❧❡✑✱ ❤❡ ❝♦♥tr❛sts✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜②
✏♠✐s❢♦rt✉♥❡✑ ♦r ✏❣♦♦❞ ❧✉❝❦✑✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♣t✐♠✐s♠ ♦r ♣❡ss✐♠✐s♠✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜② ✏❤♦♣❡✑ ♦r
✏❢❡❛r✑✿

❚❤❡ ❝♦♥t❡♠♣t ♦❢ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s✉♠♣t✉♦✉s ❤♦♣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❛r❡ ✐♥ ♥♦ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ♠♦r❡
❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ❛❣❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ②♦✉♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ❝❤✉s❡ t❤❡✐r ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✳ ❍♦✇ ❧✐tt❧❡ t❤❡ ❢❡❛r ♦❢

✻■♥ st❛♥❞❛r❞ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ U(L) ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥✿

U (L) = u (x1) + ...+ ϕ

( n
∑

i=j+1

pi

)

[u (xj+1)− u (xj)] + ...+ ϕ (pn) [u (xn)− u (xn−1)]

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✷✷✮ ✭✇❤❡♥ ϕ′ > 0❀ ϕ (0) = 0❀ ϕ (1) = 1✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❦❡♣t ✉♣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❦✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦✉t❝♦♠❡ x1 t♦ t❤❡
❤✐❣❤❡st xn✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐♥ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✉❛❧❧② ❢❛✈♦r ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡
r❛♥❦❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳

✶✹



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

♠✐s❢♦rt✉♥❡ ✐s t❤❡♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ❧✉❝❦✱ ❛♣♣❡❛rs st✐❧❧ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t❧② ✐♥
t❤❡ r❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❡♦♣❧❡ t♦ ❡♥❧✐st ❛s s♦❧❞✐❡rs✱ ♦r t♦ ❣♦ t♦ s❡❛ ✭❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✷✾❀ ♦✉r
✐t❛❧✐❝s✱ ▲✳❇ ❛♥❞ ❆✳▲✳✮✳

❙♠✐t❤✬s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s r❛t❤❡r s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✳ ❍❡ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭♠✐s❢♦rt✉♥❡✱ ♦r
❣♦♦❞ ❧✉❝❦✮ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ❛ ②♦✉♥❣ ♠❛♥ t♦ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❛r♠② ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛✈②✱ ❧✐❦❡ ❢r♦♠ st✉❞②✐♥❣
❧❛✇✳ ❲❤❡♥ ❤❡ t❛❦❡s ❢❡❛r ❛♥❞ ❤♦♣❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ✐❣♥♦r❛♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❇✉t
t❤✐s ❜r✐♥❣s ♦✉t ❛ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛r♠②✱
t❤❡ ♥❛✈②✱ ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ ❧❛✇✱ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❧❛st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✿
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐✈❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ♦r ♦♣t✐♠✐s♠ ✉♥❞❡r r✐s❦ ✭❢❡❛r ❛♥❞ ❤♦♣❡✱ ✐♥
❙♠✐t❤✬s ✇♦r❞s✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ❤❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t②✮✱ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ u✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ♦r ♣❡ss✐♠✐s♠ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❛❣❛✐♥✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ϕ✳ ■♥s♦❢❛r
❛s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✭ϕ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤✮✱ ❤❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❛❦❧② r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u ✭s❡❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆✳ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ❛♥❞ ▼✳ ❈♦❤❡♥ ✶✾✾✹✱ ♣✳ ✽✾✮✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧②
❲❘❙ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ s✉♣♣♦rt ❙♠✐t❤✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♦✉r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❜✉② t✐❝❦❡ts ❢♦r ❛♥ ✉♥❢❛✐r
❧♦tt❡r② ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✱ ✭✸✮✮✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❛② ❛♥②t❤✐♥❣ ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤♦✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦tt❡r✐❡s✱ ❧✐❦❡
t❤❡s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r✳ ❨❡t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛r❣✉✐♥❣
t❤❛t t❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ✭✭✶✷✮✱ ✭✶✼✮✮✳ ❇✉t t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ ❜✐t ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ✐♥s✐st ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ st✉❞❡♥t ✐♥ ❧❛✇✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧❧
t❤❡ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♣r❡❛❞ ❧♦tt❡r✐❡s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✮ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❧♦tt❡r② ✭t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r✮ ❂ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛❧❧② ❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s ✭✇✐t❤ ❡q✉❛❧
♠❡❛♥s✮ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❛♥t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ str♦♥❣ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✭❙❘❙✱ ✭✶✶✮✮✱✿ ❙✳✲❍✳ ❈❤❡✇✱ ❊✳ ❑❛r♥✐ ❛♥❞ ❩✳ ❙❛❢r❛ ✭✶✾✽✼✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❛
r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❙❘❙ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t②
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ❙❘❙ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❙♠✐t❤✬s
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡sts ♦♥ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❲❘❙✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u ❛♥❞ ϕ✱ ✐s t♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ♦r❞❡rs t♦♦ ❢❡✇ ❧♦tt❡r✐❡s ❛♥❞
t❤❛t ❙❘❙ ✭t❤❛t ✐s✱ SISD ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♣r❡❛❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧②
❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳ ❙♦ t❤❡r❡ ✐s r♦♦♠ ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❙❘❙ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❢♦r❜✐❞ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛♣♣❧② t♦ ❧♦tt❡r✐❡s ♦r❞❡r❡❞ ❜② TISD2✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❙❘❙✱ ❆✳ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢✱ ▼✳ ❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ■✳ ▼❡✐❧✐❥s♦♥ ✭✷✵✵✺✮ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s✉❝❤ ❛ s✉❜s❡t✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♠♦♥♦t♦♥❡
r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✭▼❘❙✮✱ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ u ❛♥❞ ϕ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u✱
♦♣t✐♠✐s♠ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✭♠♦♥♦t♦♥❡✮ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✳

✸✳✸ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✭♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇
L′

a ✐s ❛ ✭♠♦♥♦t♦♥❡✮ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r Lb ✕ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡ ❢♦r
r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✭s✉♣r❛✱ ♣✳ ✶✷✮ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❢❛✐r ❧♦tt❡r② ✭s✉♣r❛✱ ♣✳ ✻✮ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✕ s♦ t❤❛t t❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ✭E (L′

a) = E (Lb)✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✱ ❣✐✈✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡
s❤♦❡♠❛❦❡r ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡
✹ s❤♦✇ ❤♦✇✱ ✐♥ ❛ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛
❝♦♥❝❛✈❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ❧✐❦❡
✐♥ ❇ré❜❛♥ ✭✷✵✶✷✮✳

❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐♥ ❜♦t❤ ❧♦tt❡r✐❡s✱ p′a2 ❛♥❞ pb2✱ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮ ✐♥
❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts π′

a2 ❛♥❞ πb2✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r tr❛♥s❢♦r♠❛ ❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ϕ (p)✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❧❛✇ ❤❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞
♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ✐♥ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ s❤♦❡♠❛❦❡r ✭❛♥❞✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ π′

a1 = 1− π′

a2 ❛♥❞ πb1 = 1− πb2✮✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② EU (L′

a) ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r EU (Lb)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❇✉t

✶✺



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▲♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r ✕ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜② ❢❡❛r ❛♥❞ ❤♦♣❡

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r ✕ ❘❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ✈s ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✈❛❧✉❛t✐♦♥

♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ L′

a t♦ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ t❤❛t
♦❢ Lb ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ✭RDU✮✿ RDU (L′

a) > RDU (Lb)✳
■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ✐t ♥♦✇ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡

r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r②✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ♦r t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s s❡❝♦♥❞✲❞❡❣r❡❡ ✭♦r✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱ t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✮ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦tt❡r② ✕ t❤❛t ♦❢
t❤❡ s❤♦❡♠❛❦❡r✱ ♦r ♦❢ t❤❡ ♥❛✈②✳

✹ ❚♦✇❛r❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r r✐s❦

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤✬s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥
✉♥❞❡r r✐s❦ r❡❧✐❡s✿

❼ t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♣❛rt ■ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✱
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r❀

❼ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❝❤❛♣t❡r ✶✵✱ ❜♦♦❦ ■ ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡q✉❛❧❧② ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
s❡❝♦♥❞ ♦r s♦♠❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡s ❛ t❡♥❞❡♥❝② ✇❤✐❝❤
❙♠✐t❤ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛s ✉♥✐✈❡rs❛❧✿ t❤❡ ♦✈❡r✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❣❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❛♥ ✉♥❞❡r✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❧♦ss✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐t t♦ r✐s❦✐❡r ❛♥❞
✉♥❢❛✐r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐❜❡r❛❧ ♣r♦❢❡ss✐♦♥s✱ ♣✉❜❧✐❝ ❧♦tt❡r✐❡s ♦r t❤❡ ❛r♠②✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❡ss r✐s❦② ❛♥❞ ❢❛✐r❡r

✶✻



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ s❡❡♠✐♥❣❧②
s✐♠♣❧❡ ♣❛❣❡s ♦♥ ❧♦tt❡r✐❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❞✐❞
♥♦t ✜t t❤❡♠✳

✹✳✶ ❙♠✐t❤ ♦♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs❤✐♣✿ ❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t♦rs t♦ s♦❜❡r ♠❡♥

❖♥❝❡ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❝❤❛r❛❝t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡ ♠❛② s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ ❝❛❧❧s ✏♣r♦❥❡❝t♦rs✑ ✭❲◆✱ ■■✱ ✷✱ ✻✹❀ ■■✱ ✹✱ ✶✺✮✳ ❚❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ✉♥❢❛✐r ❧♦tt❡r✐❡s✱ ♥❡❡❞✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ r✐s❦
♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦✜t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✸❀ ■✱
✶✵✱ ❜✱ ✹✸✮✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❙♠✐t❤ ❝♦♥tr❛sts ♣r♦❥❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✱ ✏t❤❡
s♦❜❡r ♣❡♦♣❧❡✑ ✭❲◆✱ ■■✱ ✹✱ ✶✺❀ ❱✱ ✷✱ ✶✷✮✱ ✇❤♦ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✏str❛♥❣❡rs✑ t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✏❤❛③❛r❞♦✉s ♣r♦❥❡❝ts
♦❢ tr❛❞❡✑ ✭❲◆✱ ❱✱ ✷✱ ✶✷✮ ✇❤❡r❡ ♣r♦✜t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ ✉♥❢❛✐r ❛♥❞
r✐s❦✐❡r ❧♦tt❡r✐❡s✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs ✭❉✳ ▲❡✈② ✶✾✽✼❀ ❙✳ ❍♦❧❧❛♥❞❡r ✶✾✾✾❀ ❙✳ ▲❡❧♦✉♣ ✷✵✵✵❀ ▼✳ P✳
P❛❣❛♥❡❧❧✐ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs✬ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡s❡ r✐s❦② ❧♦tt❡r✐❡s ✐s t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ♠✐❣❤t ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❡①♣r❡ss✐♥❣
s✉✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐s♠ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ✐♥ ❛ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❲◆✱ ■✱ ✶✵✱ ❜✱ ✸✸✮✳

❇✉t ❛ ♥❡✇ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s✿ ✇❤❛t ❛❜♦✉t s♦❜❡r ♣❡♦♣❧❡❄ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤
✉♥✐✈❡rs❛❧ t❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✇❤② ❛r❡ t❤❡r❡ s♦ ❢❡✇ ♣r♦❥❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ s♦ ♠❛♥② s♦❜❡r ♣❡♦♣❧❡❄ ❙♠✐t❤ ✐s q✉✐t❡ ❝❧❡❛r ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ ❜♦♦❦ ✷ ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✿❛

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♠✐s❝♦♥❞✉❝t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✉❞❡♥t ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✉♥❞❡rt❛❦✐♥❣s ✐s ❡✈❡r②✇❤❡r❡
♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐♥❥✉❞✐❝✐♦✉s ❛♥❞ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦♥❡s✳ ❆❢t❡r ❛❧❧ ♦✉r ❝♦♠♣❧❛✐♥ts ♦❢
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s✱ t❤❡ ✉♥❤❛♣♣② ♠❡♥ ✇❤♦ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤✐s ♠✐s❢♦rt✉♥❡ ♠❛❦❡ ❜✉t ❛
✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥✉♠❜❡r ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ tr❛❞❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r s♦rts ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss❀ ♥♦t
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣❡r❤❛♣s t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥ ❛ t❤♦✉s❛♥❞✳ ❇❛♥❦r✉♣t❝② ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛♥❞ ♠♦st
❤✉♠✐❧✐❛t✐♥❣ ❝❛❧❛♠✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡❢❛❧❧ ❛♥ ✐♥♥♦❝❡♥t ♠❛♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣❛rt ♦❢ ♠❡♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐t✳ ❙♦♠❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❞♦ ♥♦t ❛✈♦✐❞ ✐t❀ ❛s s♦♠❡ ❞♦ ♥♦t ❛✈♦✐❞ t❤❡
❣❛❧❧♦✇s✳ ✭❲◆✱ ■■✱ ✸✱ ✷✾✮

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛♥♦t❤❡r s❤✐❢t✱ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✳ ❙♠✐t❤✬s
❛❧r❡❛❞② q✉♦t❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♦❜❡r ♣❡♦♣❧❡✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ ❛s ✏str❛♥❣❡rs✑ t♦ ❛❧❧
✏❤❛③❛r❞♦✉s ♣r♦❥❡❝ts ♦❢ tr❛❞❡✑ ✭❲◆✱ ❱✱ ✷✱ ✶✷✮✱ ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✇❤❛t ❤❡ ✇r✐t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ✭✏❛♥②
s♦rt ♦❢ ❤❛③❛r❞✑✱ ❙♠✐t❤ s❛②s❀ ❚▼❙✱ ❱■✱ ✐✱ ✻✮✳ ❇r✐♥❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r s♦❜r✐❡t② ✭✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞
♣r✉❞❡♥❝❡ ✭✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✮ ♠❛❦❡s ✈✐s✐❜❧❡ t❤❡ ♠♦r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦st ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❙♠✐t❤ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❣❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s
♦✉r ♥❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r ✭s❡❡ ❇ré❜❛♥ ✷✵✶✶✱ ❝❤❛♣✳ ✸✱ ✹✱
✺❀ ✷✵✶✹✮✳ ❚❤✐s ❞✉❛❧✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ r❡❢❡rs t♦ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♥ ❤✐s ♦✇♥
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤✐s ✐♠♣✉❧s❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s ❤✐♠ t♦ ❛ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❞ ✈✐❡✇
♦❢ ❤✐s ♦✇♥ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❛ ♠♦r❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s
♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❆♥❞ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡
✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦✛❡rs ❤✐♠ ❛ ♣r♦♣❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r
♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ ✏s❡❧❢✲❝♦♠♠❛♥❞✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡ ✭❚▼❙✱ ■❱✱
✐✐✱ ✽✮✳ ❚r❛♥s♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛
♥❛t✉r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❛t ✇♦r❦✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧② ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡✱
s✉♣❡rs❡❞❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡✿ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣✉ts ❛♥ ❡♥❞ t♦ ❤✐s ♦✈❡r✲✈❛❧✉✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s♦❜❡r ♠❛♥✳

❙t❛t❡❞ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❜❡❝♦♠❡s s♦❜❡r✱ ❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠❡
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡② ♠❛t❝❤ t❤❡♠✳ ❚❤✐s✱
♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s s♦❜❡r ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts
❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ϕ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐ts❡❧❢✳
❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦❜❡r ♠❛♥ ♠✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✭✷✷✮ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✸✮✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

ϕ′′ = 0 ✭✷✹✮

✶✼



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣❧✐❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✭✷✷✮✱ t❤❛t πi = pi ❢♦r ❡❛❝❤ i✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✈❛♥✐s❤❡s✿ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❙♠✐t❤✬s
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦✱ t❤✐s ❧❛tt❡r t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s♦❜❡r ♠❛♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤♦✉❣❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♥♦✇ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❝❤
❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ s♦❜❡r ♠❛♥✱ ✐t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♥♦t ♦❢ s♦♠❡ r❛t❤❡r ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✭t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛①✐♦♠✮✱ ❜✉t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦r❛❧ ✈✐rt✉❡✱ s❡❧❢✲❝♦♠♠❛♥❞✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✳

✹✳✷ ❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡

▲❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡✱ ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❜♦①✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♠♠❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t❤❡ s♦❜❡r ♠❛♥ ❢r♦♠ ❤✐s ♥❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦ t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭s❡❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❇ré❜❛♥ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✶✸✾✲✻✵✮✱ ✇❡ ❢♦❝✉s r❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤✐s
❧❡❛✈❡s r♦♦♠ ❢♦r ❝❧♦s❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ s♦❜❡r ♠❛♥✿ ❤✐s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t u ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✭u′ > 0
❛♥❞ u′′ ≤ 0❀ s❡❡ ✭✶✾✮✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❣r❡❛t❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✳ ❇✉t ♣✉rs✉✐♥❣ t❤❡
❜r✐♥❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ♦❢ t❤❡ s♦❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r✉❞❡♥t ♠❛♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✳ ❆❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r②
♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✱ ✐♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt ❱■✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ✶✼✾✵ s✐①t❤ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❙♠✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡s ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥t❡♥t t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✿

❲❡ s✉✛❡r ♠♦r❡✱ ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❢❛❧❧ ❢r♦♠ ❛ ❜❡tt❡r t♦ ❛ ✇♦rs❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱
t❤❛♥ ✇❡ ❡✈❡r ❡♥❥♦② ✇❤❡♥ ✇❡ r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ✇♦rs❡ t♦ ❛ ❜❡tt❡r✳ ❙❡❝✉r✐t②✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐s t❤❡ ✜rst
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡✳ ■t ✐s ❛✈❡rs❡ t♦ ❡①♣♦s❡ ♦✉r ❤❡❛❧t❤✱ ♦✉r ❢♦rt✉♥❡✱ ♦✉r
r❛♥❦✱ ♦r r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ t♦ ❛♥② s♦rt ♦❢ ❤❛③❛r❞✳ ■t ✐s r❛t❤❡r ❝❛✉t✐♦✉s t❤❛♥ ❡♥t❡r♣r✐s✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
❛♥①✐♦✉s✿ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦ss❡ss✱ t❤❛♥ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣r♦♠♣t ✉s t♦
t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ st✐❧❧ ❣r❡❛t❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦✉r ❢♦rt✉♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞s t♦ ✉s✱ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣♦s❡ t♦ ♥♦ ❧♦ss ♦r ❤❛③❛r❞❀ r❡❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛♥❞ s❦✐❧❧ ✐♥ ♦✉r tr❛❞❡ ♦r ♣r♦❢❡ss✐♦♥✱ ❛ss✐❞✉✐t② ❛♥❞ ✐♥❞✉str② ✐♥ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ♦❢ ✐t✱ ❢r✉❣❛❧✐t②✱ ❛♥❞
❡✈❡♥ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❛rs✐♠♦♥②✱ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r ❡①♣❡♥❝❡s✳ ✭❚▼❙✱ ❱■✱ ✐✱ ✻✮

■♥ t❤❡s❡ ❢❡✇ ❧✐♥❡s✱ ❙♠✐t❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ♣r✉❞❡♥❝❡✱ ✏s❡❝✉r✐t②✑✱ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t
♦❢ ♦✉r ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ✭✏❲❡ s✉✛❡r ♠♦r❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✇❤❡♥ ✇❡ ❢❛❧❧ ❢r♦♠
❛ ❜❡tt❡r t♦ ❛ ✇♦rs❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❛♥ ✇❡ ❡✈❡r ❡♥❥♦② ✇❤❡♥ ✇❡ r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ✇♦rs❡ t♦ ❛ ❜❡tt❡r✑✮ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛sts
✐t ✇✐t❤ ✏❤❛③❛r❞✑✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ♦✉t❝♦♠❡s ✭❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ❡✈❡♥t ❛✛❡❝t✐♥❣ ✏♦✉r
❤❡❛❧t❤✱ ♦✉r ❢♦rt✉♥❡✱ ♦✉r r❛♥❦✱ ♦r r❡♣✉t❛t✐♦♥✑✮✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ♣r✉❞❡♥❝❡ ❛s ❛ ♠♦r❛❧ ✈✐rt✉❡ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡s
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛✈❡rs✐♦♥✿ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦✇❛r❞ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ r✐s❦✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st t♦✇❛r❞ r✐s❦ ♦❢ ❧♦ss✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❤✐s ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧
s♣❡❝t❛t♦r✱ t❤❡ ♣r✉❞❡♥t ♦r s♦❜❡r ♠❛♥ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r✱ t❤✐s ❛✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥❝❡r♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜② u ✐ts❡❧❢✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❤❡r❡❛❢t❡r ❛s ✏❡♠❜❡❞❞❡❞
♣r✉❞❡♥❝❡✑✳

❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r ✐ss✉❡✳ ❋✐rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❛❦❡s t❤❡ ❡①❛❝t ♦♣♣♦s✐t❡ ✈✐❡✇ t♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
▼✳ ❨❛❛r✐✬s ❞✉❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ r✐s❦ ✭❨❛❛r✐ ✶✾✽✼✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞
r✐s❦ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✕ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛②♠❡♥t
✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❧✐♥❡❛r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛r❣✉✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ❙♠✐t❤✱ t❤❛t ❢♦r ❛ ♣r✉❞❡♥t ♠❛♥ ❛ r✐s❦ ♦❢ ❧♦ss ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❡❝❤♦❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ r✐s❦ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣
s♣r❡❛❞✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❣❛✐♥s✱ ❛ ♣r✉❞❡♥t ♠❛♥ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡r t❤❡
❢♦r♠❡r t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✿ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ❤❛s ❛❧s♦
❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✏♣r✉❞❡♥❝❡✑ ❜② ▼✳ ❑✐♠❜❛❧❧ ✭✶✾✾✵✮✼✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡
st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ✭TSD❀ s❡❡ ❲❤✐t♠♦r❡ ✶✾✼✵✮ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❧♦✇✳ ❖r✱
st✐❧❧ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ u ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ✭✶✾✮ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣r❡ss ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r✉❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②✿

u ∈ U13
2 = {u : u′ > 0, u′′ ≤ 0, u′′′ ≥ 0} ✭✷✺✮

✼❚❤❡ s❛♠❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏♣r✉❞❡♥❝❡✑ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✏❞♦✇♥s✐❞❡ r✐s❦✲❛✈❡rs✐♦♥✑ ❜② ❈✳ ▼❡♥❡③❡s✱ ❈✳ ●❡✐ss ❛♥❞ ❏✳
❚r❡ss❧❡r ✭✶✾✽✵✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▲✳ ❊❡❝❦❤♦✉❞t ❛♥❞ ❍✳ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ✭✷✵✵✻✮✳

✶✽



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✭✷✺✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✭✷✷✮✲✭✷✹✮✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❝❝♦✉♥t
♦❢ t❤❡ ♣r✉❞❡♥t ✭❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦❢ t❤❡ s♦❜❡r✮ ♠❛♥✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❇✉t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✇✐❞❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♠♣r✉❞❡♥t ♠❛♥ ✕ ❤❡r❡✱
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t✱ ❧❡❛✈✐♥❣ r✐s❦ ❛s✐❞❡✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❡✐t❤❡r ♣r✉❞❡♥t ♦r ✐♠♣r✉❞❡♥t✱
♠✐❣❤t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✭❇ré❜❛♥ ✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✷✼✸✲✽✽✮ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❛t✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡ ✇✐t❤
r✐s❦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ❧✐❦❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❙✐♥❝❡ s❡❝✉r✐t② ✐s✱ ❢♦r ❙♠✐t❤✱ ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❣r❛♥ts ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t t♦ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ✭❚▼❙✱ ❱■✱ ✐✱
✻✮✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ♦r❞✐♥❛r② ❤❛♣♣✐♥❡ss ✇✐t❤✐♥
❛ s♦❝✐❛❧ s❝❛❧❡ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✏❧♦✇❡st ❞❡♣t❤ ♦❢ ♠✐s❡r②✑ t♦ t❤❡ ✏❤✐❣❤❡st ♣✐t❝❤ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣r♦s♣❡r✐t②✑ ✭
❚▼❙✱ ■✱ ✐✐✐✱ ✶✱ ✽❀ s❡❡ ❇ré❜❛♥ ✷✵✶✷✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤✐s ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣r♦❥❡❝t♦r
♦r s♦❜❡r ♠❛♥✮✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ ❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❛♣♣✐♥❡ss✳ ❚❤✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡s r❡❛s♦♥s t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r✉❞❡♥❝❡ ✭✷✺✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
♣r✉❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r✉❞❡♥t ♠❛♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ t❤♦✉❣❤ ❛ r❛♥❦✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❜♦t❤ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥t♦
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ✭✭✷✷✮✲✭✷✹✮✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ✭♥♦♥✲❡①♣❡❝t❡❞✮ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✉t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✭✭✷✷✮✲✭✷✸✮✮✳

❇✉t ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♦t❤❡r r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡
s❡❛✱ ✐s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢
❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s✱ t❤❡ ✇♦rst ♦✉t❝♦♠❡ ✭r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ♦r ❛ s❛✐❧♦r✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r s✐t✉❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❧♦tt❡r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♥❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✭s✉♣r❛✱ ♣♣✳ ✽ sqq✮ t❤❛t s✉❝❤ ❛
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐r❞✲❞❡❣r❡❡ ✐♥✈❡rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✭TISD2✮✳
■♥ ❛ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ϕ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ u ✇❤✐❝❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ t❤✐r❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r✉❞❡♥❝❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ✭✷✺✮✳ ❖♥ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s ♦r❞❡r❡❞ ❜② TISD2✱ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ϕ ♠✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❞✉❝❡
❛ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❜② ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ u✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣r✉❞❡♥❝❡
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ TISD2✱ s♦ t❤❛t r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦tt❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s✱ SISD s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ϕ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s✉♣❡rs❡❞❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ u′′′✳

❊①❛♠♣❧❡s Pr♦❥❡❝t♦r
❙♦❜❡r ♠❛♥

♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs✿ ❙t✉❞❡♥t ✐♥ ❧❛✇ ❙♦❧❞✐❡r

▼♦❞❡❧ ❢r❡❡ SISD TISD2 TSD

U (x) ∈ U13
2 = {u : u′ > 0, u′′ ≤ 0, u′′′ ≥ 0}

ϕ′′ ✲ ❆tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ < 0 = 0
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② −→ ❖♣t✐♠✐s♠ −→ ◆❡✉tr❛❧✐t②
❘❡s✉❧t✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡

t♦✇❛r❞ r✐s❦

❘✐s❦ s❡❡❦✐♥❣ ❘✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥
Pr✉❞❡♥❝❡

▼♦r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
◆❛t✉r❛❧ ■♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r

−→ ■♠♣r✉❞❡♥❝❡ −→ Pr✉❞❡♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❙♠✐t❤✐❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r r✐s❦

■❢ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ♠♦st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❛❝t✉❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡
♦r❞✐♥❛r② st❛t❡ ♦❢ ❤❛♣♣✐♥❡ss ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✮ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r✉❞❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡✐r
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s♣❧❛②s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r✉❞❡♥❝❡ ✭✷✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
t❤❡② ❦❡❡♣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r✉❞❡♥❝❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦ ♠✐❣❤t ❜❡✱
✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣✱ ❡✐t❤❡r ❤✐❞❞❡♥ ❢♦r s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ♣r❡❢❡r ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
SISD ✭❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇✱ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ tr❛❞❡s✮✱ ♦r ❞✐s❝❧♦s❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤♦s❡ ✇❤♦
♣r❡❢❡r ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ TISD2 ✭❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❛r♠②✱ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦tt❡r② ♦❢ t❤❡ s❡❛✮✳
❇✉t ✇❤❡♥ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ
✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r✉❞❡♥❝❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✭✷✺✮ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ ♣r✉❞❡♥❝❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦
✐♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❧♦tt❡r✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❛♠♦♥❣
t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤✐♥ ❙♠✐t❤✬s ✇r✐t✐♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦
♠♦r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

✶✾



▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❧♦tt❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡
❚❤❡♦r② ♦❢ ▼♦r❛❧ ❙❡♥t✐♠❡♥ts ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❛♥❞ ♦♥ ♣r✉❞❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦
s♦♠❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✿

✶✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦tt❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ RDU (L) =
∑n

i=1
πiu (xi) ✭s❡❡

✭✷✷✮✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s

✭❛✮ ❛ ❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ u (xi) ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s❀

✭❜✮ ❛ r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t πi ✇❤✐❝❤✱ ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pi✱ s❤♦✇s ❤♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts✳

✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t u (x) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ ❤❛♣♣✐♥❡ss✳ ❋♦r ♠♦st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✭❣r❡❛t❡r ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥
✉♥❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❡✈❡♥t❀ ❇ré❜❛♥ ✷✵✶✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ t❤✐r❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r✉❞❡♥❝❡✱ s❡❡
✭✷✺✮✮✳

✸✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts πi ✭r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡✐r r❛♥❦s✿ πi = ϕ
(

∑n

j=i pj

)

− ϕ
(

∑n

j=i+1
pj

)

✇✐t❤ ϕ (0) = 0 ❛♥❞ ϕ (1) = 1✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠❡❞

❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ϕ ✭♦♣t✐♠✐s♠ t♦✇❛r❞ r✐s❦✱ ✐♥ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✮ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✭s❡❡
✭✷✸✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛r ❛♥❞ ❤♦♣❡✳

✹✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♥ ❤✐s ♦✇♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✭✐♠♣r✉❞❡♥❝❡✮ t♦
t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ✭♣r✉❞❡♥❝❡✮ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❇ré❜❛♥ ✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤✐s r❛♥❦✐♥❣ ♦❢
❧♦tt❡r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✕ ❛♥❞ ♥♦t ♦❢ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t②
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞ r✐s❦ ♦❢ ❜♦t❤ t②♣✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✭❛✮ ◆❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭✐♠♣r✉❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❀ s❡❡ ✭✷✷✮✱ ✭✷✺✮✱ ✭✷✸✮✮

u : u′ > 0, u′′ ≤ 0, u′′′ ≥ 0

ϕ : ϕ′ > 0, ϕ′′ < 0

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ t♦ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣
❧♦tt❡r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ SISD ✭✭✾✮✮ ♦r TISD2 ✭✇❤❡r❡ r✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ❝♦♠❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
♣r✉❞❡♥❝❡ t♦✇❛r❞ r✐s❦❀ ✭✶✺✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❙♠✐t❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛❣❡s ♦♥ ❧♦tt❡r✐❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✳

✭❜✮ ■♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭♣r✉❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❀ s❡❡ ✭✷✷✮✱ ✭✷✺✮✱ ✭✷✹✮✮

u : u′ > 0, u′′ ≤ 0, u′′′ ≥ 0

ϕ : ϕ′ > 0, ϕ′′ = 0

❚❤✐s ♣r✉❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ ❧✐♠✐t✲❝❛s❡ ♦❢ r❛♥❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ ϕ′′ = 0✱ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ πi = pi✱ s♦ t❤❛t t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦t❤ ♣r✉❞❡♥❝❡ ✭u′′′ ≥ 0✮ ❛♥❞ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞ r✐s❦
✭u′′ ≤ 0✮✱ s✉❝❤ ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❲❡❛❧t❤ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✳

✺✳ ❆♥ ✐♥tr❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠♣❛rt✐❛❧ s♣❡❝t❛t♦r✬s
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✏s❡❧❢✲❝♦♠♠❛♥❞✑ ✭❇ré❜❛♥ ✷✵✶✹✮✱ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣r✉❞❡♥❝❡✱ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞ r✐s❦✳
❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss
❛♥❞ ✉♥❞❡r✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❥✉♥❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts r♦♦t❡❞ ✐♥ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤✬s ❡❝♦♥♦♠✐❝
❛♥❞ ♠♦r❛❧ ✇♦r❦s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r r✐s❦✳

✷✵



❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ▲♦tt❡r✐❡s✿ ❆♥ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❘❡st❛t❡♠❡♥t

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

Pr❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❡✈❡♥ts ✐♥ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸✿
❍❊❙ ✷✵✶✷ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❙t ❈❛t❤❛r✐♥❡s ✭❖♥t❛r✐♦✱ ❈❛♥❛❞❛✮❀ ❙❡♠✐♥❛r ♦❢ t❤❡ ●r❡❞❡❣ ✐♥ ◆✐❝❡ ✭❋r❛♥❝❡✮✱
✷✵✶✷❀ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ P❛r✐s ✭❋r❛♥❝❡✮✱ ✷✵✶✸❀ ❙❡♠✐♥❛r ♦❢ P❤❛r❡
✐♥ P❛r✐s✱ ✷✵✶✸✳ ❲❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts t♦ ❆❧❛✐♥ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢✱ ▼❛r❝✲❆rt❤✉r
❉✐❛②❡✱ ▲♦✉✐s ❊❡❝❦❤♦✉❞t✱ ●✐❧❜❡rt ❋❛❝❝❛r❡❧❧♦✱ P✐❡rr❡ ●❛rr♦✉st❡✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❙✐❣♦t✱ P❡t❡r ❲❛❦❦❡r ❛♥❞ ❑❛③✲
✐♠✐❡r③ ❩❛r❛s✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡❡s ♦❢ t❤✐s ❥♦✉r♥❛❧ ❛❧s♦ ❧❡❞ ✉s t♦ r❡♥❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛✈❡❛t r❡♠❛✐♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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Pr❡ss✱ ✶✾✾✼✳

▲✳ ❇ré❜❛♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❊❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ▼♦r❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉❡❝✐s✐♦♥✿ ❆❞❛♠ ❙♠✐t❤ ♦♥ ❍❛♣♣✐♥❡ss ❛♥❞ ❉❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥✱
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▲✳ ❇ré❜❛♥ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ Pr♦s♣❡r✐t② ❛♥❞ ❆❞✈❡rs✐t②✿ ❲❤❛t ❲♦✉❧❞ ❛ ❙♠✐t❤✐❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❛♣♣✐✲
♥❡ss ▲♦♦❦ ▲✐❦❡❄✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❍✐st♦r② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤t✱ ✶✾✭✹✮✱ ♣♣✳ ✺✺✶✲✽✻✳

▲✳ ❇ré❜❛♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❙♠✐t❤ ♦♥ ❍❛♣♣✐♥❡ss✿ ❚♦✇❛r❞s ❛ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❍✐st♦r②
♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤t✱ ✷✶✭✸✮✱ ♣♣✳ ✸✺✾✲✾✶✳

❆✳ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ❛♥❞ ▼✳ ❈♦❤❡♥ ✭✶✾✾✹✮✳ ❘✐s❦✲s❡❡❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❯t✐❧✐t② ✐♥ ❛ ◆♦♥✲❊①♣❡❝t❡❞
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▼✳ ❈♦❤❡♥ ✭✶✾✾✺✮✳ ❘✐s❦✲❆✈❡rs✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❊①♣❡❝t❡❞✲ ❛♥❞ ◆♦♥✲❊①♣❡❝t❡❞✲✉t✐❧✐t② ▼♦❞❡❧s✱ ❚❤❡ ●❡♥❡✈❛
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▼✳ ❈♦❤❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘✐s❦ P❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❘✐s❦ ❆tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥✿ ❛ ❘❛♥❦✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❆♣♣r♦❛❝❤✱ ▼❛t❤❡✲
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▲✳ ❉❛st♦♥ ✭✶✾✽✽✮✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❊♥❧✐❣❤t♠❡♥t✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▼✳✲❆✳ ❉✐❛②❡ ❛♥❞ ❆✳ ▲❛♣✐❞✉s ✭✷✵✶✷✮✳ P❧❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❇❡❧✐❡❢ ✐♥ ❍✉♠❡✬s ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧
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▲✳ ❊❡❝❦❤♦✉❞t ❛♥❞ ❍✳ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ✭✷✵✵✻✮✳ P✉tt✐♥❣ ❘✐s❦ ✐♥ ✐ts Pr♦♣❡r P❧❛❝❡✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱
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▲❛✉r✐❡ ❇ré❜❛♥ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲❛♣✐❞✉s

●✳ ❍❛♥♦❝❤ ❛♥❞ ❍✳ ▲❡✈② ✭✶✾✻✾✮✳ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r✐s❦✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱
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