
❆❞❛♣t✐✈❡ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡✲❇❛s❡❞ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣

▼♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❍②♣❡rs♦♥✐❝ ❊♥tr② ❱❡❤✐❝❧❡s

▼❛r❝♦ ❙❛❣❧✐❛♥♦✶

❉❡✉ts❝❤❡s ❩❡♥tr✉♠ ❢ür ▲✉❢t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠❢❛❤rt✱ ❇r❡♠❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✷✽✸✺✾

❊r✇✐♥ ▼♦♦✐❥✷

❉❡❧❢t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❉❡❧❢t✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✷✻✷✾

❙t❡♣❤❛♥ ❚❤❡✐❧✸

❉❡✉ts❝❤❡s ❩❡♥tr✉♠ ❢ür ▲✉❢t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠❢❛❤rt✱ ❇r❡♠❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✷✽✸✺✾

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ❤②♣❡rs♦♥✐❝

❡♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ t❤❡♦r②✱

❛♥❞ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♦♥❧✐♥❡ t❤❡

❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✲st❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✱ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t ♦♥❧✐♥❡ t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲

♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛✇ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡

♦❜s❡r✈❡r ✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♥♣✉t✱ ♠✉❧t✐✲♦✉t♣✉t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❤②♣❡rs♦♥✐❝

❡♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛ss ❛♥❞ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

✈❛❧✐❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t♦ ❛ ❜❡tt❡r tr❛♥s✐❡♥t✱ ❛♥❞ t♦

❣♦♦❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✵% ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ r❛♥❣❡

❡rr♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶ ●◆❈ ❊♥❣✐♥❡❡r✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❆■❆❆ ▼❡♠❜❡r
✷ ❆ss✐st❛♥t Pr♦❢❡ss♦r✱ ❆str♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❙♣❛❝❡ ▼✐ss✐♦♥s ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❆■❆❆
❆ss♦❝✐❛t❡ ❋❡❧❧♦✇

✸ ●◆❈ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ❍❡❛❞✱ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❉❡♣❛rt♠❡♥t

✶



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❘♦♠❛♥

a(x), b(x) ❂ ●❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ah ❂ ❚❤✐r❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ h ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ✭♠✴s✸✮

aV ❂ ❙❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ V ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ✭♠✴s✸✮

bh,α ❂ ❚❤✐r❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ h ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ uα✱ ✭♠✴s
✷✮

bh,µ ❂ ❚❤✐r❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ h ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ uσ✱ ✭♠✴s
✷✮

bV,α ❂ ❙❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ V ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ uα✱ ✭♠✴s
✷✮

bV,µ ❂ ❙❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ V ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ uµ✱ ✭♠✴s
✷✮

CD ❂ ❉r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

CL ❂ ▲✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t

d ❂ ●❡♥❡r✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

dh ❂ ❆❧t✐t✉❞❡✲r❡❧❛t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✴ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✭♠✴s✸✮

dV ❂ ❱❡❧♦❝✐t②✲r❡❧❛t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✴ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✭♠✴s✸✮

g ❂ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✭♠✴s✷✮

h ❂ ❆❧t✐t✉❞❡✱ ✭♠✮

ki ❂ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ it❤ ✈❛r✐❛❜❧❡

L ❂ ❧✐❢t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✭♠✴s✷✮

M ❂ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r

nz ❂ ▲♦❛❞ ❢❛❝t♦r

q̄ ❂ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ✭◆✴♠✷✮

Q̇ ❂ ❍❡❛t ✢✉①✱ ✭❲✴♠✷✮

r ❂ ❘❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✭♠✮

rD ❂ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

Rgas ❂ ❙♣❡❝✐✜❝ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ✭❏✴✭❦❣ ❑✮✮

T ❂ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✭❑✮

Th ❂ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ✭❑✴♠✮

✷



uα ❂ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ r❛t❡✱ ✭r❛❞✴s✮

uµ ❂ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜❛♥❦✲❛♥❣❧❡ r❛t❡✱ ✭r❛❞✴s✮

❱ ❂ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ ✭♠✴s✮

x(t) ❂ ❙t❛t❡ ✈❡❝t♦r

●r❡❡❦

α ❂ ❆♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ ✭r❛❞✮

µ ❂ ❇❛♥❦ ❛♥❣❧❡✱ ✭r❛❞✮

γ ❂ ❋❧✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡✱ ✭r❛❞✮

γgas ❂ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t r❛t✐♦

φ ❂ ▲❛t✐t✉❞❡✱ ✭r❛❞✮

λmi ❂ it❤ ▲✐♥❡❛r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡

κmi ❂ it❤ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡

ψ ❂ ❱❡❧♦❝✐t② ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡✱ ✭r❛❞✮

ρ ❂ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ✭❦❣✴♠✸✮

σ ❂ ●❡♥❡r✐❝ s❧✐❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡

σ ❂ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

θ ❂ ▲♦♥❣✐t✉❞❡✱ ✭r❛❞✮

❖♣❡r❛t♦rs

˙(·) ❂ ❋✐rst t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✭✭·✮ ✴s✮

(̈·) ❂ ❙❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✭✭·✮ ✴s2✮
✳✳✳
(·) ❂ ❚❤✐r❞ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✭✭·✮ ✴s3✮

(̂·) ❂ ❊st✐♠❛t❡ ♦❢ (·)✱ ✭·✮

(̃·) ❂ ❘❡s✐❞✉❛❧ ♦❢ (·)✱ ✭·✮

sgn ❂ s✐❣♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

sat ❂ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

(·)(·) ❂ ●❡♥❡r✐❝ s✉❜s❝r✐♣t

(·)r❡❢ ❂ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✸



■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥tr② ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥♣♦✇❡r❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆♣♦❧❧♦ ❡♥tr② ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❬✶❪ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢

r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆♣♦❧❧♦ ♣r♦❣r❛♠ ✐ts❡❧❢ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ◆❆❙❆

♠✐ss✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ▼❛rs ❙❝✐❡♥❝❡ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❬✷✱ ✸❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r

♠♦r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞r❛❣✲✈❡❧♦❝✐t② ✭♦r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❞r❛❣✲❡♥❡r❣②✮ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t

t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ st❛t❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

❜❛♥❦✲❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r❛❣✲❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✳ ▲❛t❡r❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ s♦✲

❝❛❧❧❡❞ ❜❛♥❦ r❡✈❡rs❛❧s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡✱ ❜✉t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐ts

♠♦❞✉❧✉s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣✲❛❧✐❣♥♠❡♥t ❡rr♦r ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤✐❧❡

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞r❛❣✲❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❛r✐s❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ s✉❝❤ ❛s ❉■❉❖

❬✹✱ ✺❪ ❛♥❞ ❙P❆❘❚❆◆ ❬✻✱ ✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭♦r

♠❛①✐♠✐③❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦t❤❡r

❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t✲✢✉①✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✲❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ❡✳❣✳ ❙◆❖P❚ ❬✽❪ ♦r ■P❖P❚ ❬✾❪✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤♦✉❣❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ✉s❡

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛✛❡❝t t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✱ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ t♦

r❡❥❡❝t t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❖♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ ②❡❛rs✳ ■♥ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡

✭P■❉✮ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ tr❛❝❦✐♥❣ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r ✇❛s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❦❡♣t

✹



✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❦✲r❡✈❡rs❛❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❧♦❣✐❝✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❬✶✸❪ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❝❦✐♥❣ ❧❛✇s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡r❡ s✉❣❣❡st❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❬✶✹❪ ❛ ♣r❡✲❚❆❊▼ ✭t❡r♠✐♥❛❧

❛r❡❛ ❢♦r ❡♥❡r❣② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮ ❣r♦✉♥❞✲tr❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❡rr♦r ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❖t❤❡r

♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r❡s❛✇ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❝❡❞✐♥❣✲❤♦r✐③♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣

❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❬✶✺❪✱ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦r✲❝♦rr❡❝t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr② ♠✐ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❬✶✼✱ ✶✽❪✱ ♦r ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈✐❛ ▼♦❞❡❧ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧

✭▼❘❆❈✮ ❬✶✾✱ ✷✵❪✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛t❡✲tr❛❝❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t✲

tr❛❝❦✐♥❣ ❣✉✐❞❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t✲✢✉① ❬✷✶✱ ✷✷❪✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡✲❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❙▼❈✮ ❬✷✸❪✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❡①❝❡❧❧❡♥t r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ♥♦ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ st♦r❡❞✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r H∞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✇❤✐❝❤ s✉✛❡r

❢r♦♠ t❤❡ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞

t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡♥tr② ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❡r♠✐♥❛❧✲❣✉✐❞❛♥❝❡ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ✭❍❖❙▼✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱

✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♠❡ ❬✷✹❪ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✷✺❪ ❞♦♠❛✐♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇

❝❧❛ss ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✷✻✕✷✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧✲

✐③❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② ✈✐rt✉❛❧❧② ❝❤❛tt❡r✐♥❣✲❢r❡❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t♦ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡

❞❡❣r❡❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♠❛❞❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r str❛t❡❣② t♦

❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛❝t✐♥❣

♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥tr♦❧✱ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t

❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ❢❡❞✲❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦

♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ st❡♣✲s✐③❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❣❛✐♥s✳

✺



▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s

❬✸✵❪✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❆❉✲

❍❖❙▼❈✮ s❝❤❡♠❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭❙▼❖✮✱ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡st✐✲

♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ✈✐❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐✲✐♥♣✉t✱ ♠✉❧t✐✲♦✉t♣✉t

✭▼■▼❖✮ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥

t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ σ✲❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡✲

s❡♥t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❡rr♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳

❋✐rst✱ ✐t r❡❧❛①❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ st❡♣✲s✐③❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❧❛✇✳

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❙❍❊❋❊❳✲✸ ✭❙❍❛r♣ ❊❞❣❡ ❋❧✐❣❤t ❊❳♣❡r✐♠❡♥t✮ ♣r♦✲

t♦t②♣❡✱ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r ✭❉▲❘✮ ❬✸✶✱ ✸✷❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥

♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡♥tr② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦♥❜♦❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸✸✱ ✸✹❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✉r❡

♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❬✻✱ ✼❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝✳ ■■ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦t✐✈❛t✲

✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✳ ■♥ ❙❡❝✳ ■❱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥♣♦✇❡r❡❞ ❡♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝✳ ❱ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥

❙❡❝✳ ❱■ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❞r❛✇♥✳

■■✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❙❍❊❋❊❳ ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr②✱ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❧❡❞

❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✷✵ ②❡❛rs ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ t❡st t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r

❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr②✱ s✉❝❤ ❛s str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧✲♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❝✉s t♦ tr❛♥s❢♦r♠

❜❧✉♥t ❛r❡❛s ✐♥t♦ ✢❛t s✉r❢❛❝❡s✱ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦sts ✇✐t❤♦✉t ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❙❍❊❋❊❳✲✶ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✼✱ ✷✵✵✺ ❢r♦♠ ❆♥❞ø②❛ ❘♦❝❦❡t ❘❛♥❣❡ ✐♥ ❆♥✲

✻



❞❡♥❡s✱ ◆♦r✇❛②✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠❡❛s✉r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr②✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ ♣❛ss✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞✉r✐♥❣ ❡♥tr②✳ ❚❤✐s ♠✐ss✐♦♥ ❛❧s♦

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t s♦✉♥❞✐♥❣ r♦❝❦❡ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❙❍❊❋❊❳

♣r♦❥❡❝t s❡r✈❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❙❍❊❋❊❳✲✷✱ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ ❏✉♥❡ ✷✷✱ ✷✵✶✷ ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❆♥❞ø②❛

❘♦❝❦❡t ❘❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❙❍❊❋❊❳✲✷ ✇❛s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞✲t❡st ❞❛t❛✱

❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ❛♥❞ s♣❛❝❡✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚♦ ❣♦ ♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❡✛♦rt t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❢♦r r❡❛❧ s♣❛❝❡ ♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❙❍❊❋❊❳✲✸

❜❡❣❛♥ ✐♥ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ❙❍❊❋❊❳✲✸ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛s ❛ ❢❛❝❡t❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♠✐♥♦r ❝♦sts ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥s ✭t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳

❋✐❣✳ ✶ ❙❍❊❋❊❳✲✸ ❊♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡✳

❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✹✻✽ ♠✷✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛s ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✭❈♦▼✮ ❛t 55%✱

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦s❡✱ ❛♥❞ ✐s ❢✉❧❧② tr✐♠♠❛❜❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❙❍❊❋❊❳✲✸ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ❯♥✐t ❙t❛t❡ ■♥✐t✐❛❧ ❱❛❧✉❡ ❯♥✐t

♠❛ss ✺✵✵ ❦❣ ❆❧t✐t✉❞❡ h ✶✵✵✳✵ ❦♠

r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ✵✳✹✻✽ ♠✷ ▲♦♥❣✐t✉❞❡ θ ✷✳✶ ❞❡❣

❧❡♥❣t❤ ✶✳✽✺ ♠ ▲❛t✐t✉❞❡ φ ✻✽✳✺ ❞❡❣

✇✐❞t❤ ✶✳✽✺ ♠ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞✉❧✉s V ✻✺✵✵✳✵ ♠✴s

❤❡✐❣❤t ✵✳✻✻ ♠ ❋❧✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ γ ✵✳✵ ❞❡❣

❈♦▼ ✺✺✪ ✲ ❍❡❛❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ γ ✲✶✹✹✳✵ ❞❡❣

✼



❚❤❡ ❡♥tr② ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✶✵✵ ❦♠ ❛♥❞ ✻✳✺ ❦♠✴s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❡♥tr② ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❛t❛ ❛r❡

❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✲✸✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♠♠❛♥❞s

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✹✺ ❞❡❣✱ ❛♥❞ s❧♦✇❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✷ ❞❡❣ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛① L/D✮ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢

t❤❡ t❤❡r♠❛❧✲♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❤❡❛t✲✢✉① ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✱

✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ t❤❡ L/D r❛t✐♦ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛♥❦✲❛♥❣❧❡ ♣r♦✜❧❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✻✵ ❞❡❣ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹✺ ❞❡❣ t♦

❡♥s✉r❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧s ❡♥s✉r❡ ♣r♦♣❡r ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❝❤✉t❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t r❛♥❣❡✱ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡

♦♥❜♦❛r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥❣✉❧❛r✲r❛t❡ ❧✐♠✐ts ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺ ❞❡❣✴s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ r❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✲❛♥❣❧❡ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✐❣❤t✲❝♦♥tr♦❧

s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ♥♦ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧②

❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❜❛♥❦✲r❡✈❡rs❛❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ♦r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r✲❧❡❢t✱

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ✭❋✐❣✳ ✷✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✭❝✮✮✱ s❤♦✇ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❤✉❣♦✐❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭t②♣②❝❛❧ ♦❢ ✢✐❣❤t ❛t ♠❛① L/D✮✱ ❛♥❞ ❛

❤✐❣❤✲✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ t♦

❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✭❜✮ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞✉❧✉s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s

❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✵✵ s ✭❛s t❤❡ ❞r❛❣ ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♦♥❝❡

t❤❛t t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ t❤✐❝❦❡r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❞r❛❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✳ ✷✭❞✮ ♣❧♦t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ r❛♥❣❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t tr❛✈❡❧s ❢♦r ❛❜♦✉t

✸✱✵✵✵ ❦♠✳ P❧♦ts ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✭❡✮ ❛♥❞ ✷✭❢✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛♥❣❧❡ ♦❢

❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡ q ✭❋✐❣✳

✸✭❛✮✮✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① Q̇ ✭❋✐❣✳ ✸✭❜✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❢❛❝t♦r nz ✭❋✐❣✳ ✸✭❝✮✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r

✽



❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♠✐ts✱ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

q = 1
2ρV

2, Q̇ = kq
√
ρV 3, nz = |L cosα+D sinα|

g0
✭✶✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❦❣✴♠✸✱ kq ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❢♦r ❙❍❊❋❊❳✲✸ ❡q✉❛❧ t♦ 3.111 · 10−4 ❦❣✶✴✷✴♠✸✱

❛♥❞ g0 ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛t s❡❛ ❧❡✈❡❧✱ ✭g0 = 9.806 ♠✴s✷✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡

❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ t❤❡r♠❛❧✲♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❞✐❝t❛t❡ ❛ ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡

❡q✉❛❧ t♦ q̄U = 2 · 104 ◆✴♠✷✱ Q̇U = 2.5 ▼❲✴♠✷✱ ❛♥❞ nz,U = 5 ❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✳ ✸ ❖♣❡♥✲❧♦♦♣ tr❛❥❡❝t♦r② ✲ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

■■■✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡✲❇❛s❡❞ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①✲

♣❧❛✐♥❡❞✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ■■■✳❆ ❛♥❞ ■■■✳❇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❉✲

❍❖❙▼❈ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ■■■✳❈ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐s s❤♦✇♥✳

❆✳ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❚❤❡♦r②

❍✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ t❤❡♦r② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

❚❤❡ ♥❛♠❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❡❛r

❧✐♥❡❛r❧②✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥t❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡

t♦ tr❛❝❦ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r n✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ st❛t❡ ❡rr♦rs t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t♦ st❛② ♦♥ t❤✐s s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t

tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❆s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

σ(n)(t) = a(t) + b(t)u ✭✷✮

✶✵



✇❤❡r❡ σ(t) ∈ R ✐s t❤❡ st❛t❡ ❡rr♦r ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ x(t)✱

❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s x(t) − xr❡❢(t)✱ a(t) ❛♥❞ b(t) ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ∈ R✱ ❛♥❞ u(t) ∈ R ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳

■♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s a(t) ❛♥❞ b(t) ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✉♥♠♦❞❡❧❡❞ t❡r♠s ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ✭✷✮ ❛s

σ(n)(t) = a(t) + ∆a(t) + (b(t) + ∆b(t))u = a(t) + b(t)u+ d(t) ✭✸✮

✇❤❡r❡ d(t) ∈ R ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ d(t) ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞✴♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱

d(t) = ∆a(t) + ∆b(t)u+ du(t) ✭✹✮

✇✐t❤ ∆a(t) ❛♥❞ ∆b(t) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ a(t) ❛♥❞ b(t)✱ ❛♥❞ du(t) ✐♥❝❧✉❞❡s ❢✉rt❤❡r✱

✉♥❦♥♦✇♥ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ()(n) ✐♥ ❊qs✳ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ✭✸✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t✐♠❡ t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❊q✳ ✭✷✮ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳✱ d(t) = 0✮✳ ■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢

b(t) 6= 0 ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧

u = −b(t)−1 (ũ+ a(t)) ,

ũ =
n−1∑

i=0

γi

∣∣∣σ(i)(t)
∣∣∣
αi

sgn (σ(i)(t))

✭✺✮

st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✮ ✐❢ t❤❡ t❡r♠s γi ❛r❡ t❛❦❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧

f(p) = pn + γnp
n−1 + · · ·+ γ1 ✭✻✮

✐s ❍✉r✇✐t③✱ ✭t❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ ✐ts r♦♦ts ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♣❛rts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s αi ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

αi−1 = αiαi+1

2αi+1−αi
, i = 2, . . . , n ✭✼✮

✇✐t❤ αn+1 = 1✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❞ αn ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [1− ǫ, 1)✱ ✇✐t❤ ǫ << 1✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ❬✷✾❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❢♦r t❤❡

s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ a(t) = 0✱ b(t) = 1✳ ■❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧ u ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦❝♦♥tr♦❧

ũ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u = −b(t)−1(ũ+ a(t)) ✭✽✮

✶✶



✐♥ ❊q✳ ✭✹✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦

σ(n)(t) +

n−1∑

i=0

γi

∣∣∣σ(i)(t)
∣∣∣
αi

sgn (σ(i)(t)) = 0 ✭✾✮

❋♦r t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✾✮ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶ ♦❢ ❬✷✾❪ ❞✐r❡❝t❧② ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱

❛♥❞ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❛s❡ a(t) 6= 0✱ b(t) 6= 0, 1✳

❘❡♠❛r❦✳✶ ◆♦t❡ t❤❛t ❊qs✳ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❛✛❡❝ts

t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛

r♦❜✉st♥❡ss ❞❡❝r❡❛s❡✳

❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✮ ✐s st✐❧❧ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐st✉r✲

❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ d(t) t❡r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❊❞✇❛r❞s ❛♥❞ ❙❤t❡ss❡❧

♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r s❝❤❡♠❡✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢

t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ḋ(t)✱ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ✐t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡

d(t) ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇♦r❦s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❢♦r s♠❛❧❧ st❡♣✲s✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❡♥tr②✲❣✉✐❞❛♥❝❡ s❝❤❡♠❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛s

♦✉t❡r✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧✲s②st❡♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦✇❡r ✭✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✲✶✵ ❍③✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥✲

t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥

♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t♦r✱ ❛s ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✭r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣✱ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶ ✐♥ ❬✷✾❪ ❛❧s♦ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r st❡♣✲s✐③❡s ✇✐t❤♦✉t

r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ σ✲❞②♥❛♠✐❝s

❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✸✻✱ ✸✼❪✳

❇✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙❧✐❞✐♥❣✲▼♦❞❡ ❖❜s❡r✈❡r

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ σ✲st❛t❡ σa ∈ R
n+1✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σa =

[
σa,1, . . . , σa,n, σa,n+1

]T
✭✶✵✮

✶✷



✇❤❡r❡ σa,n+1 = d(t)✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❊q✳ ✭✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

σ̇a,1 = σa,2

✳✳✳

σ̇a,n = a+ bu+ d

σ̇a,n+1 = ḋ

✭✶✶✮

❆ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛t❡

σ1✱ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✸✻✱ ✸✼❪❀ ✭❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t

✐s✱ x1,ref ❂ ✵✱ σ1 = x1 − x1,ref = x1✱ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■❱✮✳ ❚❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

˙̂σa,1 = σ̂a,2 + λ1σ̃a,1 + κ1 sgn (σ̃a,1)

✳✳✳

˙̂σa,n = a+ bu+ λnσ̃a,1 + κn sgn (σ̃a,1)

˙̂σa,n+1 = λn+1σ̃a,n+1 + κn+1 sgn (σ̃a,1)

✭✶✷✮

✇❤❡r❡ σ̃a,1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s σ1 − σ̂a,1✳ ❚❤❡ t❡r♠s λi > 0✱ i = [1, n + 1] ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s✱ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✶✷✮ ✐s st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♦❜s❡r✈❡r✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r

❣❛✐♥s κi > 0✱ i = [1, n+ 1] ❞❡✜♥❡ ❛ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s σ̂i t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ tr✉❡ s❧✐❞✐♥❣ st❛t❡s σi✱ i = [1, n + 1]✱ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t

ǫ s✉❝❤ t❤❛t

‖σ1(t)− σ̂1(t)‖ ≪ ǫ≪ 1 ✭✶✸✮

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ σ✲st❛t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ (n + 1)t❤

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(t)✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥

r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✮ ❛❞❛♣t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✷✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ tr✉❡ σ✲st❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

κ1 > |σa,2(t)− σ̂a,2(t)|max✳

Pr♦♦❢✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ σ1 ✐s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr②✱

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❬✸✽❪✳

✶✸



❘❡♠❛r❦ ✸✳ ❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❊q✳

✭✶✷✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■✳❈✳

■❢ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(t) ❛s d̂(t) ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ❊q✳ ✭✺✮✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞✱ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❛s

u = −b̂−1
(
ũ+ â+ d̂

)
, ũ =

n−1∑
i=0

γi
∣∣σ(i)

∣∣αi
sgn (σ(i)) ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ â ❛♥❞ b̂ ❛r❡ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s a ❛♥❞ b ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r❀ t❤✐s ♦♥❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ d̂✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s✐❣♥❛❧ d(t) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ✜rst

❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s δ0✱ δ1✱ δ2 s✉❝❤ t❤❛t |d(t)| ≤ δ0✱
∣∣∣ḋ(t)

∣∣∣ ≤ δ1

❛♥❞
∣∣∣d̈(t)

∣∣∣ ≤ δ2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛✇ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✶✹✮ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❊q✳ ✭✺✮ t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t [σ1, . . . , σn]
T = [0, . . . , 0]T ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳

Pr♦♦❢ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡①✐st❡♥❝❡ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥✱

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ ❊q✳ ✭✶✶✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡s✱ ❛s

st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ σa,1 ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞

♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❊q✳ ✭✾✮✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶ ♦❢ ❬✷✾❪ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡

♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛✇ ♦❢ ❊q✳

✭✶✹✮ ✐s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ t❡r♠ d t♦ ❛

♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r r❡s✐❞✉❛❧ ǫd = d− d̂ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❜②

|ǫd| <
ǫ0

µ
✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ǫ0 ≪ 1 ✐s ❛ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❛♥❞ µ ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ♣r♦♣❡r❧②

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ❱✳❇✱ ❛♥❞ t❛❦❡♥ ≥ 1 t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❍❖❙▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❢❛st✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛✇ ♠❛❦❡s

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ q✉❛s✐✲✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■❱✳ ❆ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ❊①❛♠♣❧❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡

✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σ(3)(t) = a(t) + b(t)u+ d(t) ✭✶✻✮
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✇❤❡r❡ a ❛♥❞ b ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ d(t) ✐s ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❝t✐♥❣

♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s σ = [1 0.5 0]T ✱ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭✐✳❡✱ d(t) = 0✮ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✺✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r

❜r❡✈✐t②✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❍❖❙▼ t❤❡♦r②✿ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s

t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t [0, 0, 0]T ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② tr❛❝❡

♦❢ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(t)✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(t) ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r ❛❞❛♣t✐✈❡

s❝❤❡♠❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❬✷✼✱ ✷✽✱ ✸✵❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t

t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(t) ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t✇♦ ❣❛✐♥s k(t) ❛♥❞ ρ(t)✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝❛♥❞✐❞❛t❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱

❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡

✭s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❡♣✲s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶ ♠s✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✹✭❛✮✲✹✭❞✮✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲
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Time (s)
0 5 10

0

20

40

60

80
;

j Bdj

✭❞✮ ❙❡❝♦♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣❛✐♥✳

❋✐❣✳ ✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❖❙▼✿ st❡♣✲s✐③❡ ❂ ✵✳✶ ♠s✳
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✭❞✮ ❙❡❝♦♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣❛✐♥✳

❋✐❣✳ ✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❖❙▼✿ st❡♣✲s✐③❡ ❂ ✷✳✺ ♠s✳

❧❛②❡r ❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳

✹✭❛✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✭❜✮✮ t♦ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t✳ ❋✐❣✉r❡s✳ ✹✭❝✮ ❛♥❞

✹✭❞✮ s❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❣❛✐♥s k ❛♥❞ ρ✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡

❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst ❣❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✭❝✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛✐♥ k tr❛❝❦s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠❛r❣✐♥ ǫk ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮

∣∣∣ḋ(t)
∣∣∣✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❢✉rt❤❡r

❣❛✐♥ ρ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d̈(t)✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

s❝❤❡♠❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡r st❡♣✲s✐③❡s ❛r❡ t❛❦❡♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡

st❡♣✲s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✷✳✺ ♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧ts

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✭❛✮✲✺✭❞✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛✉s❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛✉s❡s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✺✭❛✮✮ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡
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t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ str✐❝t❡r

❈P❯ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼■▼❖ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s

♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t✇♦❢♦❧❞✿ ✜rst✱ ✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛①❡s t❤❡ st❡♣✲s✐③❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡

st✐❧❧ ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❡rr♦rs t♦ ✵✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣r♦❝❡ss✱

t❤❛t ✐s σ✱ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❋✐❣✉r❡s ✻✭❛✮✲✻✭❞✮ ❛♥❞ ✼✭❛✮✲✼✭❞✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❉❍❖❙▼❈ s❝❤❡♠❡ ❢♦r st❡♣✲s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶ ❛♥❞ ✷✳✺ ♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✲❢r❡❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❜♦t❤

❝❛s❡s t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ✭❛❜♦✉t ✻✾✵ ♠s✮ t♦ t❤❡ tr✉❡ d(t) ✇✐t❤

❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ±1%✳
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✭❞✮ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❙▼❈✿ st❡♣✲s✐③❡ ❂ ✵✳✶ ♠s✳

✶✼



Time (s)
0 5 10

E
rr

o
rs

-4

-2

0

2

<1

<2

<3

✭❛✮ ❙t❛t❡ ❡rr♦rs✳

Time (s)
0 5 10

C
o
n
tr

o
l

-6

-4

-2

0

2

✭❜✮ ❈♦♥tr♦❧✳

Time (s)
0 5 10

-4

-2

0

2

4
true d(t)
est d(t)

✭❝✮ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
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✭❞✮ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❙▼❈✿ st❡♣✲s✐③❡ ❂ ✷✳✺ ♠s✳

❱✳ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❉❡s✐❣♥

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥♣♦✇❡r❡❞ r❡✲❡♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❧✐♥❡❛r✐③❡❞

♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✮ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❆❉❍❖❙▼❈ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✽



❆✳ ■♥♣✉t✴❖✉t♣✉t ❋❡❡❞❜❛❝❦ ▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♥♦♥✲r♦t❛t✐♥❣ ❊❛rt❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

❬✶✵❪✱

ḣ = V sin γ

V̇ = −D − g sin γ

γ̇ =
1

V
L cosµ+

(
V

r
− g

V

)
cos γ

α̇ = uα + α̇r❡❢

µ̇ = uµ + µ̇r❡❢

✭✶✼✮

✇❤❡r❡ h✱ V ❛♥❞ γ ❛r❡ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✇❤✐❧❡ r ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ g ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ L ❛♥❞ D ❛r❡ t❤❡ ❧✐❢t ❛♥❞ ❞r❛❣

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ r❛t❡✱ uα✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✲❛♥❣❧❡ r❛t❡✱ uµ✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢

❛tt❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✧❤✐❞❞❡♥✧ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✱ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❛❧t✐t✉❞❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥

❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▼■▼❖ ❆❉❍❖❙▼❈ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦

tr❛❝❦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧t✐t✉❞❡ hr❡❢(t) ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② Vr❡❢(t)✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

❬✷✹❪✱ ❬✷✺❪✱ ❛♥❞ ❬✸✾❪ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s ❛r❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦t t❡r♠✐♥❛❧✱

❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✳ ❚♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❧✐♥❡❛r❧② ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡

t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② t✇♦ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✺✱

❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✼✮✳

■❢ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✱ ✇❡ ❣❡t

ḣ(t) = V sin γ

ḧ(t) = V̇ sin γ + V γ̇ cos γ

✳✳✳
h (t) = V̈ sin γ + 2V̇ γ̇ cos γ + V γ̈ cos γ − V γ̇2 sin γ

✭✶✽✮

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r γ̈ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ γ t✇✐❝❡✱
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✇❡ ❣❡t

γ̇ =
L

V
cosµ+

(
V

r
− g

V

)
cos γ

γ̈ =
L̇

V
cosµ− LV̇

V 2
cosµ− L sinµ

V
(µ̇r❡❢ + uµ) + ...

+

(
V̇

r
− V ṙ

r2
− ġ

V
+
gV̇

V 2

)
cos γ −

(
V

r
− g

V

)
γ̇ sin γ

✭✶✾✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② t✇✐❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ②✐❡❧❞s

V̇ = −D − g sin γ

V̈ = −Ḋ − ġ sin γ − gγ̇ cos γ

✭✷✵✮

❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣r❛✈✐t② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞

❡✐t❤❡r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❛❝❝❡❧❡✲

r❛t✐♦♥ g ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

ρ̇ = ρhḣ

ġ = ghḣ

✭✷✶✮

✇❤❡r❡ ρh ❛♥❞ gh ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊qs✳ ✭✶✽✮✲✭✷✵✮ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞

t♦ ❡①tr❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s L ❛♥❞ D ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❉r❛❣ ❛♥❞ ❧✐❢t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

Ḋ = D

(
ρ̇

ρ
+ 2

V̇

V
+
ĊD

CD

)

L̇ = L

(
ρ̇

ρ
+ 2

V̇

V
+
ĊL

CL

) ✭✷✷✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡✱

ĊD = CD,α (α̇r❡❢ + uα) + CD,MMV V̇ + (CD,MMh + CD,h)ḣ

ĊL = CL,α (α̇r❡❢ + uα) + CL,MMV V̇ + (CL,MMh + CL,h)ḣ

✭✷✸✮

✇❤❡r❡ CD,α ❛♥❞ CL,α ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡

♦❢ ❛tt❛❝❦ α✳ CD,M ❛♥❞ CL,M ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r M ✱ CD,h ❛♥❞ CL,h ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❧❡ α̇r❡❢ ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ r❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❡r♠s MV ❛♥❞ Mh ❛r❡ t❤❡

✷✵



❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② V ❛♥❞ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ h✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t

❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠

✳✳✳
h (t) = ah + bh,αuα + bh,µuµ

V̈ (t) = aV + bV,αuα + bV,µuµ

✭✷✹✮

❆s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t✱ s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ s②st❡♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✮✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✱

♠❛ss✱ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ ✇✐♥❞ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ai✱ bi,j ✱ i = h, V ✱ j = α✱ µ✳ ❆❧❧

t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❡①tr❛ t❡r♠s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡

✳✳✳
h (t) = ah + bh,αuα + bh,µuµ + dh

V̈ (t) = aV + bV,αuα + bV,µuµ + dV

✭✷✺✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡r♠s ah✱ aV ✱ bh,α✱ bh,µ✱ bV,α✱ bV,µ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤❡② ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ uα ❛♥❞ uµ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r❛t❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳ ❊①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s dh ❛♥❞ dV ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✷✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✽✮✲✭✷✹✮ ✇✐t❤ t❤❡✐r

♣❡rt✉r❜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✐✳❡✳ r❡♣❧❛❝✐♥❣ CL ✇✐t❤ CL+∆CL✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ ❛s t❤❡ s❝♦♣❡

♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❊qs✳ ✭✶✽✮✲✭✷✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❡r❡

❛♥②✇❛②✳

■t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠

♦❢ ❊q✳ ✭✷✺✮✳

❇✳ ▼■▼❖ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s

σh ❛♥❞ σV ✱

σh = h(t)− hr❡❢(t)

σV = V (t)− Vr❡❢(t)

✭✷✻✮

✷✶



❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ■■■✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❊q✳ ✭✶✹✮ t♦ t❤❡ ▼■▼❖ s②st❡♠

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✻✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✿

A =



ah

aV


 , B =



bh,α bh,µ

bV,α bV,µ


 , D =



dh

dV


 ✭✷✼✮

ũ =




2∑
i=0

γh,i

∣∣∣σ(i)
h (t)

∣∣∣
αh,i

sgn (σ
(i)
h (t))

1∑
i=0

γV,i

∣∣∣σ(i)
V (t)

∣∣∣
αV,i

sgn (σ
(i)
V (t))


 , u =



uα

uµ


 ✭✷✽✮

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ▼■▼❖ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s

u = −B
−1 (ũ+A+D) ✭✷✾✮

❆❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✾✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ✈❡❝t♦r D✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts ❡st✐♠❛t❡❞

✈❛❧✉❡ D̂✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ❧❛✇✳

u = −B̂
−1
(
ũ+ Â+ D̂

)
✭✸✵✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Â✱ B̂ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼❖✱ ❛♥❞ D̂ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s

♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❡r♠s u✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

α(t) = αr❡❢(t) + ∆α(t) = αr❡❢(t) +

∫ t

t0

uαdτ

µ(t) = µr❡❢(t) + ∆µ(t) = µr❡❢(t) +

∫ t

t0

uµdτ

✭✸✶✮

✇❤❡r❡ uα ❛♥❞ uµ ❛r❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦✲❛♥❣❧❡ r❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠

t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✵✮ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① B ✐s

♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳

det(B) = bh,αbV,µ − bh,µbV,α 6= 0 ✭✸✷✮

■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

det(B) = 0 ⇔ bD,αL cos γ sinµ = 0 ✭✸✸✮

✷✷



❙✐♥❝❡ bD,α ❛♥❞ L ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✵✱ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❊q✳ ✭✸✸✮ ❣✐✈❡s ✉s

t❤❡ t✇♦ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②♥t❤❡s✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ γ = ±90 ❞❡❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ µ = 0 ❞❡❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥♣♦✇❡r❡❞ ❡♥tr②

✈❡❤✐❝❧❡s ❬✹✵✕✹✷❪✳ ❚♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ µ = 0 ❞❡❣ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r

❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0.1, 89] ❞❡❣✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ ✇❛s

❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ [−5, 7.5] ❞❡❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ ♣r♦✜❧❡✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r

❢❛s❤✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❙♣❛❝❡ ❙❤✉tt❧❡ ❬✶✵❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r t♦ t❤❡ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❊q✳ ✭✷✺✮✳

❈✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❉✐st✉r❜❛♥❝❡ ❖❜s❡r✈❡r

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ D̂✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ▼■▼❖

❙▼❖✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❤❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr②✱

t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r

✐♥ ❊qs✳ ✭✶✽✮✲✭✷✹✮✱ t❤✐s st❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s d̂h(t) ❛♥❞ d̂V (t)✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r x ❛s

x =

{
h ḣ ḧ v v̇ γ γ̇

}T

✭✸✹✮

✷✸



t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠ ❛s

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = ah + bh,αuα + bh,µuµ

ẋ4 = x5

ẋ5 = aV + bV,αuα + bV,µuµ

ẋ6 = x7

ẋ7 = aγ + bγ,αuα + bγ,µuµ

✭✸✺✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ t❡r♠s d̂h(t) ❛♥❞ d̂V (t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✺✮✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡✇

❛✉❣♠❡♥t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r xa

xa =

{
h ḣ ḧ dh v v̇ dV γ γ̇

}T

✭✸✻✮

t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠ ❛s

ẋa,1 = xa,2

ẋa,2 = xa,3

ẋa,3 = ah + bh,αuα + bh,µuµ + xa,4

ẋa,4 = ḋh

ẋa,5 = xa,6

ẋa,6 = aV + bV,αuα + bV,µuµ + xa,7

ẋa,7 = ḋV

ẋa,8 = xa,9

ẋa,9 = aγ + bγ,αuα + bγ,µuµ

✭✸✼✮

❋♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❜② t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠ ❬✸✽❪✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ✈❡❧♦❝✐t②

❛♥❞ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts zh✱ zV ✱ ❛♥❞ zγ ✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡

✷✹



❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼■▼❖ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r✱

˙̂xa,1 = x̂a,2 + λh0 x̃h + κh0 sat (x̃h)

˙̂xa,2 = x̂a,3 + λh1 x̃h + κh1 sat (x̃h)

˙̂xa,3 = ah + bh,αuα + bh,µuµ + x̂a,4 + λh2 x̃h + κh2 sat (x̃h)

˙̂xa,4 = λh3 x̃h + κh3 sat (x̃h)

˙̂xa,5 = x̂a,6 + λv0x̃h + κv0 sat (x̃V )

˙̂xa,6 = aV + bV,αuα + x̂a,7 + λv1x̃V + κv1 sat (x̃V )

˙̂xa,7 = λv2x̃V + κv2 sat (x̃V )

˙̂xa,8 = x̂a,9 + λγ0 x̃γ + κγ0 sat (x̃γ)

˙̂xa,9 = aγ + bγ,αuα + bγ,µuµ + λγ1 x̃γ + κγ1 sat (x̃γ)

✭✸✽✮

✇❤❡r❡ λhi ✱ λ
v
i ✱ λ

γ
i ❛r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ κhi ✱ κ

v
i ✱ κ

γ
i ❛r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡r♠s x̃h✱ x̃V ✱ x̃γ ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡st✐♠❛t❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

x̃h = zh − x̂a,1

x̃V = zV − x̂a,5

x̃γ = zγ − x̂a,8

✭✸✾✮

❚❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r x̂a ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

x̂a =

{
ĥ

˙̂
h

¨̂
h d̂h v̂ ˙̂v d̂V γ̂ ˙̂γ

}T

✭✹✵✮

❚♦ ❛✈♦✐❞ ♦❜s❡r✈❡r✬s ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ sgn ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

sat (x̃m) =





1, x̃m ≥ wm

−1, x ≤ −wm

x̃m

wm
, |x̃m| < wm

, m = h, v, γ ✭✹✶✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✾✮ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡✜♥❡❞

❜② wh✱ wV ✱ ❛♥❞ wγ ✱ t❤❡ ❙▼❖ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s

λ̃mi = λmi + 1
wm

m = h, v, γ ✭✹✷✮

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s ✐s ❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✸✼❪✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤

✷✺



✐s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts cmi ✱ m = h, v✱ ❛♥❞ i = 1, 2 s✉❝❤ t❤❛t

|dh| ≤ ch1 , |ḋh| ≤ ch2

|dV | ≤ cv1, |ḋV | ≤ cv2

✭✹✸✮

❤♦❧❞s✳ ▼♦r❡ r✐❣♦r♦✉s❧②✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡

♣r❡♠✐s❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❙▼❖ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s s❛t✐s❢② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❬✸✻❪✿

κh1 ≥|x̃a,2|

κV1 ≥|x̃a,5|

κγ1 ≥|x̃a,8|

✭✹✹✮

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ǫh✱ ǫV ✱ ❛♥❞ ǫγ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s ❛s

λhi = Ci
4µ

i
h, i = 1, . . . , 4

λVi = Ci
3µ

i
V , i = 1, . . . , 3

λγi = Ci
1µ

i
γ , i = 1, 2

✭✹✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs µh✱ µV ✱ ❛♥❞ µγ ❛r❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

µm ≥
√

µmax(Pm)
µmin(Pm)

2µmax(Pm)cm2
(1−νm)ǫm

, m = h, v, γ ✭✹✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠s νh✱ νV ✱ ❛♥❞ νγ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✭✵✱✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

Ci
j ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

Ci
j =

j!
i!(j−i)! i, j = 1, 2, 3 ✭✹✼✮

❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs µmax(Pm) ❛♥❞ µmin(Pm) ✭m = h, v, γ✮✱ ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Pm✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥s

PhMh +M
T
hPh = −I3

PV MV +M
T
V PV = −I2

PγMγ +MT
γ Pγ = −1

✭✹✽✮

✷✻



✇✐t❤

Mh =




−C1
3 1 0

−C2
3 0 1

−C3
3 0 0



, MV =



−C1

2 1

−C2
2 0


 , Mγ = −C1

1 ✭✹✾✮

❛♥❞ In ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❤❛✈✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n × n✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

κm1 ≥ ‖x̃m‖max

√
µmax(Pm)
µmin(Pm) , m = h, v, γ ✭✺✵✮

κhi ≥ κh1C
i−1
3 µi−1

h , i = 2, 3, 4

κvi ≥ κv1C
i−1
2 µi−1

V , i = 2, 3

κγi ≥ κγ1C
i−1
1 µi−1

γ , i = 2

✭✺✶✮

❘✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s d̂h(t) ❛♥❞ d̂V (t)✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s✬ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
˙̂
h(t)✱

¨̂
h(t)✱

✳✳✳
ĥ (t)✱

˙̂
V (t)✱

¨̂
V (t)✱ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

σ̂h = h(t)− hr❡❢(t)

˙̂σh =
˙̂
h(t)− ḣr❡❢(t)

¨̂σh =
¨̂
h(t)− ḧr❡❢(t)

σ̂V = V̂ (t)− Vr❡❢(t)

˙̂σV =
˙̂
V (t)− V̇r❡❢(t)

✭✺✷✮

❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ✇❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s✱ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱

❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❱■✳ ❘❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❚❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❙▼❈✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧

t❤❡♦r② ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ t✉♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥tr♦❧ ❛✉t❤♦r✐t②✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡

✷✼



t✇♦ s❡❡❞s αh ❛♥❞ αV ❛r❡ ❜♦t❤ t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✽✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✷✽✮ ❛r❡

♣❧❛❝❡❞ ❛t ✲✵✳✹ ❛♥❞ ✲✵✳✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ✇❤❛t r❡❣❛r❞s t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s

❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❡s λh = −6.18✱ λV = −4.57✱ ❛♥❞ λγ = −5.56✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣❛✐♥s

❛r❡ κh = [2.82, 78.4, 484.9, 1664.7]T ✱ κV = [0.51, 5.1, 11.7]✱ ❛♥❞ κγ = [0.02, 0.17]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s wh = 0.25✱ wV = 0.1✱ ❛♥❞ wγ = 0.001✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t

♥♦ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛✲s❡ts✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r ✇❤❛t r❡❣❛r❞s t❤❡

tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❝❤❡♠❡✱ s✐♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s

t❤✐♥✱ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝t ❣r❛✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❝♦♥tr♦❧ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ✐t✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❆ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞r❛❣✲t♦✲❣r❛✈✐t②

r❛t✐♦ ❛s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ tr✐❣❣❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛

❞r❛❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ 0.5g✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✹✵ ❛♥❞ ✶✼✵ s ❛❢t❡r t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr②✳

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ❛ ❢✉❧❧ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥

r✉♥✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥s ♦♥ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛ss ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❛♠♣❧❡

r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✵✳✶ s✳ ❆❧❧ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r

❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❚❛❜❧❡ ✷ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

P❛r❛♠❡t❡r ❘❛♥❣❡ (3σ) ❯♥✐ts

∆h ±1 ❦♠

∆V ±100 ♠✴s

∆γ ±0.25 ❞❡❣

∆ρ ±20% ✲

∆CL ±10% ✲

∆CD ±10% ✲

∆m ±0.5% ✲
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❋✐❣✳ ✽ ▼❈ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✭✶✵✵✵ r✉♥s✮✿ ❆❉❍❖❙▼❈ ✈s ❙▼❈ ✲ ❛❧t✐t✉❞❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❧❛♥❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❛❜❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝✲

❞❡♥s✐t② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ CL ❛♥❞ CD ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♣ t♦ ±10% ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐ts

❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐♥❞✲t✉♥♥❡❧ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❉▲❘ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❋❧♦✇

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✹✸❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞r② ♠❛ss✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡❧❧❛♥t r❡s✐❞✉❛❧s ✇❡r❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♣❛❝❡ ❆❣❡♥❝② ✭❊❙❆✮❬✹✹❪✳ ❆

t♦t❛❧ ♦❢ ✶✵✵✵ r✉♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣✉r♣♦s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✜rst ✷✺ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✱ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✽ ✲ ✶✹✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✺✭❛✮ ❛♥❞ ✶✺✭❜✮ t❤❡r❡

✐s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ st❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❙▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❤❡r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❆❉❍❖❙▼❈ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙▼❈ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❍❖❙▼✳

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✽ ❛♥❞ ✾ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ❛♥❞ t❤❡ ❙▼❈ str❛t❡❣✐❡s ❝♦rr❡❝t❧②

tr❛❝❦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s r❡❞✉❝❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ❣❡♥❡r❛t❡s s♠♦♦t❤❡r r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ h− V

♣❧❛♥❡✱ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✾✭❝✮✮✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✹✵ ❛♥❞

✶✼✵ s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r❛❣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t ❣r❛✈✐t②✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡rr♦r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ❤❛s

❜❡❡♥ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛✉t❤♦r✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✲✸ ♠✐♥✉t❡s
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❙▼❈✳ ❋♦r t❤❡ ✶✵✵✵ ❝❛s❡s ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦rs ❣♦❡s t♦ ✵ ♠♦r❡ s❧♦✇❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈

str❛t❡❣② t❤❛♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❙▼❈ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ 1% ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ✐t ♥❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛♥❣❧❡✲♦❢✲❛tt❛❝❦ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❛t

✐s✱ t❤❡ ❜❛♥❦ ❛♥❣❧❡✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐✈✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ❙▼❈ ✐s ✉s❡❞ t❤❛♥ ✇❤❡♥

t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣

s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ♦✈❡r❧❛♣✳

❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❧✐❞✐♥❣

s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ❜✉t ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐✈✐t②

t♦ tr❛❝❦ t❤❡♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣r♦✜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦♦✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✶✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
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✭❜✮ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳

❋✐❣✳ ✶✹ ▼❈ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✭✶✵✵✵ r✉♥s✮✿ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s s❛t✐s❢② t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡

❛♥❞ ❤❡❛t ✢✉①✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙▼❈ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ❝❛✉s❡s

s❡✈❡r❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❢❛❝t♦r✱ ❛s ✐t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❧♦t✳

❚❤✐s ❧✐♠✐t ✇❛s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t 11% ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t♦t❛❧ ♦♥❧② s✐① ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡

❆❉❍❖❙▼❈ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✐s ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
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✭❜✮ ❱❡❧♦❝✐t② s❧✐❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋✐❣✳ ✶✺ ▼❈ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✭✶✵✵✵ r✉♥s✮✿ ❆❉❍❖❙▼❈ ✈s ❙▼❈ ✲ st❛t❡ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❛❞ ❢❛❝t♦r ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✳✷✼❣ ✭❆❉❍❖❙▼❈✮ ❛♥❞ ✼✳✵✻❣

✭❙▼❈✮✳ ▼♦r❡♦❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❙▼❈ ✈✐♦❧❛t❡s ✺ t✐♠❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s

♥❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡ s②st❡♠s s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❤❡❛t✲✢✉①✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✐ts ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✱

✇❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡

♦♥❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✉❡ ♣r♦✜❧❡s ✭❞♦tt❡❞

❣r❛② ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡❧✐♥❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✹✭❛✮ ❛♥❞

✶✹✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr✉❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭dh(t) ❛♥❞ dV (t)✱ ✐♥

❞♦tt❡❞✱ ❣r❛② ❧✐♥❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s✱ ✭d̂h(t) ❛♥❞ d̂V (t)✱ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮✳ ❆❧s♦ ❤❡r❡ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❊rr♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr✉❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝❛♥

✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r

t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s uα ❛♥❞ uµ ❛t t❤❡

♠♦♠❡♥t ♦❢ tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ♦r s❛t✉r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡

s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ ❊q✳ ✭✸✽✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✸✮ ✐s ❧♦❝❛❧❧②

✈✐♦❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡rr♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s st❛rt❡❞✱
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t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦

t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ǫ ✭❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✶ ♠✴s✸ ❢♦r

❜♦t❤ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✮✱ ❛s ❢♦r❡s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❙▼❖ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❛t❡s ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❧✐♠✐t t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❢♦r r❡❛❧ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞

✈❡❧♦❝✐t② s❧✐❞✐♥❣ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❙▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✺✭❛✮ ❛♥❞ ✶✺✭❜✮✳ ■♥ ❜♦t❤

t❤❡ ♣❧♦ts ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ❤❡❧♣ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡

s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ st❛t❡ s♣❛❝❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❙▼❈ ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❜✉t ✐t s❤♦✇s ❛ ✇♦rs❡ tr❛♥s✐❡♥t✱

❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣s✳ ✶✵✭❛✮ ❛♥❞ ✶✵✭❜✮✳

❚❛❜❧❡ ✸ ▼♦♥t❡❈❛r❧♦ ❝❛♠♣❛✐❣♥ r❡s✉❧ts✳

P❛r❛♠❡t❡r ❯♥✐ts ❆❉❍❖❙▼❈ ❙▼❈ ❍❖❙▼

♠❡❛♥ ∆hf ♠ ✷✳✹✹ ✸✳✻✻ ✲✷✼✳✾✷

st❞ ∆hf ♠ ✶✾✳✻✾ ✷✽✳✷✺ ✻✽✳✶✷

♠❡❛♥ ∆Vf ♠✴s ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✽✶

st❞ ∆Vf ♠✴s ✵✳✶✽ ✵✳✵✺ ✶✳✵✼

♠❡❛♥ ∆Rf ❦♠ ✵✳✺✵ ✵✳✾✾ ✵✳✾✵

st❞ ∆Rf ❦♠ ✼✳✹✸ ✼✳✼✶ ✼✳✽✷

♠❡❛♥ q̄peak ◆✴♠✷ ✶✺✱✷✷✻ ✶✺✱✸✾✶ ✶✺✱✷✾✺

st❞ q̄peak ◆✴♠✷ ✶✱✻✾✺ ✶✱✽✸✶ ✶✱✺✺✻

♠❡❛♥ Q̇peak ▼❲✴♠✷ ✶✳✼✹✹ ✶✳✼✺✸ ✶✳✼✹✽

st❞ Q̇peak ▼❲✴♠✷ ✵✳✵✽✾ ✵✳✶✷✹ ✵✳✵✼✾

♠❡❛♥ nz,peak ❣ ✹✳✵✾✶ ✹✳✸✵✾ ✹✳✶✵✵

st❛♥❞✳ ❞❡✈✳ nz,peak ❣ ✵✳✷✽✹ ✵✳✻✶✵ ✵✳✷✼✼

■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❚❛❜❧❡ ✸ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈✿ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙▼❈✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✉r❡ ❍❖❙▼ str❛t❡❣②✳ ❆❧s♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✐s r❡❞✉❝❡❞ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵✪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙▼❈✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦

✸✺



r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✭❛s ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙▼❈✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♥♦ tr❛❞❡✲♦✛

❜❡t✇❡❡♥ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞✳

❆❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ r❛♥❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

❛❧❧ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♦r ❧❡ss t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❙▼❈✱ ❛♥❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②

st❛t❡❞✱ ♦♥❧② s✐① ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✵✵✵ ❝❛s❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✵✳✻% ♦❢

❝❛s❡s✱ ❛❣❛✐♥st ✶✶✷ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❙▼❈ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❆❉❍❖❙▼❈ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡

r❡s✉❧ts ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

❛t ❛❜♦✉t ✶✽✵✲✷✵✵ s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr②✱ ❛ ❜❡tt❡r tr❛♥s✐❡♥t ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❢❛st❡r ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡r

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s✮ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡s✳

❱■■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ❡♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✲❢r❡❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ✐s ❛t

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡

s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s dh ❛♥❞ dV ✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❜②

♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s

❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t♦r✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❡♣✲s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✇❛❞❛②s

♦♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❧❛①❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥ts✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❛♥❞❛r❞ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡

❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♠❛t❝❤ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡

✸✻



tr✉❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❚❤❡ t❡r♠s ah✱ aV ✱ bh,α✱ bh,µ✱ bV,α✱ bV,µ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

ah = 2V̇ γ̇ cos γ − V γ̇2 sin γ + sin γaV + V cos γaγ ✭✺✸✮

aV = −aD − gh sin γḣ− g cos γγ̇ ✭✺✹✮

bh,α = sin γbV,α + V cos γbγ,α ✭✺✺✮

bh,µ = V cos γbγ,µ ✭✺✻✮

bV,α = −bD,α ✭✺✼✮

bV,µ = 0 ✭✺✽✮

aD = D

(
ρh
ρ

+
CD,h

CD

)
ḣ+D

(
2

V
+
CD,MMV

CD

)
V̇ +D

(
CD,α

CD

)
α̇r❡❢ ✭✺✾✮

aL = L

(
ρh
ρ

+
CL,h

CL

)
ḣ+ L

(
2

V
+
CL,MMV

CL

)
V̇ + L

(
CL,α

CL

)
α̇r❡❢ ✭✻✵✮

bD,α = D
CD,α

CD

✭✻✶✮

bL,α = L
CL,α

CL

✭✻✷✮

aγ =

(
1

r
+

g

V 2

)
V̇ −

(
V

r2
+
gh
V

)
ḣ cos γ − L

V 2
V̇ cosµ− L

V 2
sinµµ̇r❡❢ ✭✻✸✮

− γ̇

(
V

r
− g

V

)
sin γ +

aL
V

cosµ ✭✻✹✮

bγ,α =
bL
V

cosµ ✭✻✺✮

bγ,µ = −L

V
sinµ ✭✻✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ h ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

♠♦❞✉❧✉s V ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

Mh = −M
2

Th
T

MV =
1√

γgasRgasT

✭✻✼✮

✇✐t❤ Th r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ h✱ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ γgas ✐s t❤❡ ❛✐r s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t r❛t✐♦✱ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✹✱ ❛♥❞ Rgas ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣❛s

❝♦♥st❛♥t✱ ❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✷✽✼✳✵✺ ❏ ✴ ✭❦❣ ❑✮✳

✸✼



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇♦❣♥❡r ■✳✱ ✏❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❆♣♦❧❧♦ ❊♥tr② ●✉✐❞❛♥❝❡✱✑ ◆❆❙❆ ❚▼ ❈❘✲✶✶✵✾✷✹✱ ✶✾✻✻✳

❬✷❪ ❚✉ ❑✳ ❨✳✱ ▼✉♥✐r ▼✳ ❙✳✱ ▼❡❛s❡✱ ❑✳ ❉✳ ❛♥❞ ❇❛②❛r❞ ❉✳ ✏❉r❛❣✲❇❛s❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ●✉✐❞❛♥❝❡ ❢♦r
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