Algebre de Schwartz d'un groupe de Lie
nilpotent

Jean Ludwig et Carine Molitor-Braun®

1 Groupes et algebres de Lie nilpotents
1.1. Définition : Soit g une algebre de Lie. On définit

g = 8,81 = [8,80),82 = [8,81], - 8k = [g, 8k1] -
L'algébre g est dite nilpotente si et seulement s'il existe & tel que gx = 0.
1.2. Lemme : Soit g une algebre de Lie nilpotente. Il existe une suite finie
d’idéaux (h;)™ telle que
g=hyoh>..ch,>h, =0

avec
dim(h;/h;41) =1
[g, hi] C hity
pour tout i € {0,1,...,n}.
Démonstration : Voir ([5], 1.7.).

1.3. Définition : Choisissons

Xo € hn\hl, X] c hl\hg, ey X4 € h{\h.;.,.;,

Alors {Xp, X1, ..., X,,} est une base de g appelée base de Jordan-Hélder de
g. Remarquons que (g, Xi] C hiyy pour tout z. Toute base considérée dans
la suite sera une base de Jordan-Holder.

*Etude effectuée dans le cadre du projet de recherche MEN|CUL|95]05
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1.4. Définition : Un groupe de Lie G est dit nilpotent si son algebre de
Lie g est nilpotente. Dans la suite tout groupe de Lie G sera supposé étre
nilpotent conneze, simplement conneze.

1.5. Théoréme : Pour tout groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement
connexe |'application
exp: g — G
est un difféomorphisme entre g et G.
Démonstration : Voir ([8], IV.1.4.).

1.6. La formule de Campbell-Baker-Hausdorff
1
12
se simplifie dans le cas d'un groupe nilpotent. Dans ce cas la série du membre
de droite se réduit & une somme finie. La convergence a lieu quels que soient

X,Y € g. La formule est donc de la forme

expX -expY =exp P(X,Y)

1 1
expX -expY = exp(X + Y +5lXY] + (X, [X, Y]] + E[Y’ Y, X]] + )

et est valable dans g tout entier. Ici P(X,Y) désigne une fonction polyno-
miale en X,Y, c’est-a-dire en les coordonnées de X,Y dans une base quel-
conque.

1.7. La base de Jordan-Holder {Xp, X,..., Xn} étant fixée, I'application
R*"" — G
(to, t1, .y tn) — exptoXo-exptiXi...expinXn

est un difféomorphisme entre R**! et G, par ([5], 2.4). D’autre part, I’appli-
cation

R — G
(Eo, El, ey En) — EXP(EDXU i 51,1:1 & et E-an)

est également un difféomorphisme. Vu la formule de Campbell-Baker-Haus-
dorff et vu les propriétés des bases de Jordan-Hélder, les “changements de
type de coordonnées” sont de la forme

t: — E-,‘_ + P|(fo, “'!Et—-l)
ti = t; + Qi(to, -os ti-1)

P, et @Q; désignant des fonctions polynomes.
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1.8. Le groupe G est unimodulaire. La mesure de Haar sur G est donnée
par

/G flg)dg = jl;  H(exptoXo - exp tiXi... exptn Xy )dtodt...dn

'/R“H f(exp(EOXg + fl)(l Foonek I:,-,_Xn))dfodfldfn

[l

Voir ([5], 2.5.).

2 Définition de 1’algébre de Schwartz

2.1. Une fonction F définie sur G peut étre considérée de deux manieres
différentes comme fonction sur R**! A savoir

f(tg,fl,....ﬁn) = F(exptDXgexptIXI...exptn,‘(,,)
FlEo, b1, ntn) = Flexp(foXo + t1X1 + ... +1aXn))-

D’ou également la notion de fonction C* sur G. Vu les changements de
variables donnés en 1.7., tout opérateur différentiel de la forme

5 va
|o%-v Cas tﬁ(ﬁ)

se transforme en un opérateur différentiel du meme type

. zr NG
2 Cd‘ﬁr'ﬂ(a_f)

et réciproquement, les notations utilisées étant les suivantes :

n
a = (au,ﬂf]_, seey ar;) = NTH_I? Ia| — Za‘.
1=0

B = (Bo,pr,- Bn) € N*™
tﬁ

3 = G ) )™

De méme pour @, . D'oll la définition suivante.

A
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2.2. Définition : Une fonction F de G dans C est une fonction de Schwartz
si et seulement si

1Fllas = [ 1#(
— /‘Itﬁ Q- to,tl,..-,t )ldtndtl...dtn

) F(exp toXo - exp t1 Xi... exp tn Xn)|dtodts...dtn

QJlQJ

ot
< Vo, § € N*HL,
D’apres 2.1. il est équivalent de dire que
IFllz; = /uﬂ Flexp(foXo + 1.X1 + ... + En X)) |dEodE,..dEy
< V&, € N*H
resp.

|F|lpp = /IP(t)D(t)F(expthO-expthl...exptan)ldtgdtl...dtn
< 400 VP, D

resp.
IFllz5 = f[P D(t)F(exp(foXo + 11.X1 + ... + tnXn))|dbodt)...dis
< VP, D.

Ici P, P désignent des fonctions polynomes et B, D désignent des opérateurs
différentiels & coefficients polynomiaux. Notons par S(G) !'ensemble des
fonctions de Schwartz sur G.

2.3. Convention : Dans la suite nous ne ferons plus de différence entre
F, f, f et nous noterons indifféremment

f(to, ti, e tn), f(f(], t-l, ...,fn), f(exp to}(ﬂ - eXp C[Xl... exp tnX,;),
f(exp(EgX[) -+ EIXI = P fnj\’n))
pour tout f € S(G).

2.4. Proposition : S(G) est une algébre pour le produit de convolution,
c'est-a-dire

S(G) * S(G) C §(G).

Démonstration : Voir ([5], 7.).




3 Topologie sur l’algebre S(G)

3.1. Définition : Munissons S(G) de la topologie définie par la famille de
semi-normes || f||a,3- On dit que f, — f dans S(G) si et seulement si

“fV“f”a‘ﬁ_‘o Vﬂ,ﬁENﬂH.

Un systéme fondamental de voisinages de 0 dans S(G) est obtenu par

V(a,8,5) = {f € SO)|I|fllas < &}

3.2. La méme topologie est obtenue en prenant les semi-normes || f||7 5 et

les voisinages correspondants. D'ailleurs les familles de semi-normes || f||p,p,
resp. ||f||7 5 engendrent également la méme topologie sur S(G).

3.3. Puisque, pour tout polynéome P de degré r,

|PR)] < C-(1+8+t2+..+2)7
< C-

(1+2+2+...+82)

la topologie de S(G) est également engendrée par la famille de semi-normes

| B \a
WAy = > /|(1+t3+tf+.--+ti)"’(a) FlexptoXo - exp t1 Xi...

laj<N

exp t,,/\’n”citgdtl dtn

resp. par la famille

- d\a - -
IflZ = X /1(1+%+t:+---+£)”(§) fexp(foXo +81.X1 +

|al<N

et Ean))‘dfndfl...dfn.

De plus, vu les résultats correspondants sur R**!, la topologie de S(G) est
encore engendrée par l'une quelconque des familles de semi-normes suivantes :

d\a
1l = sup [£7(5)" flexp toXo - expti Xy exp ta )
:E]Rnﬂ-l t
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resp.

fﬁ(%)&f(exp EOXO + Ele o t-an))\

Ifll%s5 = sup

teRnt1
resp.
2 8 (=3
[flloy = sup D I(l +ta 4t fi)N(a) flexptoXo - expt1.Xy
teRn+1 lal<N
. €xXptnXn)
resp.
~ 2 72 2 N (0@ z z
I[fllsy = _sup Z |(l +ip + i+ ..+ is) (_~) flexp(toXo + 61Xy +
TR |GI<N ot
o o E,,,x,,))|.

3.4. Rappelons les définitions

(Dx » D) = 5 flexp(=sX)y)

s=0

(f * Dx)(y) = j—sf(y exp(=sX))| _,

pour X € g. Ainsi on définit de proche en proche D = f et f * D* ou
D* = D * D¢ *...x DY si a = (a0, 11, .., (n) €t OU DY = Dy % Dy #:..%
Dx, le nombre d’opérateurs Dy étant N. Plus généralement on considérera
des opérateurs de ce type ol les Dy, sont pris dans un ordre quelconque.
Remarquons que

(Dx, * f)(exp toXo - exp t1 X... exp taXn)
d
- Z.Ef(exp(“sxi) exp toXo - exp b1 X exp tan)'g—u
d
= Ef(e}(p toXo... exp t: X; - lexp(—t; X;)... exp(—toXo) exp(—sX;) exp toXo
...exp t; Xi| exp tig1 Xig1... €Xp tn,‘{n)ls:(]

d
= Ef(exp th[)... exp 35_1){‘_1 exp(ti = S)X{ exp(tﬂ_l += fi+l (ST Loy evs ti))Xi-H



vo- €XP(tn + fa(8i 205+ tn-1))Xn)L=0

d
=T flexptoXo...exptiX;...exptnXy)

o 5,
+ > Pty tjm1) 5

flexptoXo...expt; X;...exp taXp).
j=it1 ot

Dans ces expressions f;(s, to, ...,t;-1) désigne un polynome en s, to, ..., t;—; tel
que f;(0,%0,...,tj—1) = 0 et Pj(to, ..., t;—1) désigne un polynéme en to, ..., t;—1.
De proche en proche on montre que

D™ x f(exptoXp - expt1 Xy...exp t, Xn)

= Z P,(t)D" f(exptoXo - exp t X;...exp t, Xy).
Y

Réciproquement,

d
ot;

f(exp toXp... exp t: X;... exp t, Xn)
d E
—gf(exp toXo... exp(t; — s)Xji... exp tan)L:D

d
—-E;f(exp(—.sX;) exp sX;lexp toXo... exp t; X;| exp(—sX;) exp ti1 Xig1
s BRD LX)

s=0 E -

d
—Ef(exp(—s){g) exp toXg... exp t; X; exp Piy1(s, to, -, tir1) Xit1..-

exp Pa(s, to, -1 tn) Xa))|

s=0
avec P;(s,to, ..., t;) polynome tel que
JD}(O, to, vesy J:j) = tj

m

0
— Dy, * f(exptoXp...exptn Xn) — Z ‘—“Pk(S,to,...,tk)‘

k=it 98 -
;t_“ (exp to Xo... exp tx Xi... exp t, X, )
k
= o
—DX.- * f(exp toXu... exp ﬁn;'(n) — Z Qk(to, e tk)a—tkf(exp tng...

k=i+1
exp teXg... exp t, Xn)-
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En répétant le méme raisonnement on trouve des expressions de la forme

0
gf(exp t0X0.-- exp £ X;... exp t, Xn)

= —Dx, * fexptoXo...exptaXn) — > Ri(to,...,tx)Dx, * flexptoXo

k=t+1

..exp t, Xy)

les Ry désignant des fonctions polynomes. Finalement, (2)* f est de la forme
Zﬂ PgD'G * f
En majorant les polynomes par des C - (1 + t2 + ... + t2)" on voit donc
que la topologie de S(G) peut également étre engendrée par la famille de
semi-normes

v / (L4824 ... +£2)V D% « f(exp toXo... exp tnXn)|dto...dtn.
|| <N

On montre de méme que la famille de semi-normes
B f|(1 + 2+ .+ 2N f+ D*(exp toXo... exp tnXn)|dbo...dtn
|| <N
engendre la topologie de S(G).
3.5. Poids polynomial : a) Pour x = exp(£, Xy + ... + t.X,) définissons

lz|l = sup |&l--
0

i=0,....n

Soit [J le voisinage compact de l'unité 1 de G défini par
U ={zeGlllall <1}
Dans ([1], Lemme 2) Dixmier montre qu'il existe C' > 1 et N € N tel que

sup ||z|| < C-m”~  pour tout m € N*.
IEU’"

La démonstration se fait par récurrence et utilise le caractére polynomial de
la formule de Campbell-Baker-Hausdorff.
b) Pour tout z € G, définissons

7(z) = min{n € N*|z € U™}
w(z) =1+ 7(x).

8



Par construction la fonction w(z) est mesurable, localement bornée et vérifie
w(z) > 1. De plus
zelU™yel® = z-yeU™™
= 1(z-y) <m+n.

En passant au minimum sur m et n on a donc
T(z-y) < 7(z) +7(y)
et
w(z) -wy) = (1+7() (1+71)
1+ 7(x) +7(y) + 7(z) - 7(y)
1+ 7(x) +7(y)

L+ 7(z-y)
w(z - y) quels que soient =,y € G.

AVARAY,

c¢) Le raisonnement suivant, tiré de ([3], 1.5.) montre que la fonction w
peut étre comparée & des fonctions polynomes. En effet, pour tout X € g,
expmX = (expX)™. Doncsim—1 < |lexpY|| <m, 1-% < ||exp(£)|| < 1
c'est-a-dire expZ € U et expY € U™. Ainsi w(expY) <m < 1+ [|exp Yl
et, 5i Y = ﬁng + 511‘(1 4+ ...+ :‘:"n}(u,

llexpY|| = sup |z
sup(l + %)

<
< 1+3+3 + -+ 3

Donc
wlexpY) <2+ 7+ + ... + 52

D’autre part, on sait que

sup ||z|| < C-m"
zelm™

Supposons a présent qu'il existe m tel que

C-m¥ <|lexpY|| £C-(m+ 1)V
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AlorsexpY &€ U™ et w(expY) > m+ 1. Ainsi
] < |lexpY|| < C - w(expY)Y  pour tout i.
On en déduit que pour tout polynéme P il existe C' > 0, M > 0 tels que
P(fo, ..., tn) < C - wlexp(foXo + ... + £ Xn))¥.

Finalement, puisque le passage entre les deux systemes de coordonnées (to, t1,
wotn) €t (fo,t1, ..., 1) se fait & I'aide de fonctions polynomiales, on a une
majoration analogue pour tout polynéme P en tg,t,...,tn

P(tg, ..., tn) < Cy - w(exptoXy - exp t; Xy...exp .tnXﬂ)M‘.
De plus
w(exptoXo - exp b1 Xp...exp tanXn) < Q(to, b1, .oy tn)

Q étant également une fonction polynome. Dans la suite nous noterons sim-
plement w(z), P(z), Q(z) pour z € G quel que soit le systeme de coordonnées
utilisé.

d) La fonction w est appelée poids polynomial.

3.6. Les majorations précédentes montrent que la topologie de S(G) peut
également étre engendrée par la famille de semi-normes

vi(f) = X [w@"D7 « f(@)ldz

jal <V

ou par la famille de semi-normes

w(f)= ¥ [w@)If = D*(@)lda.

laj<y

Ici z peut étre exprimé dans 1'un quelconque des deux systemes de coor-
données.

3.7. Notons encore que D* = f, f = D* € §(G) pour f € S(G) et que les
notations D® = f et f = D® sont bien choisies. En effet,

D*x(fxg)=(D%*f) =g
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et
(f*g)*= D= f*(g*D°).
3.8. Définissons encore les semi-normes

pw(f) = [w@"|f(@)dz.

On a alors
valfxo) = % [ @D« )= g(@)ldz
-z [ @) /(Dﬂ*n(y 9y~ 2)dyldz
< T [ [« -y « N9 )ldy da
< 3 [o@ips s |[ [ @ )lgy ™2 dz]dy

= w~a(f) - pn(9)-

On montre de méme que

an(f *9) < pn(flan(g)
quels que soient f,g € S(G).

3.9. Remarques : a) Selon le probléeme a étudier, on travaillera dans la
suite avec l'une ou l'autre famille de semi-normes définissant la topologie
de S(G). De plus, les éléments z € G seront soit considérés sous la forme
T = exp toXp - exp t; X|... exp tn, Xp, soit sous la forme z = exp(toXo + £1.X1 +
i P50 Xs):

b) Si N < Ny, alors qn(f) < qw, (f) et va(f) < na(f) pour tout f &€ S(G).
En effet, w(z) > 1 entraine w™ (z) < w1 (z).

¢) On pourrait encore utiliser la famille de semi-normes

ng (f)=sup > lw"(x)(D* * f)(z)]

zeG ]aicN

resp. la famille de semi-normes

an(f) = sup > (@) (f = D*)(z)l

z€G |a|<N

11



pour définir la topologie de S(G).
d) Finalement, la topologie de S(G) peut étre engendrée par la distance

N‘:.ng-l +QN(f-—g)

Ainsi S(G) devient un espace de Fréchet.

4 Translations dans S(G)

4.1. Définition : Pour tout f € §(G) et tout a € G, définissons , f et f,
par
(f)(@) = fla™'z) et (fu)(z) = f(za).
4.2. Lemme : Quels que soient f,g € S(G), a € G, on a
o(frg)=@Gfxg et (frgla=f*(g)

Démonstration : Evident.

4.3. Lemme : Quels que soient f € S(G),a € G, a,on a

(cf)* D= o(f*=D*) et D*=(fo)=(D*=*f)a

Démonstration : Evident.

4.4. Soit f € S(G) fixé. Pour tout M € N, il existe Cyr > 0 tel que

£ D) <
par 3.9.c). On en déduit que
f) * D*(=)| = |f *Cf;?c'(a"‘:ﬂ)l

w(a)w(a™'r) _ w(z)

w(a) — wla)

w(a™'z) =

12
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et
o CM 2 w(a)M
(o) * DP(a)] < 2

4.5. Proposition : Pour tout f € S(G)
lim(af) = f

dans la topologie de S(G), donc en particulier dans la topologie définie par
une ou plusieurs semi-normes de Schwartz particuliéres, e désignant 'unité
du groupe.

Démonstration : Il suffit de montrer que

[N @)l(af) * D2(@) = [ * D*(@)]dz — 0

c¢'est-a-dire que
[ @I(f * D?)(@™'2) = f  D*(@)ldz — 0.
Par continuité on a

limw®™ (2)|(f * D*)(a™"z) — f* D*(2)| = 0.

a—e

De plus
MN(@)|(f * D*)a"'z) - f + D*(@)]
< W@If * D*(a”D)| + WV @)} * D°(a)
< Cu-w@¥ - ()" + o @IS + D)
avec

(3" e @)

w(z)
pour M suffisamment élevé. De plus, puisque a — e, on peut supposer que
a parcourt un compact et que w(a) est borné par C, étant donné que la
fonction w est localement bornée. D’ott

W (2)|(f * D*)(a™'z) — f * D*(z)|

< Q=B (L)‘””V + W (@)|f = D*(z)| € LY(G).

- w(zx)

Le théoreme de Lebesgue permet de conclure.
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4.6. Corollaire : Pour tout f € §(G), tout ap € G

im (of) = o f

a—ap

dans la topologie de S(G), donc en particulier dans la topologie définie par
une ou plusieurs semi-normes de Schwartz particulieres.

Démonstration : On écrit

ﬂf - (aan_]‘}(ﬁof)

avec lim(aag"') = e.

4.7. On démontre de méme
}li_r_rg(fa) =/
ali_.rgu(fa) = fao
dans la topologie de S(G), donc en particulier dans la topologie définie par
une ou plusieurs semi-normes de Schwartz particuliéeres.
4.8. Calculons
) = ¥ [ @6 D°@)lde

lal<N

= ¥ [ @I D)) ld

lal<N

= ¥ [wM@)(f* D*)(@)lda

la|<N

< W(@) X [N @I(f x D) (a)lde

laf <N

= N (a)an(f).

On montre de méme
va(fa) SwN(a ) na(f).
4.9. Définition : Pour tout f € S(G), a € G définissons * f par

(“Hz) = fa™"za) = (afo)(2).

14



4.10. Corollaire : Pour tout f € §(G), tout ap € G

lim (*f) = *f

a—sil

dans la topologie de S(G'), donc en particulier dans la topologie définie par
une ou plusieurs semi-normes de Schwartz particulieres.

Démonstration :

QN(af = f) = QN(afa —ag fan)
g QN(afa. —a fan) +qN(Efﬂ-0 Tag fﬂn)
< WN(U-)QNUG — feo) + an(a(fao) —a0 (fao))-
Par 4.6. et 4.7., le membre de droite tend vers 0.

4.11. Corollaire : Si lim, gy (f, — f) = 0, alors lim, gn(a(fo) — of) = 0
pour tout a € G. Silim, yq(f,— f) =0, alors lim, xq((f.,) s — fa) = 0 pour
tout a € G. En particulier, si lim, f, = f dans la topologie de S(G), alors
limy o(fy) = of et lim,(f,) « = fa dans la méme topologie.

5 Unités approchées dans S(G)

5.1. Proposition : Soit (¢.) une famille de fonctions de S(G) telle que

we >0, /(pt—(x)da: =1, suppp:=K.CV,

les K. étant des compacts et les V. formant une base de voisinages emboités

de 1. Alors
lirré‘,of wf=f :!_i_r.r‘%f*gg pour tout f € S(G)

dans la topologie de S(G), donc en particulier dans la topologie définie par
une ou plusieurs semi-normes de Schwartz particulieres.

Démonstration :

> /wN(wJI(sos = [) = D*(z) — f+ D%(z)|dz

laf<N
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= % [N @lpex (f £ D*(@)) - [ x D*(a)ld

lel<N
= X [ @) [ )+ DY )y - [ gely)dy - £ + D (2)lde
< ¥ [ew) [ @I * D*(@) ~ f = D*(@)ldz dy

a|<N

= /‘Ps(y) qn(yf — fdy.
Par 4.6., il existe pour tout ¢ > 0, un voisinage V¢ de 1 tel que

yeVe=av(yf—f) <C.

D’ot, pour € < (, supp @ C Vo C Vet

> [V @l x ) D*(@) — fx D*@)ldz < C- [ oulu)dy =

lal<N

Ceci prouve la premiére limite, la deuxiéme se démontrant de meme.

5.2. Pour construire la famille (y.) il suffit de choisir une fonction positive
v € S(G) telle que [ ¢(x)dz = 1, supp ¢ étant un voisinage compact de 1.
Il suffit alors de définir . par

@ (exp(foXo + £1.X1 + .- + tnXn))
Lyn+1 t t tn
= (j) (,C’(EKD(—O‘X{]—F?IXI i +T‘Xn))

(=

(=

Donc S(G) posséde des unités approchées.

6 Idéaux fermés de S(G)

6.1. Proposition : Soit I un idéal de S(G) fermé pour la topologie de S(G),
respectivement pour la topologie définie par une ou plusieurs semi-normes de
Schwartz. Alors

fel= .fel et foel pourtoutacG.
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Démonstration : Soit |||.||| une semi-norme de Schwartz quelconque. Il existe
alors N tel que

/11l < qn(f) pour tout f & S(G)

étant donné que les gy sont des semi-normes croissantes avec N qui engen-
drent la topologie de Schwartz. Soit (¢-) une unité approchée et soit f € I.
Puisque I est un idéal

a(ﬁaa*f) = (a((ps)) *f el

ef

o = l_inéﬂ(apsxf) dans gy, done dans|||.||| par 4.11.

= lim(a(ee)) * f
e I

I'idéal I étant fermé pour la ou les semi-normes en question. De méme f, € I.

6.2. Proposition : Soit I un sous-espace vectoriel de S(G), fermé pour la
topologie de S(G), resp. fermé pour la topologie définie par une ou plusieurs
semi-normes de Schwartz. Alors I est un idéal si et seulement si [ est stable
par translations a droite et a gauche.

Démonstration : Une des implications a été démontrée en 6.1. Supposons a
présent I stable par translations a droite et a gauche. Soit f € S(G) et soit
g € I. Montrons que f*g peut étre approché arbitrairement dans S(G) (donc
aussi dans la topologie définie par une ou plusieurs semi-normes de Schwartz)
par des sommes finies de la forme ¥; f(v:)(y:9)(.) mes Kj, les K; étant des
ensembles de Borel tels que y; € K;. Puisque ,,9 € [ par hypothese, on en
déduira que f * g € I, 'espace [ étant fermé. Soit V' un voisinage arbitraire
de 0 dans S(G) et soit W un voisinage de 0 dans S(G) tel que W+ W C V.
Puisque les gy sont des semi-normes croissantes engendrant la topologie de
S(G) on peut par exemple supposer que

W ={f € S(@lan(f) <<}

Remarquons d’abord qu'il existe un compact C de G tel que 'application

(o [, FOG0)E)dy) € W.
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En effet, puisque

//“ z)|f(y)(yg) * D* CIJ)IdI]d't
B i; /wN(I)ifl |g * D*|(z)dz < +o0
a|<N

il existe un compact C de G suffisamment grand tel que

fc:\c f > WM (@) f ) 9) * D“‘(m)lda:]dJ <€

ol <N

= ¥ [o"@[[ 100+ D*@ldy]dz <

lal<N

= ¥ [o@|[, F6)60)  D*@dyldz <<

Jal<N

= T [o"@|[[ fO6)Od] « D*(@)|dz <

ol <N

= ax([,  J06o0dy) <e

= [ J@6a)0dy W
Puisque 'application
G — S(G)
y — f(y)9)
est continue, par continuité des translations, il suffit d’appliquer ([6], ex. 23

p. 85) pour conclure & l'existence d’une somme finie 3-; f (y:)(4:9)( )mes K;
telle que

L)) 0dy = X 1) (g mes Ki € W.
Dot
f*g =3 f(yi)(wg)mes K;
= fc\c F@)(yg)()dy + fc F@)(9)()dy — Z Fi) (9)( )mes K;

e W+W
E W
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ce qui prouve notre affirmation. Ainsi f* g € /. On montre de méme que
g* f €I et donc que [ est un idéal.

6.3. Proposition : Soit [ un idéal de S(G) fermé pour la topologie de
S(G), resp. fermé pour la topologie définie par une ou plusieurs semi-normes
de Schwartz. Alors I est fermé pour 'action de 'algebre enveloppante, c’est-
a-dire

fel, “elUlg)=fxD*cl et D*xfecl.

Démonstration : Soit (¢.) une unité approchée. On sait que f*y, tend vers f
dans toute semi-norme de Schwartz. Montrons que ( fxp.)*D% = fx*(p.xD%)
tend vers f* D® dans toute semi-norme gy, donc aussi dans toute autre semi-
norme de Schwartz. Puisque de plus f * (¢. * D*) € I on en déduira que
feD%*el. Or

an((f * @) x D* = [+ D°)
= > [WN@If o - f) £ D"« DP(z)lda

[Bl<N

= QI(f*‘pE_f)

ol q; est une nouvelle semi-norme de Schwartz définie par la ligne précédente.
Par conséquent q;(f = . — f) tend vers 0, ce qui prouve que f* D® € I. On
montre de méme que D* = f € I.

7 Semi-groupe d’opérateurs engendré par le
laplacien |

7.1. Définition : Soit (Xp, X}, ..., X») une base de Jordan-Hélder. Définis-
sons les opérateurs X; = Dy, et A sur S(G) par

Xi(f)=f*=Xi= f=Dx,
A=-> X2 cestadire A(f)=f*xA=-) f*D%.
i=0

1=0
L'opérateur A est appelé laplacien.
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7.2. Propriétés : Dans la suite S(G) sera considéré comme sous-espace
dense de L?(G). Le produit scalaire et la norme seront ceux de L*(G). On a
les propriétés suivantes pour f,g € S(G) :

a) (f x Xi,9) = —(f, 9+ Xi)
b) (f*A,g) = (f,g*4), Cc'est-a-dire I'opérateur A est
formellement auto-adjoint
c) (fxA f)= Z [|f = Xi|| >0, Cc'est-a-dire 'opérateur
i=0

A est positif.

Démonstration : a)

(f * Xiyg) = _/f « Xi(x)g(z)dz
- L feexn(-sx)| 7@
- E?—[/f (zexp(—sXi)) F@dm]mﬂ

- 2] fmeatXa,,
:_'(fvj*)()

Les propriétés b) et c) sont alors évidentes.

7.3. On définit une distribution T sur D = C(G), ensemble des fonctions
C* & support compact, par

(T, f) = f=(=8)(e)

e désignant le neutre du groupe. La distribution T" est un laplacien généralise,
c’est-a-dire vérifie

f €D, fréelle, f(e) =51égf(:r:) > 0= T, <0

Remarquons encore que I'opérateur T'( f) défini par T'(f) = f*T au sens des
distributions, est donné par T'(f) = f * (—=4).
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7.4. Proposition : L'opérateur 7' = —A engendre un semi-groupe d’opéra-
teurs H; sur C(G), ensemble des fonctions continues tendant vers 0 & I'infini.
Ce semi-groupe d’opérateurs est borné par 1, d’opérateur infinitésimal —A.
Il est défini par un semi-groupe de mesures positives yu,, bornées par 1, telles
que

Hy(f) = [ * pour f € Cx(G)

HH (f) = Hyys(f), c'est-a-dire pg * pty = fsye

pe = 0,1 (G) < L.

lin (L) = ) = lim (f # e~ ) = [ » (=) dans C*(G).

Démonstration : La démonstration de ([4], 4.2.) reste valable. Il suffit de
remplacer les actions 4 gauche par des actions & droite. Les mesures L
sont définies sur C=(G) par w(f) = Hi(f)(e) avec f(z) = f(z~'). Elles
sont ensuite étendues a C.(G), ensemble des fonctions continues & support
compact, tout entier.

7.5. Proposition : Les mesures p; sont en fait des fonctions positives hy,
C®* sur R} x G, vérifiant

/G he(z)dz < 1

he * hg = h*t+s
(% + D) he = 0-

c’est-a-dire les fonctions h; sont solutions de l'équation de diffusion de la
chaleur.

Suggestion : Comme en ([2], p. 56) on définit la distribution h par

(hyu®uv) = Lw/Gu(x)v(t)ciﬂt(x)dt.

On montre qu’au sens des distributions on a

6,
(5 +2)R=0.
Puisque I'opérateur différentiel 2 + A est hypoelliptique, 4 est une fonction
C* sur R x G. On note h(z) = h(t,z). On a hy > 0 et du(z) = he(z)dz.
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7.6. Puisque (—A) est I'opérateur infinitésimal associé a H, on a

Hy(f * (=4)) = (He(f)) * (—8)
= fx(=A)xh= f*he*(—A) Vf e CP(G).

Par continuité, la derniére ligne reste valable pour tout f € S(G).

7.7. D’apres ([8], [V.4.2. et [V.5.8.), les fonctions h; admettent les majora-
tions suivantes :

() D] £ - metio-be -t

pour tout = € G et tout ¢ > 0. Le nombre d est une constante dépendant de
la dimension de l’espace. En particulier,

|he * D*(z)| < C - ¢~ Hol=tdg=lell?/aCi+ar

|hy(z)| < C - ¢3¢ . g~ llell?/a0+a)e,

Remarques : a) Si 2 = exp(foXo + ... + £.X,), alors ||z]|* = B 1) o8
Dans ([8], IV.4.2.), ||z|| est remplacé par {(z) ot {(x) désigne la distance de
Carnot-Carathéodory. Etant donné que nous sommes partis d'une base de
Jordan-Halder, nous pouvons utiliser ||.||. De plus, @ > 0 est un nombre fixé
arbitrairement et C est une constante qui dépend de a.

b) Dans ([8], IV.4.2.) intervient 'expressiomr V(4/1), désignant le volume
de la boule de rayon v/t Dans ([8], [V.5.8.) on montre que V(i) =~ ¢ si
0<t<1letV(t)~tPsit> 1. Puisque nous sommes partis d’'une base de
Jordan-Hélder, d = D.

7.8. Extension & L*(G) : a) Par continuité les opérateurs H; peuvent étre
étendus & L*(G) tout entier. Il suffit de poser

H,: [}G) — L¥G)
f —_— f* ht.

On obtient un semi-groupe d’opérateurs sur L*(G).
b) Pour tout f € L*(G) et tout ¢t > 0,

I * hella < CY2 - 75 - || f]]2
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c’est-a-dire

| Hellop < C2 - £737.
c) Pour tout f € L%(G) et tout ¢t > 0,

1S * hell2 < 1| £l
c’est-a-dire
[[Hellop < 1.
d) Pour tout f € S(G) et tout ¢t > 0,
[*(=A)xhy= f*hx(=4)
et
Fx(Q4+A)YN xhy= fxh +(1+A)Y pourtout N € N.

e) Pour tout f € S(G)

i 1+ e = fllw = 0
et

i [|f * he = fll2 = 0.
Démonstration : b)

1
1E 5 < MRl < Mlhelly - [1helloo < llhelles < C - £72%

op = =

c¢) découle du fait que ||h¢||; < 1 pour tout ¢.

d) découle du fait que (—A) est 'opérateur infinitésimal de H,, voir ([9], p.
239).

e) Il suffit d’évaluer

1 he = Flle < ¢ 2L pe et 1 = (=)l

Le membre de droite tend vers 0 pour tout f € C2°(G) par 7.4. Donc, par
continuité,
i ||f+he = flla =0  Vf€ S(G).

De plus

If=he—fll2 < IIF*he = fllu-1If *he = flloo
< 2/ fINI1F * he = flleo

puisque ||h¢||; < 1. D'ou la deuxieme limite.
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8 Solutions Ey de I’équation
(1+A)N*EN=EN*(1+A)N=5

8.1. Définition : Posons

En(z) = v -1_ o /m e 'tV h(2)dt
8.2. On a:
2’ En » D*(z) = @,{T), /0 +°°e-%”-‘:cf"(m « D*)(z)dz
avec

[e_th_l:I:ﬁ(h; % Da)(.’l}')
< C . ettN-1-3lal-3de-ll=Il? /40 +a)t 8|

Pour N tel que N — 1 —i|a| —1d > 0, la fonction est intégrable au voisinage
de 0. Lorsque t tend vers +oo 'existence de l'intégrale est due a la présence
de e~*. Calculons

; 1 +o0
a o —tyN=-1(,.83 o
/G[z: En » D°(z)ldz < 7=y, f/ e~V =128 (h, x D)(z)|dt dz

-t yN-1-%|a|—3d ~|l=II?/4(1+a)
_(N_1)|//CF -t lz?| - e dt dzx

/’ /+°° C - e~ tN-1-tlel-4d |38 e~ ll=lP /4 +a)t gy g
— l

En effet, ¢ < 1 entraine

4(1 +a)t <4(1 +a)
1 1
>
4(1+a)t — 4(1 +a)
oIzl /A1 +a)e < o=llzlP/4(1+a)

La premieére intégrale s’écrit

-.'.l:z @ =Lyl — Ct—-l
o 1)!/ |zl /41 +a) g / O . e—tpN-1-3lal-3dg
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et converge pour N suffisamment élevé, c’est-a-dire pour
la] < 2N —2—d.

Dans la deuxieme intégrale, effectuons le changement de variables suivant :
Si z = exp(toXo + ... + £, X,), posons t; = t§; pour tout i. Remarquons que

d&: —= dt_odt-l dfu = $n+ld§{]d§]...d§n
[|z||* = t"S B t'f Lol t",i = t"(§§ +38 4+ ... +32).

Donc la deuxiéme intégrale s’écrit
1
C e—th l——]a|—-—d |13| ":30 ‘-',31 ) ‘-ﬁn
T
e—-t(sc-i-al totda ) /4 l+a)tﬂ-+l dt d.S‘odS‘ : d§n

Puisque ¢ > 1,

—t(sﬂ-i—a +.o 52 /4 L 4a) —(s3+37+..+32)/4(1+a)
<e

et la deuxieme intégrale est majorée par
]. S P = 22y =0 =1 o = 3]
_____/ 505 . 5P . e~ (Bu kSt ARMAAHe) 45 45, | d5,-
(V—1)l
—+o0

C.e—ctgv—l—,%|a|-%d+1;3|+n+1dt < +00.
1

Ceci prouve donc la convergence de
/ 2 En * D°(x)|dz
e

pour |a| < 2N — 2 — d, c'est-a-dire pour N suffisamment élevé, pour
quelconque.

8.3. Pour N suffisamment élevé, En est donc dérivable un certain nombre de
fois. Les dérivées admettent la méme décroissance & l'infini que les fonctions
de Schwartz. En particulier, pour tout f € S(G), En* f € S(G) et fxEy €
S(G). En effet, les dérivations peuvent étre toutes mises sur la fonction f. De
plus Ey et (aa—z)"'f admettent la bonne décroissance a l'infini. D’ailleurs, pour
toute fonction g & décroissance rapide et tout f € S(G) on a g = f € S(G)
et f* g € S(G) par le méme raisonnement.
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8.4. Proposition : Pour tout f € S(G)
f*(Q+AN«Ey=f+«Eyx(1+A) =f pour N suffisamment élevé.

Démonstration :

f*Exx (1+8)V(a)

= T i i /+me“tN']f * he x (1 4+ AN (x)dt

+

1 £
N —T fo e~ N f x by # (1 + AN (z)dt.

H/;e“t“"lf*ht*(l+A)N(3Jdt||§
= ”/:6_33N_I[f*(1+A)NJ*h;(x)dt[|§ par 7.8.
= [I[ e e (0 0] hy(mae]de
L[t =0 £ (14 )Y ()] de
fc[/:e‘z‘t”“dt] : [/ﬂ VU (1 Q)Y « hy(2)[Pdt] da
s"v-/cfozt‘v_‘u*(l+A)N*h;(§:)}2dtdm

¥ [CEV e (L A)Y 3t

I IAIA I

[

e [TV« (14 2)Y
2N |If+ (1+A)

IA

D'ou

. 1 & —t,N—1 N .
il—r'%(N—l)![) et frhx (1 4+ A)Y(2)dt=0

dans L?(G). 1l reste & évaluer

1 oo ;
m/ C_ttiv_lf * h,g * (1 + A)N(.'E)dt
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1 +oco
B —)/ etV f by x (14 AV (z)dt

(N— ! Je
+ 1 W ey
o T e Al (L 8) (@t
_ ! T e N-1
(N—l)!fs eV f w by x (1 + ANV (z)dt
1 +o0
_(N*l)!/ et ‘f*a“ * (1+ A)V"Y(z)dt
= 1 e Nt
(N—l)!/.: e~ N fx by x (1 4+ AV (2)dt
1 +oo Sl 8
—ml = tv la[f*hg*(l +A)N_l]($)dt
_ b v
(N—l)!/:- etV x e w (1 4+ A)YN=Y(z)dt
1 —t N—
e T s (L AN )
1 oo .
+mf (e~ N1+ (V = 1)e~ ¥ 2[f * he * (1 + A)N=Y(z)]dt
_ L T —tN-2
(N—Q)I/E e~V F x By x (1 + AN (z)dt
1
+me“faf“—‘f xhe % (1 +A)Y"Yz)
- 1 TR e
_ (7’——2)'/ etV =2F & by + (1 + AN "N (2)dt + Fy_i(z,2)

eEr;r;?;nt Fy-1(z,¢) = e~V f * he + (1 + A)V-1(2).
e N7 F x by x (14 A)V ()]
< e [Ify™)] - Lhex (1 4+ 8)Y 7 (y)ldy
£ @ et gL t_%d_/ |flzy™")| - e"IWIP/AQ+a) gy hourt > 1
par 7.7T.

IN

L=t yN-1-1d =
Cy-et V11 /If(:ry Yldy pourt > 1

o=t g N—-1-2
< G-t A pourt > 1
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avec une nouvelle constante C,. Donc
lim e %" fxhyx (14+A)V"'(z)=0

frhex(1+A)Y"Yz) =0

pour tout z € G. Montrons encore que
—s N-1

lEI%FN_l(m,E) :li_r.% = l)]e 5

dans L*(G). En effet
— ‘SN_lf . h”;_ % (l e A)N——l

1
H(N— o e
1 .
e s eV f (1L + AV bl par 7.8.
par 7.8.

- -1
1 —= _N-1 N—1

S Tt g 1+ A)

< o I e Ay
Cette derniéere expression tend bien vers 0 avec £ pour N —1 > 1. Nos calculs

f*Ey*(1+4)" ()

montrent que
1 _/ e~ N2 f x by x (1 + AYN"Yz)dt + Fn_i(z,¢)

B 1
- (N=3)!
(N - 1)!

+Fy-1(z,€) +
f+°° et f 5 by % (1 + A)(2)dt + Fi(z,2) + Fa(z,€) + .. + Fy_s(z,€)
f etV by v (1 4+ AV (2)dt.
0

B (N —2)!
+——-—1-—— _/E e~ N x by x (1 4+ AYY(z)dt
(N —=1)Jo '
+o0
f etV 3 f o by v (1 + A)YN=2(z)dt + Fy_a(z,2)

: [ et b (1L A)Y (@)
0

1

+FN_[(I,5} =+ m
Tous les termes & ’exception du premier tendent vers 0 dans L*(G). Mon-

trons finalement que
lim [ €7 f x hes (14 A)@)dt = £(2)
e—0 Jg
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dans L*(G). En effet

“+oo
/ e Fxhy (14 A)(z)dt

Foo +oo oh
= /E e f * hy(x)dt —/E e~ f * 8—;(sc)dt

= [Tt peh@ie— [T et s e nayia

+o0 +oo . 9
= f e™ f x hu(z)dt — [t f * he(z)]7> + / (ae_‘) f* ho(z)dt
= e fxh(x)
étant donné que
e f = he@) = [e™ [ flay™hu(y)dy]
R 5“%d/[f($y*1)‘ . e~llyil""/4(1+a)tdy

< Coettnt [ f(ay™dy
= C-e™*- 72 f|ls.
Cette derniére expression tend vers 0 si ¢ tend vers +oo. Finalement

lim|f «he = flla=0  par 7.

IA

et -
lime™f«h.=f  dans L*(G).
Ceci prouve que

frEys(L+A)N =
dans L*(G), donc dans S(G) étant donné que les deux membres appartien-
nent a S(G). Pour terminer, remarquons que

f*(1+A)Y « Ey(z)

(—N—i—l),/:m e N1 f (1 + AN « hy(z)dt
= 0 i ol /;m e N by (14 AYN(z)dt par 7.8.
= f*En*(1+A)Y(z)

= f(a).
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8.5. Corollaire : Pour tout f € S(G)
En*(1+AYN % f=(01+A)"N«Eyxf=/ pourN suffisamment élevé.

Démonstration : Soit (¢.) une unité approchée dans S(G). Par 8.4.

P [Bnx (L+2)"x fl= o Enx (1+A)] = f = e % f.
D’oti, en passant a la limite dans S(G),
Enx(L+A)Y = f=F
On montre de méme que
Q4+AWxEy*f=f.

8.6. Proposition : Soit [ un idéal de S(G) fermé pour la topologie de S(G),
respectivement pour la topologie définie par une ou plusieurs semi-normes de
Schwartz particuliéres. Pour toute fonction g 4 décroissance rapide,

fel=gxfel e fxgel.
En particulier,
fel=Exxfecl e [fxEyecl pourN suffissamment élevé.

Démonstration : Par 8.3. on sait que g* f € S(G) et f*g € S(G). Soit ()
une unité approchée. Alors

pex(g*f)=(vexg)xfel
puisque f € [ et ¢, * g € S(G) par 8.3. Comme
lim(p. * (9= /)] =g f

onag=fe€l. Deméme f*g.
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9 Actions sur S(G)

9.1. Définitions : a) Soit d une dérivation de g. Définissons D = expd sur
g par

DX)=Y" %d*(,\’).

b) Comme d est une application linéaire sur un espace de dimension finie on
peut définir ||d|| par
|ld|| = sup ||d(X)]
[1XI<1

ot ||X|| désigne la norme euclidienne sur g identifié & R™'. Alors
ID]] < Z IIUIjk | =t

De méme on considere exp td pour tout ¢t € R et
|| exp td|| < elltdll — plellldll
c¢) On fait agir D sur le groupe G par
D(exp X) = exp(D(X)) pour tout X € g.

Comme d est une dérivation, D définit un homomorphisme de groupe.
d) L’action de D sur L'(G) est définie par

(°f)(z) = A(D) f(Px)
ou A(D) définit une fonction modulaire telle que

1P flle = 1Al

En effet I'application
f— [ §(Pz)da

définit une intégrale de Haar puisque

[ehCPads = [ Pryda= [ F(°(° (a)2))dz

= /f(Dx)d:z: par z+— P a-z.
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Donc il existe une constante C' telle que

/ F(Pz)dz=C - f flx)dz, C>0.

Posons A(D) = . D’ou

[ Pi@ydz = AD) [ f(Pa)dz = [ fw)dz.

En remplagant f par |f| on a donc ||° f||y = || f||1-
9.2. Proposition : Si f € S(G), alors P f € S(G).

Démonstration :

1Pflizs= [

Or comme l'action de D sur g est linéaire, il existe une matrice A(D) telle
que l'action de D sur g soit donnée par

78 (%)d £ (7 exp(foXo + .. + £ X)) A(D) |dfo...dn.

£ to
1 | = A(D)
é':r:. Eﬂ
Done
IE;I S ||£:]JYD + wes + E;;Yn“
LN [
< lADI(XCB)
0
< eudu(i )",
0
De plus,
17, A
—_— = i A D A
atj g 8 i ( ) 7

On continue de proche en proche pour déterminer ( aﬁf)d'
De plus, D! = exp(—d) existe et A(D~') = A(D)~'. D'on

5] < |lfoXo + - + taXal|
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< flaoi(sE)”
< udn(z 2) "2 < el (1+ 3 )

car || — d|| = ||d||- Remarquons encore que
|A(D)| < [|A(D)]] < eltl
et que

dtp...dtn, = |dét A(D™Y)|dt)...dt,

avec
|dét A(D™Y)| < C, - el 1l

puisque |[A(D™Y);;| < el quels que soient 7,j. Finalement on trouve une
majoration de la forme

IPAlzs < c-e 5 f)(14 38" (57)’

I¥I=lal

flexp(foXo + ... + B, X)) |df...dE,
< (C-eMBIILAI < oo

ol |||.|||~ désigne une nouvelle norme de Schwartz. Donc P f € S(G).
9.3. Corollaire : Si lim f, = f dans S(G), alors lim P f, = P f dans S(G).

9.4. Proposition : Pour tout f € S(G) et toute dérivation d fixée, notons

uf:expu.df‘
On a alors

"y =

lim*f = °f

dans §(G), donc en particulier dans la topologie définie par une ou plusieurs
semi-normes de Schwartz particulieres.
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Démonstration : Montrons que
lim || — f|I3 5 = 0.

1= flizs = [IP(5) [ (lexpEoXo + ... + & Xa)) Aw)
—f (exp(taxo oo+ B X)) |do..dEn.

Par continuité
gltﬁ( )[f( (exp(foXo + - + tnXn)) ) Au)

— flexp(toXo + ... + .t,,Xﬂ))} =0 pour toutt.

Notons par D; la dérivée d'une fonction par rapport a la 7™ coordonnée.

Alors

6_%f[ (exp(foXo + ... + tnXn))]

i Dkf[u(exp(fgz\’g + ...+ En){n))] : A(u)kj

k=0

avec |A(u)|x; < ||Alexpud)|| < el Done

|(%)5‘ [£(*(expEoXo + . + X))
< ¢l S D7) (“exp(foXo + .- +EaXn)))|

Iyl=lal

ou DY désigne & nouveau les dérivées de f par rapport aux coordonnées
correspondantes, dérivées qui sont ensuite évaluées en “(exp(toXo + ... +
tnXn)). Puisque f est une fonction de Schwartz, il existe Cy, M tels que

- rnd Y 1 'M
| D7 f(exp(toXo + ---+taXn))| £ Cur - (1 1 ||(50X0 BTN ¢ )H?)

pour tout ¥ tel que |¥| = |&].
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Donc

|D"'rf(“(exp(fng+... +ann)))‘ % Gy 1

)M
1+ [|A(u)(toXo + . + tX0)|2

Remarquons que A(u) = Id +B(u) avec limy,_o||B(u)|| = 0, puisque A(u)
est la matrice de exp(ud) = ¥5° fu*d* et

1Bl = |32 gt < 32 gl = ettt 1.

Pour £ > 0, il existe donc ( tel que
lul <¢ = [[Bu)l|<e
= ||B(u)(toXo + ... + t.Xn)|| < g|ltoXo + ... +EXal|
= ||A(u)(foXo + ... +1.X)]]
> [[[foXo + .. + In Xall — [|B(w) (o Xo + .. + En X
> (1 = &)|lteXo + ... +EXll-
De plus, par continuité de A(u),
lu| < ¢ = |A(u)] < Ch.

Soit en plus N le nombre de ¥ tels que |¥| = |&|. Alors

gt O V& _ . ) )
|tﬁ(§€) [f(exp(toXo T o= t,,;\.r,,)u)a.(u)_—— f(exp(tﬂj\’o T tn-f‘(n)l'

= 1 M .
O O N elalclidl 18
< C-C,-Cyu-N-e (1 —}—(1—5)2”{0){0 +"'+E"XHH2) |t |

Hfﬁ(.%)& Flexp(ioXo + .+ En X))

ce qui représente une fonction intégrable pour M suffisamment grand. Le
théoreme de Lebesgue permet alors de conclure que

lim [*f ~ fll55= 0.
Puisque les normes ||.||7 ; engendrent la topologie de S(G), on a la méme

limite dans S(G).
La deuxieme limite se calcule par

lim *f = lim ®~2)f] = lim *[*f| = °f.
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9.5. Proposition : Pour tout f € S(G) et toute dérivation d

“(6f) = “(af)

lim
(u,b)—(t,a)

dans S(G), donc en particulier dans la topologie définie par une ou plusieurs
semi-normes de Schwartz particuliéres. Ici “(;f) signifie

‘b)) = (6f)("2)Au)
F(67 ) A(u)

avecu € R, beG.

Démonstration : Par 4.6. et 9.4.

9.6. De méme

lim ) h)Y=*(fa)

(u,b)—(t,a

9.7. D'ailleurs, si dy,do, ..., dr sont différentes dérivations,
- xp uydy-exp uada... d xptidy... exp ted
. llri % expuidy-expuzdy..expukdy £y — explidi.explide( £ )
Toeeen by

—(1,eniti,@)

dans S(G), donc en particulier dans la topologie définie par une ou plusieurs
semi-normes de Schwartz particulieres.

9.8. Définition : a) Soit H un sous-groupe de (. Considérons |'ensemble
des fonctions
a:RfxH—C

(Sls coey Sky b) = C}.’(SI, i ST b)
telles que quels que soient ay,...,ax dans R la fonction

(81, ..y Sk} b) — 51T TSk (g L 8k; b)

soit une fonction de Schwartz sur R* x H. Notons |’ensemble de ces fonctions
par ES(R* x H).

b) Soient, dy, ..., di des dérivations de g. Pour tout f € S(G) définissons a( f)
par

a(f)(z) = /H /m oo B e f)(2)0 (51, .., 5k ). dsedb.
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9.9. Proposition : Pour tout f € S(G), a(f) € S(G). Pour toute semi-

norme de Schwartz [||.||| sur S(G), il existe une semi-norme de Schwartz

|[.|[|~ sur S(G) et une semi-norme |||.|||* sur ES(R* x H) telles que
(O < (el - [T

Démonstration : Nous pouvons supposer que ||[.||| est de la forme ||[.||1;5,

puisque toute semi-norme de Schwartz est majorée par une combinaison
linéaire de telles semi-normes Donc

eI

Il

/ ].aﬁ ) a(f) (exp(foXo + - + EnXn))|dfo...dE

//H fm‘a(si, oy 813 D) ((%)a

exp#1dr--expordi ( () (exp(fg,\’u + oo + 12 X)) |dsy ...dskdb diy....dE,

// / ‘a(sh__ 3;“ ( ) (fb) [exps1d1...expskdkexp(foxo+
ot £ Xn) ”Al(sl ...Ak(sk)dsl...dskdbdfo...diﬂ

IA

en notant A;(s;) = A(exps;d;). Effectuons a présent la méme évaluation
de (gt-)“ qu'en 9.2. en considérant successivement les actions de exp s,dy, ...,
exp sxde. On trouve une majoration de la forme

(o) (st g Gy Xo + ..+ En X

< C, - lallistl sl sl el
Z |D-?(fb)[expsldl...expskdkexp(t‘uxo o+ En;{n)”
|F|=lél

ott D7 désigne simplement les dérivées par rapport aux coordonnées corres-
pondantes de la fonction f,. Introduisons cette expression dans la majoration
de |||a(f)||| et effectuons le changement de coordonnées

CXD(EQXQ s sl EnXﬂ) —_— e"‘p('“dk)‘"“*"‘P(_*’”dl}exp(ngo S iy E,-,_Xﬂ) -

Les majorations des nouvelles coordonnées calculées en 9.2. montrent que
lors de ce changement de coordonnées l'ancienne expression |t°| admet une
majoration de la forme

glBlllstllidall+-tlsel ldelll (1 4 ||]|2)181,
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Le jacobien du changement de coordonnées est lui aussi majoré par

Cy - eIl eyl lsl el

Finalement, il existe des entiers positifs My, ..., M tels que

lla(HIll < C-/H /l;“ 10(81,...,Sk;b)eMlislH---'i'Mklak[ .
(X 10+ IR D3 (o) (expEoXo + . + EaXo)]
lA1=lal

dfy...d#y ) dsy...dsy. - db
= -/ /k|ﬂ(311 '--rSkib)eMlIS[H'"—'_M"‘IS‘"[”fb“|1|d81...dsk . db
HJR

ot [[|.|||y désigne une nouvelle semi-norme de Schwartz. Puisque toute semi-
norme de Schwartz est majorée par une semi-norme yg¢, il existe N tel que
fslllh < ~alfs)
< WY wa(f)
N
= w"(b) nq(/)-

En effet, remarquons que le voisinage U utilisé dans la définition de 7 et w
est symétrique. Donc 7(b™1) = 7(b) et w(b™!) = w(b). Dol

”|a(f)”| < (/H '[]Rk |C!(Sl,....Sk;b)eMilslH"'{“M"lskle(b)|

dsy...dse - db) - nq(f)
= |llelll* - ~q(f)

par définition de [||.|||¥. En effet remarquons que w®(b) est majoré par
un polynéme et que |||a|||¥ < +oo vu les hypotheses sur . Ceci acheve
la démonstration au cas ot |[|./|| = ||[.|[I5 ;. Si [l|.]|| est majoré par une
combinaison linéaire de |[|.|||7 5, on refait le meme raisonnement pour chaque

lt

[I[.IlI5 ; et on prend N suffisamment élevé de maniére a majorer toutes les
semi-normes |||.|||; obtenues. Cela permet alors de déterminer [||.|||%, en
prenant pour M, ..., M, les plus grands coefficients obtenus.
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9.10. Proposition : Pour tout f € S(G), o € ES(R* x H)

o(f) € (P ndexeadi (F,)[(s1, .., 5; b) € RF x H)

sous-espace vectoriel fermé engendré par les ®XPs1di-expside( £y |a topologie
considérée étant soit la topologie de S(G), soit la topologie engendrée par
une ou plusieurs semi-normes de Schwartz particuliéres.

Démonstration : Afin de simplifier les notations, supposons £ = 1. La
démonstration générale se fait exactement selon la méme méthode. D’apres
les calculs effectués en 9.9., on sait que

llahl < f, [IFCII- lals,b)lds db
< NAIF-C- [ [ lats,b)lew® (b)ds do.

Soit € > 0 donné. Il existe un compact K de R x H de la forme K, x K
avec K, compact de R et K> compact de H, tel que

b) M (b)ds db < ————
./f(s,b)gf([a(s e W (b)ds 21l £1~- C

Ensuite on peut recouvrir K par un nombre fini d’ensembles mesurables
disjoints S; x Bj et choisir (s;,b;) € S; x Bj tels que

e f) = D alsi, by) ™ (fo;)mes(S: x Bj)l|

= |||//ub}e;{a(.s.b)s(fb)dsdb+‘//Ka(5‘b)s(fb)dsdb
=5 [ [, 2000 (sl

Il / f(s'bwa $,b) *(fo)ds dbl||
M [, g, 105,80 () = o) (ks il

IA

- //(3 (s, O)| [II° (fo)|llds db
+Z_/_/ |||Oz(s b) *(fo) — a(si, b;) *(fi,)|||ds db
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< CoAIE- [ leds Bl (byds ds
+Zf/3‘_x3_ (s, 8) *(fo) — cx(si, bs) *(fi,)]||ds db

=< E.
Ceci résulte de la continuité de I'application ([6], ex. 23 p. 85)
(s,0) — als,6) °(f)

sur le compact K. Puisqu'une telle approximation est possible dans toute
semi-norme de Schwartz et qu'un nombre fini de semi-normes peuvent tou-
jours étre majorées par une semi-norme unique, on a le résultat.

9.11. Définition : On dit qu'un idéal [ est invariant pour l'action de
dy,...,di si et seulement si

f € I,Sl, ey 8k € R = expsldl...exps;,dkf e I.

D’ailleurs dans ce cas on a méme ®*P 3141 skdi( £y e [ i [ est fermé, étant
donné que tout idéal fermé est invariant par translations.

9.12. Proposition : Soit [ un idéal fermé (dans S(G), resp. dans la
topologie définie par une ou plusieurs semi-normes particuliéres), invariant
par l'action de d,,...,d,. Alors

fel,ac ES(R* x H) = a(f) € I.

Démonstration : Par 9.9. puisque, par hypothese,

(epsidiexponds () [(s1, .56, 0) € RE x H) C 1.

9.13. Exemple : a) Soit H un groupe de Lie connexe simplement connexe
d’algebre de Lie h. Soit g = n le radical nilpotent de h et soit G = exp g.
Alors G est un groupe de Lie nilpotent, sous-groupe normal de H. Le groupe
H agit sur G et sur S(G) par : Pour £ € h, X € g on définit

E(X) = [E,X] crochet de Lie dansh

= 1

(exp E)(X) = Z 7 (adg E)*(X)
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z=expX € G= "PEg = exp[(exp E)(X)]
= (expE)-z- (exp E)™
= (expE) -z - (exp(—E)).

D’oli 'action correspondante sur S(G).

b) L’étude d’actions sur un groupe nilpotent peut étre utile dans le but
suivant : Les propriétés des groupes nilpotents, de leurs algebres L!'(G) et
S(G), de leurs représentations irréductibles commencent & étre bien connues.
Avant de passer a I’étude de ces propriétés sur une classe de groupes plus
grande, comme par exemple la classe des groupes exponentiels, on a parfois
intérét a passer par l'étape intermédiaire des groupes nilpotents soumis a
l'action d’un groupe plus vaste.

9.14. Application de la construction a(f) : a) Cette construction peut
etre utile dans certaines démonstrations par récurrence. A titre d’exemple,
soit G un groupe nilpotent, soit z un élément central de g, soit d une
dérivation telle que d(z) = z. Définissons

tf: Eexptd)f teR

3z, t) =/R ‘f(zexprz)edr.

On montre facilement que f*(zexpaz,t) = e f2(z,t) et que f2 est une
fonction de Schwartz en z € G/expRz = G. -

b) La construction de a(f) permet, dans certains cas, de séparer les variables
dans f(z,t). En effet on montre facilement que

—D

a(f) (z,t) :_/fz(:r,s)dz(s— t, —e~*)ds.

Soient alors ¢ € C°(R) et % € ES(R) et montrons qu'il existe a € ES(R?)
tel que

G*(s —t,—e™*) = U(t)p(s)
= a*(u,—e"%) = U(s — u)p(s).

[l suffit de prendre par exemple

a3(u,v) = {

0 pour v > 0
Y(—€n(—v) — u)p(—€n(—v)) pour v < 0.
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Puisque ¢ est a support compact et que ¥ € ES(R), 4> € ES(R?). On
détermine alors o par transformée de Fourier inverse, c'est-a-dire

alu,w) = /D Y(—fn(—v) — u)p(—fn(—v))e ™ dv

—og

et @ € ES(R?). Pour une telle fonction a,

—_—2

a(f) (@8) = ) [ Pz, s)p(s)ds
= Y()h(a)

ce qui donne la séparation des variables en question.
c¢) Finalement

—_—

alalf) (1) = w(t) [al]) (. she(s)ds
= w(t) [00s) [ Pz, upp(w)du p(s)ds
= v(t)([ wls)e(9)ds) [ Flawp(wdu
= Y(OA)
= o] (@)

- —_— 2
a condition de choisir ¢ et ¥ tels que [¥(s)p(s)ds = L. Donc afa(f)] =
—_— =
a(f) , c'est-a-dire modulo la transformation f +— f?, a a les propriétés d'un
projecteur.
d) On peut faire des constructions analogues dans d’autres cas.
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