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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡✱ ✜rst✱ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❚❤♦♠❛s ❘♦❞❡t ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❊♥r✐❝♦ ▼❛❣❧✐ ❢♦r
❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ r❡✈✐❡✇❡rs✳ ❆♥ ❡q✉❛❧ ❜✐❣ ✏t❤❛♥❦s✑ ❣♦❡s t♦ Pr♦❢✳ ▼✐❝❤❡❧ ❑✐❡✛❡r
❛♥❞ Pr♦❢✳ ❋❛❜r✐③✐♦ ❆r❣❡♥t✐✱ ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❥✉r② ❛s ❡①❛♠✐♥❡rs✳
❚♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❛♥❦s ❢♦r t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡❛❞ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ r❡♠❛r❦s ♦♥ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡✳

❆s ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤✐s ❥✉r② t♦♦✱ ❜✉t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡✐r ♣r❡❝✐♦✉s s✉♣♣♦rt ✐♥ ❝♦♥✲
st❛♥t❧② s✉♣❡r✈✐s✐♥❣ ♠② ✇♦r❦ ❛t ■◆❘■❆✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣ ❣r❛t✐t✉❞❡
t♦ ❉r✳ ❆❧✐♥❡ ❘♦✉♠②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s P❤✳❉✳ ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜②
✜rst t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠② ❝❛♥❞✐❞❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦r ❤❡r ❡①tr❡♠❡ ❤❡❧♣❢✉❧♥❡ss ✭s♣❡❝✐❛❧
❣r❡❡t✐♥❣s ❛❧s♦ t♦ ❤❡r ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❢❛♠✐❧②✮❀ ❛♥❞ t♦ ❉r✳ ❈❤r✐st✐♥❡ ●✉✐❧❧❡♠♦t✱ ✇❤♦s❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❢♦❝✉s❡❞ ❛❞✈✐s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❆s ❛ s✉♣❡r✈✐s♦r ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❜✉t ♦♥❧② ✏♣❤②s✐❝❛❧✑✮✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦
✇❛r♠❧② t❤❛♥❦ ❉r✳ ▼❛r✐❡✲▲✐♥❡ ❆❧❜❡r✐ ▼♦r❡❧✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ ❢r✉✐t❢✉❧ t❛❧❦s
t❤❛t ✇❡ ❤❛❞✱ ❛♥❞ ❢♦r ❤❡r ❦✐♥❞♥❡ss ❛s ❛ ✏❤♦st✑ ❞✉r✐♥❣ ♠② st❛②s ❛t ❇❡❧❧ ▲❛❜s✳

▼② t❤r❡❡ ②❡❛rs ❛s ❛ P❤✳❉✳ st✉❞❡♥t ❛t ■◆❘■❆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠♣❧② s♣❡❝✐❛❧✱ ❛♥❞
t❤✐s t❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s t❤❛t ■ ❤❛❞ t❤❡ ♣❧❡❛s✉r❡ t♦ ♠❡❡t✱ ✇❤♦ ♠❛❞❡ ♠②
✇♦r❦✐♥❣ ❞❛②s ✐♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ r❡❛❧❧② ❡♥❥♦②❛❜❧❡✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ s♦♠❡♦♥❡✿ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✐❣
✏t❤❛♥❦s✑✱ t❤❡♥✱ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ✇❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❚❊▼■❈❙ ❛♥❞ ❙■❘❖❈❈❖
t❡❛♠s ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t s✐♥❝❡ ♠② ❛rr✐✈❛❧ ❛t ■◆❘■❆ ✐♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✶✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ■
❛♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♠② t✇♦ ♦✣❝❡ ♠❛t❡s✱ ❉r✳ ▼♦✉♥✐r❛ ❊❜❞❡❧❧✐ ❛♥❞ ❏éré♠②
❆❣❤❛❡✐ ▼❛③❛❤❡r✐✱ ✇❤♦ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠❡ ♥✐❝❡ ❡✈❡r②❞❛② ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t♦❧❡r❛t❡❞ ♠②
✭♦❢t❡♥✮ ♥♦♥s❡♥s❡ t❛❧❦✐♥❣✳ ❆♥❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✇❤♦
❛❧t❡r♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✏❇✉r❡❛✉ ❋✶✸✽✑ ✲ ♠② ❞❡❛r ❢r✐❡♥❞ ❉r✳ ▼❡❤♠❡t
❚ür❦❛♥✱ ❉r✳ ❘❛✉❧ ▼❛rtí♥❡③ ◆♦r✐❡❣❛✱ ❛♥❞ ❧❛st❧② ❏ú❧✐♦ ❈és❛r ❋❡rr❡✐r❛ ✲✱ ✇✐t❤ ✇❤♦♠
■ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t❤❛t ■ ❤♦♣❡ ✇✐❧❧ ❧❛st ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳

▼② ❧✐❢❡ ✐♥ ❘❡♥♥❡s ✇❛s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡r② ♣❧❡❛s❛♥t✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ♠②
✇♦r❦✱ ❛♥❞ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❢♦r t❤✐s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r✐❡♥❞s ❛t ■◆❘■❆ ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❉r✳ ❇♦❣❞❛♥ ▲✉❞✉s❛♥ ❛♥❞ ❉r✳ ●②❧✜ ❚❤ór ●✉❞♠✉♥❞ss♦♥✮✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✏■t❛❧✐❛♥
❝♦♠♠✉♥✐t②✑✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❉r✳ ❘♦❜❡rt♦ ❈❛s❝❡❧❧❛ ❛♥❞ ❋✐❧✐♣♣♦ ●❛✉❞❡♥③✐ ✭❜♦t❤ ✇♦r❦✐♥❣
❛t ■◆❘■❆ t♦♦✮ ❛r❡ ❣♦♦❞ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✏❡①t❡r♥❛❧✑ ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡
❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❛♥② ■ ❡♥❥♦②❡❞ ♠✉❝❤✳

❋♦r t❤❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ❛♥❞ ❢♦r ♥❡✈❡r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡ ❢❡❡❧ ❛❧♦♥❡✱
✏❣r❛③✐❡ ♠✐❧❧❡✑ ❛❧s♦ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ♠② ❧✐❢❡✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡❡♣❧② t❤❛♥❦ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡
t❤❡ ♠♦st ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝r✐t✐❝❛❧ ♠♦♥t❤s✿ ♠❛♥② t❤❛♥❦s✱ ❉❡♥✐③✱ ❢♦r ❛❧❧ ②♦✉r ♣❛t✐❡♥❝❡
❛♥❞ ❛✛❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ♠❡✳





❈♦♥t❡♥ts

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾

✶ ❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❛rt ✶✸
✶✳✶ ❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✳✶ ▼✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✶✳✶✳✶ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✶✳✶✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✶✳✶✳✸ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✶✳✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✷ ❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✷✳✶ ❚②♣❡s ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✷✳✷ P❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✷✳✷✳✶ ▲♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✷✳✷✳✷ ❙♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞
❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✸✼
✷✳✶ ◆❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✶✳✶ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✶✳✷ ❋❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✷✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✷✳✷ ❆ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✷✳✸ ◆♦♥◆❡❣❛t✐✈❡ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆♦◆◆❊✮ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✹✽
✷✳✷✳✹ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ◆♦◆◆❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✸✳✶ Pr♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✸✳✶✳✶ ❏♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✸✳✶✳✷ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐❝✲

t✐♦♥❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺



✻ ❈♦♥t❡♥ts

✷✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✷✳✸✳✸ ❱✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ◆♦◆◆❊ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇❧②✲❜✉✐❧t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✻✹

✷✳✹ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✷✳✹✳✶ ■❇P ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✷✳✹✳✷ ◆❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✷✳✹✳✸ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❇✐❝✉✲

❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭◆❊❊❇✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✷✳✹✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✷✳✹✳✺ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ◆❊❊❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ✼✾
✸✳✶ ❚❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✶✳✶ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✶✳✷ ●r❛❞✉❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✶✳✷✳✶ ❉✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ✈✐❛ ♠✉❧t✐✲
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✶✳✷✳✷ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ✉♣❞❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✶✳✷✳✸ P❛t❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■❇P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✷✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹ ❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✾✼
✹✳✶ ❲❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✷ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✸ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘
♠❡t❤♦❞s ✶✶✼
✺✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✺✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✷✳✶ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✷✳✷ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✸ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✸✳✶ ❑ ✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷



❈♦♥t❡♥ts ✼

✺✳✸✳✷ ❑✲❙❱❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✸✳✸ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✸✳✹ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ℓ0 s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✶✷✺

✺✳✸✳✹✳✶ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❑✲❙❱❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✺✳✸✳✹✳✷ ❙♣❛rs❡ ◆▼❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✸✳✺ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❑✲❲❊❇ ✭K ❲❊✐❣❤t❡❞ ❇❛r②❝❡♥t❡rs✮ ✳ ✶✷✼
✺✳✸✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤✲

♦❞s ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✸✳✻✳✶ ■♠❛❣❡ ♣❛t❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✸✳✻✳✷ ❉✐❝t✐♦♥❛r② r❡❝♦✈❡r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✺
✻✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✷ ❈♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

❆ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❙❯▼✶✲▲❙ s♦❧✉t✐♦♥ ✶✹✶

❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✶✹✸

●❧♦ss❛r② ✶✺✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✷

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✶

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✶✻✺



✽ ❈♦♥t❡♥ts
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❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ✈✐s✉❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞
✈✐❞❡♦s ❛r❡ ♥♦✇❛❞❛②s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✳ ❆ ✜rst r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss t❤❛t ❤❛s r❛✐s❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❡①✲
♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❡♥❥♦②✐♥❣ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❝♦♥t❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❤❛s
✇✐t♥❡ss❡❞ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡✲s✐③❡ ✉s❡r✲❡♥❞ ❞✐s♣❧❛② t❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ ❝♦♥s✉♠❡r ♠❛r✲
❦❡ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✢♦♦❞❡❞ ✇✐t❤ t❡❧❡✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞✐s♣❧❛② s②st❡♠s ✲ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧
❞✐s♣❧❛②s ✭▲❈❉s✮✱ ♣❧❛s♠❛ ❞✐s♣❧❛② ♣❛♥❡❧s ✭P❉Ps✮✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡ ✲✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t
✈❡r② ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ♣✐❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❝r②st❛❧✲❝❧❡❛r ❞❡t❛✐❧ ❛t ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣✿ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦♥t❤s
❛❣♦✱ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❈♦♥s✉♠❡r ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❙❤♦✇ ✭❈❊❙✮ ❤❡❧❞ ✐♥ ❏❛♥✲
✉❛r② ✷✵✶✹✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❙❡✐❦✐ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♥❡✇ ✻✺✲✐♥❝❤ ✹❑ ❚❱ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉② ❛t ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❛❞♦♣t❡❞ ♥❡✇ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❍❊❱❈✱ t♦♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✹❑ ✈✐❞❡♦s ❢♦r t❤❡ t❡sts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥ ❝r♦♣♣❡❞
❛r❡❛s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st t♦✇❛r❞s t❤❡♠✱ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❝♦♥t❡♥ts
❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❱✐❞❡♦ s♦✉r❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②
♦❢t❡♥ ❛t ❛ ❧♦✇❡r q✉❛❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s✿
s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ♥♦✐s❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱
❤✐❣❤ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✈✐❞❡♦ ❝♦♥t❡♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡
■♥t❡r♥❡t ♦r ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❧♦✇❡r ♣✐❝t✉r❡ q✉❛❧✐t② t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❚❱ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✳ ▲♦✇❡r✲q✉❛❧✐t② ✈✐❞❡♦ s♦✉r❝❡s ♣♦s❡ ❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡
t♦ ❤✐❣❤✲❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✈✐❞❡♦ ❞✐s♣❧❛②✱ ❛♥❞ ✉♥❢✉❧✜❧❧❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧❧② ❡✈❡♥
♠♦r❡ ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ❤✐❣❤✲t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞✐s♣❧❛② s②st❡♠s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r st✐❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤✐♥❣s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r✳ ▼♦❞❡r♥ ❝❛♠❡r❛s✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❤❛♥❞② ❛♥❞
❝❤❡❛♣ ♦♥❡s✱ ❛❧❧♦✇ ❛♥② ✉s❡r t♦ ❡❛s✐❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❜r❡❛t❤t❛❦✐♥❣ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤♦t♦s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛st ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢
✉s❡r✲♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ②❡❛rs✱ t❤❛t ❛r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞
❜② ❛ ♣♦♦r q✉❛❧✐t②✳ ❆ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♠❛r❦❡❞
❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ ♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ✈✐❞❡♦ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡♠♦t❡ s❡♥s✲

✾
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✐♥❣✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛t ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧②
❢♦r s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s ❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦r ③♦♦♠✲✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❞❡♦ st❛♥❞❛r❞s ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉♣✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞
❞❡✲✐♥t❡r❧❛❝✐♥❣✳

❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❛r❣❡t❡❞ s♦ ❢❛r✱ ❛s ✐t
r❡❢❡rs t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛✐♠ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
q✉❛❧✐t②✱ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡s✱ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ❡①t❡♥t t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ ❜✐❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮ ❣r✐❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❘✮ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣s❝❛❧❡❞ t♦ ❍❘ ✈✐❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡
♣♦ss✐❜❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙❤❛r♣❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❡t❛✐❧s✱
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t ❛♠♣❧✐✜❡❞ t♦♦✱ ❡①✐st✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ ✏r✐❝❤❡r✑ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❉✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ s❤❛r♣❡♥✐♥❣✱ ❡t❝✳✮✱
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❙❘ ✐s ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s✿ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛✐♠ ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣
❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚♦ ♣✉rs✉❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❘
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✿ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲
✐♠❛❣❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ r❡❧② ♦♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❛♠❡s✱ ♠✉t✉❛❧❧② ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡✿ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❢r❛♠❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❢✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡t❛✐❧ t❤❛t ✐s ♥♦t str✐❝t❧②
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ ✐✳❡✳ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✳
❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s s♦♠❡❤♦✇ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❡♥ ❜✐❣❣❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❛s ✇❡ ✇❛♥t
❤❡r❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥❡✇ ❤✐❣❤✲❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✳

❆♠♦♥❣ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛t❡❣♦r② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦✈❡r✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣s✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❛t ❜r❛♥❝❤
♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t❤❛t ❝❛♥ ✏❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛✑✳ ■ts ♦r✐❣✐♥s ❞❛t❡ ❜❛❝❦ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s ❛❣♦✱ ❜✉t ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ♥✐♥❡t✐❡s ✐t ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❧♦♦♠❡❞✿ s✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛r❡❛s✳

■♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥tr✐❣✉❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞✉r✲



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

✐♥❣ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡ ✇❡ ♠♦st❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ✐t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ✏❡①❛♠♣❧❡✲
❜❛s❡❞✑ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉♣s❝❛❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✱ s❡❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠✳

❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✏♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞✑ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿ t❤❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✐s t❤❡♥
r❡✲❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ✜♥❛❧❧② ❜✉✐❧❞ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✐t✱ ❡✳❣✳ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ♦r ❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♣❛t❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts ✭❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t q✉❛❧✐t②✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ ❡t❝✳✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛✐♥❧② ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✿ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
❡①t❡r♥❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ♦r ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦♥❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢✳ ❇r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛❧❧♦✇
t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❜❡st q✉❛❧✐t② ♦✉t❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱
✇❤❡r❡❛s ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ❢❛st❡r ❜✉t ❧❡ss ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✈❡❧ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❜♦t❤
❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧✱ t❤✉s ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✳r✳t✳ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞
♦✉r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡t ✉s t♦ ❛❧r❡❛❞② r❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ ❞♦♦r t♦ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❈❤❛♣t❡r ✶✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ♠✉❧t✐✲
❢r❛♠❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣♦✐♥❣ ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇♦r❦✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
t♦ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘✱ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡♠♣❧♦②✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡①✲
t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦
❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ❢r❛♠❡s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡✇❧② ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥✲
t❡①t ✐s ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ s♦♠❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡✱
✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡♥❞ t❤❡ t❤❡s✐s ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ♦✉r ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥ts✱ ❞r❛✇✐♥❣
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♠ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣r♦❜❧❡♠

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢

t❤❡ ❛rt

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜② ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐t✱ ❛s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞♦♥❡✱ ✐♥t♦ t✇♦
♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞s✳
❋♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤✲
♦❞s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✶✳✷✳ ❲✐t❤✐♥ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s✱
✐s t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

✶✳✶ ❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮

❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧s♦ s♣❡❧❧❡❞ ❛s s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡rr❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐s ❛
t❡r♠ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❞❡♦s
♦r ✐♠❛❣❡s✳ ❚❡r♠s s✉❝❤ ❛s ✏✉♣s❝❛❧❡✑ ❛♥❞ ✏✉♣s✐③❡✑ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡✐t❤❡r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r ✈✐❞❡♦ ❡❞✐t✐♥❣✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✶❪✱ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❬✷✱ ✸❪✱
t❛r❣❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❬✸✱ ✹❪✱ r❛❞❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✺❪✱ ❢♦r❡♥s✐❝ s❝✐❡♥❝❡ ❬✻❪✱ ❛♥❞
s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ s②st❡♠s ❬✼❪✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❜② ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐t ✐s ♠❡❛♥t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ❛♥
✐♠❛❣❡ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s♣❡❝t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t❀ t❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t❝✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ✐♥
❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t q✉❛♥t✐✜❡s ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡

✶✸



✶✹ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ st✐❧❧ ❜❡ ✈✐s✐❜❧② r❡s♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤ ❞✐❣✐t❛❧
❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s ❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧
✐s t❤❡ ❜❛s❡ ✉♥✐t ✉s❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s t❤❛t ❛♥ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r ♦r ❞✐❣✐t❛❧
❝❛♠❡r❛ ❤❛s ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣✐①❡❧ s❡♥s♦rs t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧
✐♠❛❣❡✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇✐❧❧ ❜❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❡❛r❡r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✑ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
✇❡ ♦❢t❡♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐♠♣❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦✉♥ts ♦❢ ♣✐①❡❧s✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ♣✐①❡❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡r✈❡
❛s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✉♥✉s❡❞ ♦r ❧✐❣❤t✲s❤✐❡❧❞❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❡❞❣❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣✐①❡❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝♦❧✉♠♥s ✭✇✐❞t❤✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧ r♦✇s
✭❤❡✐❣❤t✮✱ ❡✳❣ 1920×1080✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② r❡❧❛t❡s t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s✱
t❤❡ ✇♦r❞ ✏r❡s♦❧✉t✐♦♥✑ ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡
s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳

❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✐s ♥♦t ❛ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❜✉③③✇♦r❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠ ✉s❡❞ ❜② s❝✐❡♥t✐sts✳ ❚❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
✶✾✽✹ ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ✏s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✑ ✐ts❡❧❢ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✾✾✵ ❬✾❪✳

❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮
✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❘✮ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙■❙❖
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✱
❡✳❣✳ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ③♦♦♠✲✐♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❖t❤❡r ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ▲❘ ❢r❛♠❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡
❛ ✉♥✐q✉❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t
✭▼■❙❖✮ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐s ✐♥ ❧✐❝❡♥s❡ ♣❧❛t❡ r❡❝♦❣✲
♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✈✐❞❡♦ str❡❛♠ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❧♣❤❛♥✉♠❡r✐❝ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❆
r❡❝❡♥t ❢♦❝✉s ♦♥ ❙❘ r❡s❡❛r❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ ❛t r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣
❛ s❡t ♦❢ ❍❘ ❢r❛♠❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡t ♦❢ ▲❘ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s
t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭▼■▼❖✮ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
✈✐❞❡♦✲t♦✲✈✐❞❡♦ ❙❘✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❝❛♠❡r❛s✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✶ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❙❘ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭❙■❙❖✱
▼■❙❖✱ ❛♥❞ ▼■❙❖✮✱ ❜② ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙■❙❖ ❛♥❞ ▼■❙❖✮ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❢♦r ❙■❙❖ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s
✭❛ s✐♥❣❧❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍❘ ✐♠❛❣❡✮✱ ✇❤❡r❡❛s✱



❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✶✺

❙❘ ❝❛t❡❣♦r② ◆♦✳ ✐♥♣✉ts ◆♦✳ ♦✉t♣✉ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙■❙❖ ❖♥❡ ❖♥❡ ■♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

❖❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥

▼■❙❖ ❙❡✈❡r❛❧ ❖♥❡ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱
▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱

❚❡①t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥

▼■▼❖ ❙❡✈❡r❛❧ ❙❡✈❡r❛❧ ❱✐❞❡♦ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱

❱✐❞❡♦ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✲ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡
❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙■❙❖✱ ▼■❙❖✱ ❛♥❞ ▼■▼❖✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼■❙❖ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s
✭t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞ ▲❘ ❢r❛♠❡s ✐s ❢✉s❡❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t
②❡❛rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ▼■▼❖ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞✱
r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ②❡t ❛♥❞
♦❢t❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s♦rt ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜② ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❙■❙❖
❛♥❞ ▼■❙❖ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱
✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✿ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘✳ ❋✐❣✉r❡
✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ t❛①♦♥♦♠✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❙❘ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❜❡❤✐♥❞ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡❡♣❧②
❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s t♦ ❝r❡❛t❡
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✉♣s✐③❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s tr② t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ✏r❡❛❧✑ ❞❡t❛✐❧s
❢r♦♠ ❡✈❡r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r❛♠❡✳ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘✱ ✐♥st❡❛❞✱ r❡❢❡rs t♦ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
♠❡t❤♦❞s ✭t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐❧❧✲♣♦s❡❞✮✱ ✇❤✐❝❤✱ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❛tt❡♠♣t ❛t ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♥❡✇
❞❡t❛✐❧s✳ ◆❡①t t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡s❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜②
♣r❡s❡♥t✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✶✳✶✳✶ ▼✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r❡♠✐s❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡✳
▼✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ t♦ ❜❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t ✏❧♦♦❦s✑ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❡❣r❛❞❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍❘ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜❧✉rr✐♥❣✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■❢



✶✻ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

SR 

MISO 

Single-

image 

MIMO 

Classification 

per 

Application 

Classification 

per 

Methods 

SISO 

Multi-

frame 

Learning-based 

methods 

Reconstruction

-based 

methods 

Reconstruction

-based 

approaches 

Interpolation-

based 

approaches 

Frequency-

domain-based 

approaches 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❛①♦♥♦♠✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✇❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❙■❙❖✱ ▼■❙❖✱ ❛♥❞ ▼■▼❖ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡❧❛t❡❞ s✉❜✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✮✳

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ✐♥ s✐♠♣❧❡ s❤✐❢ts ❜② ✐♥t❡❣❡r ✉♥✐ts✱ t❤❡♥
❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡t❤✲
♦❞s t♦ ✇♦r❦ ✐s t❤❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜♣✐①❡❧ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❜r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✮✳

❚❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ▲❘
❢r❛♠❡s✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ✜rst t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
❢♦r✇❛r❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦st ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❝❛♠❡r❛
❧❡♥s ❛♥❞ ❛♣❡rt✉r❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦♠❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ N ♣✐①❡❧s ✭t❤❡
✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r x ∈ R

N✮✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ p ▲❘ ❢r❛♠❡s yk ∈ R

M ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿



❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✶✼

yk = DBkWkx+ nk ❢♦r 1 ≤ k ≤ p ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ Wk ✐s ❛♥ N × N ✇❛r♣ ♠❛tr✐① t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦♥t♦ ❛ ♥❡✇ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐st♦rt❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞✉❡ t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ r♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮✱
Bk ✐s ❛♥ N×N ❜❧✉r ♠❛tr✐① ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮✱ D ✐s ❛♥ M × N ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥
♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ nk r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘
✐♠❛❣❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✇❛r♣✐♥❣✱ ❜❧✉rr✐♥❣✱ ❛♥❞ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ x✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s s ✭t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s t✉r♥
t♦ ❜❡ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ s ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t st❛♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ✈❡❝t♦r x ❛♥❞ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✈❡❝t♦rs
yk ✐s N = s2M ✳

▼✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✶✮✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♣✉rs✉❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
❞❡❝❛❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭❡✳❣✳ ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞❡❞✮✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣s ♦♥❧② ❢♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r ❢❛❝t♦rs
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❡t✳

❇r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞✿

✶✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷✳ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✸✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ r❡✈✐s❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❜②
♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡rs ✭❡✳❣✳ ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇s ♦♥
♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❡♠♣❧♦②❡❞✳

✶✳✶✳✶✳✶ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥str✉❝t ❛ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❢✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ ❞❡❜❧✉rr✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✳✷✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡
st❛❣❡s✿

• ❆ r❡❣✐str❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❢♦r ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱



•

•

Wk



❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✶✾

❚❤❡ t❤r❡❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥✲
❞✉❝t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ■r❛♥✐ ❛♥❞ P❡❧❡❣ ❬✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❇P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❘
✐♠❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠✐❣❤t ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❢✉rt❤❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ■❇P
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✱ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
❙❘✳

❆♥♦t❤❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦
❈♦♥✈❡① ❙❡ts ✭P❖❈❙✮ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❜② P❛tt✐ ❡t ❛❧✳
❬✶✼❪✳ ■t ✐s ❛ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛✐♠s ❛t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❍❘ ✐♠❛❣❡ t❤❛t
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛
♣r✐♦r ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❖❈❙✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡
❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t Ci✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤
s❛t✐s❢② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ●✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❍❘ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡✱
✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✿ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱
t❤❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s❡t Cs =

⋂m

i=1 Ci✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛
❝♦♥✈❡① s❡t✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡① s❡t✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t s❡t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❖❈❙ ❝♦♥s✐sts t❤❡♥ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❍❘ x0 ♦♥t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥✿

xn+1 = PmPm−1 · · ·P2P1x
n ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ x0 ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ Pi ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤
♣r♦❥❡❝ts ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✐❣♥❛❧ x ♦♥t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t Ci✳ ❲✐t❤ ✭✶✳✷✮✱ ❛ ❢❛✐r❧②
❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱ t❤✐s ✐s✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ✜♥❞✐♥❣ Ps✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✱ ✐♥ ♦♥❡ st❡♣✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❖❈❙ ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r②
❤✐❣❤✳

✶✳✶✳✶✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❆ ♠❛❥♦r ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡s ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ✉t✐❧✐③❡s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❛t ❝❧✉❡s ❛❜♦✉t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❧✐❛s❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❙❘ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❞✐t❡❞ t♦ ❚s❛✐ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣
❬✽❪✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞



✷✵ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t♦ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮
❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧✐❛s❡❞
❉❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✿

✶✳ ❚❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱

✷✳ ❚❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❈❋❚✮
❛♥❞ t❤❡ ❉❋❚ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞

✸✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❛s❡❞
❉❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s t♦ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❋❚ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
❍❘ ✐♠❛❣❡✳

❘❤❡❡ ❛♥❞ ❑❛♥❣ ❬✶✽❪ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❈❚✮✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❉❋❚✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳
❲♦♦❞s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✵❪ ❢♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❜❧✐♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡
✜rst ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✿ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✲❜❛s❡❞
❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❜②
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❙❡❝✲
♦♥❞❧②✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❜② ❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛♥❞❧❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♦♥❧②
❡①✐sts ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡✲
✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❧✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭✐✳❡✳ Bk ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s✮✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❣✉♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t
tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ t❤❛t ✐s ❧♦st ♦r ❞❡❣r❛❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠✲
❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s✲
❢♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t②♣✐❝❛❧❧②
tr❡❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❛s t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ s✉❜✲❜❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
✇❛✈❡❧❡t✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜♥❡r s❝❛❧❡ s✉❜✲❜❛♥❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ t❤❡ 2×2 ❙❘ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①❛♠✲
♣❧❡✳ ❚❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❢t❡r
N ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ (N + 1)✲t❤ s❝❛❧❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✇❛✈❡❧❡t



❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✷✶

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❬✷✷❪✱ ❊❧✲❑❤❛♠② ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜rst r❡❣✐st❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ▲❘
✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡♥ ❢✉s❡ t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ▲❘ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❣❡t ❛ ❤✐❣❤❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♠❛❣❡✳ ❏✐ ❛♥❞ ❋❡r♠ü❧❧❡r ❬✷✸✱ ✷✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ r♦❜✉st ✇❛✈❡❧❡t ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡
t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝✉rr❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♣♣❛❧❧✐ ❛♥❞ ❇♦s❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ st❛❣❡
✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡t✲❞♦♠❛✐♥ ❙❘ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶✳✶✳✶✳✸ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❙❘ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ♦r ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
❜❧✉r ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♥✉♠❡r♦✉s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ t♦ ✏st❛❜✐❧✐③❡✑ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ✉s❡
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦♠❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞

• ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✶✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡♥ s♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✭✶✳✶✮✱
❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s♦♠❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t❡❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❈▲❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❈▲❙ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱
❡✳❣✳✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ x t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❬✷✻❪✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿

x̂ = argmin
x

{
p
∑

k=1

‖yk −Akx‖2 + α‖Cx‖2} , ✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ Ak ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ yk✱ α ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ❛♥❞ C ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❤✐❣❤✲♣❛ss
✜❧t❡r✳ ■♥ ✭✶✳✸✮✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥t✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♠♦st ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② s♠♦♦t❤
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤✐❣❤✲♣❛ss ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡
r❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r α ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❞❡❧✐t②
t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ✭✶✳✸✮ ✐s ❝♦♥✈❡①
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡st✐♠❛t❡ x̂ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s ✐t✳ ❖♥❡ ❜❛s✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡



✷✷ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞❡rs s♦❧✈✐♥❣
(

p
∑

k=1

AT
kAk + αCTC

)

x̂ =

p
∑

k=1

AT
k yk , ✭✶✳✹✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r x̂✿

x̂n+1 = x̂n + β

(

p
∑

k=1

AT
k (yk −Akx̂

n)− αCTCx̂n

)

, ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ β r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t②♣✐❝❛❧❧② ❛❞♦♣t ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✭✐✳❡✳ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s✮ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s✐❣♥❛❧ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡✮ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② t❤❡♥ ♦♥ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜❧② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❍❘ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ s♦♠❡❤♦✇ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❜♦t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❇❛②❡s✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷❪✳ ❚❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t♦r
♦❢ x ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ P❉❋ P (x|yk) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ ✐✳❡✳✿

x̂ = argmax
x

P (x|y1,y2, . . . ,yp) . ✭✶✳✻✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ▼❆P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

x̂ = argmax
x

{lnP (y1,y2, . . . ,yp|x) + lnP (x)} . ✭✶✳✼✮

❇♦t❤ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ P (x) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② P (y1,y2, . . . ,yp|x)
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ x ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❇❛②❡s✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ♣r✐♦r t❡r♠✳ ▼▲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✸✸❪✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❙❘ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s
✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ▼▲✳

✶✳✶✳✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍❘ ✐♠❛❣❡✱ ❣✐✈❡♥
♦♥❧② ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝❝❡ss



❲❤❛t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✷✸

t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ st❡♣ s♦ t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❘ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✐s
✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

IL = (IH ∗ b) ↓s , ✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ IL ❛♥❞ IH ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡✱ b ✐s ❛ ❜❧✉r ❦❡r♥❡❧ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❧✉r
❬✸✹❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ↓s ❞❡♥♦t❡s ❛ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ s✳ ❚❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡♥ ❛ ❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❍❘ ✐♠❛❣❡✳

❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛✐♠s ❛t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s
❛ s✐♥❣❧❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡❞ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱
❛s t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❍❘ ✐♠❛❣❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
❙❘ ✐s ❞❡❡♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✏❛♥❛❧②t✐❝❛❧✑ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡② s❤❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❡✳❣✳ ❧✐♥❡❛r✱ ❜✐❝✉❜✐❝✱ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝
s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬✸✺❪✮✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❍❘ ❣r✐❞ ❛s ❛✈✲
❡r❛❣❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♣✐①❡❧s✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡ ❛ ✏s♠♦♦t❤♥❡ss✑ ♣r✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡s ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝♦r♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♣r✐♦r r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ r✐♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❜❧✉rr✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❙❘ ✐s t❤✉s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r✐♦rs✳

❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✶✳ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞
♦❢t❡♥ ❡♠♣❧♦② ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡❀

✷✳ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❜✉t r❛t❤❡r
❞❡✜♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ❡❞❣❡✲❢♦❝✉s❡❞
♠❡t❤♦❞s✱ ✐✳❡✳ t❤❡② tr② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐♠❛❣❡ ❞❡t❛✐❧s ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ✐♥✲
♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ❡❞❣❡s ❬✸✻✱ ✸✼✱ ✸✽✱ ✸✾✱ ✹✵❪✳ ❊✳❣✳ ✐♥ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❉❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛♥❞ ❜❧❡♥❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t t♦
②✐❡❧❞ t♦ t❤❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❬✹✵❪ ❋❛tt❛❧ ♣r♦♣♦s❡s ❛
♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ ❡❞❣❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ❙❘ t❤r♦✉❣❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❊✳❣✳ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬✹✶❪ ❛❞❞s t♦



✷✹ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✹✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ ❛ ✏❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ✐♠❛❣❡
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✑ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ❍❘ ✐♠✲
❛❣❡ ❜❡ s♣❛rs❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❞♦♠❛✐♥✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉♦♥❣ ❡t ❛❧✳
❬✹✸✱ ✹✹❪ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭t❤❛t ✇♦✉❧❞
✐♥❞✉❝❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡♠ ❛s ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✮✱ t❤❡② ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢❛♠✐❧②✱ ❛s t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❲✐t❤♦✉t ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡❞❣❡✲❢♦❝✉s❡❞ ♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❙❤❛♥ ❡t ❛❧✳
✐♥st❡❛❞ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬✹✺❪ ❛ ❢❛st ✐♠❛❣❡ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦✲❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s s❛✐❞✱ ✐s t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❘ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✐♠❛❣❡✳ ▲❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s s✐♥❣✉❧❛r❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ✈✐❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣
❬✹✻✱ ✹✼❪✱ ♦r ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❘ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s
t♦ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✭✐✳❡✳ sq✉❛r❡❞ ❜❧♦❝❦s ♦❢
✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✭r❡❧❛t✐♥❣ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❍❘
♣❛t❝❤❡s✮ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ▲❘ ✐♠❛❣❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ✐ts ✏♠♦st✲❧✐❦❡❧②✑ ❍❘
✈❡rs✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❍❘ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉❡ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ❞❡t❛✐❧s ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏✐♠❛❣❡ ❤❛❧❧✉❝✐♥❛t✐♦♥✑
♠❡t❤♦❞s✳

▲❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❬✹✽❪✳ ■♥ t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢
✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤
✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✏❡①❛♠♣❧❡s✑ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❋r❡❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s✱ t♦ ❢♦r♠ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠
❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ❛ ▲❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐s t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ▼❘❋ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍❘ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛t❝❤❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❆❢t❡r ❛ss♦❝✐❛t✲
✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ❝♦st t♦ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦st t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡ ▼❘❋ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✱ ❋r❡❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❛❞♦♣t ✐♥ ❬✹✽❪
❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦
❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❢❛❝❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡✲
❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ◆❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶❪ ❛r❡



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✷✺

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ▲❘ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
✈✐❛ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤❀ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❍❘ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s✐♥❝❡ ♣❛t❝❤
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛t❝❤ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣
♠♦r❡ ♣❛t❝❤ ♣❛tt❡r♥s✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤ ❡①❡♠♣❧❛rs ♥❡❡❞❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡✲
❛❧❧② ❧♦✇❡r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✏❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✑ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳
❆♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞✱ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ❙❘ ❬✺✷✱ ✺✸✱ ✺✹❪✱ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♣❛rs❡❧② ❝♦❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ tr❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭✐✳❡✳ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❝❤
♣❛✐rs✮✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬✺✺❪ s♦♠❡❤♦✇ ❜r✐❞❣❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱
❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ✏s♣❛rs❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♠♣❧❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✱ ❜②
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞✳

✶✳✷ ❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛✐♠s ❛t r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✭✶✳✽✮✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ♠❛♣s ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ▲❘ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✭✶✳✽✮✳ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ ✐✳❡✳ sq✉❛r❡❞ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♣✐①❡❧s ✭❡✳❣✳ 3×3 ♦r 5×5 ❜❧♦❝❦s✮✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
✐s t❤❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤✱ t✇♦ ❜② t✇♦✱ ❢♦r♠ ♣❛✐rs✳ ❆ ♣❛✐r s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ▲❘ ♣❛t❝❤ ❛♥❞ ✐ts ❍❘ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s✳

❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣r✐s❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✿

✶✳ ❆ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❜✉✐❧t❀

✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝r❡❛t❡❞ t♦ ✉♣✲
s❝❛❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❆s ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s✿ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠
❛ s❡t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ✏✐♥t❡r♥❛❧✑ ♦♥❡✱ ❜✉✐❧t ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♥②
♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ t❤❛♥ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
✏s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✑ ♣r♦♣❡rt②✱ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♠❛❣❡
str✉❝t✉r❡s t❡♥❞ t♦ r❡♣❡❛t ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡s✿ t❤❡r❡❢♦r❡✱
♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② s❝❛❧❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ✐t✳ ❚♦ ❧❡❛r♥ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛❦❡ t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡✲st❡♣ s❝❤❡♠❡s ❬✺✻✱ ✺✼❪ ♦r s❝❤❡♠❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡



𝒀𝒍 𝒀𝒉 

𝑿𝒉 𝑿𝒍 

LR input 
image 

HR output 
image 



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✷✼

s❡❛r❝❤❡s✱ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ s♦♠❡ s♣❛rs❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❍❡r❡✐♥❛❢t❡r ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ X l = {xl
i}Nx

i=1 ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ▲❘
♣❛t❝❤❡s ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞❀ s✐♠✐❧❛r❧②✱ X h = {xh

i }Nx

i=1 ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦r♠ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳
❊❛❝❤ ♣❛t❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ ✐ts ♣✐①❡❧s✱ ♦r ❝❡rt❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♠♣✉t❡❞
♦♥ t❤❡♠✱ ❛r❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t♦r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ Y l =
{yl

i}Ny

i=1 ❛♥❞ Yh = {yh
i }Ny

i=1 ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❡ts ♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❡①❛♠♣❧❡
♣❛t❝❤❡s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥ ❍❘ ♦✉t♣✉t
♣❛t❝❤ xh

i ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl
i✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s❡ts ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱

Y l ❛♥❞ Yh✱ t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷ r❡❝❛♣s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
♠❛♥✉s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳

X l = {xl
i}Nx

i=1 ▲❘ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

X h = {xh
i }Nx

i=1 ❍❘ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡

Y l = {yl
i}Ny

i=1 ▲❘ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

Yh = {yh
i }Ny

i=1 ❍❘ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ◆♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ✲ ❚❤❡
❧❡tt❡rs ✏①✑ ❛♥❞ ✑②✑ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭t❡st ✐♠❛❣❡ ♦r
❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮❀ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳

✶✳✷✳✶ ❚②♣❡s ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❆s s❛✐❞✱ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✿

• ❆♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞

• ❆♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ s❡✈❡r❛❧ ❤✐❣❤✲❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ JH ✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥
▲❘ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt JL ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r
❙❘ ✭✶✳✽✮✱ ✐✳❡✳

JL = (JH ∗ b) ↓s . ✭✶✳✾✮

▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ JL ❛♥❞ JH ✱ ♦r ❢r♦♠ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳ ❚✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣❛✐r ✇❤❡♥ ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✭t❤❡ ❍❘ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ ✐ts ▲❘ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✮✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❤✉s ❢♦r♠❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛
tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤❛s❡✮✳



✷✽ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

■♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✱ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t
❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐❢✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡
❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢✳ ▲♦❝❛❧
✐♠❛❣❡ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ t❡♥❞ t♦ r❡❝✉r
❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❲❡ ❝❛♥
t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢✱ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✉♣✲s❛♠♣❧❡❞ ♦r ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♥t♦
♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t❧② r❡✲s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✉s❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s t♦
❧❡❛r♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡ ♦✉r ✐♥t❡r♥❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❦✐♥❞s ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ♦♥❡✲st❡♣
s❝❤❡♠❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✺✻✱ ✺✼❪✱ ❛♥❞ s❝❤❡♠❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢
r❡❝✉rs✐✈❡❧② s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡s ❬✺✽✱ ✺✾✱ ✻✵❪✳

❖♥❡✲st❡♣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤
♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥
❢❛❝t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞
t❤✉s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛t❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡✲s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳ ❖♥❧② ♦♥❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐s
t❤❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✳ ▲❡t D ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡
❞♦✇♥s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✱ s✳t✳ D(I) = (I) ↓p✱ ✇❤❡r❡ p ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝❤♦s❡♥ s♠❛❧❧
s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r❀ ❛♥❞ ❧❡t U ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✱ s✳t✳ U(I) = (I) ↑p✳
▲❡t IL st✐❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❬✺✻❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ JL = U(D(IL))✱
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s
s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❍❘ ❡①❛♠♣❧❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠
JH = IL − JL✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❤✐❣❤✲♣❛ss ✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ ❬✺✼❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
JL = (IL ∗ b) ❛♥❞ JH = U(IL)✿ t❤❡ ▲❘ ❡①❛♠♣❧❡s ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠
❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ IL✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❧✉rr✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❧✉r ❦❡r♥❡❧ b✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛♥
✉♣s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ IL✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥t❡♥t✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪ ♣❛✈❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ s❡✈❡r❛❧ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❬✺✾✱
✻✵❪✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣②r❛♠✐❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡✲
st❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧②
❞♦✇♥✲s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦rt ♦❢ ♦✈❡rt✉r♥❡❞ ♣②r❛♠✐❞✳
●✐✈❡♥ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✱ ❛❧❧ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤✐s ♣②r❛♠✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r
s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✱ ✉s✉❛❧❧② ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ✭◆◆❙✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✶✳✹✮✳

❚♦ t❡st t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡
❜✉✐❧t ❛ ♣②r❛♠✐❞ ✇✐t❤ ✻ s✉❜✲❧❡✈❡❧s ✭t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞♦✇♥✲s❝❛❧❡❞
✻ t✐♠❡s✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✱ t❤❡♥✱ t❤❡ K = 9 ♠♦st s✐♠✐❧❛r s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s
✭t❤❡K ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❛r❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣②r❛♠✐❞✱ ❛♥❞



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✷✾

𝑰𝟎 (𝑰𝑳) 

𝑰−𝟏 

𝑰−𝟐 

𝑰−𝟑 

𝑰−𝟒 

𝒙𝒊𝒍 

𝒚𝟏𝒍  

𝒚𝟐𝒍  

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ P②r❛♠✐❞ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡s ✲ ❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❝♦♥s✐sts
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ✹ s✉❜✲❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ✭I0✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❘
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL✳ ●✐✈❡♥ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl

i✱ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏♥❡✐❣❤❜♦rs✑
✭yl

1,y
l
2, . . . ✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳

t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛✇♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠
❝❧❛ss❡s ❛r❡ t❤❡ ✻ s✉❜✲❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✜rst s✉❜✲❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢
s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♥❡❛r❧② ✸✺ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs st✐❧❧
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜✲❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳

✶✳✷✳✷ P❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ✐s ❜✉✐❧t✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✇♦ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
s❡ts Y l ❛♥❞ Yh ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❡①❛♠♣❧❡ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r
❙❘ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡❛❞② t♦ st❛rt✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘



✸✵ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
♣②r❛♠✐❞ ✲ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ t❡st✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✱ s❤♦✇s t❤❛t✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❧❡✈❡❧ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♦♥❡✱ ♦t❤❡r s✉❜✲❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦♦✳

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❜✉✐❧t
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛s ♠❛♥② ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s
t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s
t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❍❘ ♣❛t❝❤ xh

i ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❦♥♦✇♥ ▲❘ ♣❛t❝❤ xl
i✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢

t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s❡ts✳
❲❡ ❝❛♥ ❜r♦❛❞❧② ❝❧❛ss✐❢② ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘

✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ▲♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✮✱ ❛♥❞

• ❙♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✮✳

✶✳✷✳✷✳✶ ▲♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

▲♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✏❧♦❝❛❧❧②✑ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥✲
♣✉t ♣❛t❝❤ xl

i✱ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ✭◆◆❙✮✳ ❆ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl

i

✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ▲❘ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s Y l✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❍❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ▲❡t Y l

i ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣✱ ❝♦❧✉♠♥ ❜②
❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ ❧❡t Y h

i ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡ts Y l

i ❛♥❞ Y h
i ✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❍❘

♣❛t❝❤ xh
i ✐s t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛✲

r✐③❡❞ ✐♥ ✸ st❡♣s✳

✶✳ ◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦r ❙❡❛r❝❤ ✭◆◆❙✮✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts Y l
i ❛♥❞ Y h

i

❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✶

✷✳ ▼♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ ❆ ♠♦❞❡❧Mi ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳
Mi ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣
s❡ts✿ Mi =M(xl

i,Y
l
i,Y

h
i )✳

✸✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧Mi ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t
♣❛t❝❤✳

❆♠♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤✿ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮✳ ◆❊ ❛♥❞ ❉▼
❞✐✛❡r ✐♥ st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ◆❊✱ t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧Mi ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts wi ∈ RK ✭✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❤♦s❡♥✮✱ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs Yl

i✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs
✭wi =M(xl

i,Y
l
i)✮✳ ■♥ ❬✺✽❪✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✇❡✐❣❤t wi(j)✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r

yl
j ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✱ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❧❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ✭◆▲▼✮ ♠♦❞❡❧
❬✻✷❪✳

wi(j) =
1

C
e−

‖xli−y
l
j‖

2
2

t , ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ s♣❡❡❞ ❛♥❞ C ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
❝♦♥st❛♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s✉♠ ✉♣ t♦ ♦♥❡✳

■♥ ♦t❤❡r ◆❊ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ✭✐✳❡✳ xl

i ≈ Yl
iwi✮✳ ■♥ ❬✹✾✱ ✺✵✱

✺✶❪✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
❛ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿

wi = argmin
w

‖xl
i −Yl

iw‖2 s✳t✳ 1Tw = 1 ✳ ✭✶✳✶✶✮

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✳✶✶✮ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮
❬✻✸❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♠❡❛♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❡✈❡♥ ♠♦r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭✐t ♠❛❦❡s t❤❡♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳

■♥ ❬✻✹❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✱ t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♦♥❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✿

wi = argmin
w

‖xl
i −Yl

iw‖2 s✳t✳ w ≥ 0 ✳ ✭✶✳✶✷✮

❖♥❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts wi ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ✭❙t❡♣ ✸✮ ♦❢ t❤❡
◆❊ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ xh

i ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs Yh

i ✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤ts✿

xh
i ≈ Yh

i wi ✳ ✭✶✳✶✸✮



✸✷ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ ◆❊
❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐s t♦t❛❧❧② ❧❡❛r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❘ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❍❘ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤✳𝑿𝒍 : LR test patches 

𝒀𝒍 : LR training patches 

𝑿𝒉 : HR test patches 

𝒀𝒉 : HR training patches 

1. NNS 
2. Model 

generation 
3. Prediction 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✲ ◆❊ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐♥tr❛✲s♣❛❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧
❛♠♦♥❣ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐t ♦♥ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳

■♥ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮ ♠❡t❤♦❞s ❬✺✼✱ ✻✺✱ ✻✻❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ fi t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣s t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t
♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts
✭fi =M(Yl

i,Y
h
i )✮✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜tt✐♥❣ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs

♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✿

fi = argmin
f∈H

K
∑

j=1

‖yh
j − f(yl

j)‖22 + λ‖f‖2H , ✭✶✳✶✹✮

✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❍✐❧❜❡rt ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ λ ≥ 0 ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❊①❛♠♣❧❡s s✐♠✐❧❛r t♦ xl

i ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥
❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❢t❡r✇❛r❞s s✐♠♣❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ xl

i t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ✭❙t❡♣ ✸✮✿

xh
i = fi(x

l
i) ✭✶✳✶✺✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡
❉▼ ❝❛s❡✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❙♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❆s ❛♥♦t❤❡r ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✱ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤❡s ✈✐❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❬✺✷✱ ✺✸❪✳ ❍❡r❡✱



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✸

𝑿𝒍 : LR test patches 

𝒀𝒍 : LR training patches 

𝑿𝒉 : HR test patches 

𝒀𝒉 : HR training patches 

1. NNS 

2. Model 

generation 

3. Prediction 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ✲ ❉▼ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱
❜② ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❛❝❡s✳

t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♣❛rs✐t②✿
❢♦r ❡❛❝❤ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl

i✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s♣❛rs❡ ✈❡❝t♦r αi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❘
❞✐❝t✐♦♥❛r② Y l ✭t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ αi ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✮❀
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r② Yh ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ xh

i ✳
❚❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❘

✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl
i✮ ❝♦♥s✐sts t❤❡♥ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳

✶✳ ❋✐♥❞ t❤❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ αi t♦ s♣❛rs❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤
✭❝♦❞✐♥❣ st❡♣✮

min ‖αi‖0 s✳t✳ ‖Ylαi − xl
i‖ ≤ ǫ . ✭✶✳✶✻✮

✷✳ ❆♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ s♣❛rs❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♦✉t✲
♣✉t ♣❛t❝❤ ✭s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ st❡♣✮

xh
i = Yhαi , ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Yl ❛♥❞ Yh ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▲❘
❛♥❞ ❍❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳

❉✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤✱ ❜✉t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡❧❡♠❡♥ts
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✏❛❞❛♣t✐✈❡✑✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♣❛t❝❤❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs αi✱ ‖αi‖0✮ ✐s



✸✹ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜①❡❞✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ◆◆❙✱ ❜✉t ❝❛♥
✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❆ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬✻✼✱ ✺✷❪ ❛ s♣❛rs❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① D ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐①
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❛t❝❤❡s❀ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❢❛❝t♦r ✐t ✐♥t♦ t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① Dnew ❛♥❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t A ❤❛s ❛ s♣❛rs❡ ❝♦❧✉♠♥✲✇✐s❡ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢♦r t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

Dl
new = argmin

{Dl,A}
‖Yl −DlA‖22 + λ‖A‖1

Dh
new = argmin

{Dh,A}
‖Yh −DhA‖22 + λ‖A‖1

. ✭✶✳✶✽✮

■♥ ❬✻✼✱ ✺✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❥♦✐♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r✐❡s✱ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❜❛s❡s t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
t❤❡ ❥♦✐♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛
▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤ ♣❛✐r ✇✳r✳t✳ t❤❡✐r ♦✇♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥
✭✶✳✶✽✮ r❡s✉❧t t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿

Dnew = argmin
{D,A}

‖Y −DA‖22 + λ̂‖A‖1 , ✭✶✳✶✾✮

✇❤❡r❡ Y =
[

1√
Mh

Yh; 1√
M l

Yl
]

✐s t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♠❛tr✐① ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ D =
[

1√
Mh

Dh; 1√
M l

Dl
]

✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✭M l

❛♥❞ Mh ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs✮✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s♣❛rs❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✾✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❡✳❣✳ ❑✲❙❱❉ ✭❑✲s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❬✻✽❪✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s t②♣✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ t❤❡ ❜❛s✐s ♠❛tr✐① D ❛♥❞ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳
❬✺✷❪✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡✲s✐❣♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✻✾❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ st❡♣✳
❚♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✉❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✻✾❪✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② Dnew

✐s tr❛✐♥❡❞✱ Dl
new ❛♥❞ Dh

new ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② s✐♠♣❧② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧❡❛r♥❡❞
♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡✱ ✇❡ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡
t♦ ❛❧s♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❙❘ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❢❛❝t♦r ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐①



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✺

♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤✉s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❑✲❲❊❇✱ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ❑✲❲❊❇ ✐s t❡st❡❞ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② r❡❝♦✈❡r②✳



✸✻ ❙❘✿ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡



❈❤❛♣t❡r ✷

❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❜❛s❡❞ ♦♥

♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶ ♦♥ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜r✐❡✢② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ✏❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✑✮✳ ❇❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞
❙❘✿ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛s ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ ♥♦✈❡❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❆
♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ ❜❡ ✉s❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❛♥❞ ♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r
❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✶ ◆❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❘

❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ IH ✱ ❣✐✈❡♥
❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL ❛♥❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ D✳ ❚❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ t❤❡

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❬✼✸✱ ✻✹✱ ✼✽✱ ✽✷❪✳

✸✼



✸✽ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✏♣✐❡❝❡ ❜② ♣✐❡❝❡✑✱ ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❤♦❧❡ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛♥❞ ❛❞♦♣ts ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D =
(

Y l,Yh
)

✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ▲❘✴❍❘ ♣❛t❝❤ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ Y l = {yl
i}Ny

i=1

✐s ❛ s❡t ♦❢ ▲❘ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ Yh = {yh
i }Ny

i=1 ✐s t❤❡ s❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r ❍❘
❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ◆❊ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ❛s
t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts K ❑ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭K✲◆◆✮ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤✳ ❆❧❧ ♣❛t❝❤❡s✱
❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡s✱ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✱
❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✇❡ r❡✈✐s❡ t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ◆❊✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❤❡♥ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ IL ✐♥t♦
♣❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt t❤❡♠
✐♥t♦ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✱ s♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs X l = {xl

i}Nx

i=1✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡✱ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡
▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✱ ❛ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t K ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❍❘ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs X h = {xh

i }Nx

i=1✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ◆❊✲❜❛s❡❞
❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ▲❘ ♣❛t❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r xl
i ∈ X l

✭❛✮ ❋✐♥❞ ✐ts K✲◆◆ ✐♥ Xd ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✿

Ni = argmin
yl
j∈Yl

K
∥

∥xl
i − yl

j

∥

∥

2
✳ ✭✷✳✶✮

✭❜✮ ❋✐♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s xl
i ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ K ✇❡✐❣❤ts {wij}Kj=1 s✉❝❤ t❤❛t✿

xl
i ≈

∑

yl
j∈Ni

wijy
l
j ✳ ✭✷✳✷✮

✭❝✮ ❆♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❍❘ ♣❛t❝❤
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r xh

i ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ Yh✿

xh
i =

∑

xh
j ∈H(Ni)

wijx
h
j ✳ ✭✷✳✸✮



◆❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❘ ✸✾

✇❤❡r❡ H(Ni) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❍❘ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Ni✳

✷✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ r❡✈❡rs❡ t❤❡♠ ❜❛❝❦ t♦
♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛t❝❤❡s✱ ❜② s✐♠♣❧② ❛✈❡r❛❣✐♥❣
t❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ♠❛❦❡✿
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♠♦♥ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣
✭▲▲❊✮✱ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛t❝❤
❢❡❛t✉r❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳

✷✳✶✳✶ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

❆s ❛ ✜rst ✇♦r❦ ✐♥ ◆❊✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪
❛ ♥♦✈❡❧ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡✐r ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ▲♦❝❛❧❧②
▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮ ❬✻✸✱ ✼✵❪✳ ▲▲❊ ✐s ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿ ♥❛♠❡❧②✱
✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮❀ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥✱ ✐t ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t t♦ ✏❞✐s❝♦✈❡r✧ t❤✐s ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ▲▲❊ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
✐♥t✉✐t✐♦♥✿ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ✇❡❧❧✲
s❛♠♣❧❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t
❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐ts❡❧❢ t❤r♦✉❣❤ ✐ts
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

■♥ ❬✹✾❪ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ▲▲❊ t♦ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛s✲
s✉♠✐♥❣ t❤❛t ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡s ❢♦r♠ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❧♦❝❛❧
❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥ t✇♦ ✏❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡s✧✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛
❣✐✈❡♥ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❧❛②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❍❘
♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❘ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♣♣❧② ▲▲❊✱
s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❀ ✐t t❛❦❡s ❢r♦♠ ✐t ♦♥❧② t❤❡
✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✐ts
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡r✲
r♦r✳ ❚❤❡ ✏♠❛♥✐❢♦❧❞ s✐♠✐❧❛r✐t②✧ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❛t ✇❛s t❤❡ str♦♥❣
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦✉t♣✉t
♣❛t❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❛❧✐❞✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✼✶❪✿ ✐❢ s♦♠❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s
❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥②♠♦r❡✳



✹✵ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✲ ❆ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ K ✐♥ RN ✐s ❛
s✉❜s❡t ♦❢ RN ✇❤✐❝❤ ✏❧♦♦❦s ❧♦❝❛❧❧②✑ ❧✐❦❡ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s✉❜s♣❛❝❡ RK ♦❢ RN ✳

❆s s❛✐❞✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭❙t❡♣ ✶❜ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✱ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘ ♣❛t❝❤✱ εi = ‖xl

i −
∑

yl
j∈Ni

wijy
l
j‖2 = ‖xl

i − Yl
iwi‖2✳

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ t❤✐s ❡rr♦r ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ r♦t❛✲
t✐♦♥s✱ r❡s❝❛❧✐♥❣s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ✜rst
t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡r✲
r♦r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✭❙❯▼✶✲▲❙ ✮✿

wi = argmin
w

‖xl
i −Yl

iw‖2 s✳t✳ 1Tw = 1 ✳ ✭✷✳✹✮

❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱
❛♥❞ ✐t ✐s✿

wi =
G−1

i 1

1TG−1
i 1

, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① G−1
i := (xl

i1
T −Yl

i)
T(xl

i1
T −Yl

i)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✷✳✺ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡ ✏❙❯▼✶✲▲❙✑ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆❊✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✹✾❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳
❬✺✵✱ ✺✶❪✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts



◆❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❘ ✹✶

♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ✉s t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✶✳✷ ❋❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦r ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡✳❣✳ t❤❡ Y IQ ✷

✸✲♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❚❙❈ ❝♦❧♦r ❚❱ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t Y r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts I ❛♥❞ Q✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝♦♥✈❡② t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳
❋♦r ❙❘ ♣✉r♣♦s❡s t❤❡ ❧❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡
❤✉♠❛♥s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦❧♦r✱ ♦♥❧② t❤❡ Y ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞✱ s♦ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ✉♣s✐③❡❞ ❜②
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ ❛ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✿ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱
♥❛♠❡❧② s♦♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❢♦r ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❋❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❝❤ ✲ ❖♥❡ ♦r❡ ♠♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❀ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛
✈❡❝t♦r ❢♦r♠✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ❞♦✉❜❧❡✿

• t♦ ❝❛t❝❤ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥
❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❣♦♦❞ ✏♣r❡❞✐❝t♦r✑ ❢♦r t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥❀

• t♦ ♣♦ss✐❜❧② ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✉rs✉❡ t❤❡ ✜rst ♣✉r♣♦s❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥
♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡s ✭t❤❡

✷✳ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Y UV ✱ ✇❤❡r❡ Y UV ✐s t❤❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥❛❧♦❣ ❚❱ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts t❤❛♥ Y IQ✳



✹✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

▲❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✮ ❜❡❢♦r❡ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✱
s♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❊✳❣✳ ✐♥ ❬✹✽✱ ✺✸❪ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✭♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t❡❞✮✳ ■♥ ❬✼✷✱ ✺✵❪ ✐♠❛❣❡ ✏♣r✐♠✐t✐✈❡✑ ♣❛t❝❤❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲❘
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❦ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜❧t❡rs✱ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ■♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✺✵❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✺✷❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ s✐♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ✭✹ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ♣✐①❡❧✮✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
s✐♠♣❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❢♦✉r ✶✲❉ ✜❧t❡rs t♦ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✿

g1 = [−1, 0, 1], g2 = gT1
g3 = [1, 0,−2, 0, 1], g4 = gT3

. ✭✷✳✻✮

■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❘
♣❛t❝❤❡s ✐s t❤❡ ♠♦st ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ▲❘✲❍❘ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡
❛s ❢♦r t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜❛❝❦
t♦ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤✐s r❡✈❡rs✐♦♥ st❡♣ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✭✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✏✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✑ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥s✮ ♦r ❡✈❡♥
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✐s t♦ str❛✐❣❤t ✉s❡ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❛❢t❡r
❞♦✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr❛st ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ♠❡❛♥ r❡♠♦✈❛❧✳

✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r

❡♠❜❡❞❞✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ♣❛t❝❤❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆❊✲❜❛s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❙❯▼✶✲▲❙
✇❡✐❣❤ts✑✱ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶
✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢✉❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳

✸✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛♣❡rs ♦❢ ♦✉rs✱ ❬✼✸✱ ✻✹❪✳



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✹✸

✷✳✷✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲▲❊✲❜❛s❡❞
♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤r❡❡ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✳
❋ ✶ ❋✐rst ♦r❞❡r ❣r❛❞✐❡♥t ✿ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ✭✷ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ♣✐①❡❧✮✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ t❤❡
❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♠❛tr✐① g1 = [−1, 0, 1] ❛♥❞ g2 = gT1 ❛s 1✲❉ ✜❧t❡rs✳ ▲❡t N ❜❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ ♣❛t❝❤ ❛♥❞ d t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✱
t❤❡♥ d = 2N ✳

❋ ✷ ❈❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✿ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✉♠✐✲
♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡♠♦✈❡
t❤❡ ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❀ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡ ❛❧s♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲❝✉t ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ d = N ✳

❋ ✸ ❋✶✰❋✷ ✿ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✶ ❛♥❞ ❋✷ ✭t❤✉s✱ d = 3N✮ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✺✶❪✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ✉s❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲❜❛s❡❞

❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳
●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭❋✷✮ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❍❘ ❢❡❛t✉r❡s r❡tr✐❡✈❡❞ ❛r❡ r❡✈❡rt✐❜❧❡✱ ❜② s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡
❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡sts✳

▲❘ ❢❡❛t✉r❡s ❍❘ ❢❡❛t✉r❡s

❋✐rst ♦r❞❡r ❣r❛❞✐❡♥t ✭❋✶✮ ❈❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠❛ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮

❈❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠❛ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮ ❈❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠❛ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮

❋✶✰❋✷ ❈❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠❛ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✲ ❋♦r
t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s❀ ❢♦r t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✉s❡❞ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲
❜❛s❡❞ ✈❛❧✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡

❆♠♦♥❣ t❤❡ ✸ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡s ✭❋✶✱ ❋✷✱ ❋✶✰❋✷✮✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t
❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✏❝❤❡❛♣❡st✑
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❛s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡ss ❡♥tr✐❡s
t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✺✶❪ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐✲
♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭✏♥♦r♠ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✑✮✿ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r



✹✹ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❣r❛❞✐❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♣✉r❡❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤
♦r ✜❢t❤ ❝❤♦✐❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐♥ ❬✺✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ K ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❢♦r t✇♦
t❡st ✐♠❛❣❡s ✭✏❤❡❛❞✑ ❛♥❞ ✏❜✐r❞✑✮ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭P❙◆❘ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✮ ✈❡rs✉s K✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❯▼✶✲▲❙ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❤❡❛❞ ❜✐r❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❙❯▼✶✲
▲❙ ✉s❡❞ ❛s ◆❊ ♠❡t❤♦❞ ✲ ❋♦r ❜♦t❤ t❡st ✐♠❛❣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t
❛♥ ✏✉♣✲❞♦✇♥✲✉♣✑ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs K✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✏✉♣✲❞♦✇♥✲✉♣✑ ❜❡❤❛✈✐♦r❀ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r❡❞
❢❡❛t✉r❡s ❛♣♣❡❛rs ❡✈❡♥ ❞r❛♠❛t✐❝✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✏❜❧✐♥❞♥❡ss✑
♦❢ t❤❡ ◆❊ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡
▲❘ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❧✐♥❞❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ✈❡❝t♦rs✳
❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✈❡❝t♦rs d✳ ❋♦r ❋✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ▲❡t d ❜❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✈❡❝t♦rs✱ K t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❛♥❞ ri t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛tr✐① Yl

i✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
✭❝❡♥t❡r❡❞✮ ✈❡❝t♦rs ❧✐❡ ♦♥ ❛ d− 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛tr✐① ✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ri ≤ min(d− 1, K)✳ ❋♦r t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜✉✐❧t ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s t✐❣❤t✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ri = min(d− 1, K) ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❋♦r K = d t❤❡ ❙❯▼✶✲▲❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ d ❡q✉❛t✐♦♥s ✭t❤❡ d− 1 ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ xl

i ≈ Yl
iwi ♣❧✉s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✮ ✐♥

K = d ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ❍❡r❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✹✺

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲❙ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✏t♦♦
✜tt❡❞✑ ♦♥ t❤❡ ▲❘ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❜❛❞ ❍❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✷✱ ❛t K = d = 9✱ ❛s ✇❡ ✉s❡ 3× 3 ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❢❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❢❡❛✲
t✉r❡s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ ❋✷ ❛s ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ▲❘ ❛♥❞ ❍❘
♣❛t❝❤❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ K ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s✳

✷✳✷✳✷ ❆ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❢❡❛t✉r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ❢❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❙❯▼✶✲▲❙ ❛s ❛ ◆❊
♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❜② ❛ ♠♦r❡ ✏r❡❧❛①❡❞✑ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▲❙
♣r♦❜❧❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✷✳✹✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✏t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣❛rts t♦ ❢♦r♠ ❛ ✇❤♦❧❡✑ ❬✼✹❪ ✭♦♥❧②
❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✮✿

wi = argmin
w

‖xl
i −Yl

iw‖2 s✳t✳ w ≥ 0 ✳ ✭✷✳✼✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✭✷✳✼✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
✭◆◆▲❙✮❀ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✼✺✱ ❈❤✳ ✷✸✱ ♣✳ ✶✻✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t✉r♥s ♦✉t t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❢t❡r ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 2 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❢❛st❡r s♦❧✈❡r ♦❢ ✭✷✳✼✮✱ ✐♥ ❬✼✸❪ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ✉s❡ ❙❡♠✐✲♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭❙◆▼❋✮ ❬✼✻❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❙◆▼❋ ✐s
❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ✏❢✉❧❧✑
◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ❬✼✹❪✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦
❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠❡❞ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

X ≈ FGT ✱ ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡str✐❝t G t♦ ❜❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣❧❛❝✐♥❣ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥s
♦❢ F ✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ✭✷✳✽✮ ❛s xl

i ≈ Yl
iwi✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐s ❛ ♣❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❡❞ ❜② ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭Yl

i✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡
❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳

■♥ ❬✼✻❪ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✽✮✱ t❤❛t ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ‖X−FGT‖2✱ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥



✹✻ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s✱ ❜♦t❤ ❢♦r F ❛♥❞ G ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛tr✐① F ✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱
✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐t✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❧② t❤❡ r✉❧❡
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

wij ← wij

√

√

√

√

√

√

√

√

(

xl
i

T
Yl

i

)+

j
+

[

wi
T

(

Yl
i

T
Yl

i

)

−

]

j
(

xl
i

T
Yl

i

)

−

j
+

[

wi
T

(

Yl
i

T
Yl

i

)+
]

j

✱ ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rts ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① A ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s
A+

ik = (|Aik|+Aik)/2 ❛♥❞ A−
ik = (|Aik| −Aik)/2✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱

✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ‖xl
i − Yl

iwi‖2 ✇❤✐❧❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❬✼✻❪✳ ❚❤✉s✱ ✭✷✳✾✮
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ◆❊ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦① ♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❜♦① ✐s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✷✺t❤ ✭◗✶✮ ❛♥❞
✼✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✭◗✸✮✳ ❱❛❧✉❡s t❤❛t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❜♦①❡s ❜② 2×(Q3−Q1) ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♥♦t ❞r❛✇♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❙❯▼✶✲▲❙ ✇❡✐❣❤ts ❣❡t ❧❛r❣❡r
✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts❀ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ◆◆▲❙ ✇❡✐❣❤ts
r❡❣✉❧❛r❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ K✳

❙❯▼✶✲▲❙ ◆◆▲❙

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❊ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ✲
❈❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ▲❘ ❢❡❛t✉r❡s✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❙❯▼✶✲▲❙✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❘
✇❡✐❣❤ts✱ r❡s✉❧t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❘ t❡st ♣❛t❝❤ ✇✐t❤ ✐ts ▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
❛♥❞ t❤❡ ❍❘ ✇❡✐❣❤ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ t❡st ♣❛t❝❤



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✹✼

✇✐t❤ t❤❡ ❍❘ ✈❡❝t♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❤♦✇
t❤❡ ▲❘ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐✳❡✳ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡✱ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❍❘ ✇❡✐❣❤ts✳
❲❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦✈❡r ✶✵✵✵ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ t❡st ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❡st❡❞ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳

❋✶ ❋✷ ❋✶ ✰ ❋✷
❉✐❝t✐♦♥❛r② ✏❊s❛✑

❋✶ ❋✷ ❋✶ ✰ ❋✷

❉✐❝t✐♦♥❛r② ✏❲✐❦✐✑

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❙❯▼✶✲▲❙ ❛♥❞
◆◆▲❙ ✲ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵✵ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❙❊ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs❀ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✏s♦✉r❝❡s✑ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
✐✳❡✳ t✇♦ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ✭✏❊s❛✑ ❛♥❞ ✏❲✐❦✐✑✮✱ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❛s t❤❡ ▼❙❊ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ✐s✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦r ❙❯▼✶✲
❧❙✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❢❡❛t✉r❡s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✉♣✉t P❙◆❘✮✱ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ◆◆▲❙✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
❛s K ✈❛r✐❡s✿ t❤❡ P❙◆❘ ❝✉r✈❡ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P❙◆❘
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❋✷ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳



✹✽ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❤❡❛❞ ❜✐r❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ◆◆▲❙ ✉s❡❞ ❛s
◆❊ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✷✳✸ ◆♦♥◆❡❣❛t✐✈❡ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆♦◆◆❊✮ ❙❘ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠

❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❡✇
◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭❋✷✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r
❜♦t❤ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ◆❊ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ✐s
❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛s ◆♦◆◆❊ ✭◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✮✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚♦ ♣✉rs✉❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❬✺✽✱ ✺✻❪✮ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣s ✇✐t❤
s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ✭t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤✉s ✐t❡r❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✮✳ ❋♦r t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿

✶✳ ❇✉✐❧❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✭❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❍❘ ✐♠❛❣❡s✱ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ▲❘ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❍❘ ❛♥❞ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞

✷✳ ▲❡❛r♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✱
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❬✺✽❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝✲
t✐♦♥❛r✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞❀ ◆◆▲❙ ✇✐t❤ K = 12 ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ◆❊ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❜♦t❤
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐s t❛❦❡♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣②r❛♠✐❞ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✳
◆♦t❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❧❛②❡rs ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✱ ✐❢ t❤❡ ❙❘ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ♠✉st ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ st❡♣✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❛②❡rs ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✹✾

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠✲
❛❣❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡ ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ t♦ ❛♥② ✈❛❧✉❡✱
❜② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡
❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❛ s✐③❡ s✳t✳ t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ 70× 70 ✐♠❛❣❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 4
t❛❦❡s ❛❜♦✉t 5 s❡❝♦♥❞s✳

■♥t❡r♥❛❧ ❉❇ ❊①t ❉❇ ✏❊s❛✑ ❊①t ❉❇ ✏❲✐❦✐✑
■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ P❙◆❘ ❉❇ s✐③❡ P❙◆❘ ❉❇ s✐③❡ P❙◆❘ ❉❇ s✐③❡
❍❡❛❞ ✹ ✷✽✳✻✷ ✺✷✺ ✸✵✳✷✷ ✺✻✺✶✹ ✸✵✳✷✹ ✷✶✽✹✻✻
❇❛❜② ✹ ✷✼✳✾✺ ✷✶✼✾ ✸✵✳✻✷ ✺✻✺✶✹ ✸✵✳✸✷ ✷✶✽✹✻✻
❊②❡t❡st ✸ ✶✻✳✶✵ ✸✽✷✼ ✶✽✳✸✽ ✶✵✵✾✻✻ ✶✽✳✶✵ ✸✽✾✷✸✷
❇✐r❞ ✸ ✷✼✳✼✷ ✷✷✺✻ ✸✶✳✸✼ ✶✵✵✾✻✻ ✸✶✳✹✷ ✸✽✾✷✸✷
❲♦♠❛♥ ✷ ✷✼✳✷✾ ✶✺✵✹✹ ✸✵✳✾✶ ✷✷✾✵✾✻ ✸✵✳✹✹ ✽✽✵✹✹✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❋✐♥❛❧ P❙◆❘ ❛♥❞ ❉❇ s✐③❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ✲ ❚❤❡ ❉❇
s✐③❡ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭✏❉❇✑ st❛♥❞s ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐✳❡✳
❞✐❝t✐♦♥❛r②✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❢t t♦ s❡t ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
▲❘ ♣❛t❝❤❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐③❡ ✐s 3 × 3 ✇✐t❤ ❛ 2✲♣✐①❡❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❆s ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♦♥❡✲st❡♣
✉♣s❝❛❧✐♥❣✱ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♠❡ ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✿ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 4 ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ 12×12 ❍❘ ♣❛t❝❤❡s
✇✐t❤ ❛ 8✲♣✐①❡❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s t♦❣❡t❤❡r ❜② s✐♠♣❧② ❛✈❡r❛❣✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❇② ❤❛✈✐♥❣ ❜✐❣ ♦✈❡r❧❛♣s✱ ✇❡
❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡ s♠♦♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦♦❧ ✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❬✺✽❪✮✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛
✜♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▲❘
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✿ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❇P✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬✺✽❪ ✉s❡s
■❇P✱ t❤❛t st♦♣s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❢t❡r 3 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣❀ ✇❡ ✉s❡ ✐t ♦♥❧② ♦♥❝❡
✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✏❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♥❣✑ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡ ÎH
t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ÎL✱ ❜② ❜❧✉rr✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ ✐t✱ ✐✳❡✳ ✐♥ r❡✈❡rs✐♥❣
t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
IL✿ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡rr♦r ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✱
❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s ❡rr♦r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■❇P ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧✉r ❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ✇✐t❤✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
✇✐❞❡r ✐♥s✐❣❤t ♦❢ ■❇P ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s t♦♦❧ ✐s ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥



✺✵ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ◆♦◆◆❊✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✭❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❜♦t❤ ❢♦r ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✮ ❛♥❞
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮✳ ■❇P
✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✱ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❜✉t st❛❜❧❡ ✭t❤❡ P❙◆❘ ❝✉r✈❡ ✐s str✐❝❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✇✐t❤ K ❛♥❞ ♥♦ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ s❡t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r K✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱
t❤❡ ◆◆▲❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐t✳

▲✐st✐♥❣ ✶ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✇✐t❤ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s

✶✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ◆♦◆◆❊✭IL✱Y l✱Yh✱K✮
✷✿ ❉✐✈✐❞❡ IL ✐♥t♦ 3× 3 ♣❛t❝❤❡s ✭✇✐t❤ ❛ 2✲♣✐①❡❧ ♦✈❡r❧❛♣✮
✸✿ X l = {xl

i}Nx

i=1 ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s
✹✿ {xl

i}Nx

i=1 ⊲ ❙t♦r❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s

✺✿ ❢♦r i← 1, Nx ❞♦

✻✿ Ni = argmin
yl
j∈Yl

K
∥

∥xl
i − yl

j

∥

∥

2
⊲ ❋✐♥❞ K✲◆◆ ✐♥ Y l

✼✿ wi = argmin
w

‖xl
i −Yl

iw‖2 s✳t✳ w ≥ 0 ⊲ ❙♦❧✈❡ ◆◆▲❙

✽✿ xh
i = wiY

h
i ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❘ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r

✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✵✿ xh
i ← xh

i + xl
i1 i = 1, . . . , Nx ⊲ ❘❡✲❛❞❞ t❤❡ st♦r❡❞ ♠❡❛♥s

✶✶✿ ❘❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ❍❘ ✈❡❝t♦rs ✐♥t♦ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s
✶✷✿ ❈♦♠❜✐♥❡ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ÎH
✶✸✿ ■t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ r❡✜♥❡ ÎH
✶✹✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✷✳✷✳✹ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ◆♦◆◆❊

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ❡t
❛❧✳ ❬✹✾❪✱ t♦ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✭t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❑❡r♥❡❧ ❘✐❞❣❡
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❑❘❘✮ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✺✶

◆❛♠❡ Pr♦❝❡❞✉r❡ ▲❘ ❢❡❛t✉r❡s P❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞

❈❤❛♥❣ ❡t

❛❧✳

s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✶st✲✷♥❞✮ ◆❊ ✇✐t❤ ❙❯▼✶✲▲❙
✇❡✐❣❤ts

●❧❛s♥❡r ❡t

❛❧✳

♠✉❧t✐✲♣❛ss ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ◆❊ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✇❡✐❣❤ts

❚❛♥❣ ❡t

❛❧✳

s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✶st✲✷♥❞✮ ❑❡r♥❡❧ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥

❖✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠

s✐♥❣❧❡✲st❡♣ ❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ◆❊ ✇✐t❤ ◆◆▲❙ ✇❡✐❣❤ts

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✲ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❢❡❛t✉r❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞✮ ❛r❡ ❧✐st❡❞✳

❖✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ◆◆▲❙ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✸✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ K = 15 ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❯▼✶✲▲❙ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ✐♥ ❬✹✾❪❀ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❤♦s❡♥ ✐s K = 5✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✭♦✉t♣✉t P❙◆❘ ❛♥❞
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ ❢♦r
✺ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✸ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭✷✱ ✸✱ ✹✮✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✷✳✹✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛
❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢r♦♠ ✐t t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✶✳✽✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❧✉r ✐s s❡t✱ ❢r♦♠
t✐♠❡ t♦ t✐♠❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ2 =

√
3✮✳

❋✐❣✉r❡s ✷✳✼✱ ✷✳✽✱ ❛♥❞ ✷✳✾✱ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ✏❜❛❜②✑ ✐♠❛❣❡ ✭♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✮✱ t❤❡ ✏❜✐r❞✑ ✐♠❛❣❡ ✭♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✏✇♦♠❛♥✑ ✐♠❛❣❡ ✭♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✮✳

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t✿ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ ✜♥❡r ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ♦❢ ❬✹✾❪ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r✐♥❣✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❚❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✱ t♦♦✱ t❤❡ P❙◆❘ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r✳ ❆s ❢♦r
t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤✐s t✉r♥s t♦ ❜❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭❋✷ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❢❡❛✲
t✉r❡s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s❢②✐♥❣✿
❬✺✽❪ ❣✐✈❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ P❙◆❘✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❡tt❡r ♣❡r✲



✺✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳
■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ P❙◆❘ ❚✐♠❡ P❙◆❘ ❚✐♠❡ P❙◆❘ ❚✐♠❡ P❙◆❘ ❚✐♠❡

❜❛❜② ✷ ✸✹✳✻✹ ✺✽ ✸✸✳✹✷ ✸✸✾ ✸✹✳✻✻ ✹✵✽✸ ✸✸✳✼✷ ✹✷✺
❜✐r❞ ✷ ✸✹✳✻✾ ✶✽ ✸✷✳✾✹ ✶✶✵ ✸✹✳✹✷ ✹✵✻ ✸✸✳✸✶ ✶✸✷
❜✉tt❡r✢② ✷ ✷✼✳✺✹ ✶✼ ✷✺✳✾✵ ✼✼ ✷✻✳✽✸ ✷✻✺ ✷✻✳✵✺ ✽✷
❤❡❛❞ ✷ ✸✷✳✽✽ ✶✽ ✸✷✳✸✹ ✶✹✺ ✸✷✳✻✽ ✸✻✼ ✸✷✳✹✸ ✶✺✶
✇♦♠❛♥ ✷ ✸✵✳✾✶ ✶✺ ✷✾✳✹✸ ✶✶✹ ✸✵✳✻✶ ✹✶✵ ✷✾✳✻✹ ✶✷✽

❜❛❜② ✸ ✸✷✳✹✹ ✷✼ ✸✶✳✵✵ ✶✶✻ ✸✷✳✾✹ ✷✶✽✽ ✸✶✳✹✼ ✶✶✶
❜✐r❞ ✸ ✸✶✳✸✼ ✾ ✷✾✳✼✶ ✹✼ ✸✷✳✶✻ ✷✽✶ ✸✵✳✵✼ ✹✷
❜✉tt❡r✢② ✸ ✷✹✳✸✶ ✾ ✷✷✳✺✽ ✸✹ ✷✺✳✻✻ ✷✸✷ ✷✷✳✼✷ ✷✺
❤❡❛❞ ✸ ✸✶✳✹✻ ✶✷ ✸✵✳✽✷ ✻✽ ✸✶✳✻✾ ✸✼✵ ✸✵✳✾✺ ✺✹
✇♦♠❛♥ ✸ ✷✼✳✾✽ ✶✷ ✷✻✳✹✺ ✸✼ ✷✽✳✼✾ ✷✹✽ ✷✻✳✻✻ ✸✼

❜❛❜② ✹ ✸✵✳✻✷ ✷✷ ✷✾✳✷✼ ✽✻ ✸✶✳✹✶ ✹✸✽✶ ✷✾✳✼✵ ✽✶
❜✐r❞ ✹ ✷✽✳✾✾ ✻ ✷✼✳✸✼ ✷✶ ✸✵✳✵✼ ✹✼✺ ✷✼✳✽✹ ✷✷
❜✉tt❡r✢② ✹ ✷✷✳✵✺ ✼ ✷✵✳✺✵ ✶✽ ✷✸✳✾✹ ✸✶✺ ✷✵✳✻✶ ✶✸
❤❡❛❞ ✹ ✸✵✳✷✻ ✻ ✷✾✳✺✼ ✷✻ ✸✵✳✽✻ ✸✼✾ ✷✾✳✽✸ ✷✽
✇♦♠❛♥ ✹ ✷✺✳✻✻ ✺ ✷✹✳✷✺ ✶✼ ✷✻✳✼✾ ✹✵✶ ✷✹✳✹✻ ✷✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ✭P❙◆❘ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝✳✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✳

❢♦r♠✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ 2✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❲❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r ❬✺✽❪ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛s t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈❡s s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣
♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✏♣②r❛♠✐❞✑✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❧② s❡r✈❡ t♦
❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧❡❛r❧② r❡q✉✐r❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t✐♠❡
t❤❛♥ ♦✉rs ❛♥❞ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡✳



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✺✸

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✏❜❛❜②✑ ✐♠❛❣❡ ✭×4✮ ❢♦r ♦✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✲ ✭❛✮ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ ✲ ✭❝✮
●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✭7 st❡♣s✮ ✲ ✭❞✮ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✳



✺✹ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✏❜✐r❞✑ ✐♠❛❣❡ ✭×3✮ ❢♦r ♦✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✲ ✭❛✮ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ ✲ ✭❝✮
●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✭5 st❡♣s✮ ✲ ✭❞✮ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✳



❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✈✐❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✺✺

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✏✇♦♠❛♥✑ ✐♠❛❣❡ ✭×2✮ ❢♦r ♦✉r ◆♦◆◆❊
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✲ ✭❛✮ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ ✲
✭❝✮ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✭4 st❡♣s✮ ✲ ✭❞✮ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✳



✺✻ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✷✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐❝✲
t✐♦♥❛r② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐✳❡✳ ❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ t♦
t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ r❡❧✐❡s ♦♥
❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❘✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮
♣❛t❝❤❡s✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ✜①❡❞✱ ♣r❡✲❜✉✐❧t✱ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛❧❧♦✇s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡ss✱
❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♦♥❧✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✺ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s
✭❡✳❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ✲ ❚❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s t❡st❡❞ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❍❘ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ♦❢
t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❤♦s❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞
♥♦t ❛❧✇❛②s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✇❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❜②
❞❡t❛✐❧✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
str❛t❡❣② ❛✐♠s ❛t ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✲
t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ✏❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡✑ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❛❧s♦
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ♦❢t❡♥ ❛r❡ ♥♦t ❝♦❤❡r❡♥t✱ ✐✳❡✳
❧♦❝❛❧ ▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❘ s♣❛❝❡✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r✲
❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛ ✏❣✉✐❞✐♥❣ ❧✐❣❤t✑ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤
♣❛✐rs✳ ❖✉r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ ❛ ✏s✉st❛✐♥❛❜❧❡✑ s✐③❡✱ ②❡t ♣r❡s❡♥t✐♥❣
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■t ✜rst❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss✱ ❞♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❥♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡



❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✺✼

❉✐❝t✐♦♥❛r✐❡s
■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ ❊❙❆ ❋❧♦✇❡r ❍❡❛❞s ❙②♥t❤ ❲✐❦✐
❇✐r❞ ✹ ✷✾✳✺✶ ✷✾✳✽✼ ✷✾✳✼✻ ✷✽✳✽✶ ✷✾✳✶✷
❇✉tt❡r✢② ✹ ✷✷✳✹✺ ✷✷✳✵✵ ✷✶✳✼✵ ✷✶✳✺✼ ✷✶✳✾✽
❊②❡t❡st ✹ ✶✼✳✺✷ ✶✼✳✸✸ ✶✼✳✷✵ ✶✽✳✼✷ ✶✼✳✶✸
❍❡❛❞ ✹ ✸✵✳✺✺ ✸✵✳✽✺ ✸✵✳✻✾ ✸✵✳✸✺ ✸✵✳✹✷
◆❡✇s♣❛♣❡r ✹ ✷✶✳✾✸ ✷✶✳✾✷ ✷✷✳✵✶ ✷✶✳✽✽ ✷✶✳✻✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ✺ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ✲ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡st✲
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❜❡t✇❡❡♥ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❜② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤♦s❡ ♣❛✐rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛
❝♦♠♠♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t s♦♠❡ s❛❧✐❡♥t
♣❛t❝❤❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦r♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡t✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✼❪✱ ✇❤❡r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜②
r❡❢❡rr✐♥❣ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷❀ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ s❤♦✇s ✐♥st❡❛❞ s♦♠❡ ✈✐s✉❛❧ ❙❘ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜② ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r✳ ❬✼✽❪✳

✷✳✸✳✶ Pr♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❆♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ◆◆✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✼✾❪✱ ✐s t❤❛t s❡❧❡❝t❡❞
▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍❘ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❍❘ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛ss✉r❡❞
t♦ st❛② ♥❡✐❣❤❜♦rs ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✏❝♦❤❡r❡♥❝❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❘
❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ ◆◆
s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② t♦ ❧✐♠✐t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❥♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷ ✇❡ ❛❞❞r❡ss
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤✉s ❝♦♠✐♥❣ ✉♣
✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣✳



k

k

k

D = (X ,Y) N

X = {xi}
N
i=1

Y =
{yi}

N
i=1

k

{cj}
k
j=1

cj cxj c
y
j

zi = (xi,yi) xi yi

1 
2 

1 

3 

2 

3 
C 

C 

C 

C 

LR 

HR 

k

k

K



❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✺✾

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▲❧♦②❞✬s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✽✵❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ st❡♣s ✭❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡♥t❡r✲
✐♥❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❆r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ k ❝❡♥t❡rs✳

✷✳ ✭❈❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t✮ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, . . . N}✱ L(i) = j′ ✐❢ ❜♦t❤ cxj′ ❛♥❞ c
y
j′

❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❡♥t❡rs t♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ xi ❛♥❞ yi❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ L(i) = 0✳

✸✳ ✭❈❧✉st❡r r❡✲❝❡♥t❡r✐♥❣✮ ❋♦r ❡❛❝❤ j ∈ {1, . . . k}✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝❧✉s✲
t❡r Cj = {zi s✳t L(i) = j} ❛♥❞ r❡✲❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝❡♥t❡r✿ cxj =
1

|Cj |
∑

xi∈Cj xi ❛♥❞ c
y
j =

1
|Cj |
∑

yi∈Cj yi✳

✹✳ ❘❡♣❡❛t st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ✉♥t✐❧ L ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❤❛♥❣❡s✳

■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ L ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❛❜❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❡❧❡♠❡♥t ❜②
❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧✉st❡r✳ ❲❡ s❡t L = 0 ❢♦r t❤♦s❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❞♦
♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❝❧✉st❡r✮ ♦❢
▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ ♣✉t
✐♥ ❛ ✏tr❛s❤ ❝❧✉st❡r✑✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❣❛✐♥ ❛t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ♥❡✇ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣❛✐rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛s❤ ❝❧✉st❡r ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❛ ✜rst ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

✷✳✸✳✶✳✷ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✱ ❛s ✐t s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✇❡❧❧ ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛s ♠✉❝❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥ts
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡✱ ❛♥❞ s♦ ♦❢
t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱ ❛ str❛t❡❣② t♦ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❏❑❈ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ❞❡s✐❣♥ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡
❥♦✐♥t❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛s s❛✐❞✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞
❍❘ ♣❛t❝❤❡s t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ ✐✳❡✳ t♦ r❡s♣❡❝t ❛ s♦rt ♦❢ ✏❝♦❤❡r❡♥❝②✑
♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜② t❛❦✐♥❣ t❤♦s❡
♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ❜❡tt❡r r❡s♣❡❝t t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ❡✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❡ ✜rst ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ✏tr❛s❤
❝❧✉st❡r✑✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❢t❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣❛✐rs✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✲
✐♥❣ t❤❡s❡ ✏❜❛❞ ♣❛✐rs✑✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧♦♦s❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐③❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❧② s❛♠♣❧❡ ❡❛❝❤



✻✵ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❝❧✉st❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛s ♠✉❝❤ ✈❛r✐❡t② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡
t❤❡♥ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s✰✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✽✶❪✱ ✇❤❡r❡✱ ✇❤✐❧❡ r❛♥✲
❞♦♠❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡rs✱ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❧❡❝t❡❞
❝❡♥t❡rs✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ s♣✐r✐t ✐s t♦
♣r♦♠♦t❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ M ✏♣r♦t♦t②♣❡s✑ ♣❡r ❝❧✉st❡r ❛r❡ t❤❡♥
s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❡❧❡♠❡♥ts✱

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t x✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ D(x)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ ✐ts ♥❡❛r❡st ♣r♦t♦t②♣❡✱

✸✳ ❙❡❧❡❝t ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t r❛♥❞♦♠ ❛s ❛ ♥❡✇ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦✐♥t x ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ D(x)2✱ ❛♥❞

✹✳ ❘❡♣❡❛t st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ M ♣r♦t♦t②♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳

❆s ❛ ❧❛st st❡♣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ s✉❜st❛♥✲
t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ str✉❝t✉r❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❣✐✈✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②
✭✐❢ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ t❤❡✐r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✲ ❚❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✸ r♦t❛t✐♦♥s ✭❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ r✐❣❤t ❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞
✹ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♥❡✇
❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s ❛❜♦✉t 8Mk ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭✏❛❜♦✉t✑ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧
❝❧✉st❡rs ♠❛② ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st M ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐♥t♦ K ❝❧✉st❡rs ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M ✐s t❤❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❚❤❡ s♦✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ st❡♣s✿



❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✻✶

✶✳ ❚❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧❛r❣❡ ✏♠✉❧t✐✲❝♦♥t❡♥t✑ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱

✷✳ P❡r❢♦r♠ ❏❑❈ ♦♥ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱

✸✳ ❑❡❡♣ ♦♥❧② M ♣r♦t♦t②♣❡s ♣❡r ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞

✹✳ ❆♣♣❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡s✳

✷✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❚♦ t❡st t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ✇❡ st❛rt
❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✺ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✷✳✺✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ✺✻✵✵✵ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ♦♥❡ ✐s ✷✽✵✵✵✵ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ✜rst❧② ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t
♦❢ t❤❡ ❏❑❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ k = 750✳ ❙♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❏❑❈ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦st ❡rr♦r
✈❛❧✉❡ ✭✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥❡s ❛t
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳

■t❡r❛t✐♦♥ ❈♦st ❡rr♦r ★ ♥♦♥✲❛ss✐❣♥❡❞
✶ ✵✳✵✵✻✷✽✺ ✷✵✺✹✶✷
✷ ✵✳✵✵✵✸✺✼ ✶✷✼✼✶✽
✺ ✵✳✵✵✵✵✺✻ ✾✺✵✵✼
✷✺ ✵✳✵✵✵✵✵✽ ✽✻✸✵✺
✺✵ ✵✳✵✵✵✵✵✹ ✽✹✻✺✼
✶✶✸ ✵ ✽✸✻✺✺
✪ ♦❢ ♣❧❛❝❡❞ ✈❡❝t♦rs ✼✵✳✶✪

▼✐♥ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✶
▼❛① ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✺✸✷✼✵
❆✈❣ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✷✻✶✳✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❛❜♦✉t ♦♥❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❏❑❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ❚❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ✷✽✵❑ ♣❛✐rs❀ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐s r❡♣♦rt❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡①❛❝t❧② t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛❢t❡r ✶✶✸ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❛ss✐❣♥❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✭t❤♦s❡ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ✏tr❛s❤
❝❧✉st❡r✑✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧✉st❡r❡❞✱ t❤❡ ♣❛t❝❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s
st❛rt❡❞✿ ♦♥❧②M = 12 ♣r♦t♦t②♣❡s ♣❡r ❝❧✉st❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞✳ M ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ✭✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ✺✻✵✵✵ ♣❛✐rs✮✱ s♦ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❛❜♦✉t 1

5
✳ ❲❡ r✉♥ t❤❡♥ t❤❡ ◆♦◆◆❊



✻✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs ✭✸ ❛♥❞ ✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✷✳✼✱ ✇❤❡r❡ ✏❇■●✑ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ✏❋■◆❆▲✑ ❢♦r t❤❡
✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇❡ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ✐t ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✭❏❑❈ ✰ ♣r♦t♦t②♣❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳

❉✐❝t✐♦♥❛r✐❡s
■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ ❊❙❆ ❋❧♦✇❡r ❍❡❛❞s ❙②♥t❤ ❲✐❦✐ ❇■● ❋■◆❆▲
❇✐r❞ ✸ ✸✷✳✶✸ ✸✷✳✹✷ ✸✷✳✶✼ ✸✶✳✷✶ ✸✶✳✽✽ ✸✷✳✷✼ ✸✷✳✸✶
❇✉tt❡r✢② ✸ ✷✹✳✽✾ ✷✹✳✷✷ ✷✸✳✼✼ ✷✸✳✾✺ ✷✹✳✸✼ ✷✹✳✾✹ ✷✺✳✵✻
❊②❡t❡st ✸ ✶✽✳✾✾ ✶✽✳✻✹ ✶✽✳✺✽ ✷✵✳✺✽ ✶✽✳✻✷ ✷✵✳✹✽ ✷✵✳✺✺
❍❡❛❞ ✸ ✸✶✳✽✻ ✸✷✳✵✼ ✸✶✳✾✷ ✸✶✳✼✸ ✸✶✳✼✹ ✸✶✳✾✻ ✸✶✳✼✺
◆❡✇s♣❛♣❡r ✸ ✷✸✳✼✾ ✷✸✳✺✺ ✷✸✳✼✸ ✷✸✳✹✽ ✷✸✳✸✺ ✷✸✳✼✽ ✷✸✳✽✺
❇✐r❞ ✹ ✷✾✳✺✶ ✷✾✳✽✼ ✷✾✳✼✻ ✷✽✳✽✶ ✷✾✳✶✷ ✷✾✳✺✶ ✷✾✳✾✵
❇✉tt❡r✢② ✹ ✷✷✳✹✺ ✷✷✳✵✵ ✷✶✳✼✵ ✷✶✳✺✼ ✷✶✳✾✽ ✷✷✳✹✽ ✷✷✳✹✻
❊②❡t❡st ✹ ✶✼✳✺✷ ✶✼✳✸✸ ✶✼✳✷✵ ✶✽✳✼✷ ✶✼✳✶✸ ✶✽✳✼✹ ✶✽✳✾✹
❍❡❛❞ ✹ ✸✵✳✺✺ ✸✵✳✽✺ ✸✵✳✻✾ ✸✵✳✸✺ ✸✵✳✹✷ ✸✵✳✼✵ ✸✵✳✽✷
◆❡✇s♣❛♣❡r ✹ ✷✶✳✾✸ ✷✶✳✾✷ ✷✷✳✵✶ ✷✶✳✽✽ ✷✶✳✻✽ ✷✷✳✵✷ ✷✷✳✵✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ P❙◆❘ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✺ ✐♥♣✉t ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✏❇■●✑✱
❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❛♥② ✐♥♣✉t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐③❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱
❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✐ts ❣♦♦❞♥❡ss ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❛s❡ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✏❊②❡t❡st✑ ✐♠❛❣❡✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s
s✉✐t❛❜❧❡ ✭✏❙②♥t❤✑✮✿ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ r❡❛❧❧② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ ✐t✳ ❖✉r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✉❝❝❡❡❞s ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ✽ ✐♠❛❣❡s ✭♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ✹✮ ✇❡
r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ❛♥❞ ❜❡st ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ♦✉r tr❛✐♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✿ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❜❡st ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st ✐♠❛❣❡✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❣❡♥❡r❛❧❧②
❣✐✈❡s ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛r❦❡❞❧② r❡❞✉❝❡❞ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ P❙◆❘✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡
✜♥❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
r❡s✉❧ts ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣r✉♥✐♥❣ st❡♣ ✭r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛s❤ ❝❧✉st❡r✮✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ M ♣r♦t♦t②♣❡s ♣❡r ❝❧✉st❡r ✭✐✳❡✳ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✮✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ♦✉r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
str❛t❡❣② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❧✉st❡r❡❞ ✈✐❛ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ k✲♠❡❛♥s ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ▲❘✲❍❘ ✈❡❝t♦rs✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❏❑❈✳



❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✻✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❇❡st✲✱ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛♥❞ ♦✉r ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐❝✲
t✐♦♥❛r② ✲ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡
❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst s✐♥❣❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r ❛♥② t❡st ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❏❑❈ k✲♠❡❛♥s
■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ ❇■● Pr✉♥✳ ❙❛♠♣❧✳ ❋■◆❆▲ ❙❛♠♣❧✳ ❋■◆❆▲

❞✐❝t✳ s✐③❡ → ✷✽✵✵✵✵ ✶✾✻✸✹✺ ✼✵✻✵ ✺✻✹✽✵ ✼✶✸✾ ✺✽✺✺✷
❇✐r❞ ✹ ✷✾✳✺✶ ✷✾✳✻✵ ✷✾✳✸✺ ✷✾✳✾✵ ✷✾✳✻✽ ✷✾✳✼✷
❇✉tt❡r✢② ✹ ✷✷✳✹✽ ✷✷✳✸✹ ✷✶✳✾✾ ✷✷✳✹✻ ✷✶✳✼✺ ✷✶✳✼✹
❊②❡t❡st ✹ ✶✽✳✼✹ ✶✽✳✻✶ ✶✽✳✷✷ ✶✽✳✾✹ ✶✼✳✸✶ ✶✼✳✷✻
❍❡❛❞ ✹ ✸✵✳✼✵ ✸✵✳✼✶ ✸✵✳✻✽ ✸✵✳✽✷ ✸✵✳✼✺ ✸✵✳✽✸
◆❡✇s♣❛♣❡r ✹ ✷✷✳✵✷ ✷✶✳✾✺ ✷✶✳✾✻ ✷✷✳✵✻ ✷✶✳✾✻ ✷✷✳✵✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙◆❘✱ ❢♦r ❏❑❈ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ k✲♠❡❛♥s ✲
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ t❤❡ ♦♥❡
✜♥❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞❀ st❛♥❞❛r❞ k✲♠❡❛♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞
▲❘✲❍❘ ✈❡❝t♦rs✳

❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❚❛❜❧❡ ✷✳✽✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❏❑❈✱ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ st❡♣
✉s✉❛❧❧② ❜r✐♥❣s ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆ ❜✐❣❣❡r✱ ❜✉t st✐❧❧ ♥♦t
❞r❛♠❛t✐❝✱ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣✱ ❛s t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
s✐③❡ ❞r♦♣s s❡✈❡r❡❧②✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❲❤❡♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❏❑❈ t♦ t❤❡ k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✈❡❝t♦rs✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ s♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t❧②
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳



✻✹ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✷✳✸✳✸ ❱✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ◆♦◆◆❊ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇❧②✲❜✉✐❧t ❞✐❝✲
t✐♦♥❛r②

❆❢t❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❧♦♦❦ ❛t
t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✏❇✐r❞✑✱ ✏❇✉tt❡✢②✑✱
❛♥❞ ✏❍❡❛❞✑ ✐♠❛❣❡s✱ ❛❧❧ ♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳ ❚❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t t❤❡
t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♥❞ ✉s❡s ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❢♦✉♥❞
✐♥ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❋♦r
❬✺✽❪✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ t❤✐r❞✲♣❛rt② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✭✏❊s❛✑✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣②✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧② ✐♠✲
♣r♦✈❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❡✳❣✳ s❡❡ t❤❡ ❜❛♠❜♦♦ ❝❛♥❡ ✐♥
t❤❡ ❜✐r❞ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡ss ❜❧✉rr❡❞ ❜✉t s♦♠❡❤♦✇ ✉♥♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✺✽❪ r❡q✉✐r❡s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✮✳



❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✻✺

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❱✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✴
♦r ✇✴♦ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✲ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸
t❡st ✐♠❛❣❡s ✇❡ ❤❛✈❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠✿ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✽❪ ✭❛✮✱ t❤❡
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❊s❛✑ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭❜✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭❝✮✳



✻✻ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✷✳✹ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r✲

❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✈❡❧ ✐❞❡❛s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✹✳✶ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❇P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞
✏❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✑✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❡✳❣✳
❜✐❧✐♥❡❛r ♦r ❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐ts r❡s✉❧t✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡s✐❞✉❛❧s✱ ✇❡
t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘
♣❛t❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ◆❊✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧ ✏◆❊❊❇✑✱ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✹✳✸✳ ■t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞✲
❞✐♥❣✱ ❛s t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛♣✲
♣❡❛r❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✸✳✸✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦♥❡ ♣✉❜✲
❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r ♦❢ ♦✉rs ❬✽✷❪✳

✷✳✹✳✶ ■❇P ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❬✺✽✱ ✺✷❪✮✱
♦♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ÎH ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✏❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♥❣✑
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐♥s✉r❡s ÎH t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
IL✳ ÎH ✐s t❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ÎL =
(

ÎH ∗ b
)

↓m ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❘ ✐♠❛❣❡ IL✳

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐s

Î t+1
H = Î tH +

((

IL − Î tL

)

↑m
)

∗ p , ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ t Î tL ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t❡❞
❍❘ ✐♠❛❣❡ Î tH ✱ ❛♥❞ p ✐s ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✜❧t❡r t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② s♣r❡❛❞s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡rr♦r✳ ■❇P ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛✐r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s
♦✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② s♠♦♦t❤s



❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✻✼

♦✉t ❝❡rt❛✐♥ ❍❘ ❞❡t❛✐❧s✱ ■❇P ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ r❡✲s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ❛r❡❛s ✇✐t❤
❡❞❣❡s ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❡①t✉r❡✳

❆s s❛✐❞✱ ✐♥ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ■❇P ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❧❛st st❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✶✳✽ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❇❧✉r ❦❡r♥❡❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐t✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ✏❜❡tt❡r ❣✉❡ss✑ ♦❢ t❤❡
❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ I(X) ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐t ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❍❘ s✐③❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ I(X) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✏r♦✉❣❤✑ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥ ❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t I(X) ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ■❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳ ❜② ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ▲❘ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ✐t✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡rr♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ✏❢♦rt❤✲♣r♦❥❡❝t❡❞✑✳
❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ■❇P ✏❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✑✱ t❤❡ ♥❡✇
✐♠❛❣❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② E(X)✳

❖✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ✭✏♥♦r♠❛❧✑ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
t❡st ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ✏◆♦r♠❛❧✑ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠✲
❛❣❡ ✲ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ X✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t♦ ✐ts
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s I(X) ❛♥❞ E(X)✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✲✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ E(X)
❤❛s ❛ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡tt❡r ❧♦♦❦✱ ❛s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ s❤❛r♣❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ I(X)✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳

✷✳✹✳✷ ◆❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s

■♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤♦✇ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❍❘ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♠❛❣❡
JH ✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐ts ▲❘ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt JL ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢



✻✽ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✭✶✳✽✮ ✭✐✳❡ JL = (JH ∗ b) ↓m✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡♠✱ ♦r ♣r♦❝❡ss❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✱ ✇❡
❡①tr❛❝t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛t❝❤ ♣❛✐rs✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t✿

• ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ JH ✱ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥❀

• ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ JL✱ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡✳

❆s ❛ ✜rst s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✮✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✺✷❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❞✐r❡❝t❧② JH ❛s
❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❍❘ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ JL✱ I (JL)✱ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r ▲❘
♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ s✐③❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛♠♣❧❡
s❛♠❡✲s✐③❡ ♣❛t❝❤❡s ✭❡✳❣✳ 5×5 ♣❛t❝❤❡s✮ ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡
t❤❡ ❛❝r♦♥②♠s ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❛ss✉♠❡ ❛ ✇✐❞❡r ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❢❡r t♦ ❛❝t✉❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✮✳ ■t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥
❜❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❜✉t ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❡
❞❡❝✐❞❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✳

■♥ ❬✺✷❪✱ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ I (JL)✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❞✐r❡❝t❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ JH
✭✇❡ ❥✉st s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ✇❡ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤
t♦ ❛♥② ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐t✮✳ ❲❡ ♣r❡❢❡r✱ ✐♥st❡❛❞✱ t♦ ✉s❡ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✭✏❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✑✮ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡✱ ❛s
✐t ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ✭✐✳❡✳ ◆◆ s❡❛r❝❤ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ✈❡❝t♦rs✮ ❛♥❞ ❜r✐♥❣s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ P❙◆❘✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✮ ❝♦♠❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❜✉t
✇✐t❤ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ I (JL)
❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ E (JL)✳ ❚❤✐s
❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡
❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ✜rst ✉♣s❝❛❧❡❞ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞✱ ❡①❛❝t❧② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❢♦r ❛♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ E (JL) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛s JH ✱ ❜✉t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❡tt❡r ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ JL t❤❛♥ I (JL)✱ ❛♥❞✱
s✐♥❝❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL✱ ❛
❜❡tt❡r ✏st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✑ ❢♦r t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡ss✳

■♥ ❬✹✽❪ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ JH ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ JL ✭✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ I (JL)✮✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜r✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL r❡❛❧ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❍❋✮ ❞❡t❛✐❧s✿ (JH − I (JL)) ✐s ✐♥ ❢❛❝t
t❤❡ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ JH ✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✹✽❪✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t♦ ✉s❡
♦✉r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ E (JL)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇
✏❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧✑ ✭JH − E (JL)✮ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢



❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✻✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❙❝❤❡♠❡ ✶ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✲ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❍❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ JH ❀ ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞
❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ▲❘ ✈❡rs✐♦♥ I (JL)✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡
✉s❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ✷ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✲ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❍❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ JH ❀ ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ▲❘ ✈❡rs✐♦♥ E (JL)✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳

JH ✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❛❧❧② s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s t❤✐r❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✳



✼✵ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❡ ✸ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ✲ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s
❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ E (JL)✱
❛♥❞ t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇✐t❤ s✐♠✲
♣❧❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡s✐❞✉❛❧
JH − E (JL)✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✾ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡♠ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❢♦r t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳

▲❘ ♣❛t❝❤ s♦✉r❝❡ ❍❘ ♣❛t❝❤ s♦✉r❝❡

❙❝❤❡♠❡ ✶ I (JL) JH

❙❝❤❡♠❡ ✷ E (JL) JH

❙❝❤❡♠❡ ✸ E (JL) JH − E (JL)

❚❛❜❧❡ ✷✳✾✿ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✲ ❆❧❧ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s✳

✷✳✹✳✸ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❊♥❤❛♥❝❡❞
❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭◆❊❊❇✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝r♦♥②♠ ✏◆❊❊❇✑ ✭◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣
❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮✳ ❆s t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱



❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✼✶

❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❏❑❈ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② tr❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡s✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✏✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✑ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ❚❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② s♦ ❢♦r♠❡❞ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✿ t❤❡ ❥♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❡❧♣s ✐♠♣r♦✈✲
✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s❀ t❤❡♥ ❛
s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t str❛t❡❣② r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❙❘ t❛s❦ ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ▲❘ ♣❛t❝❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ◆◆▲❙ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✼✮✳

■♥ ▲✐st✐♥❣ ✷✱ t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✲
✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✸ ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ▲❘
♣❛t❝❤❡s✱ ❛s ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❘
tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s E (JL)✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛t❝❤❡s✳

▲✐st✐♥❣ ✷ ❙❘ ❜② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊ ♦❢ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s

✶✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ◆❊❊❇✭IL✱Y l✱Yh✱K✮
✷✿ E (IL) ⊲ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
✸✿ ❉✐✈✐❞❡ E (IL) ✐♥t♦ 5× 5 ♣❛t❝❤❡s ✭✇✐t❤ ❛ 4✲♣✐①❡❧ ♦✈❡r❧❛♣✮
✹✿ X l = {xl

i}Nx

i=1 ⊲ ❊①tr❛❝t t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs
✺✿ {xl

i}Nx

i=1 ⊲ ❙t♦r❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
✻✿ ❢♦r i← 1, Nx ❞♦

✼✿
Ni = argmin

{yl
k}Kk=1

∈YlK

K
∑

k=1

∥

∥xl
i − yl

k

∥

∥

2

Yl
i =

[

yl
1, . . . ,y

l
K

]

, yl
k ∈ Ni

⊲ ❋✐♥❞ K✲◆◆ ✐♥ Y l

✽✿ wi = argminw ‖xl
i −Yl

iw‖2 s✳t✳ w ≥ 0 ⊲ ❙♦❧✈❡ ◆◆▲❙
✾✿ xh

i = wiY
h
i ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦rs

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ xh

i ← xl
i + xl

i + yi
t i = 1, . . . , Nx ⊲ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s

✶✷✿ ❈♦♠❜✐♥❡ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ÎH
✶✸✿ ■t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ r❡✜♥❡ ÎH
✶✹✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■t ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL ✐s ✜rst ✉♣s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✭st❡♣ ✷ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❚❤❡



✼✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡ss✱
❛s t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤❡s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❥✉st ❜② s✉♠♠✐♥❣ t♦ t❤❡♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❍❋ r❡s✐❞✉❛❧ ✭xh

i ✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷
✐s ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾✱ ❛❢t❡r s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✲
✜❝❛t✐♦♥s✳

✷✳✹✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❆s ❛ ✜rst t❡st✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾✳ ■♥ ❙❝❤❡♠❡ ✶ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡①✲
tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ I (IL)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❍❘
♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ♣❛t❝❤❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡ IH ✳ ■♥ ❙❝❤❡♠❡ ✷✱
✇✳r✳t✳ ❙❝❤❡♠❡ ✶✱ ✇❡ ❥✉st r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❜✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡①tr❛ ■❇P st❡♣✱ E (IL)✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ■❇P ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛s ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✜❧t❡r p ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✮ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ♦❢
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 2✳ ❙❝❤❡♠❡ ✸✱ ✐♥ t✉r♥✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❤❡♠❡ ✷✱ ✇❤❡r❡
✇❡ t❛❦❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡s✐❞✉❛❧s ✭s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ IH − E (IL)✮ ❛s ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❍❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s r❡♣r❡s❡♥t
❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚♦ ❙❝❤❡♠❡ ✸✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ t❤❡ ❏❙❑ ✲
❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✶✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡ ✐ts s✐③❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✳r✳t✳
t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✐♠❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❘
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ IH ✱ ❜② ❜❧✉rr✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 1
❛♥❞ ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ ✐t✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ◆❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs K = 15 ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✷✳

❚❛❜❧❡s ✷✳✶✵ ❛♥❞ ✷✳✶✶ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢♦r ✺
✐♠❛❣❡s ♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ❛♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡s✱ ❜② ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❙❝❤❡♠❡ ✶ t♦ ❙❝❤❡♠❡ ✷✱ ✐✳❡✳
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦✉r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ✭❜❡t✇❡❡♥ 0.1 ❛♥❞ 0.4 ❞❇✮✳ ◆♦ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❝❤❡♠❡ ✷ ❛♥❞ ❙❝❤❡♠❡ ✸ ✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍❋ ❜❛❝❦✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r
❢♦r ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭❡✳❣✳ ✹✮✱ ❜✉t ✐t ❧❡❛❞s t♦ s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳

❆ ❜✐❣ ❣❛✐♥ ❝♦♠❡s ✐♥st❡❛❞✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ ✸✮✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪✱ ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙❝❤❡♠❡ ✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❝♦♥s✐sts
✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s❀ ❛t



❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✼✸

❇✐r❞ ❇✉tt❡r✢② ❍❛t ❍❡❛❞ ▲❡♥❛
❙❝❤❡♠❡ ✶ ✸✷✳✻✻ ✷✺✳✸✵ ✷✾✳✷✼ ✸✷✳✷✶ ✷✾✳✾✽
❙❝❤❡♠❡ ✷ ✸✷✳✾✽ ✷✺✳✹✻ ✷✾✳✸✵ ✸✷✳✸✵ ✸✵✳✶✾
❙❝❤❡♠❡ ✸ ✸✷✳✽✺ ✷✺✳✸✼ ✷✾✳✷✻ ✸✷✳✷✻ ✸✵✳✶✸
❙❝❤❡♠❡ ✸ ✰ ❏❑❈ ✸✸✳✸✼ ✷✻✳✸✻ ✷✾✳✻✺ ✸✷✳✷✽ ✸✵✳✺✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱
✇❤❡♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ✲ ✺ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞❀ t❤❡ ✸ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✭t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✮✳

❇✐r❞ ❇✉tt❡r✢② ❍❛t ❍❡❛❞ ▲❡♥❛
❙❝❤❡♠❡ ✶ ✸✵✳✵✻ ✷✷✳✼✼ ✷✼✳✼✶ ✸✵✳✾✵ ✷✽✳✶✻
❙❝❤❡♠❡ ✷ ✸✵✳✹✶ ✷✸✳✵✸ ✷✼✳✽✵ ✸✶✳✵✺ ✷✽✳✹✶
❙❝❤❡♠❡ ✸ ✸✵✳✹✺ ✷✸✳✶✷ ✷✼✳✽✹ ✸✶✳✵✼ ✷✽✳✹✺
❙❝❤❡♠❡ ✸ ✰ ❏❑❈ ✸✵✳✹✶ ✷✸✳✹✶ ✷✼✳✽✺ ✸✵✳✾✷ ✷✽✳✺✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱
✇❤❡♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹ ✲ ✺ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞❀ t❤❡ ✸ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✭t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✮✳

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s♦♠❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ♠❛② ♥♦t ✜♥❞ ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱
❛♥❞ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s t❡st ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ✺✵✵✵✵✵ ♣❛t❝❤❡s
❛♥❞ tr② t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡♠ ✐♥t♦K = 450 ❝❧❛ss❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❤❛✈❡
♦♥❧② ✶✶✺✸✷✹ ♣❛t❝❤❡s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t t❤❡ ✷✸✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ ❢❛✐r❧② ❜❡❧♦✇ t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✭✐✳❡✳ ✼✵✳✶✪✮✳
❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②
r❡s✐❞✉❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛t❝❤❡s t❤❛♥
t❤❡ ❍❘ ✏❢✉❧❧✲s♣❡❝tr✉♠✑ ♣❛t❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡sts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡
❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❝❝✉r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ✜♥❛❧❧② r❡♠❛✐♥ ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❆❢t❡r ❏❑❈✱ ❛ ♣❛t❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
❡♥r✐❝❤♠❡♥t ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❛❜♦✉t ✺✵✵✵✵ ♣❛✐rs ✭1/10 ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♦♥❡✮✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✱ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵✱
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ✏❇✉tt❡r✢②✑ ✐♠❛❣❡ ♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤
s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❝❤❡♠❡ ✸ ✰ ❏❙❑ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣✮ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♠♦st ♣❧❡❛s❛♥t ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧t ✭❡✳❣✳ s❡❡ t❤❡ ❞❛r❦ str✐♣❡s ♦♥ t❤❡ ❜✉tt❡r✢② ✇✐♥❣s✮✱
s♦ ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✶ ❞❇ ❣❛✐♥✳



✼✹ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❱✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜✉tt❡r✢② ✐♠❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡
✐s s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❡ ✶
✭❜✮ ❙❝❤❡♠❡ ✷ ✭❝✮ ❙❝❤❡♠❡ ✸ ✭❞✮ ❙❝❤❡♠❡ ✸ ✰ ❏❙❑ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣✳

✷✳✹✳✺ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ◆❊❊❇

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✹ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❙❝❤❡♠❡ ✸ ✭t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ✉s❡❞ ❛s s♦✉r❝❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❣✐✈❡s ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s✐♥❣❧❡✲
✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✈✐❛ s♣❛rs❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪✱ ♦✉r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭◆♦◆◆❊ ✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❧✐❦❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞✲♣❛rt② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ❢♦r ✺ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞



❊♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✼✺

s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✸ ❛♥❞ ✹✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✳

■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙♣❛rs❡ ❙❘ ◆◆✲◆❊ P②r❛♠✐❞✲❧✐❦❡ Pr♦♣♦s❡❞
❇✐r❞ ✸ ✸✷✳✾✶ ✸✷✳✹✼ ✸✷✳✾✻ ✸✸✳✸✼
❇✉tt❡r✢② ✸ ✷✹✳✾✷ ✷✺✳✷✼ ✷✻✳✸✽ ✷✻✳✸✻
❍❛t ✸ ✷✾✳✷✵ ✷✾✳✸✹ ✷✾✳✹✼ ✷✾✳✻✺
❍❡❛❞ ✸ ✸✷✳✷✶ ✸✷✳✵✸ ✸✷✳✵✻ ✸✷✳✷✽
▲❡♥❛ ✸ ✸✵✳✵✺ ✸✵✳✵✸ ✸✵✳✶✹ ✸✵✳✺✷
❇✐r❞ ✹ ✷✾✳✾✽ ✷✾✳✼✷ ✸✵✳✸✼ ✸✵✳✹✶
❇✉tt❡r✢② ✹ ✷✷✳✶✽ ✷✷✳✻✹ ✷✹✳✹✶ ✷✸✳✹✶
❍❛t ✹ ✷✼✳✸✶ ✷✼✳✻✻ ✷✽✳✹✹ ✷✼✳✽✺
❍❡❛❞ ✹ ✸✵✳✽✸ ✸✵✳✻✻ ✸✶✳✵✷ ✸✵✳✾✷
▲❡♥❛ ✹ ✷✼✳✾✼ ✷✽✳✵✼ ✷✽✳✼✾ ✷✽✳✺✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✲ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r
♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡
❜❡st ♦♥❡ ✐♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✭✺ ♦✉t ♦❢ ✶✵✮✳ ■t ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s♣❛rs❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤♦✇s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❡t✐✲
t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❜② s♠❛❧❧❡r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✱ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❣♦♦❞
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣
❛rt✐❢❛❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ♣❧❡❛s❛♥t r❡s✉❧ts ✭❡✳❣✳ s❡❡ t❤❡ ❜❡❛❦ ♦❢ t❤❡
❜✐r❞ ♦r t❤❡ ♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦♦❦ ♦❢ ▲❡♥❛✮✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ◆❊❊❇✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡
♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛s ♦✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ✇✐t❤ ◆♦◆◆❊✱ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❡✇ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡
♣❛t❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ✭t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ✜rst ✉♣s❝❛❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✜♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ■❇P✮✳ ❚❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ■❇P✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡ss✱
❛❧s♦ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❤❛s t✇♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ st❛rt t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❡r②
s❛❧✐❡♥t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❍❘
tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞✲✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❚❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥



✼✻ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ◆♦◆◆❊ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ◆❊❊❇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❱✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
♦t❤❡r ✸ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✲ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ❜✐r❞ ×3✱
❤❛t ×3✱ ❤❡❛❞ ×3✱ ❛♥❞ ❧❡♥❛ ×4✳

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✿ ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s✱ ❜♦t❤ ✈✐s✉❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ◆♦◆◆❊ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡✲♣❛ss ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s
✭❡✳❣✳ t❤❡ s♣❛rs❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✮✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❞♦❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✼

♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ✐♥ ✺ ❝❛s❡s ♦✉t ♦❢ ✶✵✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛s ✐t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❙❘ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ♠❛♥② ♣❛ss❡s✱ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❣♦❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡
✭♥♦ ♦♥❧✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✮ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡r ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛✈❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ◆❊✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊ ❛♥❞ ❝❤♦s❡ ❢♦r ✐t t❤❡ ❜❡st
❢❡❛t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✇❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳

❆❢t❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ◆❊ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

• ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❜❡st ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥✲s✉❜tr❛❝t❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡
✈❛❧✉❡s ❛s ♣❛t❝❤ ❢❡❛t✉r❡s✱

• ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❛❝t ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❥♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❏❑❈ ✮✱ ❛♥❞

• ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞❛t❛
s❡ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✑✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ◆❊✲❜❛s❡❞
♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡st❡❞✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥❡✇❧②✲♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿

• ◆♦◆◆❊ ✭✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✱

• ◆♦◆◆❊ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✇❤♦s❡ r❡✲
s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✱ ❛♥❞

• ◆❊❊❇ ✭✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❧❛t❡❞ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❜r♦✉❣❤t ❜② ❡❛❝❤ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r✲
♠❡r❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽✷❪✱ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❈♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ✐t ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜②
❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛❧❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✳r✳t✳ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❡♠♣❧♦②✐♥❣
✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳



✼✽ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ◆❊ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②



❈❤❛♣t❡r ✸

❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r

♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
s♦♠❡❤♦✇ ✏s②♠♠❡tr✐❝❛❧✑ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✶✳✷✳✷✳✶✳ ❊❛❝❤ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠❡r❧② ❧❡❛r♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❘ ✐♥♣✉t
♣❛t❝❤✳

❆s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛s♣❡❝t ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✱ t❤❡ t②♣♦❧♦❣② ♦❢
❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✇❤❛t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✇❡ ❝❛❧❧❡❞
❛♥ ✏✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✑✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❜✉✐❧t ✈✐❛ ❛ ✏❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✑✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ❬✺✽❪ ✐s ❥✉①t❛♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞
✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉▼✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛
❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✭▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t✉r♥ ♦✉t t♦
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡s✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✽❪✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥✿

✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
♣②r❛♠✐❞✮✱ ❛♥❞

✷✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ❉▼ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❬✺✽❪
t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛ ◆❊✳

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡♥✱ ❢✉❧❧② ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷
✐♥st❡❛❞ r❡♣♦rts s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦♥❡✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✼✾



✽✵ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❤❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲
❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳

✸✳✶ ❚❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ♥♦✈❡❧ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣②r❛♠✐❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✶✳✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ ✏❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✑ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡
s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✉♣s❝❛❧❡ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠✲
❛❣❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r
❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳ ❚❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t
✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ▲❘ ♣❛t❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ✐ts ❍❘ ✈❡rs✐♦♥
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❧❡❛r♥❡❞ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♥❞ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳

✸✳✶✳✶ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛✲
♠✐❞

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍❘ ✐♠❛❣❡ IH ❢r♦♠
❛ ❞❡❣r❛❞❡❞ ▲❘ ✈❡rs✐♦♥ IL✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✽✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❧✉r ❦❡r♥❡❧ B t♦ ❜❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

B✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ s ✐s ✐♥st❡❛❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r
✭❡✳❣✳ ✸ ♦r ✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL t♦ ❜❡
♠❛❣♥✐✜❡❞❀ ✐✳❡✳ ✐❢ IL ✐s ♦❢ s✐③❡ N ×M ✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ÎH ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
❛ s✐③❡ ♦❢ sN × sM ✳

❋♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❛t❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Y ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ IL ✭❛ ❝♦❧♦rs♣❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ RGB t♦ t❤❡ Y IQ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✮✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts I ❛♥❞ Q ❛r❡ s✐♠♣❧② ✉♣s✐③❡❞ ❜② ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
✜♥❛❧ ❞❡s✐r❡❞ s✐③❡ sN × sM ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ❤✉♠❛♥s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦❧♦r✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢
t❤❛t t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✇♦rt❤② t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ♦♥ Y ✱ s♦ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♦♥❡ t❤✐r❞✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐❝❡s
❛♥❞ ♣❛t❝❤ ✈❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣✐①❡❧ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳

❆s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❘
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢ ✭I0 = IL✮✳ ❋r♦♠ ✐t✱ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏s✉❜✲❧❡✈❡❧s✑ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

I−n = (IL ∗Bn) ↓pn , ✭✸✳✶✮



❚❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✽✶

✇❤❡r❡ p✱ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❝r♦ss✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ✏s♠❛❧❧✑ ♥✉♠❜❡r ✭❡✳❣✳
p = 1.25✮✳ ❚❤❡ s✉❜✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ I−n ✐s t❤❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ IL ✭t❤❡ t♦t❛❧ r❡s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛♠♦✉♥t t♦ pn✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ Bn t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✿

σ2
Bn

= n · σ2
B · log(p)/ log(s) . ✭✸✳✷✮

❖♥❝❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥♦✇ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❡❛❝❤ s✉❜✲
❧❡✈❡❧ I−n ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r p✳ ❚❤❡ s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧ U(I−n)✱ ✇❤❡r❡ U ✐s
❛♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r s✳t✳ U(I) = (I) ↑p✱ ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦♥✲✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧♦❝❛t❡❞ ❥✉st ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ I−n+1 ✭❡①❝❡♣t
❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✶✲♣✐①❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✮✳ ❲❡
❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛✐r ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② U(I−n) ❛♥❞ I−n+1 ❛ ♣❛✐r ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
▲❘ ❛♥❞ ❍❘ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡ ❛ s❡t ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✳ ❇② ✉s✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs {U(I−n), I−n+1} ❢♦r n = 1, . . . NL✱ ✇❤❡r❡ NL ✐s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉❜✲❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♣❛✐rs ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ▲❘ ❛♥❞
❍❘ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡

√
D ×

√
D✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❢♦r♠ ♦✉r ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ✐♥t❡r♥❛❧

❞✐❝t✐♦♥❛r② s❡ts✿ Y l = {yl
i ∈ RD}Ny

i=1 ❛♥❞ Yh = {yh
i ∈ RD}Ny

i=1✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶ r❡♣♦rts
t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✑ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡
❝❛s❝❛❞❡ ❛♥❞✱ ♥❡①t t♦ ✐t✱ ❛ s✐❞❡ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧s✳

✸✳✶✳✷ ●r❛❞✉❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣s

❖♥❝❡ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s❡ts✱ Y l ❛♥❞ Yh✱ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ❜② ♣♦♣✉❧❛t✐♥❣
t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s
❣r❛❞✉❛❧❧② ♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ✉♣s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r p✳
●✐✈❡♥ s ❛s t❤❡ t♦t❛❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛ss❡s
✐t t❤❡♥✿

NP = ⌈logp s⌉ . ✭✸✳✸✮

■❢ s ✐s ♥♦t ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ p✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❛❢t❡r NP ♣❛ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡r✲
s✐③❡❞ ✇✳r✳t✳ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭sM × sN✮❀ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ❡①tr❛
r❡s✐③✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ I0 ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ I1✱ I1 ✐♥t♦ I2✱ ❛♥❞ s♦
♦♥ ✉♥t✐❧ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ INP ✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧② r❡s✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❙❘ ❡st✐♠❛t❡❞
✐♠❛❣❡ ÎH ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳

❲❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ In✱ t❤✐s ✐s ✜rst ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ U(IN) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s X l = {xl

i}Nx

i=1 ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ❜②
s❝❛♥♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

√
D×
√
D✳ ❊❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl

i ✐s



✽✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

𝑰𝟎 (𝑰𝑳) 

𝑰−𝟏 

𝑰−𝟐 

𝑰−𝟑 

𝒙𝒊𝒍 

𝒚𝟏𝒍  

𝑰𝟏 

U (𝑰𝟎)  
U (𝑰−𝟏)  
U (𝑰−𝟐)  
U (𝑰−𝟑)  

U 

𝒙𝒊𝒍 

𝒙𝒊𝒉 𝑴? 

𝒚𝟐𝒍  

𝒚𝟑𝒍  

𝒚𝟏𝒍  

𝒚𝟐𝒉 

𝒚𝟑𝒉 

𝒚𝟏𝒉 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✑ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ♦❢ s❡❧❢✲ ❡①✲
❛♠♣❧❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐t ✲ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ I0 t♦ I1✳ ●✐✈❡♥
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✐♠❛❣❡ U(I0)✱ xl

i✱ ✸
▲❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✏s✐❞❡ ♣②r❛♠✐❞✑ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧s ✭yl

1,y
l
2,y

l
3✮✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭yh
1 ,y

h
2 ,y

h
3✮✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ M ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣ xl
i ✐♥t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘

♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ xh
i ✳

♣r♦❝❡ss❡❞ s✐♥❣✉❧❛r❧② ❛♥❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ xh

i ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❇② ✐t❡r❛t✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❍❘ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣❛t❝❤❡s X h = {xh

i }Nx

i=1✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ✜♥❛❧❧② r❡✲❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ In+1✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t❡❞✳

✸✳✶✳✷✳✶ ❉✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ✈✐❛ ♠✉❧t✐✲❧✐♥❡❛r r❡❣r❡s✲
s✐♦♥

❲❤✐❧❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✏♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞✑ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✽✱ ✺✾✱ ✻✵❪
♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t
❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥st❡❛❞
t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❉▼ ❛✐♠s ❛t
❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡r✐✈❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✳

❉▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❙❘ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r✐❡s ❬✻✺✱ ✻✻❪✱ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❑❡r♥❡❧ ❘✐❞❣❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❑❘❘✮ s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ H ✐s ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ ✭❘❑❍❙✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ fi ✐s s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢



𝑰𝟑 

𝑰𝟐 

𝑰𝟏 𝑰𝑳 

𝑰 𝑯 

𝑰𝟒 

𝒑𝟒 

𝒑 

𝒔 

IL p I4
s ÎH

fi(·) =
K
∑

j=1

ai(j)k(yj, ·) .

k(x,y) = exp{−σ‖x− y‖2
2
}

H

H =
{

f(x) = Mx | M ∈ RD×D,x ∈ RD
}



✽✹ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡rr♦r ✭✶✳✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Mi = argmin
M∈RD×D

K
∑

j=1

‖yh
j −Myl

j‖22 + λ‖M‖2F

= argmin
M∈RD×D

‖Y h
i −MY l

i ‖22 + λ‖M‖2F , ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ Y l
i ❛♥❞ Y h

i ❛r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ▲❘ ❛♥❞ ❍❘✱ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ xl

i✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛tr✐① Mi✮ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘
❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❛t❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐t❤ xl

i✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ Y l

i ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦r r❡❣r❡ss♦rs✱ ❛♥❞ Y h

i ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♥♦t s❝❛❧❛rs✱ ✇❡ ♣r♦♣❡r❧② s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t

♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▼▲❘✮ ❬✽✸❪✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✸✳✻✮ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛✿

Mi = Y h
i Y

l
i

T
(

Y l
i Y

l
i

T
+ λI

)−1

✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ ✇❤❛t
✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✑ ✭❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❘ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛t❝❤ ✭❙t❡♣ ✸✮ ✐s t❤❡ str❛✐❣❤t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❧❡❛r♥❡❞✿

xh
i = Mix

l
i . ✭✸✳✽✮

❋✐❣✳ ✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛ r♦✉❣❤ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❉▼ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✐♥
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✳

✸✳✶✳✷✳✷ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ✉♣❞❛t❡

❇② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl
i ∈ X l ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ Mi ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✱ ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤✱ ✇❡
❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s X h = {xh

i }Nx

i=1 t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♣s❝❛❧✐♥❣✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s X h ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡t ♦❢ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞✱ X l✱ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛s ♥❡✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢
♣❛t❝❤❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣s✿ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛r❡
❡q✉❛❧ ✐♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❛ ▲❘✲❍❘ r❡❧❛t✐♦♥ st❛♥❞s✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ s❡t ✉♥✐♦♥✱ ✐✳❡✳ Y l = Y l ∪ X l ❛♥❞ Yh = Yh ∪ X h✳



❚❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✽✺

✸✳✶✳✷✳✸ P❛t❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■❇P

❚❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✈❡r❧❛♣❀ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡②
❛r❡ r❡✲♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❛s ❛ ✸✲❉ ✐♠❛❣❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ♣✐①❡❧ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❝❤❡s t❛❦❡♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❍❘ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t
✐♠❛❣❡ ❜② ❝♦♥✈❡①❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② s✐♠♣❧② t❛❦✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② 1/Np✱ ✇❤❡r❡ Np ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣
t♦ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳

❆❢t❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ❜② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱
❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✉♣s❝❛❧✐♥❣✱ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞ ✐♥
❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❇P✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■❇P ✐s ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❬✺✽✱ ✺✷❪✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♦✉t♣✉t s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✐s ✏❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞✑ t♦ t❤❡
▲❘ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉r❡ ✐t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱
✐✳❡✳ t♦ ❛ss✉r❡ ✐t t♦ ❜❡ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❍❘ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐❢ ❡rr♦rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ t ♦❢ t❤✐s r❡✜♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ n✲t❤ ❧❡✈❡❧
I tn ✐s ✜rst ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ▲❘ ✐♠❛❣❡ Î tL✿

Î tL =
(

I tn ∗Bn

)

↓pn ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ Bn ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❧✉r ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ▲❘ ✐♠❛❣❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✐s
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❍❘ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✿

I t+1
n = I tn +

((

IL − Î tL

)

↑pn
)

∗ b , ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ b ✐s ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✜❧t❡r t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② s♣r❡❛❞s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡rr♦r✳
■♥ ▲✐st✐♥❣ ✸✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r✱

❜② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r♦✉t✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ✏■♥t❡r✲
♥❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✑✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s❡ts
♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ✏❙✐♥❣❧❡❯♣s❝❛❧❡✑✱ t❤❛t r❡♣♦rts t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✉♣s❝❛❧❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧❡✈❡❧ In t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ♦♥ ❧✐♥❡ ✶✺ t❤❡ ❢♦r ❧♦♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
t❤❡ ✸ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✿ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤✱ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳



✽✻ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

▲✐st✐♥❣ ✸ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✈✐❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s

✶✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ■♥t❡r♥❛❧▲❡❛r♥✐♥❣✭IL✱ NL✱ s✱ p✱ σ2
B ✮

✷✿ ❢♦r n← 1, NL ❞♦ ⊲ ❈r❡❛t❡ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s
✸✿ σ2

Bn
← n · σ2

B · log(p)/ log(s)
✹✿ I−n ← (IL ∗Bn) ↓pn
✺✿ U(I−n)← (I−n) ↑p
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

✼✿ ❢♦r n← 1, NL ❞♦ ⊲ P♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✳
✽✿ ❙❛♠♣❧❡ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ U(I−n) ❛♥❞ ❛❞❞ t♦ Y l

✾✿ ❙❛♠♣❧❡ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ I−n+1 ❛♥❞ ❛❞❞ t♦ Yh

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✶✷✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❙✐♥❣❧❡❯♣s❝❛❧❡✭In✱ p✱ Y l✱ Yh✮
✶✸✿ U(In)← (In) ↑p ⊲ ❯♣s❝❛❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧
✶✹✿ ❊①tr❛❝t ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ U(In) → X l = {xl

i}Nx

i=1

✶✺✿ ❢♦r i← 1, Nx ❞♦ ⊲ ❙✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
✶✻✿ ❋✐♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr❛✐♥✳ s❡ts ♦❢ xl

i ❜② ◆◆❙ → Y l
i , Y

h
i

✶✼✿ Mi ← Y h
i Y

l
i

T
(

Y l
i Y

l
i

T
+ λI

)−1

✶✽✿ xh
i ←Mix

l
i

✶✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✷✵✿ ❋♦r♠ In+1 ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✳ ♣❛t❝❤❡s X h = {xh
i }Nx

i=1

✷✶✿ ❘❡✜♥❡ In+1 ❜② ■❇P
✷✷✿ Y l ← Y l ∪ X l ⊲ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ▲❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
✷✸✿ Yh ← Yh ∪ X h ⊲ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❍❘ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
✷✹✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✽✼

✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✱ t❤❛t ❧❡❞ t♦ ✐ts ✜♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ▲✐st✐♥❣ ✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ❜② ❜♦t❤ s❤♦✇✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦♥ s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ r❡♣♦rt✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❙◆❘ ❛♥❞
❙❙■▼ ♠❡tr✐❝s✳ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍❘ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❢♦r t❡st ♣✉r♣♦s❡s✱
❤❛s ❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❛❞♦♣t❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❜❧✉r σ2

B s❡t t♦ ✶ ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐s ❇✐❝✉❜✐❝
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✏t✉♥❡❞✑ ❜②
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❝r♦ss✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r p
✐s t❛❦❡♥ ❛s p = 1.25❀ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ 5×5 ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ✹✲♣✐①❡❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✱ t❤❡♥✱ K = 12
❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✈✐❛ ◆◆❙✳

✸✳✷✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s✐♥❣❧❡✲
✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✺✽❪✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✿

✶✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ❉▼ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭✐✳❡✳ ▼▲❘✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ◆❊❀

✷✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡
✏❞♦✉❜❧❡✑ ♣②r❛♠✐❞✳

❚♦ s✐♥❣✉❧❛r❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t✇♦ ✏✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✑ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ t❡st t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡✲
❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❲❡ ✜rst st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞
◆❊ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ✭◆▲▼✮ ✇❡✐❣❤ts ✭✶✳✶✵✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✭✏❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✑✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐♥ ❬✺✽❪✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✏❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✑
✉s❡s ❛ ❉▼ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ◆❊✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▼▲❘ ♠❡t❤♦❞
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ t❤❛t ❧✐♥❡❛r❧② ♠❛♣s ❡❛❝❤ ▲❘ ♣❛t❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛t❡❞
❍❘ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞
s❝❤❡♠❡✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡



✽✽ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❘❡❝✳ ▼❡t❤♦❞ ❉♦✉❜❧❡ ♣②r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ◆❊ ◆♦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❉▼ ◆♦

Pr♦♣♦s❡❞ ❉▼ ❨❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✲ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ s❡✈❡♥
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ✭s = 3, 4✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ Pr♦♣♦s❡❞

■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼

❇✐❦❡ ✸ ✷✸✳✶✸ ✵✳✼✾✷ ✷✸✳✷✵ ✵✳✼✾✻ ✷✸✳✸✵ ✵✳✼✾✾

❇✐r❞ ✸ ✸✸✳✼✶ ✵✳✽✽✹ ✸✹✳✵✻ ✵✳✽✾✵ ✸✹✳✶✸ ✵✳✽✾✵

❇✉tt❡r✢② ✸ ✷✼✳✵✽ ✵✳✽✸✸ ✷✼✳✸✽ ✵✳✽✹✵ ✷✼✳✺✻ ✵✳✽✹✶

❍❛t ✸ ✷✾✳✾✺ ✵✳✻✺✶ ✸✵✳✶✶ ✵✳✻✺✺ ✸✵✳✶✶ ✵✳✻✺✺

❍❡❛❞ ✸ ✸✷✳✹✸ ✵✳✻✸✸ ✸✷✳✹✼ ✵✳✻✻✼ ✸✷✳✹✸ ✵✳✻✻✽

▲❡♥❛ ✸ ✸✵✳✻✽ ✵✳✼✼✵ ✸✵✳✾✶ ✵✳✼✼✺ ✸✵✳✽✾ ✵✳✼✼✺

❲♦♠❛♥ ✸ ✸✵✳✸✸ ✵✳✽✻✷ ✸✵✳✹✶ ✵✳✽✻✻ ✸✵✳✺✷ ✵✳✽✻✼

❆✈❣ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ ❆✶ ✲ ✲ ✵✳✶✽ ✵✳✵✵✾ ✵✳✷✸ ✵✳✵✶✵

❇✐❦❡ ✹ ✷✶✳✺✽ ✵✳✻✽✺ ✷✶✳✺✸ ✵✳✻✽✽ ✷✶✳✻✸ ✵✳✻✽✾

❇✐r❞ ✹ ✸✵✳✻✶ ✵✳✽✶✵ ✸✵✳✽✾ ✵✳✽✷✹ ✸✶✳✵✶ ✵✳✽✷✻

❇✉tt❡r✢② ✹ ✷✹✳✻✽ ✵✳✼✻✸ ✷✹✳✼✶ ✵✳✼✼✷ ✷✺✳✵✺ ✵✳✼✼✺

❍❛t ✹ ✷✽✳✺✹ ✵✳✺✺✸ ✷✽✳✻✵ ✵✳✺✺✻ ✷✽✳✺✸ ✵✳✺✺✺

❍❡❛❞ ✹ ✸✶✳✶✼ ✵✳✺✺✻ ✸✶✳✷✽ ✵✳✺✾✶ ✸✶✳✷✸ ✵✳✺✾✵

▲❡♥❛ ✹ ✷✾✳✵✷ ✵✳✻✽✶ ✷✾✳✷✷ ✵✳✻✽✼ ✷✾✳✷✽ ✵✳✻✽✾

❲♦♠❛♥ ✹ ✷✼✳✻✵ ✵✳✼✼✽ ✷✼✳✾✵ ✵✳✼✾✸ ✷✼✳✾✻ ✵✳✼✾✸

❆✈❣ ❣❛✐♥ ✇✳r✳t✳ ❆✶ ✲ ✲ ✵✳✶✸ ✵✳✵✶✷ ✵✳✷✶ ✵✳✵✶✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣
❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✲ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘
❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡♥ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✸ ❛♥❞ ✹✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ t♦ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❙❘



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✽✾

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ♦✉r ✜♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣❛✐♥ ♦❢
❛❜♦✉t 0.22 ❞❇ ✇✳r✳t✳ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛♥❞
◆❊ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳ ❚❤✐s ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠✲
❛❣❡s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸ s❤♦✇s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❢♦r t✇♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧❧②
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✜♥❡r ❞❡t❛✐❧s ✭s❡❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡
tr❡❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜✐r❞✱ ♦r t❤❡ t❡①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛t ♦❢ t❤❡ ✇♦♠❛♥✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜②
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✇♦♠❛♥✬s ❤❛t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❛ s♦rt ♦❢ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❣✐✈❡s ❛ ♣r❡tt② ❜❧✉rr❡❞ r❡s✉❧t❀ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✷✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉▼ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ◆❊✱ s❤♦✇s ✐♥st❡❛❞ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r
str✉❝t✉r❡s❀ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❧♦♦❦ ❡✈❡♥ s❤❛r♣❡r ✇✐t❤
t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉▼ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✳

✸✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡ ❛rt✱ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❛❧s♦ t♦ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ❢♦✉r ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ ♦♥❡s ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✸✳✸✳

▼❡t❤♦❞ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ❘❡❝✳ ▼❡t❤♦❞

▲▲❊✲❜❛s❡❞
◆❊

❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳
❬✹✾❪

❊①t❡r♥❛❧ ◆❊ ✇✐t❤ ▲▲❊
✇❡✐❣❤ts ✭✶✳✶✶✮

◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡
◆❊

❇❡✈✐❧❛❝q✉❛ ❡t
❛❧✳ ❬✽✷❪

❊①t❡r♥❛❧ ◆❊ ✇✐t❤ ◆◆
✇❡✐❣❤ts ✭✶✳✶✷✮

❙♣❛rs❡ ❙❘ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪ ❊①t❡r♥❛❧ ❙♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣

P②r❛♠✐❞ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳
❬✺✽❪

■♥t❡r♥❛❧✱ s✐♥❣❧❡
♣②r❛♠✐❞

◆❊ ✇✐t❤ ◆▲▼
✇❡✐❣❤ts ✭✶✳✶✵✮

Pr♦♣♦s❡❞ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ■♥t❡r♥❛❧✱
❞♦✉❜❧❡ ♣②r✳

❉▼ ✈✐❛ ▼▲❘

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r
❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢♦✉r ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳



✾✵ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❋♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❛✉t❤♦rs✱ ♣♦ss✐❜❧② s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢❛✐r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳
❋♦r t❤❡ ✏♣②r❛♠✐❞✑ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✺✽❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ t❤✐r❞✲♣❛rt② ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢
❬✺✾❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ s❡t ♦❢ s❡✈❡♥ t❡st ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞
✸ ❛♥❞ ✹ ❛s s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs✳

❇✐❝✉❜✐❝ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊ ◆◆ ◆❊ ❙♣❛rs❡ ❙❘ P②r❛♠✐❞ Pr♦♣♦s❡❞

■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼ P❙◆❘ ❙❙■▼

❇✐❦❡ ✸ ✷✵✳✽✹ ✵✳✻✹✵ ✷✷✳✸✽ ✵✳✼✺✹ ✷✸✳✵✷ ✵✳✼✽✹ ✷✷✳✼✶ ✵✳✼✼✶ ✷✷✳✽✶ ✵✳✼✼✷ ✷✸✳✸✵ ✵✳✼✾✾

❇✐r❞ ✸ ✷✾✳✽✽ ✵✳✽✷✵ ✸✷✳✶✶ ✵✳✽✸✹ ✸✸✳✸✼ ✵✳✽✻✹ ✸✷✳✾✵ ✵✳✽✺✽ ✸✷✳✶✽ ✵✳✽✻✷ ✸✹✳✶✸ ✵✳✽✾✵

❇✉tt❡r✢② ✸ ✷✶✳✼✺ ✵✳✼✶✷ ✷✹✳✷✼ ✵✳✼✼✹ ✷✻✳✸✻ ✵✳✽✷✸ ✷✹✳✾✷ ✵✳✼✽✼ ✷✻✳✻✸ ✵✳✽✷✺ ✷✼✳✺✻ ✵✳✽✹✶

❍❛t ✸ ✷✼✳✷✼ ✵✳✺✸✻ ✷✾✳✷✹ ✵✳✻✶✾ ✷✾✳✻✺ ✵✳✻✸✷ ✷✾✳✷✶ ✵✳✻✵✷ ✷✾✳✻✻ ✵✳✻✷✻ ✸✵✳✶✶ ✵✳✻✺✺

❍❡❛❞ ✸ ✸✶✳✵✷ ✵✳✺✽✸ ✸✷✳✵✺ ✵✳✻✷✻ ✸✷✳✷✽ ✵✳✻✸✽ ✸✷✳✷✸ ✵✳✻✺✸ ✸✶✳✻✾ ✵✳✻✷✾ ✸✷✳✹✸ ✵✳✻✻✽

▲❡♥❛ ✸ ✷✽✳✵✸ ✵✳✻✼✵ ✷✾✳✼✽ ✵✳✼✷✾ ✸✵✳✺✷ ✵✳✼✺✹ ✸✵✳✵✻ ✵✳✼✸✽ ✸✵✳✷✽ ✵✳✼✹✽ ✸✵✳✽✾ ✵✳✼✼✺

❲♦♠❛♥ ✸ ✷✻✳✶✼ ✵✳✼✼✽ ✷✽✳✷✼ ✵✳✽✵✻ ✷✾✳✸✺ ✵✳✽✹✵ ✷✾✳✵✷ ✵✳✽✶✺ ✷✾✳✽✾ ✵✳✽✺✼ ✸✵✳✺✷ ✵✳✽✻✼

❆✈❡r❛❣❡ ✷✻✳✹✷ ✵✳✻✼✼ ✷✽✳✸✵ ✵✳✼✸✹ ✷✾✳✷✷ ✵✳✼✻✷ ✷✽✳✼✷ ✵✳✼✹✻ ✷✾✳✵✷ ✵✳✼✻✵ ✷✾✳✽✺ ✵✳✼✽✺

❇✐❦❡ ✹ ✶✾✳✽✸ ✵✳✺✸✻ ✷✵✳✼✺ ✵✳✻✸✹ ✷✶✳✷✻ ✵✳✻✻✼ ✷✵✳✾✸ ✵✳✻✺✶ ✷✶✳✹✻ ✵✳✻✽✶ ✷✶✳✻✸ ✵✳✻✽✾

❇✐r❞ ✹ ✷✽✳✵✾ ✵✳✼✸✽ ✷✾✳✷✺ ✵✳✼✹✶ ✸✵✳✹✶ ✵✳✼✽✻ ✸✵✳✵✵ ✵✳✼✽✼ ✸✵✳✶✵ ✵✳✽✵✸ ✸✶✳✵✶ ✵✳✽✷✻
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❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✲ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡♥ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s
❢♦r s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✸ ❛♥❞ ✹✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ s❤♦✇s ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞
t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡
✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✱ ❋✐❣✳ ✸✳✺✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✻✮✳

❋r♦♠ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ✭✏▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊✑✱ ✏◆◆ ◆❊✑✱ ❛♥❞ ✏❙♣❛rs❡ ❙❘✑✮ ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t ❜❧✉rr✐♥❣
❛♥❞ r✐♥❣✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ✭s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ❇✐❦❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✮✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭t❤❡ ✏♣②r❛♠✐❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✽❪
❛♥❞ ♦✉rs✮✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♠♦r❡ ♣❧❡❛s❛♥t ❛t s✐❣❤t✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s
❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❛rt✐❢❛❝t✲❢r❡❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ t❡①t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✽❪ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s s❤♦✇s r❡s✉❧ts t❤❛t ❧♦♦❦ s♦♠❡❤♦✇ ✏❛rt✐✜❝✐❛❧✑✱ ✇✐t❤
♦✈❡r✲s♠♦♦t❤❡❞ ❛r❡❛s ♦r ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❡❞❣❡s ✭s❡❡ ▲❡♥❛✬s ❡②❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻❡✱ ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡
✐s ❞❡❢♦r♠❡❞✮✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉❝❝❡❡❞s ❛❧s♦ ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts✳



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✾✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷

Pr♦♣♦s❡❞ Pr♦♣♦s❡❞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ❛r❡❛s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✲ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ❇✐r❞ ×4 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❲♦♠❛♥ ×4 ✭r✐❣❤t✮✳



✾✷ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ❛r❡❛s ❢♦r ❇✉tt❡r✢②

♠❛❣♥✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ✲ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ✭❛✮ ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✭❜✮ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊✱ ✭❝✮ ◆◆ ◆❊✱ ✭❞✮ ❙♣❛rs❡ ❙❘✱ ✭❡✮ P②r❛♠✐❞✱ ✭❢✮
Pr♦♣♦s❡❞✳



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✾✸

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ❛r❡❛s ❢♦r ❇✐❦❡ ♠❛❣♥✐✲
✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ✲ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ✭❛✮ ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
✭❜✮ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊✱ ✭❝✮ ◆◆ ◆❊✱ ✭❞✮ ❙♣❛rs❡ ❙❘✱ ✭❡✮ P②r❛♠✐❞✱ ✭❢✮ Pr♦♣♦s❡❞✳



✾✹ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ❛r❡❛s ❢♦r ▲❡♥❛ ♠❛❣✲
♥✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ✲ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ✭❛✮ ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
✭❜✮ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ◆❊✱ ✭❝✮ ◆◆ ◆❊✱ ✭❞✮ ❙♣❛rs❡ ❙❘✱ ✭❡✮ P②r❛♠✐❞✱ ✭❢✮ Pr♦♣♦s❡❞✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✺

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛
✏❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✑ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ❜✉✐❧t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢✱ t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❛t❝❤❡s ✭t❤✉s ❝❛❧❧❡❞ ✏s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✑✮✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②s ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣ t❤❡ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❘✮ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤❡s ✐♥t♦ t❤❡✐r
r❡❧❛t❡❞ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤❡s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜♦t❤
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱
✐t ♣r❡s❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❣❛✐♥s ✐♥ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ❛❧s♦✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝❛♣❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✜♥❡
❛rt✐❢❛❝t✲❢r❡❡ ❍❘ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
✐t ✉s❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✏s❡❧❢✲❛❞❛♣t❡❞✑ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
❝♦♥t❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❡❛s② t♦ t✉♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❙❘ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❝♦♥str❛✐♥t



✾✻ ❙✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②



❈❤❛♣t❡r ✹

❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛s❡ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ♦❢
t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ♦r ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✈✐❞❡♦
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r ✈✐❞❡♦✲t♦✲✈✐❞❡♦ ❙❘✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❙❘
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐✳❡✳ ▼■▼❖ ✭▼✉❧t✐✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐✲♦✉t♣✉t✮ ❙❘✳ ❆s s❛✐❞✱ ▼■▼❖ s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱
❜✉t ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②
❡①♣❧♦✐t❡❞ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆s
✐♥ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡ ✇❡ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦✲t♦✲
✈✐❞❡♦ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✈✐❞❡♦ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤❡r❡✱ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ✉♣s❝❛❧❡❞✳ ■ss✉❡s ❧✐❦❡ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣s❝❛❧❡❞ ❢r❛♠❡s✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❲❤❡♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿

✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✿ ❚❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❝❡rt❛✐♥ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fK ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳

✷✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✿ ❚❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳

❚❤❡ t✇♦ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ❛♥❞
❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✮ ❛r❡ t❛❝❦❧❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘✱ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❢r❛♠❡✱ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts

✶✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❬✽✹✱ ✽✺❪

✾✼



✾✽ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡
✲ ❖t❤❡r t❤❡♥ ▲❘ ❢r❛♠❡s✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡
✲ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ▲❘ ❢r❛♠❡s✳

❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✳

✹✳✶ ❲❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❡♠✲

♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♣s❝❛❧❡ t❤❡ ▲❘ ❢r❛♠❡s✱ ❛ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦
s✐♠♣❧② s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✹✺❪✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❦❡ t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ❛s ✐♥ ❬✽✻❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ ❦❡②
❢r❛♠❡s ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✭❋✐❣✉r❡
✹✳✷✮✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❢r❛♠❡s✿ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✏❝r❡❛t❡✑ ❛ ❢❡✇ ❦❡②
❢r❛♠❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fK ✱ ❜② ✜rst s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ▲❘
❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡s t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦♥❡s✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛ ✇❛② t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉♣s❝❛❧✐♥❣s✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❍❘
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❛♠❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞



❲❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✾✾

s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s t❤❡ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡✐r ▲❘ ✈❡rs✐♦♥✱ ❧♦♦❦ t❤❡ ❝❧♦s❡st
t♦ ✐t ❛♥❞ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❍❘ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣❛t❝❤ t♦ ❜❡ ✏s✐♠✐❧❛r✑ t♦ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ♠✉st ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r
❢r❛♠❡s✳

❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ◆❊ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ♠♦t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✽✻❪✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
♣❛t❝❤✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❦❡② ❢r❛♠❡ xl

i✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡
t✇♦ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs
❢♦✉♥❞✱ xl

i,K1 ❛♥❞ xl
i,K2✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ✈❡rs✐♦♥s✱ xh

i,K1

❛♥❞ xh
i,K2✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳

✶✳ ❋✐♥❞ t❤❡ k✲◆◆ ♦❢ xl
i✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭❡①t❡r♥❛❧ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧✮✳ ▲❡t t❤❡♥Yl

i ❜❡
t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♣✉t ❛s ❝♦❧✉♠♥s✱ ❛♥❞ Yh

i t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❍❘ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛tr✐①✳

✷✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts wi

✭t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s✲
❡st ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s✮✿

wi = argmin
w

{

‖xl
i −Yl

iw‖2 + µ1‖xh
i,K1 −Yh

i w‖2

+ µ2‖xh
i,K2 −Yh

i w‖2
}

s✳t✳ w ≥ 0 . ✭✹✳✶✮

✸✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤✿

xh
i = Yh

i wi .

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭◆◆▲❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s t❤❡ ◆◆▲❙ ♣r♦❜❧❡♠
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❤❡♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✼✮✮✳ ❍❡r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❜❡s✐❞❡s
t❤❡ ✉s✉❛❧ ▲❘ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t t✇♦ ✏t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
t❡r♠s✑ t❤❛t ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ1 ❛♥❞ µ2✱ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡r♠s✳ ❋✐①❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µtot = µ1 + µ2✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠❛❦❡
µ1 ❛♥❞ µ2 ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ▲❘
♣❛t❝❤❡s✿

µ1 = µtot

1
‖xl

i,K1−xl
i‖2

1
‖xl

i,K1−xl
i‖2

+ 1
‖xl

i,K2−xl
i‖2

µ2 = µtot − µ1

. ✭✹✳✷✮



✶✵✵ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✐❞❡❞ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ✭✏▼❊❆✑ ✉♣s❝❛❧✐♥❣✮✳
❚❤❡ ▼❊❆ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛s s❛✐❞✱ ✐♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱
✇❡ ❛ss❡ss ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✳r✳t✳ s✐♠♣❧❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡
✐s ✉♣s❝❛❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦t❤❡r r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r❛♠❡s✳

✹✳✷ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡②

❢r❛♠❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❘ ❢r❛♠❡s ✐♥t❡r❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ❢r❛♠❡s✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fK ✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞
❢r❛♠❡s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✱
❜② ✐ts ♥❛t✉r❡✱ ❧❡♥❞s ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡
❤❛✈❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ❢r❛♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
❢r❛♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞♦✇♥✲s❝❛❧❡❞ t♦ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❡♥❝♦❞❡✳ ❆❧❧ ❢r❛♠❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❜r♦✉❣❤t ❜❛❝❦ t♦ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r s✐❞❡✱ ❜② ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ▲❘ ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞✐♥❣ ✏❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✑✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡✱ ❢r♦♠ ❛ r❛t❡✲
❞✐st♦rt✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❘ ✈✐❞❡♦
s♦✉r❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♣s❝❛❧❡ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡
t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♠✲
❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✭t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱
s✐♥❝❡ ✐t s❤♦✇❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

●✐✈❡♥ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ♦♣♣♦rt✉♥❡❧② tr❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿

Pr♦❝✳ ✶ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✏✉s✉❛❧✑ ◆◆▲❙
✇❡✐❣❤ts ✭✐✳❡✳ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ▲❘ ♣❛t❝❤✮✱

Pr♦❝✳ ✷ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ✏▼❊❆ ✇❡✐❣❤ts✑
✭st✐❧❧ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❜✉t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡st✐♠❛t✐♦♥✲
❛✐❞❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✱ ❛♥❞



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✶✵✶

Pr♦❝✳ ✸ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s
❛♥❞ ◆◆▲❙ ✇❡✐❣❤ts✳

■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❡❛❝❤
❢r❛♠❡ ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷❀ t♦ ✉♣s❝❛❧❡ N ❢r❛♠❡s✱ t❤❡♥✱ N ✉♣s❝❛❧✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❲✐t❤ Pr♦❝✳ ✷✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛s s❛✐❞✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡s
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥
Pr♦❝✳ ✸✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛s❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ s✐♥❝❡ ❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ✐✳❡✳ ✏r❡❛❧✑ ❍❘
♣❛t❝❤❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ✉♣s❝❛❧❡
❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❝❤ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❛♠❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥
❈■❋ ✭❈♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠❛t✮ ❢♦r♠❛t ✭352× 288 ♣✐①❡❧s✮✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✐s ❞♦✇♥s✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t♦ ◗❈■❋ ✭◗✉❛rt❡r ❈■❋✮
❢♦r♠❛t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ st❛② ✐♥ ❈■❋ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡
✈✐❞❡♦ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ✉♣s❝❛❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❛♠❡s t♦♦ t♦ t❤❡ ❈■❋ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s
❵❊①t✑✱ ✏▼❊❆✑✱ ❛♥❞ ✏■♥t✑✱ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✶✻ ❢r❛♠❡s ✭✐✳❡✳ fK = 1
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✇❤❡r❡ ❋r❛♠❡ ✶ ❛♥❞ ❋r❛♠❡ ✶✼ r❡♣r❡s❡♥t ♦✉r ❦❡② ❢r❛♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛r❡ t❤♦s❡ ♦♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♣s❝❛❧❡❞✳ ❆s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ ✇❡ r❡♣♦rt❡❞
t❤❡ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ P❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ♣✐❝t✉r❡s ✭●❖P✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♣❡r ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ❛r❡
❢♦r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥❧②✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦❞❡✱ ❜✉t t❤❡②
❝❛♥ ❛♥②✇❛② ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❋♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ▼❊❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐✳❡✳ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st
♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❘♦♦❞ P❛tt❡r♥ ❙❡❛r❝❤ ✭❆❘P❙✮
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✽✼❪✳ ❚❤❡ ❆❘P❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❢❛st ❜❧♦❝❦✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡✱
❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛t❝❤ ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛ ♠♦t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭▼❱✮ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✐♠❛❣❡ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡❛r❝❤ st❛❣❡s✿

✶✳ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❛r❝❤✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❣❡t ❛ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▼❱ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛
s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝❦s✱ ❛♥❞

✷✳ ❛ r❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✉♥✐t✲s✐③❡ r♦♦❞ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧②
❛♥❞ ✉♥r❡str✐❝t❡❞❧②✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ▼❱ ✐s ❢♦✉♥❞✳

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ Pr♦❝✳
✶ t♦ Pr♦❝✳ ✸✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ◆❊✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤❡s ✭Pr♦❝✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P❙◆❘ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r ❢r❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✲ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤❡
s❛♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ ✏▼❊❆ ✇❡✐❣❤ts✑✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✭✐✳❡✳ ❢r❛♠❡s ✶ ❛♥❞ ✶✼✮✳

✶✮✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ▼❊❆
♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② Pr♦❝✳ ✷✱ ❜r✐♥❣s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✶ t♦
✸❞❇ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✮✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✷✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❡ st✐❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡
✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜✉✐❧t ✐♥ Pr♦❝✳ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❡♥
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✭❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❣❛✐♥✱ ❢r♦♠ ✶✳✺ t♦ ❡✈❡♥ ✼✳✼ ❞❇✱ ✇✳r✳t✳ Pr♦❝✳ ✷✮✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❣❛✐♥ ❢♦r t❤♦s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❧✐❦❡ ✏❆❦✐②♦✑✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s
♥♦t ♠✉❝❤ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ ❝❧♦s❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
✐♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡q✉❛❧❧②✲s✐③❡❞ ✭❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧✮ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs K ♦❢ t❤❡ ◆❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✈❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r❀ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡rr♦r
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ K✳



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡ ✉♣✲
s❝❛❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✲ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❝❧❡❛r❧②
♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ◆❊ t✉r♥s
♦✉t t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❡✈❡♥ s♣❛rs❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

❆s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❛❣❛✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳
❆s ❡①♣❡❝t✱ Pr♦❝✳ ✶ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧❡❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ❛s ✏s✐♠♣❧❡✑ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
✉♣s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡✲❜✉✐❧t ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
Pr♦❝✳ ✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❊❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✼✵✪✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ st❡♣✿ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡ s❡t ♦❢ ▼❱s✱ ❡❛❝❤
♦♥❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❦❡② ❢r❛♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Pr♦❝✳ ✸✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ✭❛❜♦✉t ✷✺✵✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✲
❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✏♦♥❧✐♥❡✑ ❢♦r ❡❛❝❤
●❖P✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ r❡♣♦rts t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✏❈♦♥✲
t❛✐♥❡r✑ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❋r❛♠❡ ✽✮✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Pr♦❝✳ ✶✱ Pr♦❝✳ ✷✱ ❛♥❞ Pr♦❝✳ ✸✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ Pr♦❝✳ ✶ ❛♥❞ Pr♦❝✳ ✷✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭Pr♦❝✳ ✸✮ ♣r❡s❡♥ts ✜♥❡r ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❛✐❧s
❛♥❞ s❤❛r♣❡r ❡❞❣❡s ✭❡✳❣✳ s❡❡ t❤❡ ♠♦t♦r❜♦❛t ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✳

✹✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✭t❤❡ ▲❘ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ❢r❛♠❡s✮✱
✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❘ ❢r❛♠❡ t♦



✶✵✹ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

✭❛✮ Pr♦❝✳ ✶ ✭❜✮ ✭❝✮

❉✐✛✳ ✭❜✮✲✭❛✮ ❉✐✛✳ ✭❝✮✲✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❱✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✏❈♦♥t❛✐♥❡r✑ ✈✐❞❡♦ s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ✉♣s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✳ ✲ ❚❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✸ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇❀ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐♥
t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❜❡ ✉♣s❝❛❧❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ❦❡② ❢r❛♠❡s✱
❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ Pr♦❝✳ ✸ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❍✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬✽✻❪✳ ■♥ ❬✽✻❪✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❝❤✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❛t❝❤❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② r❡str✐❝t✐♥❣ ✐t t♦ ✇✐♥❞♦✇s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✭t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✮✿ t❤❡ t✇♦ ❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ s❡✲
❧❡❝t❡❞✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐st❛♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞✐♥❣
✇❡✐❣❤ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ ❬✽✻❪✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ Pr♦❝✳ ✸ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❣❧♦❜❛❧❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❝✉rr❡♥t
❦❡② ❢r❛♠❡s ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐❝✲
t✐♦♥❛r② ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛❧❧ ❛t ♦♥❝❡ ✇✐t❤ ❢❛st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❛♠❡s ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡s♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤❡s ♦✈❡r❛❧❧
❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❧s♦ t❤♦s❡ ♦♥❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❜② ✜rst s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❜②



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✶✵✺

♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❱✐❞❡♦ ❙❘ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❞✐♥❣

❝♦♥t❡①t✳ ❆s s♦♠❡ ❍❘ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ❍❘ s♦✉r❝❡ ✐s ✏s♦♠❡✇❤❡r❡✑ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞♦♣t ❛ ✏❙❘
❛♣♣r♦❛❝❤✑ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍❘ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥✿

✶✳ ❉♦✇♥✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❍❘
❦❡② ❢r❛♠❡s✱

✷✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤✐s ✏♠✐①❡❞✑ s❡q✉❡♥❝❡ ✭✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦❞✐♥❣ ❝♦st✮✱
❛♥❞

✸✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❙❘ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳

❲❡ t❤❡♥ ✇❛♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ Pr♦❝✳ ✸ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✉♣s❝❛❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❝❛♥ ❙❘ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ ✈✐❞❡♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥❄

❋♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❍✐❣❤ ❊✣❝✐❡♥❝② ❱✐❞❡♦ ❈♦❞✐♥❣
✭❍❊❱❈✮ ✈✐❞❡♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❬✽✽❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢
❍❊❱❈✿

• ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❍❊❱❈ r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss ♣r♦✜❧❡✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r ❝♦❞✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡❞✱ ❛♥❞

• ❚❤❡ ❍❊❱❈ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❢r❛♠❡s ❝♦❞❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥
✐♥tr❛ ♠♦❞❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ❛
❧♦✇✲❞❡❧❛②✴❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ❞✐❣✐t❛❧ ❝✐♥❡♠❛✮✳

■♥ ♦✉r t❡sts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❈■❋ ❢♦r♠❛t ✭352 × 288✮✳ ❚❤❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ♣✐❝t✉r❡s ✭●❖P✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥tr❛✲♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡❝✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ✸✷ ❢r❛♠❡s ✭✷ ❦❡② ❢r❛♠❡s t❤❛t s❡r✈❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ✸✵ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❢r❛♠❡s✮✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝❛s❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛t❡✲❞✐st♦rs✐♦♥
✭❘❉✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✳

• ❉✐r❡❝t ❍❘ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✿ t❤❡ ❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳

• ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ◗❈■❋ ❢♦r♠❛t ✭176×
144✮❀ t❤❡ ◗❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❈■❋
✐♥tr❛✲❝♦❞❡❞ ❦❡② ❢r❛♠❡s❀ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈✐❞❡♦ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❢r❛♠❡s t♦ r❡✲✉♣s❝❛❧❡ t♦ ❈■❋ ❢♦r♠❛t✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭◗P✮ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡✱ s♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ ❘❉ ❝✉r✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ♣❧❛② ✇✐t❤✿ t❤❡ ◗P ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝♦❞❡❞ ❈■❋ ❦❡② ❢r❛♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ◗P ♦❢
t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ◗❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇② ✜①✐♥❣✱ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
✐♥tr❛✲❝♦❞❡❞ ❦❡② ❢r❛♠❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ❛ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❘❉ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❍❘ ❡♥❝♦❞❡❞ ❝❛s❡ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡t
♦❢ ❘❉ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r t❤❡ ❍❛❧❧ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r ❝♦❞✐♥❣



✶✵✻ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

✭r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘❉ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡
❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ✏♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✑✱ s♦ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ◗P ✭◗P
♦❢ t❤❡ ❈■❋ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ◗P ♦❢ t❤❡ ◗❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❜✐t✲r❛t❡ ✭✐♥ ❦❜♣s✮ ❛♥❞ P❙◆❘ ❢♦r t❤❡ ❍❘ ❡♥❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ♦♣❡r❛t✐♥❣
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❘❉ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✮ ❢♦r t❤❡ ❍❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❍❊❱❈ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲
❛❝❝❡ss ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✲ ❋♦r t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s✱ ✇❤♦s❡
✧❡♥✈❡❧♦♣❡✧ ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡✳

◗P ❇✐t✲r❛t❡ P❙◆❘
✷✽ ✷✺✸✳✷ ✸✽✳✵✽
✸✷ ✶✺✷✳✽ ✸✻✳✷✺
✸✻ ✶✵✷✳✽ ✸✹✳✷✶
✹✵ ✻✾✳✸ ✸✶✳✽✵

✭❆✮

◗P ❈■❋ ◗P ◗❈■❋ ❇✐t✲r❛t❡ P❙◆❘
✷✽ ✷✹ ✷✶✹✳✵ ✸✼✳✵✵
✸✷ ✷✹ ✶✻✹✳✼ ✸✻✳✶✽
✸✻ ✷✽ ✶✵✹✳✾ ✸✹✳✹✷
✹✵ ✸✷ ✻✾✳✸ ✸✷✳✷✹

✭❇✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❇✐t✲r❛t❡ ✭❦♣❜s✮ ❛♥❞ P❙◆❘ ✭❞❇✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ◗P ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✲ ❚❤❡ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ❍❘
❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❆✮❀ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❇✮✳

❆❧❧ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦❣❡t❤❡r ❣✐✈❡ ❛♥ ✏❡♥✈❡❧♦♣❡✑ ❝✉r✈❡ t❤❛t s✉♠✲
♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❍❘ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s ❛ s❧✐❣❤t



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✶✵✼

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r ❧♦✇ ❜✐t✲r❛t❡s✱ ✇❤❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❙❘
❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❡❧♣s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ r❡♣♦rts s✐♠✐❧❛r ❝✉r✈❡s✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❘❉ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❍❘ ❡♥❝♦❞✐♥❣
❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❉ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢♦r t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
st✐❧❧ ❢♦r t❤❡ ❍❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❍❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❝t✉❛❧❧② s❛✈❡ ♠✉❝❤ ❜✐t✲r❛t❡ ✇✐t❤ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✏♠✐①❡❞✑ ◗❈■❋✴❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞
❧❡tt✐♥❣ ❙❘ ❞♦ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥♦❜ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s
❜❡tt❡r ❘❉ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❧s♦ ❢♦r ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❜✐t✲r❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❘❉ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✮ ❢♦r t❤❡ ❍❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❍❊❱❈ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡ ❛❧❧✲
✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✲ ❚❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s ❤❡r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣❛✐♥ ❢♦r ♠✐❞✲r❛♥❣❡
P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘❉ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❋♦r❡♠❛♥ s❡q✉❡♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✐♥t❡r ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧✲✐♥tr❛✮✳ ❋♦r t❤✐s s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇♦rs❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❣❛✐♥ ❢♦r ❧♦✇ ❜✐t✲r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝❧❡❛r❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❍❘ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱
t❤❡ ❋♦r❡♠❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ ✭t❤❡
❍❘ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡tr✐❡✈❡✮✱ s♦ t❤❡ ❙❘ ❜❡♥❡✜t ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧♦ss
♦❢ q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❛✈✐♥❣ ♦❢ ❜✐t✲r❛t❡ ❜❡✐♥❣
♥♦t s♦ r❡❧❡✈❛♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ r❡♣♦rts ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ ❢r❛♠❡s
♦❢ t❤❡ ❍❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss ✐♥t❡r
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❜✐t✲r❛t❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞



✶✵✽ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

✭✐♥t❡r ❝♦❞✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡❞✮ ✭❛❧❧✲✐♥tr❛✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❘❉ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✮ ❢♦r t❤❡ ❋♦r❡♠❛♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❍❊❱❈ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✲ ❋♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ t❤❡ ❙❘
❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s ✇♦rs❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❀ t❤✐♥❣s ❣❡t s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

✭t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ q✉❛❧✐t✐❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❘ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈✐❛ ❍❊❱❈ ❛♥❞ t❤❡
❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ♦r s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ✇❡
❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❙❘ ♦♥ ❞♦✇♥✲s❝❛❧❡❞ ❢r❛♠❡s t✉r♥s ♦✉t
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t
❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭s❡❡ t❤❡ ❜❛s❡❜♦❛r❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r✮✳ ❆❧s♦ ✇❤❡♥ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡
✇❤♦❧❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r
♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✢✐❝❦❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤✉s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✭❛♥❞ s♦ ✏r❡❛❧ ♣❛t❝❤❡s✑ ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡✮ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ✇❛② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦s❡ ❛ s♦rt ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❣❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡t❤❡r s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ ✈✐❞❡♦
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛t❡✲❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r❡s❡♥ts✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❣❛✐♥ ✭❢♦r ❧♦✇ ♦r ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❜✐t✲r❛t❡s✮ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛❧❧
❢r❛♠❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✐♥tr❛ ♠♦❞❡✳ ❲❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥t❡r ❝♦❞✐♥❣ ✭r❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡ss
♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❍❊❱❈✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s P❙◆❘ ❣❛✐♥s t❡♥❞s t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✐s✉❛❧
♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❛♠❡s ❞❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉♣s❝❛❧❡❞ ✈✐❛ ❙❘ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧♦♦❦
s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡ss ❛rt✐❢❛❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧
✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✢✐❝❦❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❞❡♦✳



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍❘ ❦❡② ❢r❛♠❡s ✶✵✾

❖r✐❣✐♥❛❧ ❈■❋ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❈■❋

❍❊❈❱ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭✐♥t❡r✱ ◗P❂✹✵✮ ❍❊❈❱ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭✐♥tr❛✱ ◗P❂✸✻✮

❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜✐t✲r❛t❡✮ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜✐t✲r❛t❡✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❱✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❍❘ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❘
❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❚✇♦ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❍❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❢r❛♠❡ ♥♦✳ ✷✹ ✭❧❡❢t✮
❛♥❞ ❢r❛♠❡ ♥♦✳ ✸✷ ✭r✐❣❤t✮✳



✶✶✵ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

✹✳✸ ❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ▲❘

❢r❛♠❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ▲❘ ❢r❛♠❡ t♦ ✉♣s❝❛❧❡
❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❍❘ ❢r❛♠❡s✱ ❛s ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✳

❍❡r❡ t♦♦✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛ ✏s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ str❛t❡❣②✑✿ t♦ ✉♣s❝❛❧❡ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱
♥♦ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❢r❛♠❡
❜② ❢r❛♠❡✱ t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥
❬✺✻✱ ✹✺❪✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈✐❞❡♦ ✐s st❛❜❧❡ ❛t ✐ts
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✢✐❝❦❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦❝❝✉rs✳

❋♦r t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
❙❘ ♠❡t❤♦❞s✿

• ❖✉r ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱

• ◆♦◆◆❊ ✰ t❤❡ ▼❊❆ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✶✱ ❛♥❞

• ❖✉r ✏❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞✑ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✸✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✉s♣❝❛❧✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ◗❈■❋ t❡st s❡✲
q✉❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❈■❋ ❢♦r♠❛t ✭❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳ ❆s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ ✇❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞
❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ P❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ●❖P✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♣❡r ❢r❛♠❡✱
❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s
❵❊①t✑✱ ✏▼❊❆✑✱ ❛♥❞ ✏■♥t✑✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ◆♦◆◆❊✰▼❊❆✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r✱ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❜✉✐❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲
♣②r❛♠✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❤✉s ❜✉✐❧t ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡ss ✏♣♦✇❡r❢✉❧✑ t❤❡♥
t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✭Pr♦❝✳ ✸✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✏r❡❛❧✑
❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡ss
❡✣❝✐❡♥t ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❘ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❍❘ ❢r❛♠❡s✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✇❡
❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛❧✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✲
✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❡st❡❞✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ◆♦◆◆❊
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛ss❡s✱
❜r✐♥❣s ❛ s♠❛❧❧✱ ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✶✴✵✳✷ dB ✭❛❧s♦



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ✶✶✶

❆❑■❨❖ ❈■❚❨ ❈❖◆❚❆■◆❊❘
❋r❛♠❡ ❊①t ▼❊❆ ■♥t ❊①t ▼❊❆ ■♥t ❊①t ▼❊❆ ■♥t
✶ ✸✼✳✺✽ ✸✼✳✺✽ ✸✼✳✼✷ ✸✵✳✶✹ ✸✵✳✶✹ ✸✵✳✷✷ ✷✽✳✹✽ ✷✽✳✹✽ ✷✽✳✼✹
✷ ✸✼✳✻✵ ✸✼✳✻✷ ✸✼✳✼✸ ✸✵✳✶✵ ✸✵✳✶✵ ✸✵✳✶✺ ✷✽✳✹✹ ✷✽✳✻✶ ✷✽✳✼✷
✸ ✸✼✳✻✹ ✸✼✳✺✾ ✸✼✳✼✹ ✸✵✳✶✵ ✸✵✳✶✹ ✸✵✳✶✻ ✷✽✳✹✹ ✷✽✳✻✶ ✷✽✳✼✷
✹ ✸✼✳✻✷ ✸✼✳✺✾ ✸✼✳✼✷ ✸✵✳✶✹ ✸✵✳✶✽ ✸✵✳✷✷ ✷✽✳✹✼ ✷✽✳✻✷ ✷✽✳✼✸
✺ ✸✼✳✼✷ ✸✼✳✼✶ ✸✼✳✽✼ ✸✵✳✶✹ ✸✵✳✷✶ ✸✵✳✷✺ ✷✽✳✹✺ ✷✽✳✻✷ ✷✽✳✼✻
✻ ✸✼✳✼✽ ✸✼✳✼✷ ✸✼✳✽✾ ✷✾✳✾✼ ✸✵✳✵✵ ✸✵✳✵✸ ✷✽✳✹✹ ✷✽✳✻✺ ✷✽✳✼✻
✼ ✸✼✳✼✸ ✸✼✳✼✷ ✸✼✳✽✾ ✷✾✳✾✵ ✷✾✳✾✵ ✷✾✳✾✽ ✷✽✳✹✹ ✷✽✳✻✸ ✷✽✳✼✺
✽ ✸✼✳✼✸ ✸✼✳✼✷ ✸✼✳✽✼ ✷✾✳✽✷ ✷✾✳✽✹ ✷✾✳✾✶ ✷✽✳✹✷ ✷✽✳✻✷ ✷✽✳✼✸
✾ ✸✼✳✻✽ ✸✼✳✻✻ ✸✼✳✽✺ ✷✾✳✼✼ ✷✾✳✼✾ ✷✾✳✽✹ ✷✽✳✹✺ ✷✽✳✻✵ ✷✽✳✼✶
✶✵ ✸✼✳✺✽ ✸✼✳✺✼ ✸✼✳✼✺ ✷✾✳✼✾ ✷✾✳✽✺ ✷✾✳✾✸ ✷✽✳✹✶ ✷✽✳✺✾ ✷✽✳✼✶
✶✶ ✸✼✳✺✷ ✸✼✳✺✹ ✸✼✳✼✸ ✷✾✳✾✹ ✷✾✳✾✺ ✷✾✳✾✻ ✷✽✳✹✶ ✷✽✳✺✽ ✷✽✳✼✷
✶✷ ✸✼✳✺✼ ✸✼✳✺✼ ✸✼✳✼✸ ✷✾✳✼✻ ✷✾✳✼✾ ✷✾✳✽✻ ✷✽✳✹✷ ✷✽✳✺✽ ✷✽✳✼✷
✶✸ ✸✼✳✹✺ ✸✼✳✹✽ ✸✼✳✻✷ ✸✵✳✷✾ ✸✵✳✸✵ ✸✵✳✷✽ ✷✽✳✹✹ ✷✽✳✻✵ ✷✽✳✼✼
✶✹ ✸✼✳✹✼ ✸✼✳✺✶ ✸✼✳✻✼ ✸✵✳✸✼ ✸✵✳✹✷ ✸✵✳✹✸ ✷✽✳✹✺ ✷✽✳✻✶ ✷✽✳✼✺
✶✺ ✸✼✳✹✶ ✸✼✳✹✸ ✸✼✳✻✹ ✸✵✳✻✵ ✸✵✳✻✼ ✸✵✳✻✹ ✷✽✳✹✸ ✷✽✳✻✶ ✷✽✳✼✷
✶✻ ✸✼✳✸✷ ✸✼✳✷✼ ✸✼✳✺✼ ✸✵✳✸✷ ✸✵✳✸✽ ✸✵✳✸✹ ✷✽✳✸✽ ✷✽✳✺✸ ✷✽✳✻✻
✶✼ ✸✼✳✷✷ ✸✼✳✷✵ ✸✼✳✻✹ ✸✵✳✵✺ ✸✵✳✵✹ ✸✵✳✶✵ ✷✽✳✸✹ ✷✽✳✸✸ ✷✽✳✻✼

❆✈❣ P❙◆❘ ✸✼✳✺✼ ✸✼✳✺✻ ✸✼✳✼✹ ✸✵✳✵✼ ✸✵✳✶✵ ✸✵✳✶✹ ✷✽✳✹✸ ✷✽✳✺✽ ✷✽✳✼✸
❆✈❣ ❚✐♠❡ ✶✽✳✺ ✷✸✳✼ ✾✻✳✺ ✶✾✳✵ ✸✶✳✻ ✶✾✾✳✷ ✶✾✳✶ ✸✷✳✶ ✶✺✼✳✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ P❙◆❘ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r ❢r❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✲ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ◆♦◆◆❊✰▼❊❆✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧❡ss ❡✈✐❞❡♥t ❢♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs✮✳ ❆❧s♦
t❤❡ ♠♦t✐♦♥✲❡st✐♠❛t✐♦♥✲❛✐❞❡❞ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣
t♦ t❤❡ ◆❊ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s s♦♠❡❤♦✇ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❊❆
♠❡t❤♦❞ ✇❡ r❡❧② ✉♣♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥
t❤❡ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✱ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠♦r❡ ✏❝❡rt❛✐♥✑ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇② ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✐ss✉❡✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ✏s✐♠♣❧❡✑ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st r❡❛s♦♥❛❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✱ ❛s ✐t ♣r❡s❡♥ts s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✳r✳t t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❙♦♠❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✏❆❦✐②♦✑ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❋r❛♠❡ ✶✶✮
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡q✉❛❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭✐♥
t❤❡ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡



✶✶✷ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

✭❛✮ Pr♦❝✳ ✶ ✭❜✮ ✭❝✮

❉✐✛✳ ✭❜✮✲✭❛✮ ❉✐✛✳ ✭❝✮✲✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❱✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✏❆❦✐②♦✑ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱
✉♣s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✳ ✲ ❚❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇❀ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠
r♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

◆♦◆◆❊ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡
❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
s❤❛r♣❡r ❡❞❣❡s ✭♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❧✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ✇♦♠❛♥✮✱ t❤❛t
❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✵✳✷✲❞❇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✈✐❞❡♦ ❙❘ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❍❡r❡ t♦♦✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥
❈■❋ ❢♦r♠❛t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

• ❆ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡❞
❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞

• ❆ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ◗❈■❋ ❢♦r✲
♠❛t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉✐❧t ◗❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞✱ tr❛♥s♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞ r❡✲✉♣s❝❛❧❡❞
✈✐❛ ❙❘ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r s✐❞❡✳

■♥ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❜✉t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐s
✉s❡❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t✉♥❡ ✐♥
t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤✉s ✈❛r②✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ✈✐❞❡♦ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣
❝♦st✿ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭◗P✮ ♦❢ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥



❯♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ✶✶✸

t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✈❛r② t❤❡ ◗P ✇❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t ♦♥ t❤❡ ◗P ♦❢ t❤❡ ◗❈■❋
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ P❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞
✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❞❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❋♦r t❤✐s t❡st ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❜❡st
❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ✐♥tr❛ ❢r❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✏❍❛❧❧✑ ✈✐❞❡♦
s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❛s② s❡q✉❡♥❝❡ t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡✳

◗P ❇✐t✲r❛t❡ P❙◆❘
✷✽ ✷✸✸✼✳✷ ✸✾✳✵✻
✸✷ ✶✻✶✹✳✻ ✸✻✳✼✹
✸✻ ✶✶✶✻✳✼ ✸✹✳✷✸
✹✵ ✼✻✵✳✼ ✸✶✳✺✵
✹✷ ✻✶✺✳✺ ✸✵✳✵✽
✹✺ ✹✸✻✳✻ ✷✽✳✵✵

✭❆✮

◗P ❇✐t✲r❛t❡ P❙◆❘
✷✵ ✶✽✷✹✳✼ ✸✶✳✶✸
✷✹ ✶✷✾✹✳✶ ✸✵✳✽✸
✷✽ ✾✷✹✳✻ ✸✵✳✶✻
✸✷ ✻✺✹✳✷ ✷✾✳✹✶
✸✻ ✹✹✼✳✽ ✷✽✳✵✷
✹✵ ✷✺✼✳✼ ✷✻✳✵✽

✭❇✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❇✐t✲r❛t❡ ✭❦♣❜s✮ ❛♥❞ P❙◆❘ ✭❞❇✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ◗P ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✲ ❚❤❡ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ❞✐r❡❝t
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈■❋ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❆✮✱ ❛♥❞ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❇✮✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✹✳✸✱ r❡♣♦rt❡❞ ✈✐s✉❛❧❧②✱ ♦r✐❣✐♥❛t❡s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✇❤❡r❡
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❛t❡✲❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✱ t❤❡ ❘✲
❉ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❊❱❈ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♥♦t ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ❝♦❞❡r✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳



✶✶✹ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❘❉ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❘ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✮ ❢♦r t❤❡ ❍❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❍❊❱❈ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✲ ❚❤❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧②
▲❘ ❢r❛♠❡s✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❛❝❤ s❛t✐s❢❛❝t♦r② P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❛ ♥♦♥♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ◆❊✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ s♦rt ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜② ❣✉✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
♠♦t✐♦♥✲❡st✐♠❛t✐♦♥✲❛✐❞❡❞ ✭▼❊❆✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s✐♥❝❡ ❝❧♦s❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❦❡② ❢r❛♠❡s ✈✐❛ ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❡♠ t♦ ♣❧❛② ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥
♣❛t❝❤ t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡✳

❚♦ ✉♣s❝❛❧❡ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ t❤❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣②✱ ✇❤❡r❡ ❛
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐ts ❍❘ ✈❡rs✐♦♥✳ ❇② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤✐s str❛t❡❣②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ❢r❛♠❡s ✐s ♥♦t ❡①✲
♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣s❝❛❧❡ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢r❛♠❡s ❛t ♦♥❝❡✮✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ ❢r❛♠❡s ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞ ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✺

♦❢ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✮ ♠❛❦❡s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r❛♠❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✈✐❞❡♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✺✻✱ ✹✺❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✿

• ❆ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❘ ❢r❛♠❡s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ✏❦❡②
❢r❛♠❡s✑ ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✮✱ ❛♥❞

• ❆ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✮✳

✳
❋♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊✱

✉s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t❤❡ ✏♣✉r❡✑
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❍❘ ❦❡②
❢r❛♠❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❛❧s♦ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❤❛✈❡
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ▼❊❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❧❡❛r ✇✐♥♥❡r✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❍❘ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t t♦t❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠✱ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✉♣♦♥✳ ❋♦r ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ▼❊❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❛ ❢❡❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❦❡②
❢r❛♠❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❣✐✈❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t②
r❡s✉❧ts❀ t❤❡ ✏s✐♠♣❧❡✑ ◆♦◆◆❊✱ t❤❡♥✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ✐ts ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ♠♦r❡
✏s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✑ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♥❡❡❞s ♣r♦❜❛❜❧② t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❜②
♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❢r❛♠❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡
♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s✳

❋♦r t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣
❝♦♥t❡①t✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❲❡
t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡❞✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❍❊❱❈ ❝♦❞❡❝✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱
❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❡♥❝♦❞❡❞✱ ✐s ❞♦✇♥✲s❝❛❧❡❞ ✭❜② ♣♦ss✐❜❧② ❦❡❡♣✐♥❣ s♦♠❡ ❍❘ ❢r❛♠❡s✱ ❛s
✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✮✳ ❖♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❙❘ ✐s t❤❡♥
❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ ❢♦r♠❛t✳ ❲❡ ❝❛❧❧❡❞
t❤✐s s❡❝♦♥❞ s❝❤❡♠❡ t❤❡ ✏❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✑✳ ❚❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦st ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡
❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❡♥❝♦❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✛♦r❞
❛ ❜❡tt❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✭✐✳❡✳ ❛ s♠❛❧❧❡r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥✱
t❤❡♥✱ ✐s✿ ✐s ✐t ❜❡tt❡r t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡ ❛ ❣♦♦❞✲q✉❛❧✐t② ▲❘ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r t♦ ❞✐r❡❝t❧②
❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍❘ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t②❄ ❲❤✐❧❡ t❤❡ t❛s❦
♦❢ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② ▲❘ ❢r❛♠❡s ✭❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✮ t✉r♥❡❞ ♦✉t
t♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
❍❊❱❈ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧✲✐♥tr❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❛t st✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦♠❡



✶✶✻ ❙❘ ♦❢ ❛ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞
♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❜✐t✲r❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤✉s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❙❘ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t♦♦❧✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘

♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✇❤✐❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❛❜♦✉t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦
♣❡r❢♦r♠ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✳ ▲❛t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ❛
❢❡✇ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② st✉❞✐❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② s♦♠❡
♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s✐❣♥❡❞
❜② ✉s✱ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t♦♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❑✲❲❊❇ ✭❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ K ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛r②❝❡♥t❡rs✮✱ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✻✳

✺✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛

▼♦❞❡r♥ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s②st❡♠s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ st❛rts ✇✐t❤ ❛
❜❛s✐❝ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ✭❡✳❣✳ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥
✐t ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ♦r t❤❡ s②st❡♠s ✉♥❞❡r st✉❞②
❛r❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥

✶✶✼



✶✶✽ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞✿ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱
❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤❡s❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡♥ ✇✐t♥❡ss✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ s❤✐❢t ✐♥
s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✭❛♥❞
s✉❜s❡q✉❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛✮ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
st✉❞② ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ✏❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛✑✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t
❝❛♥ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢
t✇♦ st❛❣❡s✿ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣✴❡st✐♠❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣
s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♦r t❡st
s❛♠♣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥❡❞✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❛❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥
❜❛s✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

• ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s✱ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✱

• Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✽✵s✱ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ✏str✐❝t❧② tr✉❡✑ ♠♦❞❡❧s ❛s
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞

• ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ✐ts ♥❛rr♦✇❡st ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①tr❛❝t ❛ s✉❜s❡t
♦❢ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ✭❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t✮ ✇✐t❤ ✉s❡❢✉❧ ♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛❞
t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ st✉❞② ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦♦✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ▲❘ ♣❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ t♦ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞✱ ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s
❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤✳

■♥ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✿

• ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞

• ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭✐♥♣✉t✱ ♦✉t♣✉t✮ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠
❦♥♦✇♥ ✭✐♥♣✉t✱ ♦✉t♣✉t✮ s❛♠♣❧❡s✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛s❦s ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤✐s
❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏s✉♣❡r✈✐s❡❞✑ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣
s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭✐✳❡✳✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ✏t❡❛❝❤❡r✑ ♦r ❛ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞✮✳
❯♥❞❡r t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♦♥❧② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
t♦ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✉r✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥



❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✶✾

♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭✐✳❡✳✱ ❝❧✉st❡rs✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ ❞❡❜❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ ❜r♦❛❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♦✉t♣✉ts ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳

✺✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

■♥ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ t❛s❦✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t②♣❡✳ ❇r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ ✇❡
♣r❡❞✐❝t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♦✉t♣✉ts✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦✉t✲
♣✉ts✳ ❆♥ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦r ♣r❡❞✐❝t♦r✱ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡r X❀ ✐❢ X ✐s
❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❝r✐♣t Xi ✐♥❞✐❝❛t❡s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♦✉t♣✉ts✱ ♦r r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡r Y ✳
■♥ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♦r ♣r❡s❡t✱ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦✉t♣✉ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧
t♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ (x1, y1) . . . (xN , yN) ✭♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❧♦✇❡r❝❛s❡✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳
❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✏tr❛✐♥❡❞✑✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♥❡✇ ✐♥♣✉ts✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❡✇
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣❛✐rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ▲❘ t❡st ♣❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♣❛t❝❤ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦r✱ ✐❢ ❛ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❜②
❝♦✉♣❧❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✇❡ r❡✈✐❡✇
s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✿ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛♥❞
❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮✳

✺✳✷✳✶ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥

■♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▲❡t
✜rst s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ p ✐♥♣✉ts
XT = (X1, X2, . . . , Xp)❀ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠

Y = f0 +

p
∑

i=1

Xifi , ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ f0 ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❜✐❛s✱ ❛♥❞ {fi}pi=1 ✐s ❛ s❡t ♦❢ p ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ p+ 1 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t♦t❛❧✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✶✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠

Y = XTf , ✭✺✳✷✮



✶✷✵ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

✇❤❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r f ✐s ❛ (p+ 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❡❝t♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t t♦♦✱ ❛♥❞ X ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❛s ✇❡❧❧✱ ✐✳❡✳ XT = (1, X1, . . . , Xp)✳

❚♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜t ✐t t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡t ♦❢ N tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛

(x1, y1) . . . (xN , yN)

✭♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛
r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♦✉t♣✉t✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡s✱ ✐✳❡✳ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ s✉♠ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs

❘❙❙(f) =
N
∑

i=1

(yi − xT
i f)

2 = (y −Xf)T(y −Xf) , ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ X ✐s ❛♥❞ N × (p+ 1) ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ y ✐s
t❤❡ N ✲✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✺✳✸✮ ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡✳ ■❢ XTX ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

f̂ = (XTX)−1XTy . ✭✺✳✹✮

❋♦r ❛ ♥❡✇ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r x0✱ ✐ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✐♥ ✭✺✳✹✮✱ ✐✳❡✳ ŷ(x0) = xT

0 f̂ ✳
■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉ts✱ ✐✳❡✳ Y = [Y1, Y2, . . . , Ym]✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s st❛②s

✈❛❧✐❞✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s











f̂1 = (XTX)−1XTy1
✳✳✳

f̂m = (XTX)−1XTym

, ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ f̂1, . . . , f̂m ❛r❡ m (p+ 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❞❡❧❡✲
❣❛t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ y1, . . . ,ym ❛r❡ m ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ N
♦✉t♣✉ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❛❦❡♥ ❞❛t❛✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✺✳✺ ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♠♣❛❝t ♠❛tr✐① ❢♦r♠✿

F̂ = (XTX)−1XTY , ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ F̂ ✐s ❛ (p+ 1) ×m ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞ Y ✐s ❛ N ×m r❡s♣♦♥s❡ ♠❛tr✐①
❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ r♦✇ ❜② r♦✇ N m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦rs✳ ●✐✈❡♥ ❛ t❡st ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r
x0✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡❝t♦r ŷ0 ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿

ŷT
0 = xT

0 F̂ . ✭✺✳✼✮



❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✶✷✶

❚❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ✭✺✳✻✮✱ t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭▼▲❘✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✭✺✳✼✮ ✐s t♦t❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❙❘ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶ ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮✳ ■♥ ❛ ❉▼ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛
▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ x0✮✱ ✇❡ ✜♥❞ ✐ts r❡❧❛t❡❞ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
ŷ0✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✇❛s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❧✐♥❡❛r✳ ◆♦t❡✱
✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✽✮ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✭✺✳✼✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✈❡❝t♦rs
❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ✳

✺✳✷✳✷ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r r❡❣r❡ss✐♦♥

◆❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ✭◆◆✮ ♠❡t❤♦❞s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❣r❡ss✐♦♥✳
❍❡r❡ t♦♦ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t T = {(x1,y1) . . . (xN ,yN)}✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✐♥♣✉t t❡st
✈❡❝t♦r x0✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ k ❝❧♦s❡st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ❛♥❞
✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❦♥♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ŷ0✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❛s❡✱
t❤❡ ♦✉t♣✉t t❡st ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡✿

ŷ0 =
1

k

∑

xi∈Nk(x0)

yi , ✭✺✳✽✮

✇❤❡r❡ Nk(x0) ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ x0 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ k ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts xi ✐♥ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ s❡t T ✳

❚❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ t❤❡ k✲◆◆ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✳ ❆♥ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s
♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✐ts r❡❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧②
❛t ❛ ✜rst st❛❣❡ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❧② t❤❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ T ✮❀ t❤❡♥
t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ✏tr❛♥s❢❡rr❡❞✑ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✭❍❘✮ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❦♥♦✇♥
r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ◆❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✐♥❣✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ s♦♠❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♣♣❡❛r✿ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
✭▲❘✮ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✏❜❧✐♥❞❧②✑ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ k✲◆◆
r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣r❡ss t❤❡ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

ŷ0 =
∑

xi∈Nk(x0)

wi(x0,xi) · yi , ✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❦♥♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ yi ✐s ♥♦✇ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t xi ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t
t❡st ✈❡❝t♦r x0✳



✶✷✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✐♥ ❢❛❝t t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ t❤❛t ✇❡ ❣❛✈❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ◆❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❙❘✳ ■♥ ♦✉r ❞❡s✐❣♥❡❞
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✈✐❛ ◆◆ s❡❛r❝❤✮ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦♥❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡
❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠✿

wx0 = argmin
w

‖x0 −Xs❡tw‖2 s✳t✳ w ≥ 0 ✱ ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Xs❡t ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ k ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ x0 s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t✳

✺✳✸ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❯♥❧✐❦❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞
♦✉t♣✉ts✱ ❜✉t ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① Y ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❝♦❧✉♠♥s✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ tr② t♦ ❡①tr❛❝t s♦♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
✏❛t♦♠s✑ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✮ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥s ✺✳✸✳✶✱ ✺✳✸✳✷✱ ❛♥❞ ✺✳✸✳✸✱ ✇❡ q✉✐❝❦❧② r❡✈✐s❡ t❤r❡❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ K✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❑✲❙❱❉✱ ❛♥❞ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐①
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮✳ ◆▼❋ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② s♣❛rs✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✱ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t♦♠s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s❀ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✻✳

✺✳✸✳✶ ❑ ✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❖r✐❣✐♥❛❧❧② ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭❱◗✮✱ K✲♠❡❛♥s ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ K✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛✐♠s ✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭ Y = {yi}Ny=1 ✮ ✐♥t♦ K ❝❧✉st❡rs✿ t♦ t❤✐s ❡♥❞✱
❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠❡❛♥✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ♠❡❛♥ ✭♦r ❝❡♥t❡r✮ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ (y1,y2, . . . ,yN)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r✱ K✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ N
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥t♦ K s❡ts ✭K ≤ N✮ {C1, C2, . . . CK}✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲❝❧✉st❡r s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ✭❲❈❙❙✮✿

❝♦st(C1, . . . , CK ;µ1, . . . , µ2) =
K
∑

j=1

∑

y∈Cj
‖y − µj‖2 , ✭✺✳✶✶✮



❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✷✸

✇❤❡r❡ µj ✐s ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Cj✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭✺✳✶✶✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ✭◆P✲❤❛r❞✮❀ ❤♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡ q✉✐❝❦❧② t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s t❤❡ ▲❧♦②❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✽✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ K ♠❡❛♥s µ

(1)
1 , . . . , µ

(1)
K ✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡♣s✿

✶✳ ❆ss✐❣♥♠❡♥t st❡♣
❆ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧❡❛st ❲❈❙❙✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤✐s ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②
t❤❡ ✏♥❡❛r❡st✑ ♠❡❛♥✳

C(t)i =
{

yp : ‖yp − µ
(t)
i ‖2 ≤ ‖yp − µ

(t)
j ‖2 ∀j, 1 ≤ j ≤ K

}

, ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ yp ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡♠✳

✷✳ ❯♣❞❛t❡ st❡♣
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛♥s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇
❝❧✉st❡rs✳

µ
(t+1)
i =

1

| C(t)i |
∑

yj∈C(t)
i

yj ✭✺✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ ✐s ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤✐s ❛❧s♦ ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ ❲❈❙❙ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✺✳✶✶✮✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❤❛♥❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤
st❡♣s ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❲❈❙❙ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♦♥❧② ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✭❧♦❝❛❧✮ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦
❣✉❛r❛♥t❡❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦✉r ◆❊✲
❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ K✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ K✲♠❡❛♥s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡s✿

• ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❥♦✐♥t❧② ♦♥ t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✱
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞

• ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ♥♦t ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡❛♥s✱ ❜✉t ❛♥ ❛❞✲❤♦❝
s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐s ❞♦♥❡✱ ❜② t❛❦✐♥❣ M ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ ❑✲❙❱❉

❑✲❙❱❉ ✭❢r♦♠ ❙❱❉ ✲ ❙✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✏❞❡✲
s✐❣♥✐♥❣ ♦✈❡r❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✑ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪✳



✶✷✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❑✲❙❱❉ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s✐③❡ ❑ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s {yi}Ni=1 ❛s s♣❛rs❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣

min
D,X

{

‖Y −DX‖2F
}

s✉❜❥❡❝t t♦ ∀i, ‖xi‖0 ≤ k . ✭✺✳✶✹✮

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✹✮ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧t❡r♥❛t❡s
❜❡t✇❡❡♥ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t♦
✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① X✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛t♦♠s t♦ ❣❧♦❜✲
❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ K ❙❱❉
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✽❪✳

❑✲❙❱❉ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ K✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ K✲
♠❡❛♥s ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❑✲❙❱❉ ✇✐t❤ k = 1✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s s❛✐❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ t❤❡
K✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
✭❱◗✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s Y = {yi}Ni=1✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣❛rt✐t✐♦♥
t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ K ❝❧✉st❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛♥✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s❡❡ t❤❡
s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡❛♥s ❛s ❛ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦❢ K ❝♦❞❡✇♦r❞s ❢♦r ❱◗✿ ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
❚❤❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❑✲❙❱❉ ✐s t❤❡♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❱◗ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛t♦♠s✳

■♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❑✲❙❱❉✱
✐✳❡✳ ✇❤❡r❡ ❛♥② ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s s♣❛rs❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❲❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ♠❛tr✐① ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s✮✳
❲❡ ✇✐❧❧✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❑✲❙❱❉
❬✽✾❪✳

✺✳✸✳✸ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥

❉✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠❛❦❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
tr②✐♥❣ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ ❛ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s Y✱ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❛ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐①
Y✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✈❡❝t♦rs✱ ✐s ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
♦t❤❡r ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t Y ≈ DX✿ D ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r②❀ X ✐s t❤❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✏♣r♦❥❡❝t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞
✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦✉♥❞✳

◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ❬✼✹❪ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❢❡✇ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❛❧❧ t❤❡



❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✷✺

❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ◆▼❋ ✐s ✐♥ ❛❧❧ r❡s♣❡❝ts ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦♦❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♠❛❦❡s ✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❤❡r❡✱ ✉♥❧❡ss s♦♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ◆▼❋ tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ✐s
t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

Y ≈ DX s✳t✳ D ≥ 0, X ≥ 0 ✭✺✳✶✺✮

❚♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✺✮✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬✾✵❪ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
r✉❧❡s t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ D ❛♥❞ X

Xij ← Xij

(

DTY
)

ij

(DTDX)ij
, ✭✺✳✶✻✮

Dij ← Dij

(

YXT
)

ij

(DXXT )ij
, ✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ (A)ij ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t t❤❡ i✲t❤ r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ j✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① A✳ ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✻✮ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r✉❧❡s✿ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s D ❛♥❞ X ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✾✵❪ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ‖Y −DX‖2F ✳

◆▼❋ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❣✐✈❡♥ ❛
d×N ❞❛t❛ ♠❛tr✐① Y✱ ✇❡ ❧❡❛r♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① D ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d×K✱ ✇✐t❤
K ≤ N ✉s✉❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① X✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❡❛❝❤
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r yj✱ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Y✱ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① D✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦❧✉♠♥ xj ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① X✿ yj =

∑K

i=1 dixj(i) .

✺✳✸✳✹ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ℓ0 s♣❛rs✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥ts

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ◆▼❋ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❢❛❝t♦r ❛♥ ✐♥♣✉t
♠❛tr✐① ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✱ ❝♦♥t❛✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦
✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t
❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r yj ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ♠♦st k ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♣✉t ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♠❛tr✐① X✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s♣❛rs❡♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ℓ0

♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠✿ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ xj✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r
yj✱ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st k ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳



✶✷✻ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

❖✉r ◆▼❋ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✺✮ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❛rs❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛✲
tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

min
D≥0,X≥0

‖Y −DX‖2F s✉❜❥❡❝t t♦ ∀i ‖xi‖0 ≤ k . ✭✺✳✶✽✮

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♥♦t ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✭✺✳✶✽✮✱ ✐✳❡✳ t♦ ✜♥❞✱ ❢♦r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D ❛♥❞
❛♥ ❡①❛❝t❧② s♣❛rs❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ X ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦✉♥❞✳ ❲❡ t❛❦❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❑✲❙❱❉ ✭◆◆ ❑✲❙❱❉✮ ❬✽✾❪✱ t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❑✲❙❱❉ ❬✻✽❪✱
t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ◆▼❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♦❢ P❡❤❛r③ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪✳

✺✳✸✳✹✳✶ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❑✲❙❱❉

◆◆ ❑✲❙❱❉✱ ❧✐❦❡ ❑✲❙❱❉✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✷✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✶✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✭✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠
✈❛❧✉❡s ♦r ❜② t❛❦✐♥❣ K r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s❡t✮✱ t✇♦ st❡♣s ❛r❡
✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✿ ❛ s♣❛rs❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① X ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✉♣❞❛t❡ st❛❣❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D ✐s r❡✜♥❡❞✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ❛ s♣❛rs❡ ❝♦❞❡r r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ◆◆❇P ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ◆◆❇P✱ ✜rst t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✿ t❤❡ ◆▼❋
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r X ✭✺✳✶✻✮ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✱
t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❛t♦♠s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❢♦r t❤❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦❧✉♠♥ ♦❢ X✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ k ❤✐❣❤❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t♦♠s❀ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ (K − k) ✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✉♣❞❛t❡ ✐s ❝♦❧✉♠♥✲✇✐s❡✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛t♦♠ dj✱
❛♥ ❡rr♦r ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦♥ Y ✇❤❡♥ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ dj ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❡st r❛♥❦✲1 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤
❙❱❉✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❜♦t❤ dj ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ r♦✇
✈❡❝t♦r ♦❢ X xr

j ✭✇❤✐❝❤ r❡♣♦rts t❤❡ ✏❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✑ ♦❢ dj ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs✮❀
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ ◆◆ ❑✲❙❱❉ D ❛♥❞ X ❛r❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧❧② ✉♣❞❛t❡❞✱
❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✶✳

✺✳✸✳✹✳✷ ❙♣❛rs❡ ◆▼❋

❚❤❡ s♣❛rs❡ ◆▼❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ P❡❤❛r③ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✏❞♦✉❜❧❡✲♥❡st❡❞✑
s❝❤❡♠❡✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✷✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① X ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❛rs❡ ❝♦❞❡r ❝❛❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉✲
t❤♦rs ◆▼P ✭◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ P✉rs✉✐t✮✱ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❖▼P ❬✾✸❪✱
✇❤❡r❡✱ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛t♦♠✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❞✐s❝❛r❞ ✐t ✐❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❛t✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣✱ D ❛♥❞ X ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡✜♥❡❞ ❜②



❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✷✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✶✿ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❑✲❙❱❉ ❬✽✾❪✭Y ✮

D← ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
r❡♣❡❛t
X← s♣❛rs❡❧② ❝♦❞❡ ❨ ✇✐t❤ ❉ ✉s✐♥❣ ◆◆❇P ✇✐t❤ ❛ ℓ0 ❝♦♥str❛✐♥t
D,X← ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ r♦✇✲✇✐s❡ ✉♣❞❛t❡s ✇✐t❤ ❙❱❉
✉♥t✐❧ numIterations = M

✉s✐♥❣ t❤❡ ◆▼❋ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r✉❧❡s ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✻✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ X ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ♣r❡s❡r✈❡❞ ✭③❡r♦s r❡♠❛✐♥✮✳ ❆❧❧
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✿ ❛ ♥❡✇ s♣❛rs❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ X ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣
◆▼P✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡✜♥❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ◆▼❋ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✷✿ ❙♣❛rs❡ ◆▼❋ ❬✾✷❪✭Y ✮

D← ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
r❡♣❡❛t
X← s♣❛rs❡❧② ❝♦❞❡ ❨ ✇✐t❤ ❉ ✉s✐♥❣ ◆▼P
r❡♣❡❛t
D← ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ ✭✺✳✶✼✮
X← ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ ✭✺✳✶✻✮
✉♥t✐❧ numIterations = M2

✉♥t✐❧ numIterations = M1

✺✳✸✳✺ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❑✲❲❊❇ ✭K ❲❊✐❣❤t❡❞ ❇❛r②❝❡♥✲
t❡rs✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✶

t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥t♦ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ℓ0✲s♣❛rs✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥t✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♣♦s❡ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ ❧❡❛r♥✱
❜❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s ♦r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✱
✐t ❧❡ts ❣❡♥❡r❛t❡ ✏♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✑ ❛t♦♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬✾✶❪✳



✶✷✽ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r②✮✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❡❛❝❤
✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ❜② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇ s♣❛rs❡
♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦♣♣♦rt✉♥❡ ❞♦♠❛✐♥s✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧ ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳
❆s ✐♥ ◆◆ ❑✲❙❱❉ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ◆▼❋✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✽✮✱ ✐✳❡✳ ❧❡❛r♥
❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡①❛❝t❧② s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛tr✐① Y✳ ❋♦r t❤✐s s❛❦❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s✐❣♥ t✇♦
♠❡t❤♦❞s t♦ ✉♣❞❛t❡✱ ♣♦ss✐❜❧② s❡♣❛r❛t❡❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿

• ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡ t♦ ✭r❡✲✮❝♦♠♣✉t❡ X❀

• ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✉♣❞❛t❡ st❛❣❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ D✳

◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ■♥ t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✱ ✇❡ ❛✐♠
❛t ✜♥❞✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r yj✱ t❤❡ ❜❡st ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ℓ0 ✲ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ xj

✇✳r✳t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✿

xj = argmin
x≥0

‖yj −Dx‖22 s✳t✳ ‖x‖0 ≤ k . ✭✺✳✶✾✮

❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❢♦✉♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ X✳
❚♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✾✮✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ◆▼P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✷❪✳ ❲❡

❜❡❧✐❡✈❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❛t ❛ ❣r❡❡❞② ✏❖▼P✲❧✐❦❡✑ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r
s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ◆◆❇P ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ◆◆ ❑✲❙❱❉✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱
t❤❡ ❛t♦♠s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜rst ◆▼❋ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ X✱ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤♦s❡ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✱
❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❢r❡✲
q✉❡♥t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✷✲st❡♣ s❝❤❡♠❡ ♦❢
◆◆ ❑✲❙❱❉ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ X ✐s
❞♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧♦♦♣✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♥❡st❡❞ ♦♥❡ ♦❢ ❬✾✷❪✳

❉✐❝t✐♦♥❛r② ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ ❑✲❲❊❇ ❆s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❛② t♦ ✉♣❞❛t❡ D ❝♦❧✉♠♥ ❜②
❝♦❧✉♠♥✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ X ✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐t ❛s ✇❡❧❧✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❑✲❙❱❉✳
X ❛♥❞ D ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♣❞❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ t✇♦ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛tr✐①E = Y−DX✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛t♦♠ dj ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

E =

(

Y −
∑

i 6=j

dix
r
i

)

− djx
r
j = E✲j − djx

r
j , ✭✺✳✷✵✮



❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✷✾

✇❤❡r❡ E✲j ✐s t❤❡ ❡rr♦r ♠❛tr✐① ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠
dj✳

❆s ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ E✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ E✲j ≈ djx
r
j ✳ ■♥ ◆◆

❑✲❙❱❉ t❤❡ ♠❛tr✐① E✲j✱ ♦♥❝❡ ♣r✉♥❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧❛t❡❞
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ xr

j ❛r❡ ③❡r♦✱ ✐s ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❱❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❱❉✱ ❛s ✐t
♣❡r❢♦r♠s ❛ ❢✉❧❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❢♦r❝❡s ✉s t♦ ✉♣❞❛t❡ ❜♦t❤ dj ❛♥❞ xr

j ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ D ❛♥❞ X✳ ❲❡ ✇❛♥t✱ ✐♥st❡❛❞✱ t♦ ✜♥❞ dj✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ xr

j ✜①❡❞✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

d⋆
j = argmin

dj≥0
‖E✲j − djx

r
j‖22 . ✭✺✳✷✶✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✷✶✮ ✐s ✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ dj✱ ❛♥❞
❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥✿

d⋆
j = max

(

∑N

i=1 E✲j,ix
r
j(i)

xr
jx

rT
j

,0

)

, ✭✺✳✷✷✮

✇❤❡r❡ E✲j,i ✐s t❤❡ i✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① E✲j✱ ❛♥❞ t❤❡ max ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞
❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✶✮ ❤❛s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t xr

j ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦♥❡s✳ d⋆
j ✐♥

✭✺✳✷✶✮ ✐s t❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s✱
❜❡t✇❡❡♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ E✲j✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞
s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❲✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts xr

j ✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❜❛r②❝❡♥t❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✺✳✷✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ K ❲❊✐❣❤t❡❞ ❇❛r②❝❡♥t❡rs✱ ❑✲
❲❊❇✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛r②❝❡♥t❡r ✲ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❧ ❜❛r②❝❡♥t❡r st❛②s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❜❛r②❝❡♥t❡r ♠♦✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳



✶✸✵ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ✜♥❛❧❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✸✳ ■t ✐s ❛
2✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ ◆▼P ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s♣❛rs❡ ❝♦❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ X❀ t❤❡ ♥❡✇ ❑✲❲❊❇
♠❡t❤♦❞ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① D✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳✸✿ ❑✲❲❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✭Y ✮

D← ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
r❡♣❡❛t
X← s♣❛rs❡❧② ❝♦❞❡ ❨ ✇✐t❤ ❉ ✉s✐♥❣ ◆▼P
D← ❝♦❧✉♠♥✲✇✐s❡ ✉♣❞❛t❡ ✇✐t❤ ❑✲❲❊❇
✉♥t✐❧ numIterations = M

✺✳✸✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♥❡✇ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ℓ0 ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s
✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳

✺✳✸✳✻✳✶ ■♠❛❣❡ ♣❛t❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❡ ✇❛♥t t♦
tr❛✐♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✳
❚♦ ❞♦ t❤❛t ✇❡ t❛❦❡ N = 50000 8 × 8 ♣❛t❝❤❡s ✭t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✈❡❝t♦rs d = 64✮✱ r❛♥❞♦♠❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ s♦ ❢♦r♠❡❞
♠❛tr✐① Y ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝t♦r✐③❡s ✐t
✐♥t♦ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D ❛♥❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① X✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❝❤♦s❡♥
✐s K = 250❀ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❛rs✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s k = 15✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ X ❝♦♥t❛✐♥s ❛t
♠♦st ✶✺ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ D ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤
♦t❤❡r t❡st ✐♠❛❣❡s✿ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞❡r ✭◆◆❇P ❢♦r ◆◆ ❑✲❙❱❉✱ ◆▼P ❢♦r
♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ◆▼❋ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❡❤❛r③ ❡t ❛❧✳✮ ✐s ✉s❡❞ t♦
✜♥❞ ❛ s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡
❛t♦♠s ♦❢ D ❛s ❜❛s❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭♣✲✐♥❞❡① ✮ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ t❡st ✐♠❛❣❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ ▼❙❊ ✭❛✈❣▼❙❊ ✮ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ ❛ P❙◆❘✲❧✐❦❡



❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✸✶

❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✿

❛✈❣▼❙❊ =
1

Nt · d
Nt
∑

i=1

‖yi −Dxi‖22
♣✲✐♥❞❡① = 10 log10

(

❛✈❣▼❙❊−1
)

, ✭✺✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Nt ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ♣❛t❝❤❡s✱ yi ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛t❝❤✱ ❛♥❞ xi ✐s
✐ts s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ D✳

■♠❛❣❡s
▼❡t❤♦❞ ❇✐r❞ ❇✉tt❡r✢② ❊②❡t❡st ❍❡❛❞
◆◆ ❑✲❙❱❉ ✷✺✳✺✹ ✷✹✳✻✾ ✷✶✳✶✽ ✷✼✳✶✵
❙♣❛rs❡ ◆▼❋ ✹✵✳✽✸ ✸✷✳✶✸ ✷✸✳✸✷ ✸✼✳✺✹
❑✲❲❊❇ ✹✹✳✷✺ ✸✻✳✹✹ ✷✻✳✷✵ ✹✵✳✾✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❑✲❲❊❇ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✲ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ✐♠❛❣❡s✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ s❡♥s✐t✐✈❡❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✺✳✸✳✻✳✷ ❉✐❝t✐♦♥❛r② r❡❝♦✈❡r②

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r② D✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① Y✱ ❜② s♣❛rs❡❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❛t♦♠s ♦❢ ✐t r❛♥❞♦♠❧② t❛❦❡♥ ✭❛ r❛♥❞♦♠ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① X ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✮❀ s♦♠❡
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ Y ≈ DX✳ Y✱ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐s ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D̂ ❛♥❞ ❛ ❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①
X̂✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❡st ✐s t♦ s❡❡ ✐❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ tr✉❧② s♣❛rs❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r❡tr✐❡✈❡ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t❤❛t ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡♠✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉❜♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts
♦❢ K = 90 8 × 8 ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡♥ ✈❡❝t♦r❡❞✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✶✵ ❞✐❣✐ts ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r Y ✐s N = 2000❀ k = 5✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❢♦r t❤❡ tr❡❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛♥❛❧②③❡❞✿ ◆◆✲❑❙❱❉✱ t❤❡ s♣❛rs❡ ◆▼❋ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❡❤❛r③ ❡t ❛❧✳✱ ❛♥❞ ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r t✲❡rr =
1

N ·d‖Y − D̂X̂‖22✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡
♦t❤❡r t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡tt❡r ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ♠❛❞❡✳ ❚❤❡
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭●❚✮ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ D̂ ❛♥❞ D✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② dj✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛t♦♠ ✐♥ d̂j ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❞✐stj = 1− |dj · d̂j|✮❀ t❤❡ ●❚ ❡rr♦r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡



✶✸✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s

✭❛✮ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭❜✮ ❑✲❲❊❇

✭❝✮ ◆◆ ❑✲❙❱❉ ✭❞✮ ❙♣❛rs❡ ◆▼❋

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❑✲❲❊❇ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ✲ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✾✵ ✜❣✉r❡s ❛♥❞ t❤❡
❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥✳

♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✇❡❧❧ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛t♦♠s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✐❝❛t♦r
❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ t❡st✿ ❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ D✱ dj✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡❧❧ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐❢ ✇❡
✜♥❞ ✐♥ D̂ ❛ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥t ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❞✐stj < 0.01✮✳

▼❡t❤♦❞ ❚r❛✐♥✳ ❡rr♦r ●❚ ❡rr♦r ✪ r❡❝♦✈❡r❡❞
◆◆ ❑✲❙❱❉ ✵✳✵✶✸✾ ✶✳✺✺✼ ✻✶✳✶✶ ✪
❙♣❛rs❡ ◆▼❋ ✵✳✵✶✷✾ ✶✳✸✾✶ ✻✸✳✸✸ ✪
❑✲❲❊❇ ✵✳✵✶✸✺ ✶✳✹✵✼ ✼✶✳✶✶ ✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❑✲❲❊❇ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ✲ ❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❡tr✐❝s ♦♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r②
✜❞❡❧✐t② ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❡❤❛r③ ❡t ❛❧✳ ❣✐✈❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ●❚ ❡r✲



❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✸✸

r♦r✱ ❜✉t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜❡tt❡r r❡❝♦✈❡r ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞✐❣✐ts✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✻✹ ❞✐❣✐ts ♦✉t ♦❢ ✾✵ ✭71.1̄%✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ s♣❛rs❡ ◆▼❋ ♠❡t❤♦❞ r❡❝♦✈❡rs ✺✼ ❞✐❣✐ts ♦✉t ♦❢ ✾✵ ✭63.3̄%✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✱ t❤❛t s❤♦✇s ❛s ✐♠❛❣❡s ❛❧s♦ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ♦✉r ❑✲❲❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤
❝❡rt❛✐♥ ❞✐❣✐ts✱ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s❀ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐❣✐ts ✐s ❛❧s♦ ❜❡tt❡r ✏❜❛❧❛♥❝❡❞✑✳



✶✸✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ❛s ❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣✐①❡❧s✱ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✈✐❞❡♦s✱ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ❡①t❡♥t t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❘✮ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
♦❢ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✏❡①❛♠♣❧❡s✑✮✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❜r✐♥❣
❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❘ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t
✇❤❡♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞✴❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛t❝❤ ❜② ♣❛t❝❤✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ▲❘
✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✏❧♦❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✑ ✭t❤❡ ❝❧♦s❡st ▲❘
♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s
♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s r♦♦♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s
♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t✿

• ❍♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✭✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ✉s❡✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱

• ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❘ s✐♥❣❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ ❡❛❝❤
❍❘ ♦✉t♣✉t ♣❛t❝❤ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡s ✭♣❛✐rs ♦❢ ▲❘✲❍❘ ♣❛t❝❤❡s✮✱ ❛♥❞

• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

■♥ t❤❡ st✉❞② ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts✱ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛s ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧❧② s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦r ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ✉s t♦
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✉♣s❝❛❧✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ✇❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜② ❡q✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡✇ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✶✸✺



✶✸✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✮
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❝❤❛♣t❡r ❜② ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡✳

✻✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ♠❛♥② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❞♦♣t❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❡♠♣❧♦②✲
✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r② s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
❙❘✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❊✮ ❛s ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙t❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦❝❛❧❧② ▲✐♥❡❛r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✸✱ ✼✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉♠ ✉♣ t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✉s❡s ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲▲❊ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs K ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t s✐♠♣❧❡ ♠❡❛♥✲r❡♠♦✈❡❞ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭❝❡♥t❡r❡❞
❢❡❛t✉r❡s✮ ✇❡r❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❝❝✉rr✐♥❣ ❢♦r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❘ ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡❛❝❤ ▲❘
✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡r❡ ✏t♦♦ ✜tt❡❞✑ ♦♥ t❤❡
▲❘ ❞❛t❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

• ❚♦ ✉s❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ✏r❡❧❛①✑ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✱

• ❚♦ ✉s❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤
t❤❡ ▲❘ ❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏◆♦◆◆❊✑ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ P❙◆❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs✿ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ✐t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡tt❡r q✉❛❧✲
✐t② r❡s✉❧ts t❤❛♥ ♦t❤❡r s✐♥❣❧❡✲♣❛ss ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s s❧✐❣❤t❧② ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠✉❧t✐✲♣❛ss
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✏s❡❧❢✲♣r♦❞✉❝❡❞✑✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛❞ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❧♦✇❡r r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✮✱



❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✸✼

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✏❧♦✇✲❝♦st✑ ❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t②
❢❡❛t✉r❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ r❡s✉❧ts✱ ♠❛❞❡ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡
❜✉s✐♥❡ss ✉♥✐t ♦❢ ♦✉r ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡r✱ ❆❧❝❛t❡❧✲▲✉❝❡♥t✱ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛✐♠❡❞ ❛t ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢
●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r
✐s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♠❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❆ ✜①❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ✐t
✇♦r❦ ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✲❝♦♥t❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤✉s ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❜✐❣ ✉♥s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
s✐③❡s✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❜✐❣ ✏❛❧❧✲✐♥❝❧✉s✐✈❡✑ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①tr❛❝ts ❢r♦♠ ✐t r❡❧❡✈❛♥t ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❡♣s✿

• ❆ ❥♦✐♥t k✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r ✭❏❑❈ ✮ st❛❣❡✱ t❤❛t ❥♦✐♥t❧② ❝❧✉st❡rs t❤❡ s❡ts ♦❢ ▲❘
❛♥❞ ❍❘ ♣❛t❝❤❡s ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝❛r❞s s♦♠❡ ✏❜❛❞✑ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞

• ❆ s❛♠♣❧✐♥❣ st❛❣❡✱ t♦ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦st s❛❧✐❡♥t ♣❛t❝❤❡s✳

❚❤❡ t❡sts ♠❛❞❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ ❜❛s❡✱ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ t❤❡ ♥❡✇❧② ❜✉✐❧t ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺✱ ❣❛✈❡ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✳

❆ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✏❡♥❤❛♥❝❡❞
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✑✱ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❇P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡r❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s r❡q✉❡st❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ❍❘ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✲
✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ♦♥❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣✱
✐♥❞❡❡❞✱ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②✲r❡s✐❞✉❛❧
✐♠❛❣❡s ✭t❤❡ ❏❑❈ ✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✐❝✲
t✐♦♥❛r②✮✱ ❧❛✐❞ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ ♥♦✈❡❧ ◆❊✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏◆❊❊❇✑
✭◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t
❛❧✳ ❬✺✽❪ ❛♥❞ t❤✉s ✜♥❛❧❧② ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧✲❞✐❝t✐♦♥❛r②
♠❡t❤♦❞s✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡❛❧t ✐♥st❡❛❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ✉s✐♥❣



✶✸✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳✳ ■♥ ❬✺✽❪✱ ◆❊ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ s❡❧❢✲❡①❛♠♣❧❡s s❡❧❡❝t❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✐t t❤❛♥ ❛♥②
♣❛t❝❤❡s ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡r ✜♥❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ t❤❡② ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡
t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣ ✐t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❘ ♣❛t❝❤✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ✭❉▼✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ◆❊ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣②r❛♠✐❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ●❧❛s♥❡r ❡t ❛❧✳ ❧❡❞ ✉s t♦
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥②
♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡
✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ❛ ❙❝❡♥❛r✐♦
❆✱ ✇❤❡r❡ ▲❘ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❍❘ ✏❦❡② ❢r❛♠❡s✑✱ ❛♥❞ ❛ ❙❝❡♥❛r✐♦
❇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ ▲❘ ❢r❛♠❡s✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
t♦ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞✿

• ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ st✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥
❢r❛♠❡s✱

• ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤✲
♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❛♥❞

• ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✈✐❞❡♦
❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈✐❞❡♦ s❡q✉❡♥❝❡✳

■♥t❡r❡st✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✱ ✇❤❡r❡
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐❞❡♦ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡②
❢r❛♠❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦♦✱ t❤❡ ❙❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✈✐❞❡♦ ❝♦❞✐♥❣
s❤♦✇❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧♦✇ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡s✿ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ t❤❡
❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s ✜rst❧② ❞❡❝♦❞❡❞✱ ✐s ❛❜❧❡
t♦ s♠♦♦t❤ ♦✉t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠♦r❡
♣❧❡❛s❛♥t ✐♠❛❣❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✜♥❛❧❧②✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♣✐❝s✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦♦❦ ❛t
s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡❜❛t❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ✇❡
❝❛❧❧❡❞❑✲❲❊❇ ✭t❤❡ ❛❝r♦♥②♠ st❛♥❞s ❢♦rK✲❲❊✐❣❤t❡❞ ❇❛r②❝❡♥t❡rs✮✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t♦♠s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳



❈♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✾

✻✳✷ ❈♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❤♦r✲
♦✉❣❤❧②✱ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r❡❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ♣r♦✉❞ ♦❢✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ♣r♦s✿

• ❚❤❡ ◆♦◆◆❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛❧✐t②
❛♥❞ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t②✱

• ❚❤❡ ◆❊❊❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t❤❛t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❏❑❈✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ t❤❡ ♠♦st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♠♦♥❣
t❤♦s❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❤❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠✉❧t✐✲♣❛ss ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ❛♥❞

• ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣②r❛♠✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤♦s❡ t❛r❣❡t ✐s t♦
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✏❜r❛♥❝❤✑ ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦s♣❡r♦✉s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❞❡❝❛❞❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
✐♠❛❣❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇
✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤✐s t♦♣✐❝ s❤♦✉❧❞
❜❡ ♠♦st❧② ❞✐r❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s♣❡❝ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s
❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞
s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ▲▲❊✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♥♦t ❢✉❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✮✳ ❲❡
t❤❡♥ t❤✐♥❦ t❤❛t s♦♠❡ ❡①tr❛ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥✈❡✐❧ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛s ✇❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✳
❆♥♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t t♦ ❝❧❛r✐❢② ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❜❧✉rr✐♥❣ st❛❣❡ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧✉r ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
●❛✉ss✐❛♥✮ ❛♥❞ ❛ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥❀ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ▲❘ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r r♦♦♠ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
✭❡✳❣✳ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❙❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✈✐❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ t❛s❦s✱ t❤✉s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
s♣❡❡❞✲✉♣✮✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❢❛st ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s
❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭▼■❙❖✮ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t
✭❙■❙❖✮ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐✲



✶✹✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♦✉t♣✉t ✭▼■▼❖✮ ♦r ✈✐❞❡♦✲t♦✲✈✐❞❡♦ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡✐✈❡❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ▼■▼❖
♣r♦❜❧❡♠✱ ❜② ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❆✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ❦❡② ❢r❛♠❡s✿ ❛❧s♦ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ✈✐❞❡♦
❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ❙❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞✱ ❡✈❡♥ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t♦ ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✉s❡❢✉❧
t♦♦❧ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ❍❊❱❈ ❝♦❞❡❝
✭❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❛r❡ ✇❡❧❝♦♠❡✮✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡
♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❢r❛♠❡s ❛t t✐♠❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ✭t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡✲
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❛ ❢❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❙❘ ❝♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❧❡♥♦♣t✐❝ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❜②
s♦♠❡ r❡❝❡♥t❧② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❡❞ ✜❣❤t✲✜❡❧❞ ❝❛♠❡r❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s♠❛❧❧
✐♠❛❣❡s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✐s ✐♥ ❢❛❝t
t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❙❯▼✶✲▲❙ s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙❯▼✶✲▲❙ ♣r♦❜❧❡♠
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✮✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▲▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬✼✵❪ ❛♥❞ ❛❞♦♣t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs
t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
s✉♠ ✉♣ t♦ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ♣❛t❝❤❡s ✭♦✉r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✿
t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❘ ♣❛t❝❤❡s
✐♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❘ ♣❛t❝❤ ♦❢
t❤❡ ▲❘ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ ▲❘ ✐♥♣✉t ♣❛t❝❤ xl
i ✇❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ✭❆✳✶❛✮✱

❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐t✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

∑

j wij = 1✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t xl

i ✐s s♦ ❞❡✜♥❡❞✿

εi = ‖xl
i −

∑

yl
j∈Ni

wijy
l
j‖2 ✭❆✳✶❛✮

= ‖xl
i

∑

yl
j∈Ni

wij −
∑

yl
j∈Ni

wijy
l
j‖2 ✭❆✳✶❜✮

= ‖
∑

yl
j∈Ni

wij(x
l
i − yl

j)‖2 ✭❆✳✶❝✮

= ‖(xl
i1

T −Yl
i)wi‖2 ✭❆✳✶❞✮

= wi
T(xl

i1
T −Yl

i)
T(xl

i1
T −Yl

i)wi ✭❆✳✶❡✮

= wi
TGiwi ✭❆✳✶❢✮

✇❤❡r❡

✶✹✶



✶✹✷ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❙❯▼✶✲▲❙ s♦❧✉t✐♦♥

✕
{

yl
j1
, . . . ,yl

jK

}

= Ni

✕ Yl
i =

[

yl
j1

. . . yl
jK

]

✿ D ×K ♠❛tr✐① ✭❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ xl
i ❛s ❝♦❧✉♠♥s✮

✕ wi =







wij1
✳✳✳

wijK






✿ K × 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts

✕ xl
i1

T =
[

xl
i . . . xl

i

]

✿ D ×K ♠❛tr✐①

✕ (xl
i1

T −Yl
i) =

[

xl
i − yl

j1
. . . xl

i − yl
jK

]

✿ D ×K ♠❛tr✐①

✕ Gi := (xl
i1

T −Yl
i)

T(xl
i1

T −Yl
i)✿ K ×K ♠❛tr✐①✳

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭❆✳✶❢✮ ❧❡❛❞s ✉s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠✱
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t 1Twi = 1✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❛t✳

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ji = wi
TGiwi + λ(1Twi − 1) . ✭❆✳✷✮

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ Ji ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✿

∂Ji
∂wi

= 2Giwi + 1λ = 0 ✭❆✳✸✮

∂Ji
∂λ

= 1Twi − 1 = 0 ✭❆✳✹✮

✭❆✳✸✮ −→ wi = −
1

2
Gi

−11λ

✭❆✳✹✮ −→ 1T

(

−1

2
Gi

−11λ

)

= 1 =⇒ λ =
−2

1TGi
−11

=⇒ wi =
G−1

i 1

1TG−1
i 1

. ✭❆✳✺✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✭❆✳✺✮✱ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
Gi✳ ■❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s s✐♥❣✉❧❛r ♦r ♥❡❛r❧② s✐♥❣✉❧❛r ✭❛s ❛r✐s❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ ❡✳❣✳

Gi = Gi + IK ×∆× trace(Gi)×K ✱ ✇✐t❤ ∆≪ trace(Gi) .
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ✈✐s✉❡❧❧❡
❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡ ✈✐❞é♦s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❛ é❧❡✈é ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❡t ❧❡s ❛tt❡♥t❡s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ❜é♥é✜❝✐❡♥t q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉s
♠✉❧t✐♠é❞✐❛s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❛ té♠♦✐❣♥é ❞✬✉♥❡ ré✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❡♥ ❣r❛♥❞ ❢♦r♠❛t ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜♥❛❧ ✿ ❧❡s
♠❛r❝❤és ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥♦♥❞és ❞❡ té❧é✈✐s✐♦♥s ❡t ❛✉tr❡s s②s✲
tè♠❡s ❞✬❛✣❝❤❛❣❡✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ très ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té à ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s très é❧❡✈é❡s✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♠❛❧❣ré ❧✬✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t à ❧❡✉r é❣❛r❞✱ ❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té
♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r êtr❡ ❛✣❝❤és✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ✈✐❞é♦s s♦♥t
♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ s♦✉❤❛✐té❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❞✉ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ♦✉ t❡♠♣♦r❡❧ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞✬✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❡t❝✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉s ✈✐❞é♦✱ ❝♦♠♠❡ ■♥t❡r♥❡t ♦✉ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s
♠♦❜✐❧❡s✱ ♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥s té❧é✈✐sé❡s✳

❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✐❞é♦ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✈✐❞é♦ ❡t ❧❛ té❧é❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬❛✣❝❤❛❣❡
❞✬✐♠❛❣❡s à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s s♣é❝✐✜q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♦✉ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ③♦♦♠✲✐♥✳

▲❛ ❙✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ s✬❛❞r❡ss❡ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s❡ ré❢èr❡ à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s q✉✐ ✈✐s❡♥t à ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ q✉❛❧✐té✱ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♠❡s✉r❡
q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❉✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❛✐❣✉✐s❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❡t❝✳ ✮ ✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❙❘
❡st ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉① ✿ ❧❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ✈✐s❡♥t à ❡st✐♠❡r ❞❡s ❞ét❛✐❧s

✶✹✸
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❡♥ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❘✮ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❧❛✉s✐❜❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s ✿ ❧❛ ❙❘ ✏♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡✑ ❡t ❧❛ ❙❘ ✏s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✑✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❝♦♠♣t❡♥t s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♠❛❣❡s ❧✐é❡s
à ❧❛ ♠ê♠❡ s❝è♥❡ ✿ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦✲
♣r✐é❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ❍❘✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥ ❞é✜ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st r❡♣rés❡♥✲
té❡ ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ✏❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✑✳ ❙❡s ♦r✐❣✐♥❡s r❡♠♦♥t❡♥t
à ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ♠❛✐s ❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s q✉❛tr❡✲✈✐♥❣t✲❞✐①
q✉✬✐❧ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦♣✉❧❛✐r❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧♦rs✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳

■♥tér❡ssés ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❙❘ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠✲
❛❣❡✱ ❡t ✐♥tr✐❣✉és ♣❛r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t s✉rt♦✉t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❙❘ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ à ❝❡tt❡ ✜♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛❞♦♣té ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ✏❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✑✱ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❜❛ss❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❇❘✮ ❡st ❛❣r❛♥❞✐❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡ ❞✐❝t✐♦✲
♥♥❛✐r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ q✉✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ✏♣❛t❝❤s✑
❞✬✐♠❛❣❡s ❇❘ ❡t ❍❘✱ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✏❛♣♣r❡♥❞r❡✑✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st str✉❝t✉ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ♦ù ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙❘✱ ❡♥ ❝❧❛ss❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s
tr❛✈❛✉①✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ♣rés❡♥t❡♥t ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❙❘
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡s
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡①t❡r♥❡s ❡t ✐♥t❡r♥❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡①t❡r♥❡✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❛♠❡♥é à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❞é❝r✐ts
❞❛♥s ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❘ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦ù ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ✭s❡❧♦♥
❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡s ❍❘ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✮✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❙❘ ✭❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❝é✲
❞✉r❡s✮ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈✐❞é♦



❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ✶✹✺

❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ r❡❝✉❡✐❧
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞✉✲
r❛♥t ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❝❝❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ rés✉♠❛♥t
♥♦s ❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s t✐r♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❙✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜✲

❧è♠❡ ❡t r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲
rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❡♥ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❛♥t✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ t❛①♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❙❘ ♣❡✉✲
✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ s♦rt✐❡
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

• ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙■❙❖ ✭s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t✮✱ q✉❛♥❞ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❍❘
❡st ♣r♦❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❇❘✱

• ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼■❙❖ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t✮✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♥♦✉s ♦❝✲
❝✉♣♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❇❘ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
✐♠❛❣❡ ❍❘✱ ❡t

• ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼■▼❖ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t♣✉t✮✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡
❙❘ ✈✐❞é♦✲à✲✈✐❞é♦✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
✈✐❞é♦ ❡♥t✐èr❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠ét❤✲
♦❞❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉①
❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
s♦♥t ❞é❝r✐ts✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✑✱ ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡✱ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sé❡✳

▲❛ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s ✈✐s❡ à ❛❣r❛♥❞✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❇❘ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❇❘
❡t s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❍❘✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
✏♣❛t❝❤s✑✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❝❛rrés ❞❡ ♣✐①❡❧s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 3× 3 ♦✉ 5× 5✮✳ ▲❡
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝s q✉✐✱ ❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉①✱ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s
♣❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ♣❛✐r❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❇❘ ❡t ❞❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❍❘✱ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❙❘ ❜❛sés ❡①❡♠♣❧❡s s❡
❝♦♠♣♦s❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿
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SR 

MISO 

Single-

image 

MIMO 

Classification 

per 

Application 

Classification 

per 

Methods 

SISO 

Multi-

frame 

Learning-based 

methods 

Reconstruction

-based 

methods 

Reconstruction

-based 

approaches 

Interpolation-

based 

approaches 

Frequency-

domain-based 

approaches 

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ t❛①♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❙❘ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s
ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳

✶✳ ❯♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦ù ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s
❡st ❝♦♥str✉✐t✱ ❡t

✷✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝réé ♣♦✉r
❛❣r❛♥❞✐r ❡♥ ❍❘ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✳

➚ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s
✿ ❡①t❡r♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡①t❡r♥❡s✱ ♦✉ ✐♥t❡r♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡
▲❘ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

◗✉❛♥t à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ❡♥ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ❜❧♦❝s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❇❘ ❡st
♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ ❜❧♦❝s✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞✬❡♥tré❡ ❇❘✱ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ s♦rt✐❡ ❍❘
❡st ❝♦♥str✉✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❜❧♦❝s ❇❘✲❍❘ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥✲
♥❛✐r❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❍❘ ❡st ❡♥✜♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ré❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❜❧♦❝s ❍❘ ❝♦♥str✉✐ts✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✏♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✑ ❡t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡①t❡r♥❡

❉❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ✿
❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❛♣♣❧✐q✉é❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❙❘✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡✈♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ❡t ❞✉ ✏♥❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✑ ✭◆❊✮ ❝♦♠♠❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t❝❤❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✳

• ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❙❘ ❜❛sé❡ ◆❊✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✶✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞✉ ◆❊ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐❢
✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ◆♦◆◆❊ ✭✏◆♦♥✲◆❡❣❛t✐✈❡ ◆❡✐❣❤✲
❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✑✮✳

• ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t ❡t ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❏❑❈ ✭✏❏♦✐♥t K✲♠❡❛♥s
❈❧✉st❡r✐♥❣✑✮✳

• ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✏❛♠é❧✐♦ré❡✑ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s❝❤é♠❛s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❜❧♦❝s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❏❑❈✱
❡st ❛♣♣❡❧é ◆❊❊❇ ✭✏◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥✑✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♣r♦✲

❥❡❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✐♥t❡r♥❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✱
q✉✐ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✏s②♠étr✐q✉❡✑ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡
✷ ✳ ❉✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ q✉✐ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ◆❊✱ ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ t♦♠❜❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛♣♣❛❣❡ ❞✐r❡❝t ✭▼❉✮✳ ❈❤❛q✉❡
❜❧♦❝ ❞❡ s♦rt✐❡ ❍❘ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛♣♣r✐s❡✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣❛t❝❤ ❞✬❡♥tré❡ ❇❘
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

◗✉❛♥t à ❧✬❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✱
❧❛ t②♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥✲
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♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❡♥ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s♦rt✐❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ✏♣②r❛♠✐❞❡ ❞♦✉❜❧❡✑✱
♦ù ❧❛ ♣②r❛♠✐❞❡ ❞✬✐♠❛❣❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❬✺✽❪ ❡st ❥✉①t❛♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣②r❛♠✐❞❡
❞✬✐♠❛❣❡s ✐♥t❡r♣♦❧é❡s✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ▼❉ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s ❜❧♦❝s ✐♥t❡r♣♦❧és✳

Pr❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❬✺✽❪✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ✿

• ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭s♦✐t
❧❛ ♣②r❛♠✐❞❡ ❞♦✉❜❧❡✮✱ ❡t

• ▲✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❉ ❞❛♥s ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❬✺✽❪
❧❡s ❜❧♦❝s ❍❘ s♦♥t r❡❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ◆❊✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❙✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t s♦✐t ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡
❡①t❡r♥❡ s♦✐t ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♥❡✮ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉rt♦✉t ♠✐s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
❛❞❛♣t❡r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❙❘ ✈✐❞é♦✲à✲✈✐❞é♦✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❙❘
✈✐❞é♦ ❡st ❛❧♦rs ❛❜♦r❞é ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ♦ù✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡
✐♠❛❣❡ ❡st ❛❣r❛♥❞✐❡ sé♣❛ré♠❡♥t✳ ❉❡s q✉❡st✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡✉①
s❝é♥❛r✐♦s✳

• ❙❝é♥❛r✐♦ ❆ ✿ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❍❘ ❝❧és✱ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①❡ fK ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✮✳

• ❙❝é♥❛r✐♦ ❇ ✿ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❇❘ ✭✈♦✐r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✮

▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙❘ ❧✐és ❛✉① s❝é♥❛r✐♦s ❡♥✈✐s❛❣és ✭❙❝é♥❛r✐♦ ❆ ❡t ❙❝é♥❛r✐♦
❇✮ s♦♥t ❛❜♦r❞és✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❡t ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆✈❛♥t ❝❡❧❛✱
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s
❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❙❘ ❜❛sé❡ ◆❊ q✉✐✱ ❡♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
✐♠❛❣❡✱ ♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t r❡❝♦♥str✉✐té❡s✳ ❈❡s
♣♦✐❞s s♦♥t ❞❡st✐♥és à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s r❡❝♦♥✲
str✉✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❙❝é♥❛r✐♦ ❆ ❝♦♥s✐❞❡ré ♣♦✉r ❧❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦ ✲ ❍♦r♠✐s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❇❘✱ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❍❘ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐s✲
s❡♥t ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❙❝é♥❛r✐♦ ❇ ❝♦♥s✐❞❡ré ♣♦✉r ❧❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦ ✲ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❇❘✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ ♣r♦♣♦sé❡s

❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝❧❛ss♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❙❘✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛♣rès ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❜❛s✐❝s s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❡♥ ❧❡
r❛♣♣♦rt❛♥t à ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱
♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ r❡❝✉❡✐❧ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉❡✱ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡
❞✬❛t♦♠❡s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r❝✐✲
♠♦♥✐❡✉s❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é❡ ❑✲❲❊❇ ✭❝❛r ❡❧❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✏K ❲❊✐❣❤t❡❞ ❇❛r②❝❡♥tr❡s✑✮✱ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳



✶✺✵ ❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s

❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ♣rés❡♥t❛♥t s❡s ♣r♦♣r❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿

• ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆♦◆◆❊✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ q✉❛❧✐té ❡t
❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱

• ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❊❊❇✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❏❑❈✱ ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ♣❛r♠✐
❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❡t

• ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏♣②r❛♠✐❞❡ ❞♦✉❜❧❡✑✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♥❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦ ❡♥t✐èr❡✱ ❡t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ✈✐❞é♦✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥ ré✈✐s❡ t♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❙❘ ♣r♦♣♦sé❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ❞é❥à ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts très ♣r♦♠❡tt❡✉rs✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❘ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✳
◆♦✉s ❝r♦②♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ à ❝❡ s✉❥❡t ❞❡✈r❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜❛s❝✉❧❡r ❞❡ ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧✲
✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡✳ ➚ ♣r♦♣♦s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛s♣❡❝t✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ s♦♥t s♦✉✈❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❡♥é❡s ♣♦✉r ❞é✈♦✐❧❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛
❙❘ ❜❛sé❡ ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❡♥
♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❘
s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ❝r♦②♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❡t
❞♦♥❝ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠ét❤♦❞❡s r❛♣✐❞❡s ❞❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❙❘ ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❧é♥♦♣t✐q✉❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♣r✐s❡s ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sés ❡t q✉✐
❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❇❘ s❡ ré❢ér❛♥t à ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳



●❧♦ss❛r②

❆❘P❙ ❆❞❛♣t✐✈❡ r♦♦❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤

❈❋❚ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❈■❋ ❈♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠❛t

❈▲❙ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s

❉❈❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠

❉❋❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❉▼ ❉✐r❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣

❊▼ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

●❖P ●r♦✉♣ ♦❢ ♣✐❝t✉r❡s

❍❋ ❍✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②

❍❘ ❍✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

■❇P ■t❡r❛t✐✈❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❏❑❈ ❏♦✐♥t ❦ ✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❑✲❙❱❉ ❑✲s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❑✲❲❊❇ ❑ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛r②❝❡♥t❡rs

▲▲❊ ▲♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

▲❘ ▲♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

▲❙ ▲❡❛st sq✉❛r❡s

▼❆P ▼❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r

▼❊❆ ▼♦t✐♦♥✲❡st✐♠❛t✐♦♥✲❛✐❞❡❞

▼■▼❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t♣✉t

▼■❙❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t

✶✺✶



✶✺✷ ●❧♦ss❛r②

▼▲ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

▼▲❘ ▼✉❧t✐❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥

▼❱ ▼♦t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

◆❊ ◆❡✐❣❤❜♦r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

◆❊❊❇ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❙❘ ✉s✐♥❣ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❇✐❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

◆▼❋ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥

◆▼P ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t

◆◆❇P ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛s✐s ♣✉rs✉✐t

◆◆❙ ◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤

◆♦◆◆❊ ◆♦♥◆❡❣❛t✐✈❡ ◆❡✐❣❤❜♦r ❊♠❜❡❞❞✐♥❣

❖▼P ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t

P❉❋ Pr♦❜❛❜❧② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

P❖❈❙ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❝♦♥✈❡① s❡ts

◗❈■❋ ◗✉❛rt❡r ❈■❋

◗P ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

❙■❙❖ ❙✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t

❙◆▼❋ ❙❡♠✐✲♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥

❙❘ ❙✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

❙❱❉ ❙✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚❱ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❱◗ ❱❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

❲❈❙❙ ❲✐t❤✐♥✲❝❧✉st❡r s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❍✳ ●r❡❡♥s♣❛♥✱ ✏❙✉♣❡r✲❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱✑ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱
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❆❜str❛❝t

❲✐t❤ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s♣❛✲
t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✈✐❞❡♦s✳ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s✿ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❤✐❣❤✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ❛✐♠ ❛t ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s
t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡ ❙❘ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✏❡①❛♠♣❧❡s✑✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐st ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❡✐t❤❡r ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦r ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r ❜♦t❤
❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ♥♦✈❡❧ ❙❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇✐t❤ ♥❡✇ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✐s✉❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✈❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ♦✉r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ✈✐❞❡♦
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♣♣♦rt✉♥❡❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✱ ❙❘ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦♦❧ ❢♦r ✈✐❞❡♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ t❤✉s ♦♣❡♥✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

❘és✉♠é

P❛r ❧❡ t❡r♠❡ ✏s✉♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥✑ ✭❙❘✮✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡ ✈✐❞é♦s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❙❘ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✏♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡✑✱ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❡♥
❜❛ss❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❛❣ré❣é❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ✏s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✑✱ q✉✐ ✈✐s❡♥t à é❧❛r❣✐r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r s✉❥❡t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♥❣❧❡✲✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✏❜❛sé❡ s✉r ❡①❡♠♣❧❡s✑✱ ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ❣râ❝❡
à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s
❞❛♥s ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞✬✐♠❛❣❡✱ s♦✐t
❡①tr❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❡①t❡r♥❡s✱ s♦✐t ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ P♦✉r ❧❡s
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡✈♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❙❘ ♣rés❡♥t❛♥t
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉ré❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❧❡s
❝♦♠♣❛r♦♥s à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✬❛✈èr❡♥t très ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ q✉❛❧✐té ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✱ ♦ù ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♣♣♦rt✉♥é♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡ ❝❛s✱ s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❞❛♥s
❞❡s ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❧❛ ❙❘ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈✐❞é♦✱
♦✉✈r❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳


