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RESUMEN

Dada una red bi-dimensional de elementos finitos Yy un
punto en el plano, interesa encontrar en la forma mas rapida
posible a cu#al el to pert ce el punto en cuestion

En este trabajo se describen custro técnicas que
permiten reducir el orden del algoritmo de busqueda. Son
ellas: zonificacién regular homogcénea, zonificacion regular
no-homogénea, &rbol cuaternarico y una combinacion de las
primera y tLercera

Se encontré que, para un amplic muestreo de redes, los
altimos dos métodos resultan mas econdmicos comput.acional-
mente (tanto en tiempo de CPU como en memoria).

ABSTRACT

Given a two-dimenwional finite element mesh and a
point in the plane, we were interested in finding the
element to which the point belongs.

In this work four techniques are described that allow
to reduce the order of the search algorithm. They are: the
uniform grid technique, the quasi-uniform ¢rid technique,
the quad-tree technique, and a combination between the first
and third ones.

It was found that, for a wide variety of meshes, the

last two methods are computationally cheaper both in CPU
time and memory requirements.
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INTRODUCCION

Muchas aplicaciones requieren calcular en un punto el
valor numérico de una funcién poliédrica dados los valores
en lox nodos de una red. Quizs&s unos de los me jores e jemplos
sean algunas de las implementaciones del método de las
caracteristicas para problemas de conveccién difusién [1L
El valor de 1la funcién se obtiens interpolando dentro de
cada elemento de la red, por lo cual es necesario en primer
lugar encontrar el elemento que contiene al punto.

Esta bGsqueda seria muy sencilla y rapida en una red de
forma y estructura regular, pero en general las redes
utilizad en el tos finitos son de forma muy irregular,
y frecuentemente no-estructuradas.

St bien el nimero de operaciones para verificar =i un
punbo eata ocontenido en un elemento ez reducido (por
e jemplo: nueve operaciones de punto flotante para triangulos
lineales y doce para cuadrilateros bilineales), la busqueda
secuencial en todos lox elementos lleva a un algoritmo
OCNEL)> d{(crece linealmente con el ! o de el tos de la
red, NEL). Esto resulta inaceptable para los problemas de
interés practico.

En la siguiente seccién analizaremos cuatro métodos
distintos para reducir el orden del algoritmo de busqueda, a
continuacion describiremos el ‘“benchmark” utilizado para
comparar la perfomance de cada uno de ellos, y finalmente
los resultados obtenidos y las conclusiones.

CUATRO METODOS EFICIENTES PARA LA BUSQUEDA

La jidea basica para reducir el orden del! algoritmo de
blwqueda conxiste en establecer una correspondencia entre
una red estructurada (donde la bGsqueda ez sencilla y veloz)
Y nuestra red de eclementos finitos. La red mturada se

El proceso de bisqueda ahora se divide en dos etapas:
-en la primera de ellas se halla la celda de la red awdliar
que contiene al punto; en la segunda se realiza una busqueda
secuencial en los elementos de la red original asociados con
dicha celda.

En cualquiera de estos métodos asparece una nueva etapa
en el proceso total (etapa de pre-clasificacion), que
consiste en ia ceneracion de a red awdliar y el
establecimiento de la correspondencia celda-elemento. Aunque
frecuentemente el tiempo empleado en esta etapa sme hace
- despreciable cuando el nomero de puntos a buscar es g¢grande,
la memoria ocupada por la red auiliar puede resuitar un
problema en alguno de los métodos. Desde el punto de vista
de la implementacion ez mas sencillo determinar en primer
lugcar 1ia matriz de incidencia elemento-celda (en formato
ralod y trasponeria para obtener ia correspondencia
celds—elemento.
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« Los distintos métodos implementados differen en el
tipo de red estructurada auxiliar que se elija

Métaodo 1: Zonificacién regular homogénea {2)

Se crea una malla rectanguiar de celdas iguales vy
aproximadamente cuadradas que contenga la red. Esta malla
queda definida dados los extremaos y el nGmero de divisiones
en cada direccién Se utilizaron celdas cusadradas ya que se
supone que los elementoxs de la red son de buena calidad
Calta relacién srea/perimetro’) y ez deseable que la red
auwdliar se ajuste a la red original para asmi obtener pocos
elementos clad: a da celd

El parémetro a ajustar en este método es el tamafio de
la celda. Obsérvese que si me toman celdas infinitamente
pequielias, practicamente todas contendrian sélo un elemento,
por lo tanto al determinar qué celda contiene al punto wse
conoce al elemento buscado. Sin embargo este ideal requiere
de infinita memoria. El caso opuesto consiste en tomar una
sola celda que contiene a toda la red, con lo cual el tiempo
de busqueda es nuevamente OCNELD.

En nuestro caso hemos definido el tamafic de la celda de
tal manera que su area sea una fracciétn de la del elemento
promedio de la red Esta fracciém se puede ajustar segan la
memoria disponibile.

En la figura 1 se muestra la malla regular asociada a
una red y qué elementos de la red estan relacionados a una
de las celdas.
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Figura 1: Red auxiiar regular homogénse
La {dentificacién de la celda que contiene al punto
X,Y> requiere en este caso solo cuatro operaciones de punto
flotante:

i = int( Q=-Xmind>/DXO
J = intC (Y-Ymind/ DY)

donde: Xmin, Ymin son lox mirdmos de ia malla regular, y DX,
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DY son los tamalios de las celdas.
nro de celda » jenx + §
donde nx es el namero de celdas en direccién X

La principal desventaja de este método surge al tratar
con redes cuyos elementos poseen tamafios muy dispares, ya
que en tal caso para obtener pocos elementos asociados a
cada una de las celdas =e necesitars una malla regular
excesivamente densa. ’

Método 2: Zonificacion regul.m;- no-homogénea

Una forma de reducir la desventaja del método anterior
es utilizar una red regular no-~homogénea, donde las
djvisiones en cada eje no se realizan a intervalos iguales
=ino en los lugares donde hay limites entre eclementos,
fijande una cota minima para el tamafo de cada celda (3).
Esta idea puede verse claramente en la figcura 2.
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Figura 2: Red auxiliar regular no homogénea

De e=ta manera me logra reducir el nimero de elementos
asociados F cada celda, aunque para redes con densi-
ficaciones puntuales el problema persiste. Ademas, la
identificacién de la celda que contiene al punto ya no es
directa, sino que es por 1o menos de OClog(NL>> (Numero de
celdas en cada direccién).

Método 3: Arbol cuaternario

En este caso la red auxiliar esta estructurada en forma
de Arbol cuaternario [4), lo cual le permite adaptarse muy
bien a la red original, aun si ésta presenta densificaciones
puntuales.

El &rbol se crea de tal manera que sus elementos sean
Ccusdrados (la raiz es un cuadrado que contiene a la redd, y
sus hojas se dividen hasta que cada una de ellas contenga a
lo sumo un nodo de la red original; de esta manera se logra
la “adaptacion” de la red auxiliar a la original
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En la etapa de baGsqueda es necesario conocer la
estructura l6gica del arbol y las coordenadas medias de cada
rama, ademAs de la matriz celda-elemento. La identificacién
de la celdas que contiene al punto se efectGa recorriendo el
Arbol, con lo cual el costo computacional es proporcional al
numero de niveles. Este namero depende del Lo¢g (tLamalio del
recinto / tamafio del elemento minimo).

En la figura 3 =se puede ver una red y el &rbol
cuaternario utilizado como red awdliar.

%

Figura 3: Red auxiliar com estructura de arbol cuaternario

Con este método ia memoria utilizada depende
fundamentalmente del nGmero de elementos de la red y no de
su forma y/¢ disparidad del tamalio de sus elementos.

Método 4: Bosque de Arboles cuaternarios

Este método intenta combinar las ventajas del primero y
tercero anteriormente mencionados. Consiste en crear una red
auxiiiar regular como en el método 1, la cual esx muy
apropiada cuando la red original tiene elementos de tamalio
aproximadamente uniforme. Cada celda de esta red regular es
considerada como la raiz de un arbol cuaternario que se
divide hasta que en cada hoja quede a o sumo un nodo, con
esto se logra que la red auxiliar se adapte a la original
atn cuando hay denszificacione=s locales.

El parametro a ajustar exs nuevamente el tamafio de celda
de la red regular, e! mismo se toma de tal manera que el
Area de cada celda sea una fraccién del area del elemento
mas grande de la red Para redes cuasi-uniformes cada arbol
contaré muy probablemente con s6lo un nivel de subdivisién,
y la primer etapa de busqueda se llevarsé a cabo en un tiempo
constante. Para redes con densificaciones cada arbol se
dividira o necesarico para asdaptarse a la z2ona de la red
original que le corresponda y el tiempo de la primera etapa




de la DbUsqueda sera proporcional al Log (tamaffio elemento
maximo/tamatio elemento minimo).

En la figura 4 se muestra una red de elementos finitos
triangulares con densificaciones locales y la red awdliar
con estructura de Dbosque de Aarboles cuaternarios corres-
pondiente.
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Figura 4: Red awdliar del! 4to método
EL PROBLEMA TEST

A efectos de comparar la perfomance de las distintos
métodos implementados se generaron redes no estructuradas
sobre un recinto en forma de “L". Como se puede ver en la
figura 5 se tomaron redes de distinto numero de elementos y

Figura 5: Recinto de calculo y un par de redes
del problema test
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con distintos gradoz de densificacién en el angulo interior,
utilizandose triaAngulos debido a su ¢gran flexibilidad para
densificar altamente en algunas zonas. Los puntos que se
eligieron para encontrar el elemento que los contiene
estaban distribuidos con una densidad igual a la de la red
donde se los busca;, esto se implementsd haciendo que estos
puntos correspondan a la posicién de los nodos desplazados
levemente.

RESULTADOS

Todos los casos fueron testeados en una VAX 11-780
(fpad). Los tiempos indicados corresponden a una buasqueda,
habiéndose promediando con un nGamero significativo de
puntos.

En las figuras 6 a 9 se muestran los tiempos de
busqueda para los distintos métodos, en funcién del nGmero

Tiempo < seg)d

Namero de elementos

Figura 6: Tiempos de busqueda del método 1

Tiempo (u seg)

Numero de elementos

Figura 7: Tiempos de busqueda del método 2
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de elementos, parametrizados con la relacién de densifi-
cacién (o = tamafio del elemento mayor de la red / tamafio del
elemento mas pequelo).

Tiempo (u mseg)

Numero de elementos

Figura 8: Tiempos del busqueda del método 3

Tiempo (u segd

P 250 -
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b Py

Numero de elementos

Figura 9: Tiempos de busqueda del método 4

La memoria utilizada para el almacenamiento de la red
auxiliar de los meétodos 1 Yy 2 depende fuertemente del tamafio
de celda elegido. En el método 4 la memoria no es tan
sensible a este parametro, yYa que al disminuir el tamafo de
las celdas “ratz" aumenta la cantidad de arboles pero
disminuye el numero de niveles de cada uno de ellos. En la
figura 10 se muestra la memoria requerida por cada método
para una relacién de densificacién P = 32 Los parametros a
ajustar en cada método son los mismos que se utilizaron para
obtener los tiempos en las figuras 6 a 9.
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Namero de elementos

Figura 10: Memoria utilizada por cada método
(palabras de 4 Bytes)

CONCLUSIONES

Todos los métodos presentados permiten reducir en mayor
© menor medida el orden del algoritmo de busqueda.

Los dos primeros métodos (red regular homogénea Yy Do-
homogénead son muy apropiados para redes uniformes, pero
cuando la red presenta altas densificaciones puntuales su
perfomance se degrada considerablemente. Ademas, la memoria
requerida es muy sensible a la eleccién el tamafio de celds.

El método 3 no tiene parametros a ajustar y se adapta
con facilidad a la red original, pero para redes cuasi-
uniformes de g¢ran tamafo los métodos anteriores son muy
Superiores.

Por ultimo, el cuarto método es el que me Jor se adapta
a todo tipo de redes. Los tiempos. de basqueda son muy poco
sensibles a las densificaciones de la red e incluso al
tamafioc de la misma. El parametro de ajuste (tLamafo de las
raices de los arboles) no tiene una influencia significativa
en la wria requerida.
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