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❆❜str❛❝t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇✱ ❛❜str❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦✈❡r✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣s ✉s✐♥❣ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ♦♥ ♦r❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① s❡ts✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❜✲
str❛❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❙♠♦r♦❞✐♥s❦② ❛♥❞ ❨✉❞✐ts❦②✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣
❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲
t❡r✈❛❧ ❣r❛♣❤s✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t (2k − 1)✲✉♥✐❢♦r♠ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s
❤❛✈❡ ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉t❤♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ❜② ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡st
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✉❛❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣s❡✉✲
❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r
♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣s ❛♥❞ ǫ✲♥❡ts✱
s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts✱ ✐❢
t❤❡✐r ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡✳

1 Introduction

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦♣❡r ❛♥❞ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❤❛s ❛t✲
tr❛❝t❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❜❛s✐❝ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛
✐s r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜❛tt❡r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣
♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝♦✈❡r✲❞❡❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥✢✐❝t✲
❢r❡❡ ❝♦❧♦r✐♥❣s ❛♥❞ ǫ✲♥❡ts❀ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❛r❡❛s✳ ❋♦r s✉r✈❡②s ♦♥ t❤❡s❡ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s s❡❡ ❬✷✶✱ ✷✼❪✱ ♦r
t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ✇❡❜s✐t❡ ❤tt♣✿✴✴✇❡❜✳❝s✳❡❧t❡✳❤✉✴❝♦❣❡✴❝♦❣❡③♦♦✳❤t♠❧✳

■♥ ❛ ✭♣r✐♠❛❧✮ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛
♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r k✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐♥ R

d✱ ❛♥❞ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ k✲❝♦❧♦r
t❤❡ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st m(k) ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢
❡✈❡r② ❝♦❧♦r✱ ✇❤❡r❡ m ✐s s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛
♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣✳ ■♥ ❛ ❞✉❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱

∗❘❡s❡❛r❝❤ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡♥❞ü❧❡t ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❍✉♥❣❛r✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ✭▼❚❆✮✱ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t
♥✉♠❜❡r ▲P✷✵✶✼✲✶✾✴✷✵✶✼✳ ❚❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦r ✇❛s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❖✣❝❡ ✕ ◆❑❋■❍ ✉♥❞❡r t❤❡ ❣r❛♥t ❑ ✶✶✻✼✻✾✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉t❤♦r ✇❛s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛r✐❡
❙❦➟♦❞♦✇s❦❛✲❈✉r✐❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯✱ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ■❋ ✻✻✵✹✵✵✳

†❆❧❢ré❞ ❘é♥②✐ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❚❆✲❊▲❚❊ ▲❡♥❞ü❧❡t ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❘❡s❡❛r❝❤

●r♦✉♣✱ ❦❡s③❡❣❤❅r❡♥②✐✳❤✉
‡▼❚❆✲❊▲❚❊ ▲❡♥❞ü❧❡t ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❘❡s❡❛r❝❤ ●r♦✉♣✱ ❞♦♠❅❝s✳❡❧t❡✳❤✉
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♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ k✲❝♦❧♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st m(k)
r❡❣✐♦♥s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❝♦❧♦r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s
t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ m(k)✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ s♦♠❡ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥t♦ k ❝♦✈❡r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❞✉❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ s♦♠❡ ✜①❡❞ s❡t✳ ❋♦r
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦✈❡r✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❬✷✶❪✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r✐♠❛❧ ❢♦r♠✳

❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s ✐s t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❣♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ c ✭t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥✮ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t
s❡t ❤❛s ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② tr❛♥s❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥ t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛stm(k) = c·k ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡✈❡r② ❝♦❧♦r ❬✶✵❪✳ ◆♦♥✲❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s
❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ ✜♥✐t❡ m(k) ✭❢♦r ❛♥② k ≥ 2✮ ❡①✐sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❬✷✹✱ ✷✻❪✳

❆s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ r❡❝❡♥t❧② ❬✷✵❪✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ✜♥✐t❡ m(2) ❢♦r ❝♦♥✈❡① s❡ts ✇✐t❤ ❛
s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛ ❞✐s❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♣❛♣❡r t❤❛t ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡tm(2) = 3 ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❡✈❡r② k✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t m(k) = 2k − 1 ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡ts✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙♠♦r♦❞✐♥s❦②
❛♥❞ ❨✉❞✐ts❦② ❬✷✽❪✳

❋♦r ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❋♦r
❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❛ ❝❛s❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ♦❝t❛♥ts ❬✶✹✱ ✶✺❪✮✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡st ❛r❡ m(k) = O(k4.09) ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❬✹✱ ✶✼❪
❛♥❞ m(k) = O(k5.09) ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❬✺✱ ✶✼❪✳ ❋♦r t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡ts ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s✱
✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜♥✐t❡ m(2) ❬✶✾❪✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❝❛s❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❬✶✻❪✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ m(2) ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ m(k)
t❤❛t ❣r♦✇s ❛t ♠♦st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ✐♥ k✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝
❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ m(k) = O(k ·m(2))✳

❋♦r ♦t❤❡r s❤❛♣❡s✱ ❝♦✈❡r✲❞❡❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝✲❝♦❧♦r✐♥❣s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ r❛t❤❡r ❜② ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ ❝♦❧♦r✐♥❣s ♦r ǫ✲
♥❡ts✳ ▼♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♣❛♣❡r✱ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✾❪✱ ❛♥❞ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣s ✐♥ ❬✷✽❪✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ✭♣r✐♠❛❧ ❛♥❞
❞✉❛❧✮ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛♣❡r t♦ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❛ q✉❡st✐♦♥ ❧❡❢t ♦♣❡♥ ❜② t❤❡
❛✉t❤♦rs✳✶ ◆♦t❡ t❤❛t tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t ❢♦r♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱
t❤✉s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡ts ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳

❆①✐s✲♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ǫ✲♥❡t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❡✳❣✳✱
❬✻✱ ✷✷❪✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✴r❡❣✐♦♥s✳
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡✱ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❬✶✷✱ ✶✸❪ ❛♥❞
♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣s ✐♥ ❬✶❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣❧❛❝❡ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ ♦✉r ❛❜str❛❝t
❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♣♦s❡ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛❜♦✉t t❤❡♠✳

❇❡s✐❞❡s ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r r❡s✉❧ts✱ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✶✳✶✮✱ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✮ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣s ✭s❡❡

✶P❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❙❤❛❦❤❛r ❙♠♦r♦❞✐♥s❦②✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✮✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡✳

■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ✜rst ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♥❛♠❡ s♣❡❝✐❛❧ s❤✐❢t✲❝❤❛✐♥s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s❤✐❢t✲❝❤❛✐♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❡r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ s✐♠✐❧❛r❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐♥ ❬✸❪ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r k✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ x✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ k✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ✭0✲1✲✮✈❡❝t♦rs✳ ❲✐t❤ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s 1✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ x✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧②
♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❧❡ 1✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✭r❡s♣✳ 2✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣✮ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❆❇❆✲❢r❡❡ ✭r❡s♣✳ ❆❇❆❇✲❢r❡❡✱ s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✮ ❢❛♠✐✲
❧✐❡s ♦❢ s❡ts✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❬✸❪ ❧✐❡s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ l✲✉♥✐❢♦r♠
k✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ✈❡❝t♦rs ♦♥ n ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

1.1 Definitions and statements of main results

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❆❇❆✲❢r❡❡ ✐❢ H ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s A ❛♥❞ B ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s x < y < z s✉❝❤ t❤❛t
x, z ∈ A \B ❛♥❞ y ∈ B \A✳

❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① s❡t ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡ ✐❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✳✷

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ R✱
❛♥❞ ✐ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢r♦♠ R✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸ ✭❬✷✵❪✮✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞
❧❡t C ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❛❧✢✐♥❡✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✇❤♦s❡ ✈❡rt❡①
s❡t ✐s t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S✳ ❆ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs X ✐s ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ H ✐❢ t❤❡r❡
✐s ❛ tr❛♥s❧❛t❡ ♦❢ C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡
❛r❡ ❡①❛❝t❧② X✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ❞❡✜♥❡❞ t❤✐s ✇❛② ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤
H ✇❤♦s❡ ✈❡rt❡① s❡t ✐s t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S✳ ❆ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs X ✐s ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡
♦❢ H ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡ H ✭✐✳❡✳✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤❛❧✢✐♥❡✮ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ H ✐s X✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H
❞❡✜♥❡❞ t❤✐s ✇❛② ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❛❜str❛❝t ♣r♦❜❧❡♠s
❛❜♦✉t ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛♥ S✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❜✐❣
♣❛r❛❜♦❧❛✱ ❛♥② ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞
❜② s♦♠❡ tr❛♥s❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✱ t❤✉s ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
t❤❛♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✳
❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✜♥✐t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤✐❝ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❤❡r❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ❛♥❞ ❜♦t❤

✷❲❤✐❧❡ ✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t✐♦♥ ❢♦r ♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
❛s ❜② ❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ❆❇❆✲❢r❡❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐t ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❧❡❛r ✇❤❛t ✇❡ ♠❡❛♥✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t ❛♥❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r♠ ❣r❛♣❤✐❝
♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ❆❇❆✲
❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✳

❚♦ st✉❞② ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✽❪✱ ❜✉t ❞❡s❡r✈❡s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❆ s❡t R ✐s ❛ c✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② H ∈ H
✇❡ ❤❛✈❡ 1 ≤ |R ∩H| ≤ c✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❙♠♦r♦❞✐♥s❦② ❛♥❞ ❨✉❞✐ts❦② ❬✷✽❪✮
t❤❛t ❡✈❡r② (2k−1)✲✉♥✐❢♦r♠ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs✳
❲❡ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ ❡✈❡r② (2k−1)✲✉♥✐❢♦r♠ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs✱
s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ ✈❡rt❡① v ✐s ✐♥ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② Hv ♦❢ ❛t ❧❡❛st m(k) = 2k − 1 ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢
H✱ t❤❡♥ Hv ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❝♦❧♦r ❝❧❛ss❡s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✮
♦❢ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
S ❛♥❞ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t H✱ ✇❡ ❝❛♥ k✲❝♦❧♦r S s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡
✐♥ H t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st m(k) = 2k − 1 ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧ts
❛r❡ s❤❛r♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♠♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
❝♦♥✈❡① s❡ts✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❞✉❛❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t H✱ ✇❡ ❝❛♥ k✲❝♦❧♦r H s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ ♣♦✐♥t p ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② Hp ♦❢ ❛t ❧❡❛st m(k) = 3k− 2 ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ♦❢ H✱ t❤❡♥ Hp ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❝♦❧♦r ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ s❤❛r♣✱ t❤❡ ❜❡st
❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r m(k) ✐s 2k − 1 ❬✷✽❪✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ǫ✲♥❡ts ♦♥ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s❡ts✱ A ❛♥❞ B✱ ❜② A∆B✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
♦❢ ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ F ❜② F̄ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② F ✇❡ ✉s❡ F̄ = {F̄ | F ∈ F}✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ ✭✉♥❧❡ss
st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✮ t❤❛t ❛❧❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡ts ❛r❡ ✜♥✐t❡✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
✭r❡s♣✳ ❧❛r❣❡st✮ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t H ❜② min(H) ✭r❡s♣✳ max(H)✮✳

2 ABA-free hypergraphs and the general coloring algorithm

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ♦♥ n ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆s t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤
✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s❡ts A,B ∈ H ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ a < b s✉❝❤ t❤❛t a ∈ A \ B ❛♥❞
b ∈ B \ A✱ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ b < a s✉❝❤ t❤❛t a ∈ A \ B ❛♥❞ b ∈ B \ A✱ ♦r ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❜✉t ♥♦t
❜♦t❤ ❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

❉❡✜♥❡ A < B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ a < b s✉❝❤ t❤❛t a ∈ A \B ❛♥❞ b ∈ B \A✱ ❛♥❞
A ≤ B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✐t❤❡r A = B ✭❛s s❡ts✮ ♦r A < B✳ ❇② t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱
❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡ts✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✶✳ ■❢ A < B ❛♥❞ a ∈ A \B✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ b ∈ B \A s✉❝❤ t❤❛t b > a✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■❢ A < B ❛♥❞ B < C✱ t❤❡♥ A < C✳

Pr♦♦❢✳ ❚❛❦❡ ❛♥ a ∈ A \ B✳ ■❢ a /∈ C✱ t❤❡♥ t❛❦❡ ❛ b ∈ B \ A✳ ■❢ b ∈ C✱ t❤❡♥ A < C ❛♥❞ ✇❡
❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ c > b s✉❝❤ t❤❛t c ∈ C \ B✳ ■❢ c ∈ A✱ t❤❡♥ a < b < c
❢♦r♠s ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r A ❛♥❞ B✱ t❤✉s c /∈ A✳ ❚❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ a ❛♥❞ c s❤♦✇ t❤❛t
A < C✳

■❢ a ∈ C✱ t❤❡♥ ❛❧s♦ a ∈ C \ B✱ t❤✉s t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ b1 < a s✉❝❤ t❤❛t b1 ∈ B \ C✳
❆s a ∈ A \ B ❛♥❞ A < B✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ b1 ∈ A ❛♥❞ s♦ b1 ∈ A \ C✳ ❚❤❡r❡ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛
b2 > a s✉❝❤ t❤❛t b2 ∈ B \ A✳ ■❢ b2 /∈ C✱ t❤❡♥ b1 < a < b2 ❢♦r♠s ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r B
❛♥❞ C✳ ❚❤✉s b2 ∈ C \A✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ b1 ❛♥❞ b2 s❤♦✇ t❤❛t A < C✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❆ ✈❡rt❡① a ✐s s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ A ∈ H s✉❝❤ t❤❛t min(A) < a <
max(A) ❛♥❞ a /∈ A✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t A s❦✐♣s a✳ ❆ ✈❡rt❡① a ✐s ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ s✉❝❤ A✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✹✳ ■❢ ❛ ✈❡rt❡① a ✐s ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r
❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❡❞❣❡ {a} t♦ H✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❆❇❆✲❢r❡❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❧❡♠♠❛s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛♥ ❆❇❆✲
❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❜❡❤❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❤♦✇ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡
❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t ❜❡❤❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❧❡♠♠❛s ♠❛❦❡ ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✽❪ ♦♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ■❢ H ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② A ∈ H ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt❡①✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✜♥✐t❡♥❡ss ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦✉r ❤②♣❡r❣r❛♣❤s
❛r❡ ✜♥✐t❡✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛s t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ✈❡rt❡① s❡t ✐s Z ❛♥❞ ❤②♣❡r❡❞❣❡ s❡t ✐s {Z\{n} |
n ∈ Z} ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡ ✇✐t❤♦✉t ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ❚❛❦❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t A ∈ H✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥
✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt❡①✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❛❧❧ a ∈ A r✐❣❤ts❦✐♣♣❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛
B ∈ H r✐❣❤ts❦✐♣♣✐♥❣ a✱ t❤❛t ✐s ❢♦r ✇❤✐❝❤ a ∈ A \ B ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ b1, b2 ∈ B s✉❝❤ t❤❛t
b1 < a < b2 ✇❤❡r❡ b2 ∈ B \A✳

■❢ A ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt❡①✱max(A)♠✉st ❜❡ r✐❣❤ts❦✐♣♣❛❜❧❡ ✭❛♥② s❡t s❦✐♣♣✐♥❣
max(A) ♠✉st ❛❧s♦ r✐❣❤ts❦✐♣ max(A)✮✳ ❆❧s♦✱ min(A) ❝❛♥♥♦t ❜❡ r✐❣❤ts❦✐♣♣❛❜❧❡✱ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡
A ❛♥❞ t❤❡ s❡t B r✐❣❤ts❦✐♣♣✐♥❣ min(A) ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ✭✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t b1 <
min(A) < b2 ✇❤❡r❡ b1, b2 ∈ B \ A,min(A) ∈ A \ B✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st
a ∈ A t❤❛t ✐s ♥♦t r✐❣❤ts❦✐♣♣❛❜❧❡✳ ❇② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❦✐♣♣❡❞ ❜② ❛ s❡t✱ ❝❛❧❧ ✐t B✱ ✐✳❡✳✱
b1 < a < b2 ✇❤❡r❡ b1, b2 ∈ B 6∋ a✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t b2 ✐s t❤❡
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

s♠❛❧❧❡st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ B ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ a✳ ❙✐♥❝❡ a ✐s ♥♦t r✐❣❤ts❦✐♣♣❛❜❧❡✱ b2 ∈ A ♠✉st ❛❧s♦
❤♦❧❞✳ ❆s b2 ∈ A ✐s r✐❣❤ts❦✐♣♣❛❜❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ C s✉❝❤ t❤❛t c1 < b2 < c2 ✇❤❡r❡ c1, c2 ∈ C ❛♥❞
b2 /∈ C, c2 /∈ A✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t c1 ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ C ✇❤✐❝❤
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ b2✳ ■❢ c1 < a✱ t❤❡♥ C ✇♦✉❧❞ r✐❣❤ts❦✐♣ a✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ b1 < a ≤ c1,
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ b2 ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t c1 /∈ B✳ ❆s c2 /∈ A✱ ❛❧s♦ c2 /∈ B✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
B ✇♦✉❧❞ r✐❣❤ts❦✐♣ a✳ P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t c1 < b2 < c2✱ t❤✉s B ❛♥❞ C ❝♦♥tr❛❞✐❝t
❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ✐❢ ♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❝♦♥t❛✐♥s
❛♥♦t❤❡r ❤②♣❡r❡❞❣❡✳✸ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H′ ✐s ❛ s✉❜❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ♦♥ ✈❡rt❡① s❡t S
✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t H′ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t S′ ⊂ S ❛s ✐ts ✈❡rt❡① s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s
♦❢ H′ ✐s ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H r❡str✐❝t❡❞ t♦ S′✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♣r♦♣❡rt②
P ❤❡r❡❞✐t❛r② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H t❤❛t ❤❛s ♣r♦♣❡rt② P✱ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts s✉❜❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❛❧s♦
❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt② P✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ✐s ❛ ❤❡r❡❞✐t❛r② ♣r♦♣❡rt②✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r t❤❛t ♦✉r ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥♦♥❡♠♣t② ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❢♦r ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ < ♦❢ ✐ts s❡ts ✐s ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳✱
❛♥② t✇♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✾✳ ■❢ H ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡✱ t❤❡♥ ❛♥② ♠✐♥✐♠❛❧ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ♦❢ H
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐s 2✲s❤❛❧❧♦✇✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❢♦r ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✮ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ♦❢ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆ss✉♠❡
t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t A s✉❝❤ t❤❛t |A ∩ R| ≥ 3✳ ▲❡t l = min(A ∩ R) ❛♥❞
r = max(A∩R)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤✐r❞ ✈❡rt❡① l < a < r ✐♥ A∩R✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t R′ = R \ {a}
❤✐ts ❛❧❧ s❡ts ♦❢ H✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ R✳ ❆ss✉♠❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t R′ ✐s
❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ s♦♠❡ B ∈ H✳ ❆s R ♠✉st ❤✐t B✱ ✇❡ ❤❛✈❡ R ∩ B = {a}✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ b ∈ B \ A
s✉❝❤ t❤❛t l < b < r✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ b ∈ B s✉❝❤
t❤❛t b < l < a ♦r a < r < b✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❛t l ❛♥❞ r ❛r❡ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡✳ ❚❤✉s
B ⊂ A✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❛t H ✐s ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✳ ❊✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ 2✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ t❛❦❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡r✲
t✐❝❡s✱ ✐t ✐s ❛ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❧❡t❡ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤✐s s❡t ✉♥t✐❧ ✐t
❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 2✲s❤❛❧❧♦✇ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✾✳

◆♦✇ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✽❪ t♦ ❣✐✈❡
♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣s ♦❢ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t P ✐s ❛ ❤❡r❡❞✐t❛r② ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥✲
♠❡♥t✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt② P ❤❛s ❛ c✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H

✸❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❢♦r♠ ❛♥ ❛♥t✐❝❤❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙♣❡r♥❡r✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

✇✐t❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ s✐③❡ ❛t ❧❡❛st ck − (c − 1) t❤❛t ❤❛s ♣r♦♣❡rt② P ❛❞♠✐ts ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲
❝♦❧♦r✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ❤②♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ H ❝♦♥t❛✐♥s
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ✇❡ r❡♣❡❛t k−1
t✐♠❡s ✭i = 1, . . . , k − 1✮ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ st❡♣ i ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✇✐t❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ s✐③❡ ❛t
❧❡❛st ck − ci + 1 t❤❛t ❤❛s ♣r♦♣❡rt② P✳ ■❢ ❛♥② ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡♥ ❞❡❧❡t❡ t❤❡
❜✐❣❣❡r ❤②♣❡r❡❞❣❡✳ ❘❡♣❡❛t t❤✐s ✉♥t✐❧ ♥♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥♦t❤❡r✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ♦✉r ❤②♣❡r✲
❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡✳ ◆❡①t✱ t❛❦❡ ❛ c✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ✭✉s✐♥❣ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞
❝♦❧♦r ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ i✲t❤ ❝♦❧♦r✳ ❉❡❧❡t❡ t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ H ✭t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡
♥❡✇ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ❆s P ✐s ❤❡r❡❞✐t❛r②✱ t❤❡
♥❡✇ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛❧s♦ ❤❛s ♣r♦♣❡rt② P ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳

❆❢t❡r k − 1 ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ 1✲✉♥✐❢♦r♠ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡
✈❡rt✐❝❡s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❧♦r ✇✐t❤ t❤❡ k✲t❤ ❝♦❧♦r✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛♥
❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ s✐③❡ ❛t ❧❡❛st 2k − 1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✷✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ H ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❧♦r ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t
❡✈❡r② A ∈ H ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s ❛t ❧❡❛st 2k − 1 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✽ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ✐s ❛ ❤❡r❡❞✐t❛r② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵
✇❡ ❣❡t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶ ✇✐t❤ c = 2 ❤♦❧❞ ❢♦r ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s
✇✐t❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ s✐③❡ ❛t ❧❡❛st 2k − 1 ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❣❡t ❛ r❡q✉✐r❡❞ k✲❝♦❧♦r✐♥❣✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s s❤❛r♣✱ ❛s t❛❦✐♥❣ H t♦ ❜❡ ❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ s✐③❡ 2k − 2
❢r♦♠ 2k − 1 ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐♥ ❛♥② ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦♥❡ ❝♦❧♦r ♠✉st ♦❝❝✉r ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ❛♥❞
✐s t❤✉s ♠✐ss❡❞ ❜② s♦♠❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡✳

❲❡ st❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❧❛t❡r✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ✇❡ ♥❡❡❞
❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❝❧❛✐♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ■❢ ✇❡ ✐♥s❡rt ❛ ♥❡✇ ✈❡rt❡①✱ v✱ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✭♦r❞❡r❡❞✮ ✈❡rt❡① s❡t ♦❢
❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ H✱ ❛♥❞ ❛❞❞ v t♦ ❡✈❡r② ❤②♣❡r❡❞❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡rt❡① ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r ✈❡rt❡① ❛❢t❡r v✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ H′✱ t✇♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s A′ ❛♥❞ B′ ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲
❢r❡❡♥❡ss✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t✇♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s A ❛♥❞ B ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ H✱ t❤❛t
❛❧s♦ ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ A = A′ \ {v} ❛♥❞
B = B′ \ {v}✳ ■❢ ❜♦t❤ A′ ❛♥❞ B′ ❝♦♥t❛✐♥ ♦r ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ v✱ t❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ A ❛♥❞ B
❛❧s♦ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■❢✱ s❛②✱ v ∈ A′ ❛♥❞ v /∈ B′✱ t❤❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ B = B′ ❛r❡ ❜❡❢♦r❡ v✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ x < y < z
s✉❝❤ t❤❛t x, z ∈ A′ \ B′ ❛♥❞ y ∈ B′ \ A′✱ t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② v = z✳ ❇✉t ❛s A′ ❤❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
z′ t❤❛t ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ v✱ ✇❡ ❤❛✈❡ x, z′ ∈ A \B ❛♥❞ y ∈ B \A✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✹✳ ■❢ H ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✱ A ∈ H✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① a ∈ A s✉❝❤ t❤❛t H∪{A\{a}}
✐s ❛❧s♦ ❆❇❆✲❢r❡❡✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ |A| = 1✱ t❤❡♥ tr✐✈✐❛❧❧② H ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ∅✳ ■❢ |A| > 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt❡① v ∈ A✳ ❉❡❧❡t❡
t❤✐s ✈❡rt❡① ❢r♦♠ H t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ Hv ❛♥❞ ❧❡t Av = A \ {v}✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
Av✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ A′

v = Av \ {a} s✉❝❤ t❤❛t Hv ∪ {A′
v} ✐s ❛❧s♦ ❆❇❆✲❢r❡❡✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✇✐t❤

A′ = A′
v ∪ {v} = A \ {a}✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧② H ∪ {A′} ✐s ❛❧s♦ ❆❇❆✲❢r❡❡✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❜❛❝❦ v t♦ Hv ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✱
❛s v ✐s ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✐♥ H✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞ ✐t t♦ s♦♠❡
❢✉rt❤❡r ❤②♣❡r❡❞❣❡s✱ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♦r st❛rt✐♥❣ ❛t v✳ ❇✉t ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s v ❝❛♥♥♦t ✈✐♦❧❛t❡
t❤❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ A′✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s v✱ s♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✐♥
Hv ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✹ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ❛♥② ❆❇❆✲
❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❛♥② s❡t A t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① a ❢♦r ✇❤✐❝❤ {a} ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥
❤②♣❡r❡❞❣❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t a ✐s ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✐♥ A✳ ❚❤✉s ✐♥ ❢❛❝t ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✹ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳

❲❡ ♣r♦✈❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❜❡❢♦r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡
♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② H∗✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡
t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H ❛♥❞ ✐ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ H ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❛s ✐♥
H✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✳ ■❢ H ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✱ t❤❡♥ ✐ts ❞✉❛❧ H∗ ✐s ❛❧s♦ ❆❇❆✲❢r❡❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s♦♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ✏<✑ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② t♦
❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r <∗✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t H∗ ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡ ✐❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ <∗✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t Hx <∗ Hy <∗ Hz ❛♥❞
a ∈ (Hx ∩Hz) \Hy ❛♥❞ b ∈ Hy \ (Hx ∪Hz)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t a < b✳
❇✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ Hz < Hy ❤♦❧❞s✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ Hy <∗ Hz✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✼✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ ❡✈❡r② ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs✱
s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ ✈❡rt❡① v ✐s ✐♥ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② Hv ♦❢ ❛t ❧❡❛st m(k) = 2k − 1 ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢
H✱ t❤❡♥ Hv ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ❝♦❧♦r ❝❧❛ss❡s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✽✳ ❆♥② (2k − 1)✲❢♦❧❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥t s❡t ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡s ♦❢ ❛♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣❧❛♥❛r s❡t ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐♥t♦ k ❝♦✈❡r✐♥❣s✳

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✳ ❋♦r t❤❛t ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s ❧❛t❡r✳ ■♥ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ r♦✇s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ H✱ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H✳ ❆♥ ❡♥tr② ✐s
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

1 ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
r♦✇✱ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ♦r❞❡r t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s
❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① M ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥♦t❤❡r ♠❛tr✐① P ✐❢ P ✐s ❛ s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ M ✳ ■❢
M ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ P ✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ P ✲❢r❡❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✾✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✭❛✮ H ✐s ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱

✭❜✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①

❜❡❝♦♠❡s





0 1
1 0
0 1



✲❢r❡❡ ❛♥❞





1 0
0 1
1 0



✲❢r❡❡✱

✭❝✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ♠❛tr✐① ❜❡❝♦♠❡s

[

0 1
1 0

]

✲❢r❡❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ r♦✇s
♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❛♥❝❡ ♦❢ (a) ❛♥❞ (b) ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✳

❚♦ ♣r♦✈❡ (c) → (b)✱ s✉♣♣♦s❡ (b) ✐s ❢❛❧s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ H t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r❜✐❞❞❡♥
✐♥ (b)✳ ■♥ ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ✐♥ (b)✱ ✇❡

❣❡t ❜❛❝❦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♣② ♦❢

[

0 1
1 0

]

✳ ❚❤✉s ❜② ❛♥②

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ H✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t

❝♦♥t❛✐♥s

[

0 1
1 0

]

✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ¬(b) → ¬(c)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐✈❡ ♦❢

(c) → (b)✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ✏<✑ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②✲
♣❡r❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜② ♣❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡

❝♦❧✉♠♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦r❞❡r ✏<✑ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✇❡ ❣❡t ❛

[

0 1
1 0

]

✲❢r❡❡

♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤✉s (b) → (c)✳

◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✾ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ (c) ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s ❢♦r ✐ts tr❛♥s♣♦s❡ ✭❛s t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♠❛tr✐① ✐♥ (c) ✐s ✐ts ♦✇♥ tr❛♥s♣♦s❡✮✳
❚❛❦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♠❡❛♥s t❛❦✐♥❣ t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ t❤✉s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❢♦❧❧♦✇s✳

3 Pseudohalfplanes

❍❡r❡ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❙♠♦r♦❞✐♥s❦② ❛♥❞ ❨✉❞✐ts❦② ❬✷✽❪✳ ❆ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❝✉ts t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦

http://jocg.org/
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❜♦t❤ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❛r❡ ❛t ✐♥✜♥✐t②✮ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s
❛r❡ ❡✐t❤❡r ❞✐s❥♦✐♥t ♦r ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t t❤❡② ❝r♦ss✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
❛♥② ✜♥✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❙♦♠❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❬✽❪ ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞
❢♦r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ♦♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts S ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ F ♦♥ S s✉❝❤ t❤❛t H ⊂ F ∪ F̄ ✳

◆♦t❡ t❤❛t F̄ ✐s ❛❧s♦ ❆❇❆✲❢r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡
❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛❧s♦ ❛s ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✹ ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ ❛♥❞ ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ A ♦❢ H✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❤②♣❡r❡❞❣❡ A′ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ A t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
A✱ s✉❝❤ t❤❛t H r❡♠❛✐♥s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

■♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡tt✐♥❣ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❢❛❝t t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛
♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts A ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡
H✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ H ′ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ H t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❜✉t
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ A✳

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✷ t♦ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❜❡❧♦✇ ❛ ❧✐♥❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts S ❛♥❞ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t H✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦❧♦r S ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ✐♥ H t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st 2k− 1 ♣♦✐♥ts
♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s S ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝❛♥
❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st 2k − 1 ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s
❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✹✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r st❛t❡♠❡♥t ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❆❇❆✲❢r❡❡
❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✮✱ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❛r❜✐tr❛r② ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ 2✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✱ s❡❡ ❬✷✵❪ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❜str❛❝t s❡tt✐♥❣✱ ②❡t ✐t tr❛♥s❧❛t❡s
♥❛t✉r❛❧❧② t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ❛❧s♦ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ F s✉❝❤ t❤❛t H ⊂ F ∪ F̄ ✳ ❈❛❧❧ U = H∩F t❤❡
✉♣s❡ts ❛♥❞ D = H ∩ F̄ t❤❡ ❞♦✇♥s❡ts✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ U ❛♥❞ D ❛r❡ ❆❇❆✲❢r❡❡✳

❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ U ✭r❡s♣✳ D✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t♦♣ ✭r❡s♣✳ ❜♦tt♦♠✮ ✈❡rt✐❝❡s✳
❚❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ H✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜② ❛❞❞✐♥❣
t❤❡s❡ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❡❞❣❡s t♦ H✱ H r❡♠❛✐♥s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ F ❛♥❞ F̄ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ✭t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

b c

X B b2{c}

a

✭❛✮ c ❝❛♥♥♦t ❜❡ t♦♣

a b c

X {b}

{c}

a2
A

✭❜✮ A ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ✉♣s❡t

❋✐❣✉r❡ ✶✿ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✻

✇❛② ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t♦♣✴❜♦tt♦♠ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ❛s s❡❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡s✮✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✳✺✳ ■❢ x ✐s t♦♣ ❛♥❞ X ✐s ❛ ❞♦✇♥s❡t ❛♥❞ x ∈ X✱ t❤❡♥ X ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s
t❤❛t ❛r❡ ❜✐❣❣❡r ♦r ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ x✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ✐❢ x ✐s ❜♦tt♦♠✱ X ✐s
❛♥ ✉♣s❡t ❛♥❞ x ∈ X✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✻✳ ■❢ H ✐s ❛ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ t❤❡♥ ❛♥② ♠✐♥✐♠❛❧ ❤✐t✲
t✐♥❣ s❡t ♦❢ H t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐s 2✲s❤❛❧❧♦✇✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ♦❢ ✉♥s❦✐♣♣❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t❤❛t {a, b, c} ⊂ R ∩X ❛♥❞ a < b < c ❢♦r s♦♠❡ X ∈ H✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t b ✐s t♦♣✳ ❆s R ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❡t B ❜❡ ❛ s❡t ❢♦r ✇❤✐❝❤ B ∩R = {b}✳ ❋r♦♠ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✳✺
✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t B ✐s ❛♥ ✉♣s❡t✳

❋✐rst s✉♣♣♦s❡ t❤❛t X ✐s ❛♥ ✉♣s❡t✳ ❆s B 6⊂ X✱ t❛❦❡ ❛ b2 ∈ B \X✳ ❆s B ❛♥❞ X ❛r❡
❜♦t❤ ✉♣s❡ts ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡ ❆❇❆✲❢r❡❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ b2 < a ♦r c < b2✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ c < b2✳ ■❢ c ✐s t♦♣✱ {c} ❛♥❞ B ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✳
■❢ c ✐s ❜♦tt♦♠✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✳✺✱ X ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
c✳ ❚❛❦❡ ❛ s❡t A 6⊂ X ❢♦r ✇❤✐❝❤ A∩R = {a}✳ ❚❤✐s s❡t ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ a2 ∈ A \X ❛♥❞ s♦ ✇❡
♠✉st ❤❛✈❡ c < a2✳ ■❢ A ✐s ❛♥ ✉♣s❡t✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ b ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ a < b < a2✱ A ❛♥❞ {b}
✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✳ ■❢ A ✐s ❛ ❞♦✇♥s❡t✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ c ❛♥❞ r❡❝❛❧❧
a < c < a2✱ A ❛♥❞ {c} ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✱ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ X ✐s ❛ ❞♦✇♥s❡t ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❯s✐♥❣ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✳✺ ❢♦r X ❛♥❞ {b} ✇❡
❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t X ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ b✳
❚❛❦❡ ❛ s❡t A 6⊂ X ❢♦r ✇❤✐❝❤ A ∩ R = {a} ❛♥❞ ❛♥ a2 ∈ A \ X✳ ❆s X ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ b✱ ✇❡ ❤❛✈❡ b < a2✳ A ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ✉♣s❡t✱ ❛s t❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ b✱ s♦ ✐t ✐s
❛ ❞♦✇♥s❡t✳ ■❢ b < a2 < c✱ t❤❡♥ A ❛♥❞ X ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss✱ t❤✉s ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡
c < a2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s c ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦tt♦♠✱ s♦ ✐t ✐s t♦♣✳ ❯s✐♥❣ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✳✺✱ X ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ c✳ ❇✉t t❤❡♥ B \ X ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ❜✐❣❣❡r
t❤❛♥ c✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ♦❢ B ❛♥❞ {c}✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❤❡r❡❞✐t❛r② ♣r♦♣❡rt②✳
❚❤✉s✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✻ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ c = 2 t♦ ❣❡t
❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳
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4 Dual problem and pseudohemisphere-hypergraphs

❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts
t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ k ❝♦❧♦rs✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✉❛❧ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t ❝♦❧♦r✐♥❣ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ♦❢ ❬✷✽❪ t♦ ♣s❡✉❞♦✲
❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t H✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❧♦r H ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤
t❤❛t ✐❢ ❛ ♣♦✐♥t p ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s✉❜s❡t Hp ♦❢ ❛t ❧❡❛st 3k− 2 ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ♦❢ H✱ t❤❡♥
Hp ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❝♦❧♦r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❧❛t❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ✇❡ st✐❝❦ t♦ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞✉❛❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt❡①✲❤②♣❡r❡❞❣❡ ✐♥✲
❝✐❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❜✉t ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛♥❞ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ♦♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s S ✐s ❛ ❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t X ⊂ S ❛♥❞ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ F ♦♥ S
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H ❛r❡ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s F∆X ❢♦r ❡✈❡r② F ∈ F ✭✇❤❡r❡ ∆ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s❡ts✮✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❛r❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❜② t❛❦✲
✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✐♥ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳✹ ■♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ 2.19✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t ✐♥✈❡rt✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ✭✐✳❡✳✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ 0✬s ❛♥❞ 1✬s ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦❧✉♠♥s✮

✇❡ ❣❡t ❛ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s

[

0 1
1 0

]

✲❢r❡❡✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♠❡❛♥s t❛❦✐♥❣

t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤✉s ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✐s ❛ ❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t ✐♥✈❡rt✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ r♦✇s ✇❡ ❣❡t ❛ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s

[

0 1
1 0

]

✲❢r❡❡✳ ❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ 2.19 ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤✐s ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ H ✐s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ X ❜❡✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ r♦✇s✳

◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ♦♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢
✈❡rt✐❝❡s S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t X ⊂ S ❛♥❞ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ F ♦♥ S s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H ❛r❡ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ {F∆X, F̄∆X | F ∈ F}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

✹❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❜② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ r❡♠❛✐♥s ❆❇❆✲❢r❡❡✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

Pr♦♦❢✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ s♦♠❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ 2.19 ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤✐s ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢H

❛♥❞ ✐♥✈❡rt s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s t♦ ❣❡t ❛

[

0 1
1 0

]

✲❢r❡❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❜✈✐♦✉s❧②

❤♦❧❞s ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s ❢♦r ✐ts tr❛♥s♣♦s❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ H ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✐❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣
♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳

■♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ❛r❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ s✐♠♣❧❡ ❝✉r✈❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t ❡①❛❝t❧② t✇✐❝❡✳ ✭❋♦r
♠♦r❡ ♦♥ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷❪✳✮ ❲✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✲
r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲
❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✐s t❤❡ ❡q✉❛t♦r✳ ❯s✐♥❣ ❛ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡
s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s
❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t H ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ S✱ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛
♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t F ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ S ❛♥❞ F
❣✐✈❡ H✳ ✭❍❡r❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s♦✉t❤❡r♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛♥❞ S \ X t♦ t❤❡
♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♥♦rt❤❡r♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳✮

❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛❞❞✐♥❣ s✐❣♥s t♦ ❧✐♥❡s ❛♥❞
♣♦✐♥ts✱ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✉♣ ♦r ❞♦✇♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✭①✲♠♦♥♦t♦♥❡✮ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s
✇✐t❤ ❛ s✐❣♥ ✭+ ♦r −✮✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
♣♦✐♥ts t❤❛t ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ♣♦✐♥t ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡✳ P♦s✐t✐✈❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ F ✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s t♦ F̄ ✱ ✉♣ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ X ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♣♦✐♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ X̄✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✰ ❛♥❞ ✉♣ s✐❣♥s✱
♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ± ❛♥❞ ✉♣ s✐❣♥s✱ ❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❤❛✈❡
✰ ❛♥❞ ✉♣✴❞♦✇♥ s✐❣♥s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t t❛❜❧❡ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✱
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝
k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st c ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ c✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ❢♦r
❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

P♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ❙❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t
❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s 2k − 1 ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✷✮ 2 ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✾✮
Ps❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤s 2k − 1 ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✮ 2 ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✻✮
❉✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤s ≤ 3k − 2 ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✮ ≤ 3 ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✮
Ps❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤s ≤ 4k − 3 ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺✮ ≤ 4 ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✮

❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛
2✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣❧②✱ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶✱ t❤❛t ❛♥② ❢❛♠✐❧② ✇❤♦s❡
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

s❡ts ❤❛✈❡ s✐③❡ ❛t ❧❡❛st 2k − 1 ❛❞♠✐ts ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱
t❤❡ ♦♥❧② r❡s✉❧t ♥♦t ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✉❛❧ ✭♦r❞✐♥❛r②✮ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❋✉❧❡❦ ❬✾❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ k = 2 ❝❛s❡ 2k − 1 = 3 ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❛♥s✇❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❤❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ 2✲❝♦❧♦r ❛♥② ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤
❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛t ❧❡❛st 3 ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦❧♦rs✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ X ❛♥❞ X̄ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡ts ♦❢ F ❛♥❞ F̄ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ s✐③❡ ❛t ❧❡❛st 2k − 1 ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts S ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t H✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❧♦r S ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐♥ H t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st 4k − 3 ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s S ♦❢ ❛
♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛t ❧❡❛st 4k − 3 ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ k ❝♦❧♦rs✳

❚♦ ✜♥✐s❤✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶✱ ✇✐❧❧ ✐♠♣❧②
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ❢♦r ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳ ❊✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ 3✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐t✲
t✐♥❣ s❡t ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ 4✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❛❣❛✐♥ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❬✷✽❪✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
♥❡①t ❢❡✇ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉rt❤❡r ♦✉r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜str❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ❤♦♣✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛tt❛❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s S = Y ∪∗ Z✱ ✇r✐t❡ S = (Y, Z) ✐❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
✐♥ Y ♣r❡❝❡❞❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ Z✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ F ✐s ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① s❡t S = (Y, Z)✳
❚❤❡♥ F ′ = F∆Y = {F∆Y | F ∈ F} ✐s ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦r❞❡r❡❞ ❛s
S′ = (Z, Y )✱ ✐✳❡✳✱ Z ♣r❡❝❡❞❡s Y ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥s✐❞❡ Y ❛♥❞ Z ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ F ❛♥❞ X ⊂ S ❞❡✜♥❡ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❤②♣❡r✲
❡❞❣❡s ♦❢ H ❛r❡ {F∆X | F ∈ F} ❛♥❞ {F̄∆X | F ∈ F}✱ t❤❡♥ F ′ ❛♥❞ X ′ = X∆Y ⊂ S′ ❛❧s♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭✐❢ ✉♥♦r❞❡r❡❞✮ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ H′✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐❢ |Y | = 1✱ ❛s t❤❡♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ |Y | > 1 ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦r❞❡r ❜② < ❛♥❞ t❤❡
♥❡✇ ♦♥❡ ❜② ≺✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② A,B ∈ F ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥
A′ = A∆Y,B′ = B∆Y ∈ F ′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ≺✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ A,B ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ <✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Y ❜② y✳ ■❢ y /∈ A∆B✱
t❤❡♥ A∆B ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ A′, B′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ≺ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ A,B ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ <✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ y ∈ B \ A ❛♥❞ s♦ y ∈ A′ \ B′✳ ❆♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ A′, B′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
≺ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ y ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧s♦ ✐♥ A,B ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ <✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢
t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s a ≺ b ≺ y ❢♦r♠ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ A′, B′✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s y < a < b
❢♦r♠ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ B,A✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

❋♦r t❤❡ ♠♦r❡♦✈❡r ♣❛rt✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛s F∆Y∆X ′ = F∆Y∆X∆Y = F∆X✱ t❤❡ ❤②✲
♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H ❛♥❞ H′ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✽✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✉r ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❡
❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❞❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r
❡✈❡r② ✈❡rt❡① t❤❡ ♣♦✐♥t ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ✐t ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❡rt❡①✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ♥❡❣❛t❡❞ ♣❛✐r✳
◆♦✇ t❛❦❡ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦✐♥t s❡t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣❛✐r ❛♥❞ ✐s ❝✐r❝✉❧❛r ❆❇❆❇✲❢r❡❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ s❡ts✱ A ❛♥❞
B✱ ❛♥❞ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✱ a, b, c, d✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ a, c ∈ A \ B
❛♥❞ b, d ∈ B \ A✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛❧s♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❆❇❆❇❆❇✲❢r❡❡✱
❛♥❞ r❡str✐❝t✐♥❣ ✐t t♦ ❛♥② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✭♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✮ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❛s❡ s❡t ✐s S = (a, b, c) ✐♥
t❤✐s ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛ s❡t ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✐s F = {a, c}✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❞❡r t❤❡ ❜❛s❡ s❡t ✐s
(a, b, c, ā, b̄, c̄) ❛♥❞ {a, c, b̄} ✐s F ✳ ❆❢t❡r ✇❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ✇✐t❤ Y = {a}✱ ✇❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
r♦t❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r ❜❛s❡ s❡t ❜② ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ✏♥❡✇✑ ❜❛s❡ s❡t ❜❡❝♦♠❡s
S′ = {b, c, ā}✳ ■♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❞❡r F ✐s st✐❧❧ {a, c, b̄} = {b̄, c, ¯̄a} ✇❤✐❝❤ ✐s {c} ♦✈❡r S′ ✭❛s ♦♥❧②
c ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ S′✮✳

❖✉r ❡❛r❧✐❡r r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡
❛❜♦✈❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r
st❛t❡♠❡♥ts ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❝❦ ✇✐t❤ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧
❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✾✳ ❬❍❡❧❧②✬s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s❪ ■❢ ❛♥② t❤r❡❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢✲
♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ✈❡rt❡① ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✉❛❧ st❛t❡♠❡♥t✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
F ✱ ✐✳❡✳✱ H ❤❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❆❇❆✲❢r❡❡ F ❛♥❞ ✈❡rt❡① s❡t X ⊂ S s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② H ∈ H
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ F ∈ F s✉❝❤ t❤❛t H = F∆X✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❢♦r ❛♥② t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ X̄
t♦ F s✉❝❤ t❤❛t ✐t st❛②s ❆❇❆✲❢r❡❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ❛s
X̄∆X ∈ H ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳

❋♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t X̄ ❛♥❞ s♦♠❡ F ∈ F ✈✐♦❧❛t❡ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s x, y, z✳ ❇② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❤②♣❡r❡❞❣❡ G∆X ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ x, y, z✱ t❤✉s G ❛♥❞ X̄ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ x, y, z✳ ❚❤✉s F,G ∈ F
❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s x, y, z ❛s F, X̄ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ x, y, z✱
❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✵✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② t❤r❡❡ ❤②♣❡r✲
❡❞❣❡s t❤❛t ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦r ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ✈❡rt❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s✳

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② ❦❡❡♣s t❤❡ ♦r❞❡r❡❞
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❆❇❆✲❢r❡❡✳

http://jocg.org/
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ F ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦♥ ✈❡rt❡① s❡t S✳ ▲❡t F ∈ F ❜❡
❛ s♠❛❧❧❡st ❤②♣❡r❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ F ✳ ■❢ ✇❡ r❡♦r❞❡r S ❛s (F, F̄ )✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ F ❣♦ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥s✐❞❡ F ❛♥❞ F̄ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱
t❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ r❡♠❛✐♥s ❆❇❆✲❢r❡❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦r❞❡r ❜② < ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡ ❜② ≺✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ A,B ∈ F ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ a, c ∈ A \B ❛♥❞ b ∈ B \A t❤❛t s❛t✐s❢② a ≺ b ≺ c✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦✇ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t c ∈ F ✐♠♣❧✐❡s b ∈ F
❛♥❞ b ∈ F ✐♠♣❧✐❡s a ∈ F ✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s✳ ■❢ a, b, c ∈ F ♦r a, b, c /∈ F ✱ t❤❡♥ a < b < c✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ A ❛♥❞ B ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❛t F ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡✳ ■❢ a ∈ F ❛♥❞ b, c /∈ F ✱ t❤❡♥ ✇❡ ♠✉st
❤❛✈❡ b < a✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ B < F ✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❛t F ✐s s♠❛❧❧❡st✳ ■❢ a, b ∈ F ❛♥❞ c /∈ F ✱ t❤❡♥
✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ c < b✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ A < F ✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❛t F ✐s s♠❛❧❧❡st✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✷✳ ■❢ S = {a < b < c} ❛♥❞ F = {{a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}}✱ t❤❡♥ ✐♥ ❛♥②
r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ S ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ {a, c} ❣♦ t♦ ❢r♦♥t ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ {a < c < b}
❛♥❞ {c < a < b}✮ ❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✶ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t F ✐s ❛ s♠❛❧❧❡st ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡
❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❜② ✜rst ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ❢♦r ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r❡✜① s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❆❇❆✲❢r❡❡
❤②♣❡r❣r❛♣❤ F = {∅, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}} ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ FX = {F∆X | F ∈
F} ❢♦r ❛♥② X ⊂ S = {a, b, c}✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ X ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢
S t❤❛t st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ {a, c}∆X ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ FX ✐s ❆❇❆✲❢r❡❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇
♦r❞❡r✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ❛✈♦✐❞ s♦♠❡ ✈❡rt❡①
p ✐♥ S✱ t❤❡♥ Ĥ✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♦❢ H✱ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

Pr♦♦❢✳ ❙t❛rt ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ H✿ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ F ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t s❡t X s✉❝❤
t❤❛t H ⊂ {F∆X, F̄∆X | F ∈ F}✳ ❆♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ✇✐t❤ Y ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡❢♦r❡
p✱ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❣❡t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ H ✐♥ ✇❤✐❝❤ p ✐s t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✳ ❚❛❦❡ Ĥ✱ t❤❡ ❞✉❛❧
♦❢ H✱ ✇✐t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ F̂ ❛♥❞ X̂✳ ■♥ Ĥ✱ t❤❡ s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ p ✐s Hp = Fp∆X̂ ❢♦r
s♦♠❡ Fp ∈ F̂ ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t Fp ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ♦❢ F̂
✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✱ ❛s p ✇❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦✐♥t ♦❢ F✮✳ ◆♦✇
❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✶ t♦ ❣❡t ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Ĥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Fp ❛r❡ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✳ ❆s p ✇❛s ❛ ♣♦✐♥t t❤❛t ✇❛s ✐♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H✱ ✐♥ t❤❡
❞✉❛❧ Hp ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s♦ Fp = Hp∆X̂ = ∅∆X̂ = X̂✳ ◆♦✇ ❛♣♣❧② ❛❣❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼

t♦ F̂ ✇✐t❤ Y = X̂✳ ❲❡ ❣❡t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ (F̂ ′, X̂ ′) ♦❢ Ĥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ X̂ ′ = X̂∆X̂ = ∅✱ t❤❛t ✐s✱
Ĥ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸ t♦ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❡ ❣❡t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✉❛❧ st❛t❡♠❡♥t✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✹✳ ■❢ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ✐s ✭♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❛s✮ ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ t❤❡♥ H ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✺✳ ❬❍❡❧❧②✬s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s❪ ■❢ ❛♥② ❢♦✉r ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦✲
❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ✈❡rt❡① ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐✲
s♣❤❡r❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡tH ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② F ❛♥❞X ⊂ S✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str♦♥❣❡r st❛t❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡r❡
✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ F0∆X = H0 ∈ H t❤❛t ❤❛s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② t❤r❡❡
♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ✈❡rt❡① ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ♦❢
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ▲❡t X ′ = F̄0 = S \F0 ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② H′ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ S ❜② F ❛♥❞ X ′✳ ❆s H ′

0 = F0∆X ′ = F0∆(S \ F0) = S ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱
✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✹ t♦ H′ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ H ′

0 t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t H′ ✐s ❛
♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✐♥ H ❛♥❞
H′ ❛r❡ ✐♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② H ∈ H t❤❡r❡ ✐s ❛♥ G ∈ H′ ✭❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ s✉❝❤ t❤❛t
H = G∆X ′∆X✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥ H′ ❛♥② t❤r❡❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✇✐t❤ H0 ✐♥ H ✇❛s s♦♠❡ p ∈
H0 ∩H1 ∩H2 ∩H3✱ ✇❤❡r❡ Hi = Fi∆X ❢♦r 1 ≤ i ≤ 3✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s p ∈ (F0 \X) ⊂ (S \X ′)
♦r p ∈ (X \ F0) ⊂ X ′✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ p ∈ Fi ❛♥❞ p ∈ Fi∆X ′ = H ′

i✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱
p /∈ Fi ❛♥❞ p ∈ Fi∆X ′ = H ′

i✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② t❤r❡❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ♦❢ H′ ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✾ ❢♦r t❤❡
♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ H′✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t q t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❤②✲
♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ H′✳ ❉❡♥♦t❡ t❤✐s ♥❡✇ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❜② H+✱ ❛♥❞ ❧❡t S+ = S ∪ {q}
❛♥❞ X+ = X ′∆X ✭♥♦t❡ t❤❛t q /∈ X+✮✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H′+ = {G+∆X+ | G+ ∈ H+} ♦♥
t❤❡ ❜❛s❡ s❡t S+ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s {H ∪ {q} | H ∈ H}✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡
H ∈ H ✐s ✐♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ G ∈ H′ ✇✐t❤ H = G∆X ′∆X = G∆X+✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤
❤②♣❡r❡❞❣❡ H+ = G ∪ {q} ∈ H+ ✐s ✐♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ H ∪ {q} = G∆X+✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t H′+ = {G ∪ {q}∆X+ : G ∈ H′}❂④H ∪ {q} : H ∈ H}✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✻✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❤②♣❡r❡❞❣❡s
t❤❛t ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦r ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ✈❡rt❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s✳

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳ ❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ❤❛s ❛ 3✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ H✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲
❤②♣❡r❣r❛♣❤ Ĥ✳

■❢ ✐♥ Ĥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛t ♠♦st 3 ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ ✐♥ H t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ 3 ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r♠ ❛ 3✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✵ ✇❡ ❝♦✉❧❞
❛❞❞ ❛ ♣♦✐♥t t♦ Ĥ t❤❛t ✐s ✐♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸ t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ Ĥ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② H ✐ts❡❧❢✱ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✭♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡♠♣t② ❤②♣❡r❡❞❣❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞ ♣♦✐♥t✮✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ✸✳✻ ✐t ❤❛s ❛ 2✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ 3✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡✲❤②♣❡r✲
❣r❛♣❤ ❤❛s ❛ 4✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ▲❡t H ❜❡ t❤✐s ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❛❦❡ ❛❣❛✐♥ ✐ts ❞✉❛❧✱ Ĥ✳ ■❢
t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛t ♠♦st 4 ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ Ĥ✱ t❤❡♥ ✐♥ H t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
4 ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r♠ ❛ 4✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✻ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ❛❞❞ ❛
♣♦✐♥t t♦ Ĥ t❤❛t ✐s ✐♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ t❤✐s ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸ ✐♠♣❧②
t❤❛t H ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡✲❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤✉s ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✻ ✐t ❤❛s ❛ 2✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣
s❡t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ❛♥❞ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺✳ ❇❡✐♥❣ ❛ ❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛♥❞
❜❡✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❛r❡ ❤❡r❡❞✐t❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ c = 3 ❛♥❞ c = 4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ❣❡t t❤❡
♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣s r❡q✉✐r❡❞✳

5 ABAB-free hypergraphs and more

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❛✈❡♥♣♦rt✲
❙❝❤✐♥③❡❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❬✼❪✱ t♦ ♠♦r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧r❡❛❞②
♦♥❡ ♠♦r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ♥♦♥✲t✇♦✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ✐❢ H ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s A ❛♥❞ B ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s w < x < y < z s✉❝❤
t❤❛t w, y ∈ A \B ❛♥❞ x, z ∈ B \A✳

❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① s❡t ✐s ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ✐❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥
♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❆❇❆❇✲❢r❡❡✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♠✐❧❛r❧② t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✱ ❛♥ ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝ ❝✉r✈❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ♠♦st t✇✐❝❡✳

5.1 ABAB-free hypergraphs that are not two-colorable

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r 2✲❝♦❧♦r✐♥❣✳
❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❜② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲2✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ Hk ✐♥ ❛ tr✐❝❦②
✇❛② t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ❋✐rst ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❤②♣❡r❣r❛♣❤ Hk ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✸❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡t Gk ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ k✲❛r② tr❡❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ k✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r♦♦t❡❞ tr❡❡ s✉❝❤
t❤❛t ✐ts r♦♦t r ❤❛s k ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ Gk ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st k − 2 ❢r♦♠ r ❤❛s k
❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ k − 1 ❢r♦♠ r ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛❢s ✭✇✐t❤♦✉t ❝❤✐❧❞r❡♥✮✳

Hk ✐s t❤❡ k✲✉♥✐❢♦r♠ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❤②♣❡r❡❞❣❡s✳ ❋✐rst✱ ❢♦r ❡✈❡r②
♥♦♥✲❧❡❛❢ ✈❡rt❡① t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❢♦r♠ ❛♥ ❤②♣❡r❡❞❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❡✈❡r②
❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ✐♥ r ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡❛❢ ❢♦r♠ ❛♥ ❤②♣❡r❡❞❣❡✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t Hk ✐s ♥♦t t✇♦✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✳ ◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❛❧✐③❡ Hk s✉❝❤
t❤❛t ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

r

❋✐❣✉r❡ ✷✿ H3

J

J

H1

H1

H2

H3

H2 H3

S3 S2 S1

r

p1 p2 p3
p1 p2 p3

r

H1

H2

H3

❋✐❣✉r❡ ✸✿ H′
2 ❛♥❞ ✐ts r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣s❡✉❞♦♣❛r❛❜♦❧❛s ✭❢♦r k = 3✮

♣♦✐♥ts ❛❜♦✈❡ ♣s❡✉❞♦♣❛r❛❜♦❧❛s ✭s✐♠♣❧❡ ❝✉r✈❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ♠♦st t✇✐❝❡✮✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ Hk s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t Hk

✐s ❆❇❆❇✲❢r❡❡✳ ❲❡ ✜① k ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ H′
l ✭r❡s♣✳ G

′
l✮ t♦ ❜❡ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✭r❡s♣✳ ❣r❛♣❤✮ ✐♥❞✉❝❡❞

❜②Hk ✭r❡s♣✳ Gk✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st l−1 ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t
r ✐♥ Gk ✭H′

l ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡✱
✇❡ t❛❦❡ ✐t ♦♥❧② ♦♥❝❡✮✳ ❚❤✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r G′

1 ❤❛s ♦♥❡ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ♥♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✇❤✐❧❡ H′
1

❤❛s ♦♥❡ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ♦♥❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐t✱ ✇❤✐❧❡ H′
k = Hk ❛♥❞ G′

k = Gk✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐♥ G′

l ❡✈❡r② ♥♦♥✲❧❡❛❢ ✈❡rt❡① ❤❛s k ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ H′
l ❤❛s ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ s✐③❡ l ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♣❛t❤s ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② Hi ❢♦r s♦♠❡ i✮ ❛♥❞ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ♦❢ s✐③❡ k
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ s♦♠❡ ✈❡rt❡① ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡ ❜② Ji ❢♦r s♦♠❡
i✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

■♥ ♦✉r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐❧❧
❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣s❡✉✲
❞♦♣❛r❛❜♦❧❛s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳

❲❡ ✇✐❧❧ r❡❝✉rs✐✈❡❧② r❡❛❧✐③❡ H′
l✱ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❲❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠❛✐♥✲

t❛✐♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ✭♣s❡✉❞♦♣❛r❛❜♦❧❛✮ Hi ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❤❛s ❛
✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣ Si ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥s✐❞❡ Si t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ Hi ❤❛s t❤❡
❧♦✇❡st ❜♦✉♥❞❛r② ✭t❤✉s ♥♦ ♦t❤❡r ❤②♣❡r❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝ts Hi ✐♥s✐❞❡ Si✮✳ ❋♦r l = 1✱ t❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧
t♦ ❞♦ ❛s H′

1 ❤❛s ♦♥❡ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ♦♥❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ✈❡rt❡①✳ ❋♦r l = 2✱ ❋✐❣✉r❡ ✸
s❤♦✇s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✭❢♦r k = 3✮✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ l ✇❡ ❤❛✈❡ H′

l ❛♥❞
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t H′

l+1
✳ ❚❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ H′

l✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡ Hi ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♣❛t❤ Pi ✇✐t❤ ❡♥❞✈❡rt❡① pi✱ ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst ♠❛❦❡ k ✈❡rt✐❝❛❧❧②
tr❛♥s❧❛t❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ Hi ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡s❡ ❜② K1,K2, . . .Kk✳ ◆❡①t✱ ✉s✐♥❣
t❤❡s❡ k ❝♦♣✐❡s ♦❢ Hi✱ r❡❛❧✐③❡ H′

2 ✭❡①❝❡♣t t❤❡ r♦♦t r✮ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② s♠❛❧❧ ❛r❡❛ ✐♥s✐❞❡

http://jocg.org/


JoCG 10(1), 1–26, 2019 20

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

Ji

Ji

K1 K2 K3

pi

k1 k2 k3

k1 k2 k3

Hipi

k1 k2 k3

Hi K1

K2

K3

Si

K1

K2

K3

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡❝✉rs✐✈❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H′
l✿ ❛❞❞✐♥❣ k ❝❤✐❧❞r❡♥ t♦ ❛ ❧❡❛❢

Si✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ k ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts k1, k2, . . . kk s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② i✱ ki ✐s ❛❜♦✈❡ Ki ❛♥❞ ❜❡❧♦✇
❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ pi✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣❛r❛❜♦❧❛ Ji✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ki✬s ❜✉t ♥♦
♦t❤❡r ✈❡rt❡①✱ ❛s ❛ ♣❛r❛❜♦❧❛ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ki✬s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i✱
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Ki ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦♣② ♦❢ H′

2 ✐s t❤❡ str✐♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❤②♣❡r❡❞❣❡ t❤❛t ❡♥❞s ❛t ki✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❜②
r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢s pi ♦❢ H

′
l ✇❡ ❣❡t ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H′

l+1
✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② ♥✐❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❆❇❆❇✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✱
❧✐❦❡ ✇❡ ❤❛❞ ❢♦r ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✳

5.2 Bottomless rectangles and balanced colorings

❊✈❡r② ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐s
❆❇❆❇✲❢r❡❡✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❆❇❆✲❢r❡❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s
✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ ✏❛❇❆❜✑✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❆ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐s ❛❇❆❜✲❢r❡❡ ✐❢ ❢♦r ❛♥② t✇♦
♦❢ ✐ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s✱ A ❛♥❞ B✱ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❡s x1 < x2 < x3 < x4 ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ t❤❛t x1 ∈ A✱
x2 ∈ B \A✱ x3 ∈ A \B✱ x4 ∈ B✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶❪ t❤❛t ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ k ❝♦❧♦rs s✉❝❤ t❤❛t
❛♥② ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st 3k−2 ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡✈❡r② ❝♦❧♦r✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ✉s✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❥♦❝❣✳♦r❣

HX HY

H2

H1

H3

H4

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✲❢r❡❡ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤♦✉t ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t

❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts X = {(i, i) | i = 1..k} ❛♥❞ Y = {(k+ i, k+1− i) |
i = 1..k} ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡ ❢❛♠✐❧② t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✳ ❆ r❡❝t❛♥❣❧❡ HX ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ X✳

✷✳ ❆ r❡❝t❛♥❣❧❡ HY ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Y ✳

✸✳ ❘❡❝t❛♥❣❧❡s Hi ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ (i, i) ❛♥❞ (2k + 1− i, i) ❢♦r i = 1..k✳

❆♥② ❤✐tt✐♥❣ s❡t ❢♦r t❤❡ Hi r❡❝t❛♥❣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥s k/2 ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ X ♦r Y ✱ t❤✉s ✐t ✐s ♥♦t
(k/2− 1)✲s❤❛❧❧♦✇ ❢♦r HX ♦r HY ✭❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r k = 4 s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ❡①✐sts ❢♦r ❛♥② ❝♦♥t❛✐♥✲
♠❡♥t✲❢r❡❡ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡ ❢❛♠✐❧② t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ✜♥❞✐♥❣ c✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛ s❡♣❛r❛t❡
❝♦❧♦r ❝❧❛ss✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❡❛r❧✐❡r s❡❝t✐♦♥s✱ ❛❢t❡r k s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞
❝♦❧♦r❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦❧♦r❡❞
❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ (k + 1)✲st s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✜rst ❝♦❧♦r ❢♦r t❤❡♠✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧♦r ❢♦r t❤❡ (k+2)✲♥❞ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✱
❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ❧❡❢t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ i✲t❤ st❡♣ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣
s❡t ✐s ❝♦❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦❧♦r i ✭♠♦❞ k✮✱ ✇❤❡r❡ ❝♦❧♦r 0 ❛♥❞ ❝♦❧♦r k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳ ❚❤✐s
✇❛② ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ t❤❛t ✐s ♥♦t ❥✉st ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡❞
♣r♦♣❡rt②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ✐s c✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s❡t ✭❤②♣❡r❡❞❣❡✮ ♦❢
♦✉r ❢❛♠✐❧② ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ❛♥② t✇♦ ❝♦❧♦r ❝❧❛ss❡s ✐♥ ✐t ❜② n1 ❛♥❞ n2✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
n1 ≤ c(n2 + 1)✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ✐❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ❤❛s ❛ c✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✱ t❤❡♥ ✐t ❛❧s♦ ❤❛s ❛
c✲❜❛❧❛♥❝❡❞ k✲❝♦❧♦r✐♥❣ ❢♦r ❛♥② k✳ ❋♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛ ❝♦♥✈❡rs❡ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s❀ ✐❢ ❡✈❡r② s❡t
❤❛s s✐③❡ n✱ t❤❡♥ ❛♥② ❝♦❧♦r ❝❧❛ss ♦❢ ❛ c✲❜❛❧❛♥❝❡❞ n/c✲❝♦❧♦r✐♥❣ ✐s ❛ c2✲s❤❛❧❧♦✇ ❤✐tt✐♥❣ s❡t✳ ❋♦r
♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r✱ s♦ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛s❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr♦❜❧❡♠ ✺✳✻✳ ■s t❤❡r❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜♦tt♦♠❧❡ss r❡❝t❛♥❣❧❡s❄
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A Simple facts about pseudolines

❍❡r❡ ✇❡ ❧✐st s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

❆ ❝✉r✈❡ ✐s ❣r❛♣❤✐❝ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ x✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝✉r✈❡
t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts ❡✈❡r② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s s✉❝❤
t❤❛t ❡✈❡r② ❝✉r✈❡ ✐s ❣r❛♣❤✐❝✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡
✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts
t❤❡ ♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ s❡❧❡❝t❡❞✳

❋❛❝ts ❛❜♦✉t ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

■✳ ✭▲❡✈✐ ❊♥❧❛r❣❡♠❡♥t ▲❡♠♠❛✮ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ✭✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧r❡❛❞②✮✳

■■✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈✲
❡r② ♣❛✐r ♦❢ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s ✐♥t❡rs❡❝ts ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡
✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ♦t❤❡r ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✭✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✮✳

■■■✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣r❛♣❤✐❝ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ✇❡ ❝❛♥ ✭❛♥❞ ✇✐❧❧✮
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ❛r❡ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭❣r❛♣❤✐❝✮ ♣s❡✉❞♦✲
❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢
♣♦✐♥ts ❛❜♦✈❡ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳ ●✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts S ✭✇✐t❤ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮
❛♥❞ ❛ ❣r❛♣❤✐❝ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t L✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ HS,L ✇✐t❤ ✈❡rt❡① s❡t S s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ l ∈ L t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛❜♦✈❡ l ✐s ❛ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ HS,L✳ ❚❤❡♥ HS,L ✐s
❆❇❆✲❢r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts S ❛♥❞ ❛
❣r❛♣❤✐❝ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t L s✉❝❤ t❤❛t H = HS,L✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❛❧♠♦st tr✐✈✐❛❧✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❤②♣❡r❡❞❣❡s A,B ✐♥ HS,L

❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❆❇❆✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts a, b, c ∈ S✳ ❚❤❡ ♣s❡✉✲
❞♦❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s A ❛♥❞ B ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ℓA ❛♥❞ ℓB✳ ❚❤❡ ♣s❡✉✲
❞♦❧✐♥❡ ℓA ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ a ❜❡❧♦✇ a✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ b ❛❜♦✈❡
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p qp0 q

lB

lA

a

lB

lA

ab c b
c

pp0

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❘❡❞r❛✇✐♥❣ ❛ ❧❡♥s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s

b ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ c ❛❜♦✈❡ c✱ ✇❤✐❧❡ ℓA ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡s❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②
✭❛❜♦✈❡✴❜❡❧♦✇✴❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤✉s t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b
❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ str✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ b ❛♥❞ c✱ t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❆❇❆✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤
H(V,E) ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ V ✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❛r ♣♦✐♥t s❡t S ❛♥❞ ❛ ❣r❛♣❤✐❝
♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t L✳ ▲❡t S ❜❡ |V | ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ x ❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
✐♥ V s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦♥ V ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥ S✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ V ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ V ✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ A ∈ H ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞r❛✇ ❛♥ ℓA ❣r❛♣❤✐❝ ❝✉r✈❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
S ❛❜♦✈❡ ℓA ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ✐♥ A✳ ❉r❛✇ ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ℓA ❢♦r ❡✈❡r② A ∈ H✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❝r♦ss✐♥❣s✳ ❲❤❛t ✇❡ ❣❡t ✐s
❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡② ✐♥t❡rs❡❝t ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡✳
◆♦✇ ❛♠♦♥❣ s✉❝❤ ❞r❛✇✐♥❣s t❛❦❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠
t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

❆ss✉♠❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ℓA ❛♥❞ ℓB ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✭❛t ❧❡❛st✮
t✇✐❝❡✳ ▲❡t t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✭✐♥ t❤❡ x✲♦r❞❡r✮ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡ p ❛♥❞ q✱ ✇❤❡r❡ p ❤❛s
s♠❛❧❧❡r x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❛♥ q✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ℓA ✐s ❛❜♦✈❡ ℓB ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢
p ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ q✱ ✇❤✐❧❡ ℓA ✐s ❜❡❧♦✇ ℓB ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞
q✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧❡♥s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✐t ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✱
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ℓA ❛♥❞ ℓB t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢
p ✭❛♥❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ p′ ♥❡①t t♦ ❛♥❞ ❧❡❢t ♦❢ p ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥②✮ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡✐r ❞r❛✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ p ✭❛♥❞ p′ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✮ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❛t p✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ S ❜❡t✇❡❡♥ ℓA ❛♥❞ ℓB ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ p ✭❛♥❞
t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ p′✮✱ t❤❡♥ t❤✐s r❡❞r❛✇✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ℓA ❛♥❞
ℓB✱ s♦ ✇❡ ❣❡t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ H ✇✐t❤ ❧❡ss ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s
❛ ♣♦✐♥t (p′ <)a < p ❜❡❧♦✇ ℓA ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ℓB✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t p < b < q
❛❜♦✈❡ ℓA ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ℓB ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ ♣♦✐♥t q < c ❜❡❧♦✇ ℓA ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ℓB✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞
r❡❞r❛✇ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❧❡ss ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts a < b < c ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡
❆❇❆✲❢r❡❡♥❡ss ♦❢ H ❛s ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❧✐♥❡s✱ b ∈ A \B ❛♥❞ a, c ∈ B \A✳

B Small epsilon-nets for pseudohalfplanes

❍❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ǫ✲♥❡ts ♦❢ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ♦♠✐t ♣r♦♦❢s ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❤❛r❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❡①❛❝t❧② ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✷✽❪✳

▲❡t H = (V,E) ❜❡ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✳ ▲❡t ǫ ∈ (0, 1] ❜❡ ❛ r❡❛❧
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♥✉♠❜❡r✳ ❆ s✉❜s❡t N ⊆ V ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ǫ✲♥❡t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❤②♣❡r❡❞❣❡ S ∈ E s✉❝❤ t❤❛t |S| ≥ ǫ|V |✱
✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ S ∩ N 6= ∅✱ ✐✳❡✳✱ N ✐s ❛ ❤✐tt✐♥❣ s❡t ❢♦r ❛❧❧ ✏❧❛r❣❡✑ ❤②♣❡r❡❞❣❡s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥
t❤❛t ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ǫ✲♥❡ts ✭♦❢ s✐③❡ O(d/ǫ log(1/ǫ)) ❬✶✶❪ ❛♥❞
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤✐s ✐s ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✶✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s t❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t
♦♣t✐♠❛❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H = (P,E)
✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ E = {P ∩H | H ✐s ❛ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡}✳ ❋♦r t❤✐s
❤②♣❡r❣r❛♣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ǫ✲♥❡t ♦❢ s✐③❡ 2/ǫ−1 ❢♦r ❡✈❡r② ǫ ❬✷✾✱ ✷✽❪✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣s❡✉❞♦❤❛❧❢♣❧❛♥❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡s✳
❆❧s♦✱ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H̄✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ǫ✲♥❡t ♦❢ s✐③❡ 3/ǫ✳
◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t str♦♥❣❡r ❛s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❡❛❝❤
❝♦❧♦r ❝❧❛ss ✐♥t❡rs❡❝ts ❛❧❧ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❤②♣❡r❡❞❣❡s✱ t❤✉s ✇❡ ❣❡t ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥t♦
ǫ✲♥❡ts ✭❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ǫ✲♥❡t ❜② t❤❡ ♣✐❣❡♦♥❤♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮✳
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