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van de  twintigste  eeuw  was fietsendiefstal  een  niet  voorkomend  verschijnsel  in  Nederland. 
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1 

INTRODUCTION 

In 'a number óf  physical  systems oscillations can  be described  by one or  more weakly  non­

linear  second  order  partial  differential  equations of  the hyperbolic  type  (see for  instance 

[4,6,11­15,17,18,20,22,23]).  In  this  thesis the  following  initial­boundary  value problem 

will  be  considered  for  a  real­valued  function  u(x,t;e),  which  is either  scalar­valued  or 

vector­valued: 

0 < x  < 7T,  t > 0,  (1) 

0 < x < ?r,  (2) 

0 < x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ir,  (3) 

t > 0,  (4) 

where e is small, c independent of e, and d = 0 or d =  1. The operator  F  is defined  to be 

"F(u;e)(x,t) = f(x,t,u(x,t;e),  u{(x,t;e), ux(x,t;6);£). 

Furthermore,  the  real­valued  functions  u0,  u.  and  f  have  to  satisfy  certain  smoothness 

conditions,  which  will  be mentioned  in  the following  chapters. 

For scalar­valued  functions  the  initial­boundary  value problem  (l)­(4)  for  the  perturbed 

wave  equation  (d  =  0)  is  considered  in  chapter  1 and  for  the perturbed  telegraph  equa­

tion  (c  = d  =  1) in chapter  2. Moreover,  in chapter  2  the  restriction  has been made  that f 

solely  depends  on  x,  t  and  u(x,t;£).  In chapter  3 the  initial­boundary  value problem (1)­

(4)  for  a  system  of  perturbed  wave  equations  (d  =  0)  is  considered  for  vector­valued 

Utt  "  C  u xx  +  d u  +  £ p(u ; £)  =  °' 

u(x,0;«) = u0(x;e), 

ut(x,0;e) = Uj(x;e), 

u(0,t;<0 = u(jr,t;<0 = 0, 
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functions.  In  that  case  c  is  a  diagonal  matrix  with  positive  and  e­independent  diagonal 

elements. 

In  [4,5,18,20]  several  initial­boundary  value  problems  and  initial  value  problems  for 

second  order,  weakly  nonlinear  hyperbolic  equations  involving  a small parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e have 

been  considered  and  for  these problems several  methods have been developed  to construct 

formal  asymptotic  approximations of  the solutions. As usual  formal  asymptotic  approxima­

tions are defined  to be functions  satisfying  the differential  equation(s)  and  the  initial  con­

ditions  up  to  some  order  depending on the small  parameter  e. In a number of  papers [4,5, 

18,20]  it  is  suggested  or  assumed  that  a theory  for  the asymptotic  validity of  formal  ap­

proximations  of  the  solutions of  initial­boundary  value  problems  like (l)­(4)  is available. 

However,  this  is incorrect.  In  this  thesis an  asymptotic  theory  for  a class of  initial­bound­

ary  value  problems  for  (systems  of)  weakly  nonlinear  hyperbolic  equations of  order  two 

will  be  presented.  In  fact,  this  asymptotic  theory  can  be  regarded  as an extension of  the 

asymptotic  theory for ordinary  differential  equations as for  instance described  in  [2,8,25]. 

The  asymptotic  theory  presented  in  this  thesis  implies  the well­posedness (in  the classical 

sense)  of  the  initial­boundary  value  problem  (l)­(4)  and  the  asymptotic  validity  (as e 

tends to zero) of  a class of  formal  approximations on  long and «­dependent  time­scales. 

The  asymptotic  theory  is  applied  to several  initial­boundary  value problems  for  (systems 

of)  weakly  nonlinear  hyperbolic  equations of  order  two. In chapter  1 an  initial­boundary 

value  problem  for  the  Rayleigh  wave  equation  u  ­  u  = e (u  ­  ­r  u  J  is studied. In 
11  A. A.  I  J  I 

the  early  seventies  an  initial­boundary  value  problem  for  the  Rayleigh  wave  equation 

has  been  postulated  in  [22,23]  to  describe  full  span  galloping  oscillations  of  overhead 

transmission  lines.  From  an  aero­elastic  analysis  it  is shown  in chapter  1 that  this  initial­

boundary  value  problem  indeed  may, be  regarded  as  a simple  model describing  the  gal­

loping  oscillations  (in  the  vertical  direction)  of  overhead  transmission  lines. In  chapter  2 

an initial­boundary  value problem  for  a weakly  nonlinear  telegraph  equation  u  ­  u  + 
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3 
+ u  + eu  =  O is  studied. Finally  in chapter  3 an  initial­boundary  value problem  for  the 

following  system of  weakly  nonlinear  wave equations  is studied: 

vtt  "  Vxx  = e (a10Vt  +  a01Wt  +  a20V t  +  a l  l v t w t  +  a02W?  +  a 0 3 W P  ' 

wtt  "  Wxx  = e (b01Wt  +  b l  lvtWt  +  b 02 w t  +  b03W t^ • 

where  a.n ,a0 | , . . . ,b0­  are  e­independent  constants.  It  is  also shown  in chapter  3 that  this 

initial­boundary  value  problem  may be regarded  as a model describing  the galloping os­

cillations (in  the vertical  and  in  the  horizontal  direction) of  overhead  transmission  lines. 

For  the  aforementioned  initial­boundary  value  problems  asymptotic approximations  (as £ 

tends  to  zero)  of  the  solutions  will  be  constructed  using  a  two­timescales  perturbation 

method.  In  the  chapters  1 and  3 the  initial­boundary  value problems for  the (systems of) 

weakly  nonlinear  wave  equations  are  studied  by  rewriting  these problems  in  the charac­

teristic  coordinateszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a  =  x  ­  t  and  £ = x  +  t.  Although  it seems natural  to investigate  the 

initial­boundary  value  problems  for  the (systems of)  weakly nonlinear  wave equations by 

means  of  a Fourier  series expansion  of  the solution,  it  turns out  that  this approach  leads to 

computational  difficulties.  In  fact,  in this approach  a system of  infinitely  many,  coupled, 

nonlinear,  ordinary  differential  equations  is obtained,  which  in  general  is hard  to solve. 

To  approximate  the solution of  this system of  differential  equations  the truncation  method 

of  Galerkin  may be used. However,  for  the  so­obtained  approximation  asymptotic  validi­

ty  can  often  only  be  proved  on  a  time­scale  which  in  general  is  smaller  than  the  time­

scale  for  which  the  original  initial­boundary  value problem  has been  proved  to be  well­

posed.  In  chapter  2,  however­,  it  turns  out  that  the method of  Fourier  series expansion of 

the  solution  is  applicable  to  the  initial­boundary  value  problem  for  the  weakly  semi­

linear  telegraph  equation.  From  [4,6,17,18,20]  and  from  this  thesis  it may be concluded 

that  the  method  of  characteristic  coordinates  is  applicable  to  a  special  class  of  nonlinear 
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partial  differential  equations,  which  are  non­dispersive  in  the  unperturbed  case (that  is zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e = 0)  and  that  the  method  of  Fourier  series  expansion  of  the  solution  is  applicable  to a 

class  of  nonlinear  partial  differential  equations, which  are dispersive  in  the  unperturbed 

case. 
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CHAPTER  1 

AN  ASYMPTOTIC THEORY  FOR  A  CLASS OF  INITIAL­BOUNDARY 

VALUE  PROBLEMS  FOR  WEAKLY  NONLINEAR  WAVE  EQUATIONS  WITH 

AN  APPLICATION  TO  A  MODEL  OF  THE  GALLOPING  OSCILLATIONS  OF 

OVERHEAD  TRANSMISSION  LINES 

Abstract 

This  chapter  aims  to  contribute  to  the  foundation  of  the  asymptotic  methods  for  initial­

boundary  value  problems  and  initial  value  problems  for  weakly  nonlinear  hyperbolic 

partial  differential  equations  of  order  two.  In  this chapter  an  asymptotic  theory  for  a 

class of  initial­boundary  value  problems  for  weakly  nonlinear  wave  equations  is 

presented.  The  theory  implies  the  well­posedness  of  the  problem  in  the  classical  sense 

and  the  validity  of  formal  approximations  on  long  time­scales. 

As  an  application  of  the  theory  an  initial­boundary  value  problem  for  a Rayleigh  wave 

equation  is studied  in  detail  using  a  two­timescales  perturbation  method.  From  an  aero­

elastic  analysis  it  is shown  that  this  initial­boundary  value  problem  may  be  regarded  as  a 

model  describing  the  growth  of  wind­induced  oscillations  of  overhead  transmission  lines. 
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1.1. Introduction 

In this chapter  an asymptotic  theory  is presented  for  the  following  initial­boundary  value 

problem  for  a nonlinearly  perturbed  wave equation 

utt  "  uxx  +  £f(M,u,ut,ux;e)  = 0 ,  0 < x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t,  t > 0,  (1.1.1) 

u(x,0;e) = UQ(X;£) and ut(x,0;e)  = uj(x;e),  0 < x < 7r,  (1.1.2) 

u(0,t;e) = u(jr,t;e) = 0,  t  > 0,  (1.1.3) 

with  0  <  | e |  <  £Q «  1  a"d  where  the  nonlinearity  f  and  the  initial  values  UQ and  uj 

have  to  satisfy  certain  smoothness  properties,  which  are  mentioned  in  section  1.2.  The 

asymptotic  theory  implies  the well­posedness  (in  the classical  sense) of  the  initial­bound­

ary  value  problem  (1.1.1)—(1.1.3)  and  the  asymptotic  validity  of  formal  approximations. 

In  this  chapter  formal  approximations are defined  to be functions  that satisfy  the  differ­

ential equation and the initial values up to some order  depending  on  the small  parameter e. 

In  [11]  a  similar  asymptotic  theory  has  been  developed  for  an  initial­boundary  value 

problem  for  the  weakly  semi­linear  telegraph  equation 

utt  "  uxx  + u  + *f(x,t,u;€)  = 0,  0 < x < ir, t > 0, 

subject  to the inital and boundary conditions  (1.1.2) and  (1.1.3). The well­posedness of  that 

problem  and  the  asymptotic  validity  of  formal  approximations  could  be  established  on a 

time­scale  of  order  | e |  _ 1 / 2 .  For  the  initial­boundary  value  problem.(l.l.l)­(l.1.3)  it 

will  be shown  that  a time­scale of  order  | e | " '  can  be obtained. 

The  asymptotic  theory  in  [11]  and  the asymptotic  theory  presented  in  this chapter  can be 

regarded  as  an  extension  of  the  asymptotic  theory  for  ordinary  differential  equations as 
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for  instance described  in  [1,2,8,25]. In a number of  papers  for  instance  in [5,6,18,22,23], 

it  is suggested  or  assumed  that  an  asymptotic  theory  for  the validity of  formal  approxi­

mations of  the solutions of initial­boundary value problems  like (1.1.1)­(1.1.3)  is available. 

In  [5,20]  it  is  taken  for  granted  that  in  [8]  a  justification  is  given  of  a  perturbation 

method  introduced  in  [4], An  important  part  of  the  justification,  namely  an  estimate of 

the  difference  between  the  exact  solution  and  the  formal  approximation  is  not  given  in 

[8].  Furthermore,  the  time­scale  on  which  the  results  might  be valid,  is not specified  in 

[8]. Some  authors,  as  for  instance  [3,8,20],  have  noticed  that  these  validity  proofs  were 

absent  or  far  from  complete.  In  the  literature  only  recently  some  asymptotic  validity 

proofs  have  been  given.  For  instance  in  [3]  a  rather  successful  approach  has been  intro­

duced  to  justify  a number  of  formal  perturbation  methods. However,  this approach  is  in­

complete  because  in  [3] the presumption  is made  that on sufficiently  large time­scales  the 

initial  value  problems  under  consideration  are  well­posed  in  some  (not  specified)  sense. 

Some other  asymptotic results have  been obtained  in  [6,19,27] by  rewriting  (1.1.1)—(1.1.3) 

as  an  initial  value  problem  for  a  system  of  infinitely  many  ordinary  differential  equa­

tions in  a Hubert  or Sobolev space. 

This  chapter,  being  an attempt  to contribute  to the  foundations  of  the asymptotic methods 

for  weakly  nonlinear  hyperbolic  partial  differential  equations,  is organized  as follows. In 

section  1.2  the  well­posedness  of  the  problem  is  investigated  and  established  on a time­

scale  of  order  | e | " ]  and  in section  1.3  the  asymptotic  validity  of  formal  approximations 

is  studied.  The  asymptotic  theory  is  applied  in  section  1.5  to  the initial­boundary  value 

1  3 problem  (1.1.1)­(1.1.3)  with  f(x,t,u,ut,ux;e)  =  ­u t  +  ­j  u t.  In  the  early  seventies  this 

initial­boundary  value  problem  for  the  Rayleigh  wave  equation  has  been  postulated  in 

[22]  to  describe  full  span  galloping  oscillations  of  overhead  transmission  lines. In section 

1.4  it  follows  from  an  aero­elastic  analysis  that  this  initial­boundary  value problem may 

indeed  be  regarded  as a  model  which  describes  the  growth  of  wind­induced  oscillations 
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of  overhead  transmission  lines. Using atwo­timescales perturbation method, as for  instance 

successfully  used  in  [4,6,11,17,18],  an  asymptotic  approximation  of  the  solution  of  the 

aforementioned  initial­boundary  value  problem  will  be  constructed.  Finally  in  section 

1.6  some  remarks  are made on  the asymptotic  theory applied  to initial  and  initial­bound­

ary  value  problems  for  the  weakly  nonlinear  wave  equations.  Furthermore,  some  of  the 

results obtained  in  the  literature  are  discussed. 
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t  > 0,  0 < x  .< ir,­ • 

0  <  x  <  TT, 

0  <  X  <  7T, 

t > o, 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

(1.2.3) 

­. ­  (L2.4) 

1.2. The well­posedness ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  the problem 

In  this  chapter  the  following  weakly  nonlinear  initial­boundary  value, problem  for  a 

(with  respect  to x and  t)  twice continuously  differentiable  function  u(x,t;e) is considered. 

utt  ­  uxx  +«F(u;e) = 0, 

u(x,0;O ­  uo(x;e), 

ut(x,0;£) = ui(x;e),  ; 

u(0,t;e) = u(7r,t;€) = 0,  .  ; 

where 

F(u;e)(x,t) = f(x,t,u(x,t;e),ut(x,t;e),ux(x,t;e);€),  (1.2.5) 

0  <  I e  IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA   ̂ (Q «  U and  where  f(x,t,u,p,q;£),  ug(x;e) and  uj(x;e)  satisfy 

f' "II' ~fu~' ~fp~' ~fq~ ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  CW>*]  * [0'°°^ X1R3 *  [­e0.e0l.*> 

with  F(u;e)(0,t) = F(u;e)(5r,t) = 0  for  t > 0,  '  (1.2.6) 

2 
dun  d  UQ 

u 0 , ­ ^ , ­ ^ y  eC([0,7r]xH0,€0],]R) 

with  UQ(0;C) = uo(5r;e) = u'ó(0;e) = u'ö(7r;e)= 0,­and  ,  (1­2.7) 

Sui 
u , , ­ ^  e  C([0,ir] x [­«0,e0],3R)  with  u1(0;e) = u1(jr;€)=0.  (1.2.8) 

Furthermore,  f(x,t,u,p,q;e)  and  its  partial  derivatives  with  respect  to  x,u,p  and  q  are 
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assumed  to be uniformly  bounded  for  those values of  t under  consideration. 

To  prove  existence  and  uniqueness  in  the  classical  sense  of  the  solution  of  the  initial­

boundary  value  problem  (1.2.1)­( 1.2.4) an  equivalent  integral  equation  will  be  used. In 

order  to  derive  this  integral  equation  the  initial­boundary  value problem  is  transformed 

into an  initial  value  problem  by  extending  the  functions  f,  UQ and  uj  in  x  to odd and 

27r­periodic  functions  (see  for  instance  [7,  chapter  5] or  [28, chapter  2]). The  extensions 

of  u,  f,  UQ and  uj  are denoted  by  u  ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  ,  UQ and  uj  respectively. Then,  assuming  that  the 

solution  u  of  the  initial  value  problem  is  twice continuously  differentiable,  an  integral 

equation  for  the solution of  the  initial  value problem  is given  by 

t  x+t­r 
u*(x,t;e) = ­  4  f*(£,T,u*(Z,r,e),u*((,r,e),u*(S,r,e);e)  d(dr + 

Z  J 0  J x­ t+r  T  4 

x+t 

+  ­Uo(x+t;e)+  ­U0(x­t;e)  +  y f  u*(£€)d£.  (1.2.9) 
J  x­t 

Using  reflection  principles  (1.2.9)  can  be  rewritten  as  an  integral  equation on  the semi­

infinite  strip  0<x<»r ,  0 < t < o o ,  yielding 

t  JT 

u(x,t;e) = \  j " o  ƒ  G«,r,x,t)F(utftë.Odedr  +  »**.*).  d­2.10) 

where G  and  u^ are given  by 

G(£,r;x,t)  =  £  { H(t­T­e+2kjr­x)H(t­r+£­2k7T+x)  + 
k e Z 

­H(t­r+£+2kjr­x)H(t­r­£­2kir+x)  }  (1.2.H) 

and 

u^x.ttf  = \  j  {  u0(£«) ­§7  tt,0;x,t)  ­  Ul(^)G(f,0;x,t)}  df,  (1.2.12) 
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in  which  H(a)  is  a  function  onJR  which  is  equal  to  1 for  a  >  0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­z  for  a = 0 and  zero 

otherwise. In (1.2.12)  it  is assumed  that G  is differentiated  according  to the  rule 

­ £ {  H(f(r))H(g(r))}  =  60(((T))  ^  H ( g ( r ) )  +  H(f(T»50(s(T))  ^ p ,  where  50  is  the 

Dirac  delta  function.  In  fact,  G  as  defined  by  (1.2.11)  is  the  Green's  function  for  the 

a2  a2 

differential  operator  L  =  —z  ­  —z  and  the  boundary  conditions  (1.2.4).  It  is  worth 
at2  dx2 

noticing  that  the  solution  of  the  linear  initial­boundary  value  problem  (1.2.1)­(1.2.4) 

(that  is with  F  = 0)  is given  by U£(x,t;e). 

Some  elementary  calculations  show  that  if  v(x,t;e)  is  a  twice  continuously  differentiable 

solution  of  the  initial­boundary  value problem  (1.2.1)­(1.2.4)  then  v(x,t;e) is a solution of 

the  integral  equation  (1.2.10). And  if  w(x,t;e)  is a twice continuously  differentiable  solu­

tion  of  the  integral  equation  (1.2.10)  then  it can  easily  be shown  that  w(x,t;e)  is a.solution 

of  the  initial­boundary  value  problem  (1.2.1)­(1.2.4).  Hence,  the  integral  equation 

(1.2.10)  and  the  initial­boundary  value  problem  (1.2.1)­(1.2.4)  are  equivalent  if  twice 

continuously  differentiable  solutions  exist.  Now  it  will  be  proved  that  a  unique,  twice 

continuously  differentiable  solution of  the  integral  equation  (1.2.10) exists on a region JL 

of  the  (x,t)­plane.  And  so,  a unique  and  twice continuously  differentiable  solution exists 

for  the initial­boundary  value problem (1.2.1)­(1.2.4) on  JL­

In  order  to prove existence and  uniqueness  in  the classical  sense.of  the solution of the  non­

linear  integral  equation  (1.2.10) a fixed  point  theorem  will  be used. Let  J L be given  by 

J L =  {(x,t) |0  < x<  TT,  0<  t < L | e | ­ ^  (1.2.13) 

2 
in  which  L  is  a  sufficiently  small,  positive constant  independent  of  t. Let  C M U J J  be  the 

space  of  all  real­valued  and  twice  continuously  differentiable  functions  w on  J L  with 

norm  ||.  ||  defined  by 
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2  Ji+Jw(x,t)  I  <  M. 
ax'atJ  I 

I j "  I  m3X 

JL  i,j=0  (x,t)GJL 

i+j<2  . 

From  the  smoothness  properties  of  UQ and  uj  it  follows  that (for  fixed  UQ and  U]) there 

exists a positive constant Mj. independent  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e such  that, 

l | u / l l j L * 4 M l .  (J­2.14) 

and  from  the smoothness properties of  F(u;e)(x,t) (as defined  by (1.2.5) and (1.2.6)) it  fol­. 

lows that  there exist e­independent  constants M2 and  M3 such  that, 

1  Hk 
£  l ­ V  F(v*Xx,t) |  <M 2 ,  (1.2.15) 

k=0  dx 

1  .k 
£  | ­ V  (F(v;6)(x,t)  ­  F(w;€)(x,t))  |  < M3  || v­w  ||  ,  (1.2.16) 

k=0  dxK  JL 

2 
for  all  (x,t)  G  J L , e e  [­*(){$]   and  v,w  G  C M . ( J L ) .  Now  let  the  integral  operator  T: 

C^(JL)  ~*  C^(JL) ,  which  is  related  to the  integral  equation  (1.2.10), be defined  by 

t  n 
(Tw)(x,t)  B ­ |  ƒ  J o  G(f,r;x,t)F(w;£)(f,r)  d£dr  + u^x,t;e),  (1.2.17) 

where  G,  F  and  U£ are  given  by (1.2.11), (1.2.5) and  (1.2.12)  respectively.  According  to 

Banach's  fixed  point  theorem  the  integral  operator  T  has  a  unique  fixed  point  in 
2 

C M I ( J J J  if  the operator  T  satisfies 

(i)  T i C ^ j d O ­ c f v j j d L X a n d 

(ii)  | |Tv ­Tw| | j  <k  || v­w  ||  with  0 < k < 1, for  all  v,w  e  C ^ U L ) . 
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t­T+£­2Tt+X = 

Figure  1.2.1: Subregions  in V with the corresponding  values of  the 

Green's function  G((j;x,t). 

Now,  it  will  be proved  that  the  integral  operator  T satisfies  these two conditions. It  is not 

2 difficult  to  show  that  T  maps  C M / J I J  into  the  space  of  twice continuously  differenti­
2 

able  functions  on Jj^.  In order  to prove  that T maps  C M . ( J J J  into itself  an  estimate of  the 

Green's  function  G(£,r;x,t) should  be obtained  for  0  < £ < n,  0 < r  < t and  fixed  x and  t. 

In  figure  1.2.1  the  characteristics  from  the point  (x,t) and  the  reflected  characteristics at 

the  boundaries  £ =  0 and  (  = v are drawn  in  the (£,r)­plane. These (reflected)  character­

istics divide  the  region  V = {(£,r) | 0  < $ < JT, r  > 0} into a finite  number of  subregions. In 

each  subregion  G(£,r;x,t)  can  be  determined  by  evaluating  (1.2.11).  These  values  are 

given  in  figure  1.2.1. The following estimate of G(£,r;x,t) can now be made for  0 < f  <  JT, 

T > 0 and  fixed  x and  t: 
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|G(£,T;x,t)|  <  1.  (1.2.18) 

Using  (1.2.13)­(1.2.15),  (1.2.17)­(1.2.19)  the  following  estimate can  be made 

| T V | | J L < | | T V ­ U J | J L + | | U , | | J L , 

2  • • 
<  £  max  |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­f~  ((Tv)x,t)­u/x,t;£))  |  + J M ,  < 

i,j=0  (x,t)eJL
  a x ' a t J  C  l 

i+j<2 

<  ( y  + 5 J M2L + «QM2  +  "9  M l 

2 
for  all  v  e  C J ^ . ^ L ) .  NOW  €Q  n a s  D e e n  assumed  to  be  sufficiently  small  and  so,  there 

exists  an  e­independent  constant  L  such  that  ( y  +  5JM2L  +  «QM2  ­  ~J Mj.  Hence, 

| | T v | | j  <  Mj  for  all  v  e  C M J U J J ­  S0­  T  m a P s  c M i  i n t 0  i t s e l f­  U s i n S  (1­2.13), 
2 

(1.2.16)­(1.2.19)  it  will  be  shown  that  T  is  a  contraction  on  CMI( JL) ­  Let  v  and 
2 

w 6  C M I U L X  then  the following  estimate can be obtained 

II Tv­Tw  || J L  S  (  C­f  + 5) M3L  +  <0M3)  || v­w  ||  ^ 

It  is  obvious  that  there  exists  an  «­independent  constant  L  such  that  ( y  + 5JM3L + 

+ «0^3  ^  k <  1.  Since  there  always  exists  a  constant  L  independent  of  e  such  that 

( y  + 5) M2L  + e0M2  < y  Mj  and  ( y  + 5) M3L + e0M3  < k <  1,  it  follows  that T maps 

2  2 
CMi(JL)  into itself  and  that  T  is a contraction on  C M , ( J L ) ­  Banach's  fixed  point  theorem 

2 
then  implies  that  T  has  a  unique  fixed  point  in  C M I ( J L ) ­  t n a t  i s> a  un iQu e  a n d  twice 

continuously  differentiable  function  on  Ji^. Hence,  the  solution  of  the  integral  equation 

(1.2.10)  is  unique  and  twice  continuously  differentiable  on  Jj^. And  so, on  Jj^ a unique 

and  twice continuously  differentiable  solution  exists for  the  initial­boundary  value prob­

lem (1.2.1)­(1.2.4). 
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Next  it  will  be  shown  that  the  solution  of  the  initial­boundary  value  problem  (1.2.1)­

(1.2.4)  depends  continuously  on  the  initial  values.  Let  u(x,t;e)  satisfy  (1.2.1 )­(1.2.4)  and 

let  u(x,t;£)  satisfy  (1.2.1),  (1.2.4),  u(x,0;t)  = UQ(x;e) and  ut(x,0;e) = ui(x;t), where  ug and 

uj  satisfy  (1.2.7) and  (1.2.8). Let  u^ be given  by 

■K 

ü^x.tje)  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  |  {u 0 (60  ­§7 (e,0;x,t)  ­  i1(£e)Gtf,0;x,t)}  d£. 

After  subtracting  the  integral  equations  for  u and ü,  using  (1.2.10),  (1.2.13), (1.2.16) and 

2 
(1.2.18), assuming u and  u e  C M . ( J J J ,  o n e  obtains  the  estimate 

U"u  'I J L
S  C C^+ 5)  M 3 L + eQM3)  || u­ü || ^   +  || H­Üt  || J L < 

*  k  II  u "ü  II j L
  +  II  u r " £  II  j L

  w»th  0 < k < 1. 

This  inequality  implies  || u­u  ||  .  < ­j—r  || U£­U£ ||  .  with  0 < k < 1. 

So,  small  differences  between  the  initial  values  generate  small  differences  between  the 

solutions  u  and  u  on  Jj^.  In  other  words  the  solution  of  the  initial­boundary  value 

problem  depends  continuously  on  the  initial  values. The  following  theorem on the  well­

posedness of  the problem can now be  formulated. 

Theorem 1.2.1 

Suppose  that  F,  UQ and  \i\  satisfy  the assumptions (1.2.6)­( 1.2.8). Then  for  any e satisfy­

ing  0 <  \e\  <  €Q «  1, the nonlinear  initial­boundary  value problem (1.2.1)­(1.2.4)  and 

the  equivalent  nonlinear  integral  equation  (1.2.10) have the same, unique and  twice con­

tinuously  dif ferentiable  solution  for  0 < x < ?r and  0 < t < L | e | " ' , i n  which  L  is a suf­

ficiently  small,  positive  constant  independent  of  «.  Furthermore,  this  unique  solution 

depends continuously on  the  initial  values. 
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1.3. On the validity of  formal  approximations 

Since.the  initial­boundary  value problem  (1.1.1)­(1.1.3)  contains a small  parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e.  per­

turbation  methods  may  be  applied  for  the  construction  of  approximations  to the solution.. 

In  most  perturbation  methods  for  weakly  nonlinear  problems  a  function  is  constructed 

that  satisfies  the  differential  equation  and  the  initial  conditions  up  to  some  order 

depending  on  the  small  parameter  e. Such  a  function  is usually  called  a formal  approxi­

mation;  To  show  that  this  formal  approximation  is an  asymptotic approximation  (as e —»  0) 

requires  an  additional  analysis.  Therefore  suppose  that  on  Jj^ (given  by  (1.2.13)) a twice 

continuously  differentiable  function  v(x,t;e)  is constructed  satisfying 

vtt  "  vxx  + «F(v;0=  | e | m  Cj(x,t;e),  m > l ,  (1.3.1) 

v(x,0;e)  = u0(x;O +  | e  | m­l  c2(x;£) = v0(x;«),  0 < x < »,  (1.3.2) 

vt(x,0;e) = Ul(x;£) +  | e \ m­1  C3(x;e) =  Vj(x;e),  0 < x < x,  (1.3.3) 

v(0,t;e)  = v(7r,t;e) = 0,  0 < t < L | « | ­ l ,  (1.3.4) 

where e, F,  UQ and  uj  satisfy  (1.2.5)­(1.2.8)  and  where  c j , c2  and  C3 satisfy 

5 c l  .  .  1 
ch  ­£  e  C([0,TT] x  [0,L  | e |  ­1]  x {­e0,€Q],lR) 

withc1(0,t;£)  = c1(?r,t;e) = 0,  for  0 < t < L|e|~J,  (1.3.5) 

3CT  d  c? 
C2'  ^ '  ~ ^ 2  e  C ( [ 0 , , r ]  *  f^O^Ol.^) 

with c2(0;e) = c2(7r;<:) = c2(0;e) = c'2(jr;£) = 0,  and  (1.3.6) 

3c­i 
c3>  ­  ̂ £  C([0,TT] x  l­e0,e0],lR)  with  c3(0;«) =­c3(jr;<0 = 0.  (1.3.7) 
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Furthermore,  ci(x,t;e)  and  its  derivative  with  respect  to  x  are  supposed  to  be  uniformly 

bounded  for  those values of  t  and  e under  consideration.  From  theorem  1.2.1  it  follows  that 

the  initial­boundary  value  problem  (1.3.1)­(1.3.4)  has a  unique,  twice  continuously  dif­

ferentiate  solution  on  a  time­scale  of  0(|£|~').  This  initial­boundary  value  problem  can 

then  be  transformed  into  the equivalent  integral  equation 

t  JT 

v(x,t;e)  =  ­ |  ƒ  ƒ  G(£,r;x,t)F(v;0(£,T)  d£dr  +  v^(x,t;e),  (1.3.8) 

where  G  is given  by  (1.2.11)  and  where  F  and  v^ are  given  by 

F(v;<0(x,t)  s  F(v;e)(x,t)  ­  | e | m '  •  Cl(x,t;e)  and 
w 

V£(x,t;0  =  ­ i  J o  {v 0 ( f r )  | 5 .  (£,0;x,t)  ­  vj(fie)G(£,0;x,t)}  d£. 

Now,  it  will  be  shown  that  the  formal  approximation  v  is an  asymptotic  approximation  (as 

€ ­+ 0)  of  the  solution  of  the  initial­boundary  value  problem  (1.2.1)­(1.2.4)  if  m  >  1,  that 

is,  it  will  be  proved  that 

II u­v  II T  =  0(5(e)),  where  lim  6(e) =  0. 

Moreover  5(e) will  be  derived  explicitly.  This  result  implies  that 

lim  | u(x,t;t)  ­  v(x,t;e)  |  =  0  for  (x,t)  e  J L . 
e—»0 

Subtracting  the  integral  equation  (1.3.8)  from  the  integral  equation  (1.2.10),  supposing 

that  v£  satisfies  (1.2.14)  and  that  F  satisfies  (1.2.15)  and  (1.2.16),  using  (1.2.13),  (1.2.16), 

2 
(1.2.18)  and  the  fact  that  u,v  6  C ^ I C L ) ­  t n e  following  estimate  is  obtained 
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! u­v  II J L  <  (  ( |  + 5)  M3L  + e0M3)  || u­v  || ̂   +  || c || J L  +  || u£­v< || ̂   < 

< k | | u ­ v | | j L +  | | C | | J L +  | | u r v , | | j L , 

with  O < k <  1 and  where c is given  by 

I  I m  t  f 
c(x,t;£) = ­^y  f  f  G(e,r;x,t)c,(£,r;É)d£dr, 

2  JO J  O 

and where  U£  ­  v£ is given  by 

I  I m­1  wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  <•  

U£(x,t;6)  ­  v^(x,t;e) =  ­  ­ ^  J  {c2(fiO  | f  (É,0;x,t)  ­  c3(fr)G(£,0;x,t)}  d£ 
Hence, 

H J L ­ T ^ k  { I I c I I J L
  +  Hu«­v£lljL}  w i t h o < k < i . u­v  T  < 

From  the  smoothness  properties  of  c j ,  c2  and  C3 it  follows  that  there  exists a constant K 

independent  of  e, such  that 

I | C | | J L <  (C­ f+5)  K L +  | e | K ) | £ r ­ l  and 

l | u r v £ | | j L <  ( | + H )  K | e | » ­ 1 . 

*•  Hu­v i ijL^  ' T ­ ~ k
K { l f  +  5 ) L +  i £ i + i + 1 I > 

For  m  >  1  this  inequality  implies  the  asymptotic  validity  (as  t  ­»  0)  of  the  formal 

approximation  v. The following  theorem  has n^w been  established. 
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Theorem 1.3.1 

Let  the  formal  approximation  v  satisfy  (1.3.1)­(1.3.4)i  where  e,  F,  UQ and  uj  are given 

by  (1.2.5)­(1.2.8)  and  where  ei,  C2 and  C3 satisfy  (1.3.5)­(1.3.7).  Then  for  m  >  1,  the 

formal  approximation  v  is an  asymptotic approximation  (as e —»  0) of  the solution  u of  the 

nonlinear  initial­boundary  value problem (1.2.1)­(1.2.4). The asymptotic approximation v 

is  valid  for  those  values  of  the  independent  variables  x and  t  for  which problem (1.2.1)­

(1.2.4) has been  proved  well­posed. That  is, 

| | u ­v | |  = 0 ( | e | m ­ l ) ,  implying  | u(x,t;e)  ­  v(x,t;0  |  =  0 ( | e | m ­ l ) 

for  0 <  x  < w and  0  <  t  <  L | e j _ 1 ,  in which  L  is a sufficiently  small, positive constant 

independent of e. 
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1.4. A simple model of  the galloping oscillations of overhead transmission lines 

InzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  this  section  a  simple  model  describing  the  galloping  oscillations  of  overhead  trans­

mission  lines  will  be. derived.  Galloping  can  be  described  as  a  low  frequency,  large 

amplitude  phenomenon  involving  an almost purely  vertical  oscillation of  single­conductor 

lines  on  which  for  instance  ice has accreted. The  frequencies  involved  are so low  that  the 

assumption  can  be made that  the  aerodynamic  forces  are as in steady  flow. Another  conse­

quence  of  these  low  frequencies  is  that  structural  damping  may  be  neglected.  In  severe 

cases  galloping  may  give  rise  to  conductor  damage  due  to  impact  of conductor  lines and 

due  to  flashover  as. a result of  a  phase­difference  between  conductor  lines, for  which  the 

mutual  distance  has  become  too  small.  The  usual  conditions  (see  [26])  causing  galloping 
s 

are  those  of  incipient  icing  in  a  stable  atmospheric  environment  implying  uniform  (but 

not necessarily  high  velocity)  airflows. 

A  symmetric  circular  conductor  in  a  horizontal  airflow  cannot exhibit  galloping  because 

it  cannot  generate  a  force  that  lifts  the  conductor  against  gravity.  On  the other  hand, a 

conductor  on  which  ice  has  accreted  may  gallop  if  it  adopts  a  suitable  attitude  to  the 

wind.  To  describe  this  phenomenon a right­handed  coordinate system  is set up where one 

of  the  endpoints  of  the  conductor  is  the  origin.  Through  this  point  three mutually  per­

pendicular  axes  (the  x­,  y­  and  z­axis)  are  drawn,  where  the z­axis coincides  with  the 

direction  of  gravity.  The  three  coordinate  axes span  the  three coordinate planes  in space, 

the  (x,y)­,  (x,z)­  and  (y,z)­planes.  On  each coordinate axis a unit  vector  is fixed:  on the 

x­axis  the  vector  ex,  on  the  y­axis  the vector e y  and on  the z­axis  the vector e z ,  which 

has  a direction  opposite  to gravity. The coordinate axes are directed  by  these vectors, such 

that  a  right­handed  coordinate system is obtained. The coordinates of  the endpoints of  the 

conductor  are supposed  to be (0,0,0) and  (£,0,0), wherezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I  is the distance between  the  end­

points. To  model  galloping  a  cross­section  (perpendicular  to the  x­axis) of  the  conductor 
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with  ice  ridge  is considered. Assume that all cross­sectional  shapes are  identical  and  sym­

metric." Along  the  axis  of  symmetry  of a cross­section  a vector  e s  is defined  to be  direct­

ing  away  from  the  ice  ridge  and  starting  in  the  centre  of  the  cross­section.  In  figure 

1.4.1  the  centre  of  the cross­section  is considered  to be at x = XQ,  y = yg and  z =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZQ with 

0  < XQ < I < t^,  where ^  is the  length  of  the  conductor. 
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Figure  1.4.1. Cross­section  of  the circular conductor with ice  ridge. 

Let  w(x0,t)  denote  the  z­coordinate  of  the  centre of  the cross­section  at  x =  XQ and  time 

t.  Assume  that  every  cross­section  perpendicular  to  the  x­axis  oscillates  in  the  (y,z)­

plane.  Furthermore,  assume  that  torsion  of  the conductor  may  be  neglected. Let  the static 

angle  of  attack  as  (assumed  to'be constant  and  identical  for  all cross­sections)  be  the angle 

between  e s  and  the  uniform  airflow  v^ ,  that  is.Qj  := Z_ (e^v^)  with  \a%\  < w.  In  this 

uniform  airflow  with  flow  velocity  v ^  = v^e,,  ( v^  > 0) the conductor  may oscillate due 

to  the  lift  force  LeL and  the drag  force  Dep.  It should  be noted  that  the drag  force  Derj 
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has  the  direction  of  the  virtual  windvelocity  vs  =  v ^  ­  ­­r—  e z  and  that  the  lift  force 

LeL  has  a  direction  perpendicular  to  the  virtual  windvelocity  vs  (eL  is chosen  perpen­

dicular  and  anti­clockwise  to  erj).  In  figure  1.4.1  the  forces  Lej^ and  D e p  acting  on  the 

cross­section  are  given.  Since  galloping  is  an  almost  purely  vertical  oscillation  only 

vertical  displacements  of  the  conductor  will  be  considered.  Furthermore,  the  conductor  is 

considered  to  be  an  one­dimensional  continuum  in  which  the  only  interaction  between 

different  parts  is  a  tension  T,  which  is  assumed  to  be  constant  in  space  and  time.  The 

validity  of  the  assumption  will  be  discussed  in  chapter  3,  section  3.6.  The  equation  de­

scribing  the  vertical  motion  of  the  conductor  is given  by 

2  ­3 /2 
p cAw t t  ­  TA(1  +  wx)  w x x  =  ­pcAg  + D  sinzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  <j>   + L  cos  <t>,   (1­4.1) 

where  the  magnitudes  of  the  drag  and  lift  force  acting  on  the  conductor  per  unit  length 

of  the  conductor  are  D  and  L  respectively,  pc  the  mass­density  of  the  conductor  (in­

cluding  the  small  ice  ridge),  A  the  constant  cross­sectional  area  of  the  conductor  (includ­

ing  the  small  ice  ridge),  4>  the  angle  between  v ^  and  vs  (that  is,  <j>   :=  L  ( v ^ V j )  with 

|  <j>   |  <  T)  and  g  the  gravitational  acceleration.  The  magnitudes  D  and  L  of  the  aero­

dynamic  forces  may  be  given  by 

1  2 
D  = Y  p adcD(a)  vs  ,  (1.4.2) 

1  2 
L  = y  p adcL(a)  v s  ,  (1.4.3) 

where  p a  is  the  density  of  the  air,  d  the  diameter  of  the  cross­section  of  the  circular  part 

of  the  conductor,  vs  =  | vs  |  ,  a  the  angle  between  e s  and  vs  (that  is,  a:=  L.  (es,ys)  with 

|  a  |  <  7r),  and  cj)(a)  and  c j j a )  the  quasi­steady  drag­  and  lift­coefficients,  which  may 

be  obtained  from  wind­tunnel  measurements.  For  a  certain  range  of  values  of  v ^  some 
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Figure 1.4.2. Typical  variation of the drag and lift­coefficients  cp andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c/, with angle of 

attack  for a symmetric  profile  with  small  icy nose. 

characteristic  results  from  wind­tunnel  experiments  are given  in  figure  1.4.2 (see also 

[1,24,26]). 

According  to the Den Hartog  criterion  [10] a two­dimensional  section  is aerodynamically 

unstable if 

dcL(a) 
cD(Q!) + — d ^ —  < 0 ­

From  figure  1.4.2 it  follows  that  this  condition  is likely  to be satisfied  for some  interval 
dcjja) 

in  a  with  CXQ  < a  < c*2, where  ag and 02 are determined  by crj(a)  + —­7­— = 0. For 

these values of a the drag­  and lift­coefficients  are approximated by (see also [1]) 

CD(Q) = CDO  and  cjja)  = CLI(O  ­  cq) + cL3(<* ­  a i ) 3 ,  (1.4.4) 

with  crj>o  > 0,  CLJ  < 0, CL3 > 0, arj < aj  < 012 and Cjjaj)  = 0. Since  galloping  is a low 
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frequency  oscillation  it is assumed  that  | wt |  «  v ^  (sozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \<j>\   «  1). The right­hand  side 

of  equation  (1.4.1)  can now be  expanded  near  0 = 0. Also it is assumed  that  | wx |  << 1 

and  so,  the  left­hand  side  of  equation  (1.4.1)  can be expanded  near  wx = 0.  Using  the 

f  ~w t  ï 
fact  that  <j>   =  arctan  [  J  and  neglecting  terms  of  degree  four  and  higher one 

voo 
obtains  after  some elementary  calculations 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  2 

2f,  3  2"1  Padvoo 
"tt "  c 2  l»  ­  2  w xJ w x x = ­g  + ­ ^  ­j 

a2  2  a3  3 
ao  +  ^ w t  + —  w t  + —  w t 

where 

­,  (1.4.5) 

c  ­ ( T ^ ] 1 / 2 . 

ao = CLl(as  " Q l ) + CLS^ "  al)3> 

a l  = "CD0 " CL1 "  3cL3(as  "  a l ) 2 ' 

a2  =  ( y  CL1  + CL3) (°s  " a l ) + J  cL3(as  "  al)3>  a n d 

a3  = " 2 =  ­ T c D 0  " 7f CL1  " C L3  U  + ( « s ­  a j ) 2 ) . 

(1.4.6) 

Pc8 Applying  the  transformation  w(x,t)  = w(x,t)  + ­r=  x(x  ­  I) and using  the dimensionless 

variables 

w = l v ­ w '  X = 7X  and  t = _ r l 

equation  (1.4.5) becomes 

3  r vooi2 

t t 
[2»y  ( w . + ^_ ( 2 x _^) ) : 

2  »■  c  x  2ffcv r 
.  w ­ ­ + 

XX 

A ( Z ~ ) 2 ^ £ _  [ w . +  ^ L _ ( 2 x . f f ) ) : 

2  *■  C  J  27TCVOO  \  X  25TCVOQ  V  " 

Padi  c VOOÏ  r  ­  ­2  ­ 3 \ 
2 ^ 7  I — J  {a0  +  a,w.  +  a 2w. +  a3w_ J , 

(1.4.7) 
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where  the dimensionless constants ag,  a j ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &2  a n d  a3  a r e  given by (1.4.6); 

Typical  values  of  the  physical  quantities  in  a  practical  application  are:  I  =  400  m, 

d  = 0.04m,  A  =  K[J)2  =  4TT.10­4  m2,  pc  =  4000  kg/m^,  pa  =  1.25  kg/m3, 

g  = 10 m/s2  and  v ^  =  10  m/s.  The  tension  T  in  the  conductor  is  estimated  by 

y  pcg I/» J  SQ  ,  where­ SQ  (usually  2  or  3 per  cent of £)  is the sag of  the conductor.  Let 

SQ  be  10m,  then  T  =  8.107  kg/ms2  and  consequently  c =  1.40 m/s (c may be  identified 

with  the speed of  propagation  of  transversal waves in the conductor). Then,  it  follows  that 

Padi  5.  gl  1  voo  1 
2npcA  ™  8  '  2TCv0o'a  2  a n d  c  "  14 

Putting  e = —— and  assuming  that  the static angle of  attack  as  is such  that  galloping  may c 

set  in  according  to  the  instability  criterion  of  Den  Hartog  [10],  that  is,  assuming  that 

as  = aj  + O(ë), equation  (1.4.7) becomes up  to order ? 

­  Pgdt  r  _  _3­v 
w _ _ ­ w _ _ = € ^  1 ­  law.  ­ b w  I,  (1.4.8) 

t t  xx  2TTPCA  *■  t  t 

where  a  =  ­C£>o  ­  CL1  an<^  D  =  T  CD0  +  T  CL1  +  CL3­ ^ o r  t n e  cross­sectional  shape of 

the  conductor  with small  ice  ridge  under  consideration  the aerodynamic  coefficients  CJJQ» 

CL]  and  CL3  may  be  determined  from  wind­tunnel  measurements (as for  instance  given 

in  figure  1.4.2).  From  figure  1.4.2  it  follows  that  CTJO  > 0,  CLJ  <  0,  | e n  |  >  CJJO. 

CL3 > 0,  a  > 0 and b > 0. If  one considers a conductor  with  fixed  endpoints  the boundary 

conditions  w(0,t)  =  w(7r,t)  =  0  are  obtained.  By  a  simple  change  of  scale 
(  3 b  , 1 / 2 

u(x,t) =  I  J  w(x,t)  the  model  equation  (1.4.8)  can  be  simplified  to a  Rayleigh 

wave equation 
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u__  ­  u__  =e(u_  ­ 4 ­ U ­ ) .  (1.4.9) 
t t  xx  t  3  t 

.  ­  Pad*  voo  c D 0  ­t­ cL izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  padl 
where  « = ea ­=  T­ =  ­  x  r  is  a  small, positive  parameter. In  the 

2irpcA  c  2ir  pcA 

next  section  equation  (1.4.9)  subject  to  the  boundary  values  u(0,t)  =  u(7r,t)  =  0  and  the 

initial  values  u(x,0)  =  WQ(X)  and  u_(x,0)  =  wj(x)  will  be  studied,  where  wg(x) 

and  wj(x)  can  be  regarded  as the  initial  displacement  and  the  initial  velocity of  the con­

ductor  in  vertical  direction  respectively. 

It  is  worth  noticing  that  in  the  early  seventies  ([22])  an  equation  similar  to  equation 

(1.4.9)  has  been  postulated  to describe  the  galloping oscillations of overhead  transmission 

lines.  In  that  paper  it  has  been  assumed  that  eu.  and  ­  ­r­ u_  represent  forces  tending  to 
t  3  t 

increase  and  decrease  respectively  the  magnitude  of  the  oscillation­amplitudes.  In  this 

section  it  has  been  shown  that  this  simple  model  can  be  derived  using  aerodynamical 

arguments. 
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1.5. An asymptotic approximation of  the solution of a Rayleigh wave equation 

InzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA this section  the following  initial­boundary  value  problem for  a twice continuously  dif­

ferentiable  function  u(x,t)  will  be considered 

Utt  "  UXX +  €  l " U t  +  "Ï  UtJ  =  ^'  0 < X < 7T, t > 0,  (1.5.1) 

u(x,0) = UQ(X) = an  sin  nx,  0 < x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n,  (1.5.2) 

U{(x,0) = uj(x)  s  b n  sin nx,  0 < x < ir,  (1.5.3) 

u(0,t) = u(x,t) = 0,  t > 0 ,  (1.5.4) 

where an  and  bn  are constants, n an  integer  and  0 < e «  1. From  theorem  1.2.1  it  follows 

that  this  initial­boundary  value problem  is well­posed  on J L (given  by  (1.2.13)). In [4] a 

similar  initial­boundary  value  problem  has  been  considered  with  n  =  1,  an  =  2  and 

b n  = 0.  However,  in  that  paper  the  asymptotic  validity  of  the  formal  approximation  has 

not  been  given. In  this section  for  arbitrary  n,  an  and  b n  an asymptotic approximation  (as 

« —*  0) of  the solution of  (1.5.1)­(1.5.4)  will  be constructed.  In  view of  computational  dif­

ficulties  (as  has  been  noticed  in [18]) whenever  one assumes an  infinite  series  representa­

tion  for  the  solution  of  the  nonlinear  initial­boundary  value  problem,  one  may  alter­

natively  investigate  the problem  in  the  characteristic  coordinates a = x  ­  t  and  f  = x + t. 

In  this  approach  the  initial­boundary  value  problem  (1.5.1)­(1.5.4)  is  replaced  by  an 

initial  value  problem.  This  replacement  requires  to  extend  the dependent  variable  u(x,t) 

as  well  as  the  initial  values  UQ(X)  and  uj(x)  in  x  to odd and  2?r­periodic functions.  For 

simplicity  the extended  functions  will  be denoted  by  the same symbols. In constructing  an 

approximation  of  the solution u(x,t) = ü(a,£) of  this  initial  value problem a  two­timescales 

perturbation  method  will  be  used,  since  the  straightforward  perturbation  expansion 

üo(<7.£) + cüi(cr,f)  +  ...  causes  secular  terms.  Applying  the  two­timescales  perturbation 
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method  u(x,t)  is  supposed  to  be  a.function  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a  =  x  .­  t,  £ =  x  +  t  and  r  = et.  By  putting 

u(x,t)  =  v(<7,£,r)  the  following  initial  value  problem  for  v  is  obtained 

­4vCT£  + 2e(\£T  ­  \aT)  + t2\TT  + e (v^  ­  v^  ­  ê v r  + ­ j  (­vCT  + v^  + ev r)3)  =  0, 

for  ­oo  < a  < £ < oo,  T > 0,  (1.5.5) 

v(p£s)  =  UQ(ff)  = a n  sin  n<7,  for  ­oo  < < r = £ < o o ,  r  =  0,  (1.5.6) 

­Vo(<7,$,r)  +  V£O,Z,T)  + €vr(a^,T­)  =  ujfa)  = b n  sin  no, 

for  ­oo  < a  = £ < oo,  r  = 0 .  (1­5.7) 

Furthermore,  it  is  assumed  that  v  may  be  approximated  by  the  formal  perturbation  ex­

pansion  VQ(O,(,T)■+  «vi(<7>£>f)  +  «?v2((7»€>7')  +  ­  • By  substituting  this  approximation  into 

(1.5.5)­(1.5.7),  and  after  equating  the  coefficients  of  like  powers  in­e,  it  follows  from  the 

powers  0  and  1 of  t  that  VQ should  satisfy 

­ 4 V Q  =  0,  ­oo  < a < i  < oo, T > 0,  (1.5.8) 

v0(a»£>r)  =  uo(ff)  =  a n  s ' n  na>  ­oo  < a  =  $ < oo,  r  = 0,  (1­5.9) 

­ v 0 c r (
a ' f ' r )  +  v0c(a't<T)  =  ui(ff)  = b n s i n  na,  ­oo  < a = £ < oo,  r  = 0,  (1.5.10) 

and  that  vj  should  satisfy 

­ 4 v l ^  =  2 V 0 O T  ­  2 v 0 f r  ­  (v0f f  ­  v 0 $  +  1  (­v0ff  +  v 0 $ )3) 

for  ­oo  < a  < £ < oo,  T > 0,  (1.5.11) 

vi(a,£,r)  =  0,  ­oo  < a =  £ < oo,  r  =  0,  (1.5:12) 

­vi f f(<7,{,r)+vj  (a , ( , r )=  ­v0j.(ff,f,r),  ­oo  < a  =  f  < oo,  r  =  0.  (1.5.13) 

In  the  further  analysis  VQ and  vj'  will  be  determined,  and  it  will  be  shown  that  on J L 
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u(x,t) = vg(x­t,x+t,et)  + evj(x­t,x+t,«t)  is an order  e asymptotic  approximation  (aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e ­» 0) 

of  the solution  u(x,t) of  the initial­boundary  value  problem  (1.5.1)­(1.5.4). 

The  general  solution  of  the partial  differential  equation  (1.5.8)  is  given  by  VQ(a,^,r) = 

=  fo(<J,r) + gQ(,i,r).  The  initial  values  (1.5.9)  and  (1,5.10)  imply  that  fg  and gg have to 

satisfy  fg(<7,0)  +  gg(<7,0)  = ug(cr) and ­fg(<7,0)  + g g(<r,0) = UJ(CT),  where  the prime  denotes 

differentiation  with  respect  to the  first  argument.  From  the odd and 27r­periodic  exten­

sion  of  the dependent  variable  of  problem  (1.5.1)^(1.5.4)  it  follows  that  fg  and  gg  also 

have  to satisfy  gg((7,7")  = ­fg(­cr,r)  and {Q(CF,T) ­  fg(cr+2ff,j­)  for  ­oo < a  < oo and T > 0. 

The  undetermined  behaviour  of  fg  with  respect  to r  will  be used  to avoid  secular  terms 

in  vj .  From  the  well­posedness  theorem  it  followed  that  u, Uj and ux are 0(1) on J L . So, 

v  and  its  first  derivatives  have  to  remain  0(1)  on  ­oo  <  x.<  oo and 0 < t  <  L|e|~'. 

Furthermore,  it  should  be  noticed  that  the equations  for  vg  and vj  have  been  derived 

under  the assumption  that  VQ, VJ and  their  derivatives  up  to order  two are 0(1).  These 

boundedness  conditions  on  vg and vj  determine  the  behaviour  of  fg  with  respect  to r. 

From  (1.5.11)—(1.5.13)  vj  and v j . may be obtained  easily.  For instance, 

­4V1(7(CT,£,;­)  =  ­4vlff(<7,CT,r)  + (£  ­  a) {HQ^OJ)  ­  f g ^ . r )  + ­ j  {QJPS))  + 

+  t0a(.a,T)  J  gOj(«,r)d«  + |  {­2g0gr(e,r)  + g0e(6,T)  ­  f g ^ . O g g ^ . r )  + 

" ­J gOö("''")}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d9  + h(CT'r)'  (1:5­14) 

where  h  will  be  determined  later  on. Since  the  first  integral  in (1.5.14)  contains  a non­

negative  and  2jr­periodic  integrand  it  follows  that  this  integral  will  grow  with  the 

length  £  ­  a of  the integration  interval.  It  turns out that  this  integral  can be written  in a 

part  which  is O(l) for all values of a and  £ and in a  part  which  is linear  in £ ­  IT. 
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lA{9'T)de=L­
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ,a  \  1 

2TT 

r)di> .  de  + 

2TT 

+  l~^r\0  8o.,.(0,'­) d* 

Noticing  that  £  ­  a =  2t  it  follows  that £ ­  o is of  0(|£|_1)  on a time­scale of  Oflel­1). So, 

vj  will  be  of  Ofle|_1)  unless  fg  and  gg  are  such  that  in  (1.5.14)  the  terms  of  0(|e|_1) 

(that  is,  terms  linear  in  £ ­  a) disappear.  It  turns out that both  vj  and  \\,  are 0(1) on a 

timescale of  Oflel"1)  if  fg  and  gg satisfy  the following  two conditions 

2f<W  ­  f<V + j  f0a ­ f0„ ­h  J0  80^.0 «  = 0, and 

2TT 

­ 2 g O ^ + 8 0 r i g O e ­ g O ^  Jo  f O ^ ) d *  = 0. 

From  gg(0,r)  =  ­fo(~*>r)  li  follows  that  these  two conditions are  equivalent. So, v\  and 

vj  are both O(l) on a  time­scale of  0(|e|~')  if  fg  satisfies 

2* 
2{0ar­{0o+l (0o*f0o­k  Jg  ^ « ­ O .  (1.5.15) 

In  [4]  an  equation  similar  to  equation  (1.5.15)  has  been solved. If  the method  introduced 

in  [4]  is applied  to equation  (1.5.15)  one  obtains  after  some  calculations  fg(<7,r),  and  so 

VQ(°A,T)
  =  fo(a 'r)  * f()("£>r)­ K turns out  tnat fy ancl v0 a r e  g>ven  Dv 

fo(ff.r) 
A(0 

n^ 1 / 2 ^)  arcsin 
r  cn^(0  ­■ 
L l  +  c n «r)  ­I 

1/2  sin(a  +  no)  + k(r),  (1.5.16) 
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VQfoÉ,'­)  J£L 
n<t> l/2(T) 

arcsin 
r  cn<Hr)  ­,  1/2 
L l  +  c n 0(r)  J  sin(a  +  ncr) 

arcsin  L l  +  cntf(r) 
­ ,1 /2  .  ,  , , 
J  sin(a  ­  n£)  (1.5.17) 

where  k(r)  is  an  arbitrary  function  in  r  with  k(0)  =  0,  a  =  x  ­  t,  i  =  x  +  t,  T =  et, 

2  2  2  ­1 /2  ­1 /2 
c n  = n  a n  +  b n ,  a  given  by  cosa  =  n a n c n  and  sina  =  b n c n  ,  and  A(T)  and  <£(r) are 

implicitly  given  by  A(r)  =  4eT/^m"3(T)  and  <f>(r)   = —*­'­  (m(r)  ­  2)  with  m(r)  determined 

u  8/  \  8  7 ,  N  ^ £ n  3.2s 

by  m°(r)  ­  ­ y m ' W  =  3  (e r  ­  1) + —=—. 

Now  the  linear  initial  value  problem  (1.5.11)­(1.5.13)  can  be  solved,  and  it  turns  out  that 

vj  is  given  by 

v\(f>,e,T)  =  \  (f <)(*.')  ­  f0(­£,r))  | ^  .  {l$(9,T)  ­  ­±  |  f ^ ^ . r )  dV>  .d«  + 

(f0(*,0)  ­  f0(­«,o))  ae + 

+  f i(ff,r)  +  gi(f , r) ,  (1.5.18) 

where  fo  is  given  by  (1.5.16)  and  where  (for  a =  £ and  r  =  0)  f j  +  gj  is determined  by 

the  initial  values  (1.5.12)  and  (1.5.13).  The  undetermined  behaviour  of  fj  and  gj  with 

respect  to  r  can  be  used  to  avoid  secular  terms  in  V2­  However,  in  this  analysis  V2  W1^ 

not  be  determined.  For  that.reason  it  may  be  assumed  that  f j  = f J(CT) and  gj  =  gi(£)>  a n d 

then 
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ï  r *  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfiW  + g i « ) ­ ­ 3  Ja­(for(«,o)  + g0r(«, 

_bn 
n2 

O))d0 

2  2  , 2 , (3cn  ­  24)  ( 3 n a n  ­  b„) 
p  (sin(n£)  ­  sin(ncr)) +  —  (sin(3n£)  ­  sin(3ncr)) 

2­>  3J.2­> 

It  can  be  shown  from  (1.5.17)  and  (1.5.18)  that  VQ.VJ  and  their  derivatives up  to order 

two  are  of  O(l)  on J ^  SO,  the assumptions under  which  the equations  for  VQ andvj  have 

been  derived,  are  justified.  So  far  a  function  VQ(ff,£,r)  +  evj(cr,£,r)  =  v(cr,£,r). = 

= v(x­t,x+t,€t)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  =  u(x,t)  has  been  constructed.  It  can  easily  be  seen  that  u(x,t)  satisfies 

(1.5.2)  and  (1.5.4)  exactly,  and  (1.5.3) up  to order  «2 j n the sense of  theorem  1.3.1.  After 

rather  lengthy,  but elementary  calculations  it  can also be shown  that  ü(x,t) satisfies  (1.5.1) 

up  to  e^C!(x,t;€),  where  c1 ;  ­  ̂ e  C([0,TT]  X [0,L|e|­!]  x  [­e0,e0],  K)  with  c^O.tje) = 

izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  dcl 

= ci(ir,t;e) = 0  for  0  <  t  <  L|«|_1.  Furthermore,  cj  and  ­5— are  uniformly  bounded  in e. 

Then  it  follows  from  theorem  1.3.1  that  ü(x,t)  is an order  e asymptotic approximation  (as 

e —►   0)  of  the  solution  of  the  initial­boundary  value  problem  (1.5.1)­(1.5.4)  for 

(x,t) e  J L ,  that  is  ||u­u||(  =  O(e).  From  this  estimate  the  following  estimate  can  be 

obtained 

I u " v 0  II  j L  =  II u­ü+ü­v0  || J L  <  || u­ü  || J L  +  || evj  || J L  = 0(e). 

Hence,  VQ(x­t,x+t,et)  given  by  (1.5.17)  is  also an  order  e asymptotic  approximation  (as 

e ­*  0) of  the  solution  u(x,t) of  problem  (1.5.1 )­(l.5.4)  for  0 < x < jr and  0 < t < Le ­ 1 ,  in 

which L is an e­independent,  positive  constant. 
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1.6. Some general remarks 

The  asymptotic  theory  presented  in  this  chapter  may  directly  be applied  to initial  value 

problems, for  weakly  nonlinear  wave  equations.  The  well­posedness of  these problems on 

the  infinite  domain  ­oo  <  x  < oo and  the  asymptotic  validity  of  formal  approximations 

may  be  established  on  a  time­scale  of  order  | e  | ~l/2. This  time­scale  follows  from  the 

integration  over  the  characteristic  triangle  (with  an  area  of  0(t2))  in  the  integral 

equation,  which  is  equivalent  to  the'initial  value  problem.  In  some  special  cases  (for 

instance,  if  (1.5.1)­(1.5.3)  is  considered  as an  initial  value  problem  on  ­oo  <  x  < oo) a 

time­scale  of  0(|£|~')  can be obtained. However,  the question  remains open  if  for  general 

initial  value  problems  (that  is,  problems  like  (1.2.1)­(1.2.3)  on  ­oo  <  x  < oo)  the  well­

posedness  in  the  classical  sense  can  be  established  on  a  time­scale  of  0(|«|"').  To  obtain 

such  a  time­scale  one  has most  likely  to use a  different  function  space, perhaps  a suitable 

Sobolev space. 

In  [4,18]  formal  approximations  of  the solutions of  a number  of  initial  value and  initial­

boundary  value  problems  for  weakly  nonlinear  wave equations have been constructed. In 

those  references  the  asymptotic  validity  of  the  formal  approximations  has  not  been 

investigated.  However,  the asymptotic  theory  presented  in  this paper  can  be used success­

fully  to  justify  those  results,  that  is, estimates of  the differences  between  the exact  solu­

tions  and  the  formal  approximations  can  be  given  on  e­dependent  time­scales.  It  is  also 

interesting  to  mention  that  only  smoothness  conditions  are  required  (see  (1.2.6)­( 1.2.8)) 

and  that  no other  assumptions  are  made  about  the  nonlinear  perturbation  term  F.  Thus, 

the  asymptotic  theory  presented  in  this  chapter  is. applicable  to  those  initial­boundary 

value  problems  whose  solutions,  while  being  bounded  at  times  of  Oflel""1),  could  even­

tually  become  unbounded.  Such,  for  example,  is  the  case  for  the  initial­boundary  value 

problem  (1.2.1)­(1.2.4)  with  F = ­U( and 0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e «  1. 
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In  section  1.3  the  condition  m >  1 is introduced.  It should  be noted  that  this condition  for 

the  asymptotic  validity  of  formal  approximations  on  a  time­scale  of  0(|£|_1)  is  a  suffi­

cient,  but  not  a necessary one as can be seen  from  section  1.5. The asymptotic  approxima­

tion  VQ  (which  is valid  on a time­scale of  0(|e|"'))  satisfies  the partial  differential  equa­

tion  and  the  initial  values  up  to  orderzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e, that  is m =  1. It may be  remarked  that  u^(x,t) = 

=  [an  cos  nt  + ——­  sin  ntj  sin  nx,  which  is  the  solution  of  the  linear  initial­boundary 

value  problem  (1.5.1)­(1.5.4)  (that  is,  (1.5.1)  with  e =  0),  also  satisfies  the weakly  non­

linear  partial  differential  equation  and  the  initial  values up  to order  e. In general  u^ will 

not  approximate  the  exact  solution  of  the  nonlinear  initial­boundary  value problem on a 

time­scale  of  0(|e|~').  However,  on a smaller  time­scale  the asymptotic  validity  of u^ can 

easily  be  established,  that  is,  it  can  be  shown  using  the methods discussed  in sections  1.2 

and  1.3  that  | u(x,t)  ­  u^(x,t) |  <  | e | Mt,  where  M  is  a  constant  independent  of e. This 

inequality  implies  u(x,t)  =  u^(x,t)  + 0(  |« |  ] ~a)  for  0 < x < n and  0 < t < L | e \ ' a  with 

0 < a < 1.  From  the  asymptotic  validity  of  u^  on  a  time­scale  of  order  | e | "a  with 

0  < Q <  1  it  follows  that  whenever  one  wants  to study  the  effect  of  the small  (e­depen­

dent)  and  nonlinear  terms  in  the  partial  differential  equation,  one  has  to  construct 

approximations  with a validity on a time­scale of order  | e | 

In a number  of  papers [4,20,22,23]  initial  value and  initial­boundary  value problems  for 

the'Rayleigh  wave  equation  have  been studied  by constructing  formal  approximations of 

the  solutions  or  by  deriving  some  properties  of  the  approximations  for  large  times.  An 

interesting  result  (without  an  asymptotic  justification)  has  been  found  in  [20].  For  a 

rather  general  class  of  initial  values  it  has  been  shown  in  [20]  that  the  first  order 

approximation  tends  to a  superposition  of  standing  triangular  waves  as et ­» oo. How the 

solution  tends  to  these  standing  triangular  waves  can  be  determined  by  solving  a  non­

linear  integro­differential  equation. It  is not made clear  in  [20] how to solve the  integro­

differential  equation,  but  it  is  the  author's opinion  based upon  the  results  in  this chapter 
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and  in  [4]  that  only  for  a  restricted  class of  initial  values, such as (1.5.2) and (1.5.3),  this 

equation may be solved  analytically. 

As can  be  seen  from  (1.5.17)  VQ also tends to a standing  triangular  wave (with  amplitude 

­r—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V3  and  period  )  as et  —►   oo. However,  it  should be emphasized  that nothing can 

be said  about  the  asymptotic  validity  of  VQ  as et  —►   oo,  since  only  for  finite  et  (that  is, 

0  < |et|  < L < oo) the asymptotic  validity  of  VQ could be established. 

In  [9]  it  was  concluded  from  the  behaviour  of  the  first  order  approximation  as et  —►  oo 

that  the  Rayleigh  wave  equation  (postulated  in  [22])  is  not  a  good  model  for  galloping 

oscillations, since the approximation  allows at  least one and  possibly  infinitely  many  sharp 

bends.  From  a  mathematical  point  of  view  the validity  of  this conclusion  is rather  doubt­

ful  since  only  for  finite  et,  that  is  for  | et |  < L  < oo,  the  asymptotic  validity  of  the 

results  has  been  obtained  so  far.  And  on  this  finite  time­scale  the  solution  and  the 

asymptotic  approximations  are  at  least  two  times continuously  differentiable  with  respect 

to the  independent  variables  if  the  initial  values are sufficiently  smooth. 

In  section  1.5 monochromatic  initial  values have been  considered  which applies  to the de­

scription  of  galloping  oscillations,  because  these  oscillations  often  affect  only  a  single 

mode of  vibration. To obtain some information  about  the maximum  oscillation­amplitudes, 

the following  formula  may be used 

/  ^  PC8  f  a i  1/2  *VQO  f  TT  7TC  . 1 
w(x,t) = YY  x(x  ­  t) +  l­^j  ­ ^ ­  u l­j   x, —  tj  , 

where  w(x,t),  pc,  g,  T,  a,  b,  I,  v ^ ,  c and  u ( 4  x,  ­y­1)  are defined  as in section  1.4. 

The  first  term  in  this  formula  may  be considered  as the position of  the conductor  in  rest, 

whereas  the  second  term  represents  the  change  of  the  position  of  the  conductor  due  to 

galloping.  From  (1.5.39)  it  follows  that  the  maximum  amplitude  of  u [­̂   x,  —j­  t j  for 

et ­+ oo  is ­r—  ^ 3 .  So, the maximum oscillation­amplitude  of  w(x,t) may be approximated 
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by 

' C D0  "  CL1 
1  1 
2"CD0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  + ­£CLi  + c L 3 

1/2 

2c 
t 
njr 

t 
where  is  the  frequency  of  the monochromatic  initial  values and  where crjQ,  Cn  and 

CL3  a r e  t n e  aerodynamic  coefficients,  which  may  be  obtained  from  wind­tunnel 

measurements. 

Finally,  it  should  be  noted  that  the  two­timescales  perturbation  method  is applicable  to 

perturbations  not  solely  depending  on  derivatives  of  the  dependent  variable,  but  also 

applicable  to  perturbations  depending  in  a special  way on  the dependent  variable  and  its 

derivatives.  Consider  for  instance  the  initial­boundary  value problem  (1.2.1)­(1.2.4)  with 

f(x,t,u,ut,ux;e)  =  (­1  +  u^)ut.  The  partial  differential  equation  (1.2.1) can then  be con­

sidered  as  a  generalized  Van  der  Pol  equation.  As is well­known  this equation  is  related 

to  the  Rayleigh  wave  equation,  which  has  been  introduced  in  section  1.4 and  treated  in 

section  1.5.  Again  a  two­timescales  perturbation  method  can  be  used  to  construct  an 

asymptotic approximation of  the solution. The equation  for  (Q(,O,T) now becomes 

2?r 
2%r ~%+i   f°% + % ­h  J0

  f0(^> d6 = °' ■ 

which  can  be  integrated  with  respect  to  a.  As  in  section  1.5  an  order  e  asymptotic 

approximation  can  be constructed  on a time­scale of order  11 \  ~'. 
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CHAPTER  2 

ON INITIAL­BOUNDARY  VALUE PROBLEMS FOR WEAKLY SEMI­LINEAR 

TELEGRAPH EQUATIONS. ASYMPTOTIC THEORY AND APPLICATION * 

Abstract 

In  this  chapter  an  asymptotic  theory  for  a  class  of  initial­boundary  value  problems  for 

weakly semi­linear  telegraph  equations  is presented. 

The  theory  implies  the well­posedness of  the  problem and  the  validity of  formal  approx­

imations  on  long  time­scales.  As an  application  of  the  theory  an  initial­boundary  value 
3 

problem  for  the  equation  u„  ­  u  + u + «u  = 0  is considered. To construct  an  O(e) ap­
tt  xx 

proximation  of  the  solution  of  this  problem  a  two­timescales  perturbation  method  is ap­

plied. 

*) This chapter  is a  revised  version  of  a paper  [11] by  the author  of  this  thesis and 

A.H.P. van der  Burgh. 
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2.1. Introduction 

In  this chapter  an  asymptotic  theory  is presented  for  the  following  initial­boundary  value 

problem  for  a nonlinearly  perturbed  telegraph  equation: 

u  ­  u  + u + «F(x,t,u;e) = 0,  0  < x < TT, t > 0,  (2.1.1) 

u(x,0) = uQ(x;e)  and  u (x,0)  = Uj(x;«),  0  < x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ie,  (2.1.2) 

u(0,t) = u(ir,t) = 0,  t > 0 ,  (2.1.3) 

where  0  <  \t\  < e.  «  1 and  where  the  functions  F,  u .  and  u.  have  to satisfy  certain 

smoothness properties, which  are mentioned  in section 2.2. 

The  main  problems  which  are studied  in  this asymptotic theory  are  the  well­posedness of 

the  problem  and  the  asymptotic  validity  of  formal  approximations. The classical  question 

of  the  well­posedness  of  a  problem  involving  a  small  parameter  has  from  asymptotical 

point of  view an  interesting  aspect,  which  has been  studied only  in  recent  years. 

In  order  to  make  clear  what  is  meant  by  an  interesting  aspect, consider  problem (2.1.1)­

(2.1.3)  with  e =  0  and  e =  1. For  e = 0  it  is easy to prove existence and  uniqueness of  the 

classical  solution,  that  is a  solution  which  is  two  times  continuously  differentiable  with 

respect  to  x  and  t,  on  the  semi­infinite  strip  0  <  x  < re and  t > 0. However,  when e = l 

only  a  local  theory  may  be  given  which  states that  a unique  solution exists for  0 < x  <  TT 

and  0  <  t  < T  =  O(l).  It  can  be  shown  that  when  e G [­«0,«0]  T = T(«) where T(0 — oo 

for  e ­+  0.  Now  the  conjecture  in  the  literature  [6,20,27]  is that T = 0(|e|~  )• The con­

jecture  is based on  the assumption  that u(x,t) may be expanded  in  eigenfunctions: 
oo 

u(x,t)  =  E  u  (0  s ' n  n x  where  u  (t)  (n  =  1,2,...) are  the  solutions  of  an  initial  value 
n=l 

problem  for  a  system  of  an  infinite  number  of  ordinary  differential  equations.  As is 

well­known  an  initial­value  problem  for  an analogous,  finite­dimensional  system of  or­
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dinary  differential  equations  has a unique solution on a time­scale of  0(|«|  ). However, 

it  is  by  no  means  clear  that  from  this fact  the existence of  a unique  classical solution  for 

problem  (2.1.1)­(2.1.3)  follows on the  time­scale of  0(|e| ~  ). Another  crucial  step  in  this 

approach,  which  is  not  mentioned  in  the  literature,  is  to show  that  the  infinite  series, 

which  is  supposed  to  represent  the  solution  of  problem  (2.1.1)­(2.1.3),  converges  uni­

formly  on  a  time­scale  of  0(|e|  ).  From  this  it  may be concluded  that  the  proof  of  the 

­1/2 conjecture  still  has to be given. In  this chapter  a weaker  result  namely  that T = 0( | e|  '  ) 

will  be  proved.  Extending  the  initial­boundary  value  problem  to an  initial  value  prob­

lem,  this  proof  may  be  given  by  applying  Banach's  fixed  point  theorem  to the (with  the 

initial  value problem) equivalent  integral equation,  which  involves as kernel  a  uniformly 

­1/2 bounded  Bessel  function  of  the  first  kind  and  order  zero. The 0(|«|  '  ) time­scale  is a 

2 consequence  of  the  integration  over  a  triangle­shaped  region  with  an  area  of  0(t  ).  In 

this chapter  reflection  principles are  applied  such  that  the  integration  over  the  aforemen­

tioned  triangle  can  be  reduced  to an  integration  over  a strip  with  an area of  O(t). How­

ever,  the  integral  equation  obtained  in  this  way  involves  an  O(t)  kernel,  which  may be 

identified  as  a  Green's  function.  It  may  be  concluded  that  if  one  wishes  to obtain  an 

0(|£|  )  estimate  for  the  time­scale  one  has  probably  to  use  a  different  technique  and 

one  has  most  likely  to  introduce  supplementary  conditions  on  the  nonlinear  term  F.  It 

looks  like  that  this  has  been  done recently  in  [19]. In  this preprint  some results are  given 

on  the  existence  and  uniqueness of solutions  for  initial­boundary  value problems,  related 

to  the  type  of  problems  discussed  in  this  chapter.  If  the  nonlinear  term  F  satisfies some 

supplementary  conditions  the  author  of  the  preprint  claims  that  in  a suitable  Sobolev 

space existence and  uniqueness can be established  on an 0(|e|  ) time­scale. 

The  remarks  made  above  on  the  problem  of  the  estimate  of  the  time­scale  also  apply  to 

the  domain  where  continuous  dependence  of  the  solution  on  the  initial  values  has  to  be 

established.  One  may  roughly  say  that  in  proving  continuous  dependence of  the solution 



40 

on  the  initial  values  one  has  to  show  that  smallzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n  perturbations  of  the  initial  values 

­1 /2 
correspond  to  small  5  perturbations  in  the  solution  on  the  0 ( | e |  )  time­scale  where 

5  —►   0  when  /J —»  0. This  problem  is closely  related  to  the  problem  of  showing  that  formal 

approximations  u(x,t),  which  are  functions  which  satisfy  the  partial  differential  equation 

and  the  initial­boundary  conditions  up  to some order  depending  on  the  small  parameter  e, 

are  indeed  asymptotic  approximations  of  the  solution  of  problem  (2.1.1)­(2.1.3),  that  is, 

­1 /2 
o n t h e O ( | e |  '  )  time­scale 

|u(x,t)  ­  ü(x,t)|  =  0(5),  where  S ­> 0  for  e ­> 0. 

An  interesting  problem  to study  in  asymptotics  is  the  determination  of  the  so­called  order 

function  S  =  8(e).  In  the  theory  of  ordinary  differential  equations  these  problems  have 

been  studied  extensively  (for  instance  in  [2],  one  of  the  first  papers  dealing  with  these 

problems,  and  in  [25]  where  a  fairly  complete  review  including  references  is  given). 

However,  in  the  theory  of  partial  differential  equation  of  the  evolution  type only  little  is 

known.  In  [3,8]  some  results  are  given  for  initial  value  problems  and  in  [4,17,18,20]  the 

problems  outlined  above  are  mentioned  but  not  solved. 

This  chapter  being  an  attempt  to  contribute  to  the  questions  outlined  above,  is  organized 

as  follows.  In  section  2.2  the  well­posedness  of  the  problem  is  investigated  and  established 

­1 /2 

on  the  0 ( | e |  '  )  time­scale.  In  section  2.3  the  asymptotic  validity  of  formal  approxima­

tions  is  studied.  It  is  remarkable  that  an  estimate  is obtained  by  a  technique  based  on  the 

use  of  an  auxiliary  function  and  an  integral  inequality.  This  technique  was  introduced  in 

[2]  for  ordinary  differential  equations  and  applied  to  initial  value  problems  for  evolution 

equations  in  [3]. 

3 
In  section  2.4  the  asymptotic  theory  is applied  to  the  special  example  F(x,t,u;£)  = u  . As a 

method  to  construct  a  formal  approximation,  which  is  also an  asymptotic  approximation,  a 
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two­timescales  perturbation  method  is  used.  Application  of  this  method  yields  an  initial 

value  problem  for  a system of  infinitely  many  nonlinear  first  order  ordinary  differential 

1  3 equations.  In  [17]  for  the  case  that  F  = u  ­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­z  u  a  similar  infinite  system  has  been 

solved  exactly,  which  is  judged  to  be  rare  in  [18]. In  this  chapter  the obtained  infinite 

3 

system  for  the  case  F  =  u  is solved  exactly,  which  also requires  rather  tedious calcula­

tions.  On  the basis of  this  result and  the results obtained  in  [6] and  [17] one may conclude 

that  the  applicability  of  the method  is not restricted  to some special  cases, but  applies  to a 

general  class  of  perturbations  F  with  a polynomial  structure  in  the  dependent  variable. 

Finally  in  section  2.5  some  concluding  remarks  are  made  on  the  results  obtained  in  this 

chapter. 

Preliminary  studies  show  that  the  asymptotic  theory so far  established  can be extended  to 

perturbations  F  which  depend  on  derivatives  of  the  dependent  variable.  This  extension 

includes  initial  value  and  initial­boundary  value  problems  for  the  weakly  nonlinear 

telegraph  and  wave equations. 
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2.2. The well­posedness of  the problem 

In  this  chapter  the  following  weakly  semi­linear  initial­boundary  value  problem  for  a 

twice continuously  differentiable  function  u(x,t)  is considered. 

u  ­  u  + u  + €F(x,t,u;«) = 0,  0 < x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA %,  t > 0,  (2.2.1) 

u(x,0) = u0(x;é),  0 < x <  ff,  (2.2.2) 

ut(x,0) = Uj(x;€),  0 < x < ir,  (2.2.3) 

u(0,t) = u(7T,t) = 0,  t > 0,  (2.2.4) 

with  0 <|e |  < « _ «  1, and  (2.2.5) 

where F,  u .  and  u.  satisfy: 

3F  3F 
F, ­ g ­ ,  ­§J  e  C([0,7r]x[0,oo)x]Rx[­£0,€0],]R) 

with F(0,t,0;0  = F(7r,t,0;e) = 0  for  t > 0,  (2.2.6) 

auozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  a \ 

V^T'T2~eC(IO, , r lxI'Vo ]' : ,R) 

ox 

with u0(0;«) = U0(TT;£) = u"Q(0;£) = u"Q(?r;e) = 0, and 

au 
u l '  ~di  £  C([0,irM­«0,€0],  3R) with  u,(0;«) = u,(r,e) = 0.  (2.2.8) 

Furthermore,  F  is assumed  to be  uniformly  bounded  for  those values of  t 

under  consideration.  (2.2.9) 

In  order  to  prove  existence  and  uniqueness  in  the  classical  sense  of  the  solution  of  the 
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initial­boundary  value  problem  (2.2.1)­(2.2.4)  an  equivalent  integral  equation  will  be 

used, which  has been derived  in appendix  2A. 

This integral  equation  is given  by 

u(x,t) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  f  f  Gtt,r,x,t)F(É,r,utt,r);e)dedr + 
J 0 J 0 

•  7T 

+  J o  {uQ(Ê«)Gj.«,0;x,t)  ­  Uj(ee)G(f,0;x,t)}  d£ = (Tu)(x,t),  (2.2.10) 

where  the Green's function  G is given  by: 

G(f,r;x,t)  = 4  E  {H(t­r­e+2k7r­x)H(t­r+e­2k7r+x)J  ([(t­T)2  ­  (e­2k?r+x)2]1/2) + 
keZZ  ^  U 

­  H(t­r+e+2k7r­x)H(t­r­e­2k7T+x)J0([(t­J­)2  ­  tf+2kir­x)2] l/2)\,  (2.2.11) 

in  which  Jfl  is  the  Bessel  function  of  the  first  kind  of  order  zero and  in  which  H(a) is a 

step  function  which  is equal  to  1 for  a > 0,  ­r  for  a = 0 and  zero otherwise. From the  in­

tegral  equation  (2.2.10)  it  follows  that  the solution  u. of  the  linear  initial­boundary  value 

problem (2.2.1 )­(2.2.4)  (that  is with  F s  0)  is given  by 

u£(x,t) = ƒ  {u0(fte)Gr«,0;x,t)  ­  UjfêOGtt.Ojx.t)}  df  (2.2.12) 

In  the further  analysis  the abbreviation  u.(x,t)  will  be  used. 

In  proving  existence  and  uniqueness  of  the  solution  of  the  nonlinear  integral  equation 

(2.2.10) a fixed  point  theorem due to Banach­Caccioppoli  will  be  used. Let 

DL  =  {(x,t)|0  < x < 7T, 0 < t < L | e f , / 2 } ,  (2.2.13) 
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in  which  L  is  a  sufficiently  small,  positive  constant  independent  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e. 

Let  CM (D  )  be  the  space  of  all  real­valued  continuous  functions  w  on  D  with  norm 

II •  II n  def ined  by 

L 

| | w | |  =  max  |w(x,t) |  < M. 
UL  ( x , t ) e D L 

It  is  not  difficult  to  show  that  T  maps  C M (D  )  into  the  space  of  continuous  functions  on 

D .  .  In  order  to  prove  that  T  maps  CM (D  )  into  itself  an  estimate  of  the  Green's  function 

G(£,r;x,t)  should  be  obtained  for  0  <  £  <  7r,  0  <  r  <  t  and  fixed  x  and  t.  In  figure  2.2.1 

some  properties  of  the  Green's  function  G(£,r;x,t)  are  given  in  the  (£,r)­plane.  In  this 

figure  the  characteristics  from  the  point  (x,t)  and  the  reflected  characteristics  at  the 

boundaries  £  =  0  and  £  =  TT  are  drawn.  These  (reflected)  characteristics  divide  the  region 

v  =  \  (É.OI 0 < £ < T T ,  r  >  0 V into  a  finite  number  of  subregions.  In  each  subregion  only  a 

finite  number  of  Bessel  functions  is  defined  by  definition  (2.2.11)  of  G(£,r;x,t).  From 

this  definition  it  follows  that  G(£,r;x,t)  =  0  in  V  if  t ­r+£­x  <  0  or  t­r­f+x  <  0.  In  figure 

2.2.1  also the  number  of  Bessel  functions  in  each  subregion  of  V  is  given. 

From  the  fact  that  the  Bessel  function  of  the  first  kind  of  order  zero  is not  periodic  and 

is  equal  to  one  if  its  argument  is  equal  to  zero,  and  from  (2.2.11)  it  follows  that  an  esti­

mate  of  G(£,r;x,t)  can  be  made  which  is  linear  in  t. This  estimate  is based  upon  the  num­

ber  of  Bessel  functions  in  each  subregion.  For  0  < £ <  JT and  0  <  r  <  t  it  then  follows  that 

|G(£,r;x,t)|  <  ­r  ('number  of  Bessel  functions  in  each  subregion')  < 

<  ­ | . ­  (t­r+7r)  = ­  (t­r+jr).  (2.2.14) 

It  should  be  noted  that  no  sharper  estimate  of  G(£,r;x,t)  could  be  made  so far.  Neverthe­

less,  the  question  remains  open  if  one  can  establish  an  estimate  sharper  than  an  estimate 
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Figure  2.2.1. 

linear  in  t. 

Since  u«  and  u.  are sufficiently  smooth and  uniformly  bounded  for  those values of  x and 

e under  consideration,  there  exists a constant M.  independent  of  e such  that 

IU/H  b L * T M r  (2.2.15) 

From  the  smoothness  properties  of  F  it  follows  that  there  are constants M. and  M,  both 

independent  of e such  that 

|F(x,t,w;f)|  < M.  and 

|F(x,t,Wj;«)  ­  F(x,t,w2;e)|  < M3  || Wj­w2  ||  D 

(2.2.16) 

(2.2.17) 
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for all (x,t) e  D , , e ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  [­eQ,eQ]  and w, w  and w.  e  C­. (D.). 

Using  (2.2.10),  (2.2.13),  (2.2.14),  (2.2.15)  and  (2.2.16)  it  can  be  shown  that  T  maps 

CM  ^ D L^ i n t 0  i t s e l f ' 

|(Tw)(x,t)|  < \e |  ƒ  G(e,r;x,t)F(£,r,w(e,r);e)dedr|  + |u^(x,t)| < 

< M M2 |  J  ­i (t­r+*)d£di­ + 4  M,  < 
2  1 

< |e|M2  ( ^  t2  + jrt)  + "I Mj < M2 [^  L2 + irL|e |1 / 2)  + ­ | Mj. 

Taking  the constant L such  that M. (­»  L  + 7rL|e|l '  )  < ­j  M.  it follows  that 

| Tw I| D  «s Mj  for all w e C M  (DL). 

Hence,  T maps C M  (DL) into itself. Using  (2.2.10), (2.2.13),  (2.2.14) and (2.2.17)  it will 

be shown  that T is a contraction on C w  (D,). Let w.  and w_ e  C. .  (DT ), then 
M.  L  1  2  M.  L 

» T w l ­ T w 2 l l D L ^ 

<  max  Ie  f  f  G(e,r;x,t){F(f,r,w  (e,r);£) ­  F(£,r,w  (f,r);<:)} d£dr| < 
(x.tJeDjJ  J 0 J 0  I  1  2 / | 

1 , 2  .  ^T  , . ,1/2­< M3  ( j  L2
  +  TTLM 1 / 2 )  | | w r w 2 | | D 

Taking  the constant L such  that  M , ( T L  + TTL| e|  '  J  < ­» M. and 

M  ( 4  L2 + 7rL|e| l /2)  < k with  0 < k < 1, it follows  that 
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l T w r T w 2 » D  * k l l w r w
2 l l D  with o < k  <  i. 

Then,  Banach­Caccioppoli's  fixed  point  theorem  implies  that  T has a unique  fixed  point 

w e  C M  (Dj),  that  is, a continuous  function  w on D.  satisfying  the  integral  equation. 

1 1 2 From  appendix  2A  formula  (2A.1)  it  easily  follows  that  T:  C  ­»  C  and  T:  C  ­»  C  . 

Hence,  the  solution  u(x,t)  of  the  integral  equation  (2.2.10)  and  so  the  solution  of  the 

initial­boundary  value  problem  (2.2.1)­(2.2.9),  is  two  times  continuously  differentiate 

on  D. .  Now,  it  will  be  shown  that  the  solution  of  the  initial­boundary  value  problem 

depends  continuously  on  the  initial  values.  Let  u(x,t) satisfy  (2.2.1)­(2.2.4) and  let  ü(x,t) 

satisfy  (2.2.1),  (2.2.4),  ü(x,0)  = üQ(x;e), ü (x,0) = ü.(x;e), where üQ  and ü.  satisfy  (2.2.7) 

and  (2.2.8). Using  (2.2.10), (2.2.13), (2.2.14), (2.2.17) and assuming  u and ü e  C M  (DL), 

one obtains 

|u(x,t)­ü(x,t)|  < je  f  f  G(^,r;x,t)^F(e,r,u(f,r);€)  ­  F(£,7­,ü(£,r);e)}­ d£dr|  + 

+  l l v ü J l n  <l«IM(t+7r)  f  max  |u(£,r)­ü(£,r)|dr  +  || u  ­ü,  || n  ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
C  L  •*  J °  0<f<7T  L 

where ü£(x,t)  =  f  ­[Gf(^,0;x,t)G0(f;£)  ­ G(e,0;x,t)ü1(f;£)}  df. 

Since  the  right­hand  side  of  the  inequality  is  independent  of  x,  the  maximum  for  x on 

the  left­hand  side  can  be  taken,  then  using  Gronwall's  lemma,  and  one obtains  after 

taking  the maximum  for  t  that 

l»­u||D  ^M
4  H V V D ­

where  M.  is  a  positive,  bounded  constant  independent  of  e. Since  the  solution  u.  of  t 
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linear  initial­boundary  value problem (2.2.1)­(2.2.4)  with  F  = 0 depends continuously on 

the  initial  values,  it  follows  from  this  estimate  that  also  the solution of  the weakly  non­

linear  initial­boundary  value  problem  (2.2.1)­(2.2.4)  depends continuously on  the  initial 

values. So, the following  theorem on  the well­posedness of  the problem can be  formulated. 

Theorem 2.2.1 

Suppose  that  F,  uQ  and  u.  satisfy  the assumptions (2.2.6)­(2.2.9). Then  for  any e satisfy­

ing  (2.2.5),  the  nonlinear  initial­boundary  value  problem  (2.2.1)­(2.2.4)  and  the  equi­

valent  nonlinear  integral  equation  (2.2.10) have the same, unique  and  twice  continuously 

­1/2 differentiable  solution  for  0  <  x  <  ir and  0  < t < L|e|  , in  which  L is a  sufficiently 

small,  positive  constant  independent of  t. Furthermore,  this unique  solution depends con­

tinuously  on  the  initial  values. 
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2.3. On the  validity of formal  approximations 

Since  the  initial­boundary  value  problem  (2.1.1 )­(2.1.3)  contains a small  parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e  per­

turbation  methods  can  be applied  in order  to construct  approximations.  In  most  perturba­

tion  methods  for  weakly  nonlinear  problems  a  function  is constructed  that  satisfies the 

differential  equation  and the initial  conditions  up to some  order  depending  on  the  small 

parameter  t.  Such  a  function  is called  a formal  approximation.  To show  that  this  formal 

approximation  is an  asymptotic  approximation  (as e —*  0) requires  an  additional  analysis. 

Suppose  that  a twice  continuously  differentiable  function  v(x,t)  is  constructed  on D  (D. 

is  given  by (2.2.13))  satisfying: 

v u  ­ v x x + v + €F(x,t,v;e)  = |£|mc1(x,t;e),  0 < x < TT, t > 0, m > 1,  (2.3.1) 

v(x,0) = uQ(x;e) + |e |mc2(x;£)=  vQ(x;€),  0 < x < TT,  (2.3.2) 

v t(x,0)  = Uj(x;e)  + |e|mc3(x;e) = Vj(x;«),  0 < x < v,  (2.3.3) 

v(0,t) = v(*,t) = 0,  t > 0,  (2.3.4) 

where t, F , u . and  u . satisfy  (2.2.5)­(2.2.9)  and  where  c . ,  c«  and c ,  satisfy: 

dc, 
Cj,  ­ ^  6 Q[0,ir]x[0foo)x[­e0,e0],  ») 

with  Cj(0,t;€) = Cj(jr,t;€) = 0 for t > 0,  (2.3.5) 

dc2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  d \ 
C 2 '  "ax" '  2~ e  ctt0,*]x[­«0,e0],  ») 

d\ 

with  c2(0;e) = c2(5r;e) = <* (0;e) =  c£(ir,e) = 0, and  (2.3.6) 
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a c3 
c3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­^­  e  C([0,7r]x[­e0,e0],  IR) with  c3(0;e) = c3(jr;e)  = 0.  (2.3.7) 

Furthermore,  c.  is assumed  to be uniformly  bounded  for  those values of  t 

under consideration.  (2.3.8) 

Let F(x,t,v;e) = F(x,t,v;«)  ­  | e | m " 1c1(x,t;0  (2­3.9) 

and  let v  be given  by 

v£(x,t) = ƒ  {v0(e;e)Gr«,0;x,t)  ­  V](^)G(e,0;x,t)]­ d£.  (2.3.10) 

Supposing  that  v.  satisfies  (2.2.15)  and  F  satisfies  (2.2.16)  and  (2.2.17),  it  follows  from 

theorem  2.2.1  that  the  initial­boundary  value  problem (2.3.1)­(2.3.4)  has a unique,  twice 

continuously  differentiable  solution  v(x,t)  on  D. . Using  the  result  of  appendix  2A  the 

initial­boundary  value problem (2.3.1)­(2.3.8) can  be transformed  into the equivalent  in­

tegral  equation 

v(x,t) = e j  ƒ  G(£,r;x,t)F(£,r,v(£,r);e)ded7­  + v^(x,t),  (2.3.11) 

where  G,  F  and  v  are  given  by  (2.2.11),  (2.3.9) and  (2.3.10)  respectively. Now,  it  will 

be  shown  that  the  formal  approximation  v  is  an  asymptotic approximation  (as t —» 0)  for 

the solution of  the  initial­boundary  value problem  (2.2.1)­(2.2.9)  if  m >  1, that  is, it  will 

be proved  that 

lim  |u(x,t)­v(x,t)|  = 0  for  m >  1 and  (x,t)  e  D. . 
e­»0  L 

Since  the  functions  c . ,  c .  and  c 3  satisfy  (2.3.5)­(2.3.8)  there  are  bounded constants k 
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k­  and  k.  such  that:  |c.(x,t;e)|  <  k.,  |c.(x;e)|  <  k_  and  |c­(x;«)|  < k  for  all  x,  t and e 

under  consideration.  Subtracting  the  integral  equation  (2.3.11)  from  the  integral  equation 

(2.2.10),  using  (2.2.11), (2.2.13), (2.2.14), (2.2.17) and  the  fact  that  u and  v e  C M  (DL), 

it  follows  that 

u(x,t)­v(x,t)|  < 16 ƒ  f  G(e,r;x,t){F(^,r,u(f,r);0  ­  F(É,i\v(e.r);e)} d£dr|  + 

+ | M m  ƒ  ƒ  G(e,r,x,t)c1tt;T;Od€dr|  + 

+ | M m  |  {c2(fie)Gr«,0;x,t)  ­  c3(fr)G«,0;x,t)}  df|  < 

<|e|(t+jr)M,  f  max  |u(£,r)­v(£,r)|dr  + |e|mt(t+ir)k.  +  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3  J0  0<é 0<£<7T 

+ |€|m(4k27r  + 2k2t(t+7r)  +  2k3(t+ir)) < 

, t  j 
< |e|(t+7r)M­  max  |u(x,r)­v(x,r)|dr  + |e|  ~  k, 

3  J  0  0<x<^ 

2  1/2 

in  which  k  =  L  (k.+2k.)  + |e|  '  L(jrk.+2k2Jr+2k3)  + 27r|c|(2k_+k3)  < oo.  Since  the 

right­hand  side  of  the  inequality  does  not  depend  on x,  the maximum for  x on  the  left­

hand side can be taken, and after  using  Gronwall's  lemma it  follows  that 

max  |u(x,t­v(x,t)|  < le l" 1 "^  exp(|e|t(t+7r)M3)  < k |6 | m _ 1  on DL> 
0<X<7T 

where  ic  =  k  exp(L(L  +  ­jr|e| 1 /2)M3)  <  oo.  Hence,  |u(x,t)­v(x,t)|  =  0 ( | e | m _ 1 )  for 

­1/2 

0 < x < JT and  0 < t < L|e|  '  . So, for  m >  1 the  function  v is an asymptotic  approxima­

tion  (as  e ­»  0)  of  the  solution  u  of  problem  (2.2.1)­(2.2.9).  The  following  theorem  has 

now been  proved. 
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Theorem 2.3.1 

Let  v satisfy  (2.3.1)­(2.3.4)  where  e, F,  u» and  u.  are given  by  (2.2.5)­(2.2.9)  and  where 

c. ,  e.  and  c,  satisfy  (2.3.5)­(2.3.8).  Then  for  m  >  1,  the  formal  approximation  v is an 

asymptotic  approximation  (as  t  —►   0) of  the  solution  u  of  the nonlinear  initial­boundary. 

value  problem  (2.2.1)­(2.2.9). The asymptotic approximation  v  is valid  for  those values of 

the  independent  variables  x  and  t  for  which  problem  (2.2.1)­(2.2.9)  has  been  proved 

well­posed. That  is, 

|u(x,t)­v(x,t)|  = 0( |€ | m _ 1 )  for  0 < x<  TrandO  <t  < L |e |~ 1 / 2 , 

in which  L is a sufficiently  small,  positive constant  independent  of e. 
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utt 

u(x, 

u{(x 

­  u  + u  + 
XX 

,0) = 

:,0)­

u0(x), 

= Uj(x) , 

3 

2.4.  An asymptotic approximation for a specialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA case 

In  this  section  an asymptotic  approximation  of  the solution of the initial­boundary  value 

3 problem  (2.1.1 )­(2.1.3)  with  F(x,t,u;e)  s  u  will  be constructed  using  a  two­timescales 

perturbation  method. The following  initial­boundary  value problem  will be considered: 

0,  0 < x < 7T, t > 0, 0 < |£| «  1,  (2.4.1) 

0 < x < JT,  (2.4.2) 

0 < x < 5T,  (2.4.3) 

u(0,t) = u(jr,t) = 0,  t > 0,  (2.4.4) 

With  U0(0) =  U0(7T)  =  Uj(0) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  U'0(T) =  U(
Q

1V)(0)  =  U(
0

,V)(7T)  = 0 , 

u,(0) = u,(ir) = u"j(0) =  U'J(TT) = 0,  and 

uQ e  C5([0,TT],]R)  andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \i  e  C4([0,*],]R).  (2.4.5) 

Since  an approximation  in the form of an infinite  series will be constructed,  (2.4.5)  is  re­

quired  in order  to get a convergent  series  representation  for  which  summation and dif­

ferentiation  may be interchanged. In the sense of theorem 2.3.1 a function  ü will  be con­
2 

structed  that  satisfies  (2.4.2)  and (2.4.4)  exactly  and (2.4.1)  and (2.4.3)  up to order  e . 

From the theorems  2.2.1 and 2.3.1  it then  follows 

|u(x,t)­ü(x,t)|  = 0(|e|)  for 0 < x < irand  0 < t  < L | « f 1 / 2 , 

in  which  L is a sufficiently  small,  positive constant  independent of e. In constructing  u a 

perturbation  method  will  be  used.  The straightforward  expansion  u(x,t)  =  u.(x,t)  + 

+ eu.(x,t)  + ... will  cause secular  terms. However,  from  the energy  equation  (with  t» >  0) 
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E(tQ) = ƒ  (uj(x,t0)  + u^(x,t0)  + u2(x,t0)  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j ­  u4(x,t0)}  dx  = E(0), 

which  can  be  obtained  by  multiplying  (2.4.1)  by  u  and  integrating  over  the  region 

0  < x < 7T and  0 < t < t«,  it  follows  that  if  the  initial  values are  bounded  and  if  e > 0  that 

u  (x,tQ) dx  < oo  for  all  tQ > 0. 

So,  in  that  case  secular  terms should  be avoided. For  that  reason  a two­timescales  pertur­

bation  method  will  be  used.  In  using a two­timescales perturbation  method  u(x,t)  is sup­

posed  to be a function  of  x,  t and et. Now let 

T = et, and  (2.4.6) 

u(x,t) = v(x,t,T;e).  (2.4.7) 

By  introducing  (2.4.6)  and (2.4.7)  the initial­boundary  value  problem (2.4.1 )­(2.4.4) be­

comes 

2  3 v..  + 2ev.  + « v  ­ v  + v + ev  = 0, tt  tr  TT  xx 

v(x,0,0;<0 = uQ(x), 

vt(x,0,0;f)  + evr(x,0,0;e) = Uj(x), 

v(0,t,r;e) = v(7r,t,r;e) = 0, 

Furthermore,  it  is assumed  that  v may be approximated  by  the  formal  expansion 

2 
v0(x,t,r)  + ev^x.t.r)  + e  v2(x,t,r)  + ... .  (2.4.12) 

0  <  X  <  7T,  t  >  0 , 

0  <  X  <  TT, 

0  <  X  <  7T, 

t >  0. 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

(2.4.10) 

(2.4.11) 
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By  substituting  the  expansion  (2.4.12)  into  (2.4.8)­(2.4.11),  and  after  equating  the  coef­

ficients  of  like  powers  in  e,  it  follows  from  the  powers  0  and  1 of  £ respectively,  that  v 

should  satisfy 

V0  "  v 0  + v 0  =  ° '  0 < X < T T ,  t > 0 ,  (2.4.13) 
tt  xx 

v0(x,0,0)  =  uQ(x),  0  <  x  <  ir,  (2.4.14) 

v 0 ( x , 0 , 0 ) ­ u , ( x ) ,  0 < x < 7 r ,  (2.4.15) 

v0(0,t ,r)  =  v0(jr,t,r)  =  0,  t  >  0,  (2.4.16) 

and  that  v.  should  satisfy 

v  ­ v  +  v  = ­ 2 v Q  ­  v^,  0  < x  <  TT, t  >  0,  (2.4.17) 
tt  xx  tr 

v ( x , 0 , 0 )  =  0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  0<x<w,  (2.4.18) 

Vj  (x.0,0)  =  ­v Q  (x,0,0),  0  <  x  <  TT,  (2.4.19) 
t  r 

v  (0,t,J­)  =  v  (jr.t.r)  = 0,  t > 0 .  (2.4.20) 

In  the  further  analysis  v .  and  v  will  be determined,  and  it  will  be  proved  that  u(x,t)  = 

=  v  (x,t,r)  +  £v  (x,t,r)  is  an  asymptotic  approximation  (as  t  ­*   0)  of  the solution  u(x,t)  of 

the  initial­boundary  value  problem  (2.4.1)­(2.4.5). 

The  solution  v .  of  the  initial­boundary  value  problem  (2.4.13)­(2.4.16)  is  given  by 

vQ(x,t,r)  =  Y.  {A f l(r)  cos  [(1  + n 2 ) I / 2  t]  +  Bn(r)  sin  [(1  +  n 2 ) 1 / 2  t ] J  sin  nx.  (2.4.21) 
n=l 

From  (2.4.14)  and  (2.4.15)  it  follows  that 

A  (0) =  ­  f  uA(x)  sin  nxdx,  (2.4.22) 
n  T  J 0  ° 
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Bn(0)  =  2,1/2 
TT(1  +  n  )  J : ­ . (x)  sin  nxdx.  (2.4.23) 

The  functions  A  (r)  and  B  (r)  will  be  determined  by  the  requirement  that  v  should  not 

contain  secular  terms.  From  appendix  2B  it  follows  that  this  condition  can  be  satisfied  if 

A  (r)  and  B  (r)  satisfy 

dA 
n 

dr 

3B 

8(1  +  n 2 ) 1 ' 2 
­ i ( A 2

  +  B 2 ) +  Z  ( A 2
  +  B 2 ) 

"nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  nJ 
k=l 

=  0,  (2.4.24) 

dB n 
dr 

3A 

8(1  +  n 2 ) 1 ' 2 
4  (A2

 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B2J  ♦  Z  (A2, + B2J 
k=l 

=  0.  (2.4.25) 

This  system  of  infinitely  many  nonlinear  first  order  ordinary  differential  equations  for 

A  (r)  and  B  (T)  (n  =  1,2,3,...) subject  to  the  initial  conditions  (2.4.22)  and  (2.4.23)  can  be 

solved  exactly.  Multiplying  (2.4.24)  by  A  and  (2.4.25)  by  B  ,  adding  the  obtained 

equations  and  integrating  with  respect  to  r,  it  follows  that 

A2(r)  + B2(r)  =  A2(0)  + B2(0) ,  n  =  1,2,3,..  (2.4.26) 

Substituting  (2.4.26)  into  (2.4.24)  and  (2.4.25)  one  obtains 

dA_  ­3C_  3C 

dT  _ 8 ( l + n 2 ) 1 / 2  n 
B  and 

dB 
DL  D  A 

d r  "  8(1  +  n 2 ) 1 / 2  n ' 

where  C  = 4  ( A 2 ( 0 )  + B2(0))  ­  £  ( A 2 ( 0 )  +  B2(0))  . 
n  4  n  n  k=i 

(2.4.27) 
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The  solution  of  these  differential  equations  for  A  and  B  is  given  by 

An(r)  = An(0)  cos 
3CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T n 

8 ( l + n 2 ) 1 / 2 
B  (0)  sin 

3C  T n 

8(1  +  n 2 ) 1 ' 2 

(A2(0)  + B2(0))  1 / 2  cos 
3C  T n 

8(1  +  n 2 ) 1 / 2  n 
(2.4.28) 

B  (r)  =  A  (0)  sin 
nv  '  n  ' 

3C  r n 

8 ( l + n 2 ) 1 / 2 
+ B  (0)  cos 

3C  T n 

8(1  +  n2)l/2 

=  (A2(0)  + B2(0))  1 / 2  sin 
n  n 

3C  T n 

8(1  +  n 2 ) 1 / 2  n 
(2.4.29) 

2  2 
in  which  a  = 0  if  A  (0)  + B  (0)  =  0  and  else  a  is  given  by 

cos a n  =  An(0)  (A2(0)  + B2(0))  " , / 2  and  sin  « n  = Bn(0)  ( A 2 ( 0 )  +  B2(0)] 
2 ( 0 )  +  BVV1/2 

n  nx  '  v  nv  '  xc 

(2.4.30) 

Now  the  solution  v .  of  the  initial­boundary  value  problem  (2.4.13)­(2.4.16)  has  been 

determined  completely. Using  (2.4.21),  (2.4.28),  (2.4.29)  and  some  trigonometric  relations, 

v  is  given  by 
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oo 
vn(x,t,r)  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Y. 

n=l 
'0V  An(0)  cos  (1  +  n 2 ) 1 / 2  t  ­  —  n 

8(1  + n 2 ) ' / 2 

+  B  (0)  sin 
nv  ' 

( l + B 2 ) 1 / 2 t ­ ­ 3 C , , r 

8(1  +  n 2 ) 1 / 2 
sin  nx  = 

£  [A2(0)  +  B2(0))  1 / 2  cos 
n=l 

3C  T 
/ ,  2 , 1 / 2 .  n 
(1  + n  )  t  T­—73  ­a 

8(1  +  n 2 ) 1 / 2  n 
sin  nx, 

(2.4.31) 

where  A  (0),  Bn(0),  C  and  a  are  given  by  (2.4.22),  (2.4.23),  (2.4.27)  and  (2.4.30) 

respectively.  From  (2.4.5),  (2.4.22)  and  (2.4.23)  it  follows  that  the  infinite  series  repre­

sentation  for  v_  is  twice  continuously  differentiable  with  respect  to  x  and  t,  and 

infinitely  many  times  with  respect  to T. 

In  appendix  2B  the  solution  v  of  the  initial­boundary  value  problem  (2.4.17)­(2.4.20) 

has  been  determined  and  it  has  been  proved  there  that  v  has  the  same  convergence  and 

differentiability  properties  as  mentioned  before  for  v . .  So  far  a  function  u(x,t)  = 

=  v  (x,t,r)  +  ev  (x,t,r)  has  been  constructed.  It  can  easily  be  shown  that  u(x,t)  satisfies 

2 
(2.4.2)  and  (2.4.4)  exactly,  and  (2.4.3)  up  to order  e  in  the  sense of  theorem  2.3.1.  Now  it 

2 
will  be  proved  that  u(x,t)  satisfies  (2.4.1)  up  to order  e  in  the  sense  of  theorem  2.3.1. 

ii  ­  u  +  u  + fu  =  f v 
tt  xx  v  0  ­ v  + v ) + e [ v  ­ v  + v , + 2 v 

tt  xx  tt  xx  tr 
2(  ,  , 2  ­  2  2  3 l 

+ «  l v
0  +  2 v !  + 3 v o v i + £ V i  +  3 e v 0 v l  *e  V l J  = 

TTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  tr  TT 
2  c  2  2  2  31 

=  0  + 0  + e  [v  +  2v  + 3 v n v . + e v  +  3CV..V.  + e  v  J 

+  V(P + 

tr 
'0  1  '0T1 

e  Cj(x,t;e). 
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From  the  convergence  and  differentiability  properties  of  the  infinite  series  representa­

tions  for  v.  and  v.  it  follows  that c.(x,t;e)  is continuously  differentiable  and  uniformly 

bounded  on  D.  and  c  (0,t;e)  =  c.(7r,t;e)  =  0.  Then  it  follows  from  theorem  2.3.1  that 

G(x,t)  is  an  orderzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e  asymptotic  approximation  (as  e  —* 0)  of  the  solution  u(x,t)  of  the 

initial­boundary  value problem (2.4.1)­(2.4.5)  for  (x,t) E D.  , that  is, 

|u(x,t)­ü(x,t)|  = 0(|e|)  for  0 < x<  irandO  < t < L | e f 1 / 2 ,  (2.4.32) 

in  which L  is a sufficiently  small, positive constant  independent  of e. 

Using  (2.4.32)  the  following  estimate can be obtained 

I" ­ v
0!

  = |u "  u + u " V  ­  |u  "  u|  + l e v i !  = °( |e|)  on  D L ­

Hence,  v0(x,t,r)  given  by  (2.4.31)  is  also an order  e asymptotic approximation  (as e —» 0) 

of  the  solution  u(x,t)  of  problem  (2.4.1)­(2.4.5)  for  those values of  x and  t for  which  the 

problem  has been proved  well­posed. 



60 

2.5. Concluding  remarks 

The  asymptotic  theory  as  presented  in  this  chapter  provides  a  rigorous  basis  for  a  number 

of  formal  perturbation  methods.  An  interesting  aspect  of  the  theory  is  that  asymptotic 

validity  has been  established  for  a  class of  formal  approximations. 

The  intriguing  question  whether  the  proof  of  the  time­scale  of  asymptotic  validity  may 

be  extended  to  an  0 ( | e | "  )  time­scale  remains  open.  It  should  be  noticed  that  the  exten­

sion  to  longer  time­scales  may  depend  on  the  estimate  of  the  kernel  G  of  the  equivalent 

integral  equation  (2.2.10).  More  explicitly  when  the  uniform  boundedness  in  the  sup­

norm  of  G  on  [0,ff]x]R  could  be  established  then  an  extension  of  the  asymptotic  theory  to 

an  0 ( | e|  )  time­scale  may  easily  be  given. 

For  the  explicit  example  studied  in  section  2.4,  which  may  serve  as  a  model  for  the 

vibrations  of  a  taut  string  embedded  in  a  nonlinear  elastic  medium,  an  0(e)  asymptotic 

approximation  is  given  by  (2.4.31).  It  is  not  difficult  to  show  that  when  one  excites  this 

string  initially  with  a  finite  number  of  modes,  say  N,  the  0(c)  approximation  involves 

­1 /2 
only  these  N  modes  on  a  time­scale  of  0 ( | e |  ). This  implies  that  in  the  0 ( 0  approxi­
mation  no  new  modes  will  be  excited  up  to  0(f).  Moreover,  only  an  energy  transfer  of 

­1 /2 
0(e)  between  the  N  modes may  take place  on  a  time­scale  of  0 ( | e|  ). 

An  interesting  phenomenon  due  to  the  nonlinearity  may  be  noticed:  the  phase­shifts  of 

the  modes  are  determined  by  the  coefficients  C  (as  defined  by  (2.4.27))  which  depend 

on  the  initial  amplitudes  of  all  modes  initially  present.  In  fact,  the  distorsion  of  the 

signals  is determined  by  linear  dispersion  and  dispersion  due  to  the  nonlinear  term. 

The  approximation  v..  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e\  where  v .  is  given  in  appendix  2B  may  be a good  candidate 

2 
for  a  second  order,  i.e. an  0(e  ) asymptotic  approximation.  However,  in order  to  establish 

­1 /2 
this,  one  has  to  show  that  v»  satisfies  certain  smoothness  conditions  on  the  0 ( | e |  ) 

time­scale,  which  requires  additional  tedious  calculations. 
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Appendix  2A 

In  this  section  the  equivalent  integral  equation  for  the  initial­boundary  value  problem 

(2.2.1 )­(2.2.9)  will  be  derived.  The  initial­boundary  value  problem  can  be  transformed 

into  an  initial  value  problem by extending  the  functions  u,  F,  u­  and  u.  in  x to odd and 

2ir­periodic  functions  u  ,  F  ,  u_  and  u..  Then,  an  integral  equation  for  the solution of 

the  initial  value  problem  can  easily  be  obtained  (see for  instance  [7, chapter  5] and [28, 

chapter  2]): 

u*(u,t) = ­ ^ ­  f  f  Jn([(r­t)2  ­  (£­x)2]1 /2)  F*(£,r,u*(£,T);e)d£dr + 
2  JO Jx­t+r  ° 

.x+t  9 J n ( [ t 2 ­ (£ ­x ) 2 ] 1 / 2 ) 
+ 1' " 2  (u0(x+t;O  + u0(x­t;£)) + ­j  J ^  ­ g j ­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  uQ(Z;e)dt + 

X+t 
+  "2  j x

  J 0 ( [ t 2  "  ^ ­ x ) 2 ^ 1 / 2 )  u*(^)d«  =  (Tu)(x,t),  (2A.1) 

where J­  is the  Bessel  function  of  the  first  kind  of  order  zero. 

Obviously,  the  solution  of  (2.2.1)­(2.2.9)  is  a  fixed  point  of  the  integral  opeator  T 

1  1  2 
(T: C —»  C  and  T: C  —►   C  ). After  some manipulations  the  integral  equation  (2A.1) can 

be  rewritten as 

u(x,t) = e  f  f  G(e,r;x,t)F(e,r,u($,T);£)d£dr + 
J 0 J 0 

+ J  {u0(£«)Grtt,0;x,t)  ­  Uj(ft«)G«,0;x,t)}  <H = (Tu)(x,t),  (2A.2) 

where G  is given  by 
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G(£,i­;x,t) = 4  E  {H(t­r­e+2kw­x)H(t­r+£­2k7T+x)Jn([(t­r)
2  ­  (£­2kjr+x)2]1/2)  + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z  keZZ  l  u 

­  H(t­r+e+2kff­x)H(t­T­e­2k5r+x)J0([(t­T)2  ­  (ft­2kjr­x)2]1/2)V  (2A.3) 

in  which  H(a)  is  a  step  function  which  is  equal  to  1 for  a  >  0,  ­=• for  a  =  0  and  zero 

otherwise.  In (2A.2)  it  is assumed  that —r—  H(a) = 6(a) in  the sense of  the  theory  of  distri­

butions. 

In  fact  G  as  defined  by  (2A.3)  is  the  Green's  function  for  the  differential  operator 
2  2 

d n 

L = —­z  ­  —­  + 1 and  the boundary  conditions (2.2.4). 
at  dx 

After  some  elementary  calculations  it  can  be  shown  that  if  v(x,t)  is a twice  continuously 

differentiable  solution  of  (2.2.1)­(2.2.9)  then  v(x,t)  is a solution of  the  integral  equations 

(2A.1)  and  (2A.2).  From  section  2.2  it  follows  that  under  the assumptions  (2.2.5)­(2.2.9) 

the  solution  of  the  integral  equation  (2A.2)  is  twice  continuously differentiable  on.some 

subdomain  D.  of  the  (x,t)­plane.  It  can  easily  be  proved  that  if  w(x,t)  is  a  solution  of 

(2A.1)  or  (2A.2)  then  w(x,t)  is  a  solution  of  (2.2.1)­(2.2.9). Hence,  the  integral  equation 

(2A.2) and  the  initial­boundary  value problem (2.2.1)­(2.2.9)  are equivalent  on  D. . 
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Appendix  2B 

In  this  appendix  the  solution  v  of  the  initial­boundary  value  problem  (2.4.17)­(2.4.20) 

will  be determined  such  that  this solution satisfies  the  requirement  that  it does not contain 

secular  terms. It should  be noted  that  the equations for v . and v  have been derived  under 

the assumption  that  v  v  and  their  derivatives  up  to order  two are O(l)  on D. .  For  that 

2  1/2 reason  v.  should  not  contain secular  terms,  that  is, terms  like  t sin  [(1  + n  )  t] sin nx. 

To determine  v  it  is assumed  that  v  may be  written as 

oo 
Vj(x,t,T)=  £  D(t , r)s innx.  (2B.1) 

n=l 

By substituting  (2B.1) and  (2.4.21)  into (2.4.17) one obtains 

£  ( D  + (n  + 1) D  ]  sin nx  =  ­2  £  H  sin nx + 
n=l  tt  n  n= l 

00  OO  OO 

+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ~A  E  E  E  H.  HJH  (sin(k+£+m)x  ­  sin(k+£­m)x  ­  sin(k­£t­m)x  + s in(k­£­m)xJ  , 
k=l  fc=l  m=l  k  l  m 

in  which 

~  .,  2,1/2  d A n  .  ,..  2,1/2. ,  , .  2,1/2  _ ^ J L _ „ .  2.1/2  t l H  =  ­(1  + n  )  — 3 —  sin  [(1  + n  )  '  t] + (1  + n  )  — 5 — cos  [(1  + n  )  t] n  (XT  ur 

(2B.2) 

and 

H  =A  cos[(l  + n 2 ) 1 / 2  t] + B  sin[(l  + n 2 ) 1 / 2  t].  (2B.3) 

Equating  the coefficients  of  like functions  in  sin  nx  yields 
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oo  oo  oo 
D  +(n  + 1 ) D  =  ­2H  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­j  Y  Y  Y  H. HH  (6  ,  ,  + 6  .  .  + 

n  v  n  n  4  £  M  ,  k  t  mv  n,k+£+m  n,­k­£+m 

n,k+£­m  n,­k+£­m  n,k­£+m  +  n,k­£­m  ~  n,­k+£+m  ~" 

­2H  +­7 
n  4  E  ­3  E  +3  E 

k,£,m=l  k,£,m=l  k,£,m=l 
k+£+m=n  k+£­m=n  m­k­£=n 

W 1 » ,  " *»<*•'>•  <2B4) 

where  5.  .  is  the  Kronecker  delta  symbol  that  is defined  to  be  zero  for  i  #  j  and  unity  for 

i  =  j .  So,  assuming  (2B.1)  problem  (2.4.17)­(2.4.20)  becomes 

D  + (n  +  1 ) D  =  R  (t,r), n  v  '  n  nv  '  " 

Dn(0,0)  =  0, 

D  (0,0) 
n t 

dAn(0) 

dr 

(2B.5) 

(2B.6) 

(2B.7) 

where  R  (t,r)  is defined  in  (2B.4).  The  solution  of  problem  (2B.5)­(2B.7)  is given  by 

Dn(t,r)  =  Pn(r)  cos  [(1  + n 2 ) 1 / 2  t]  + Qn(r)  sin  [(1  + n 2 ) 1 / 2  t]  + Tn(t ,r)  (2B.8) 

2  1/2  r  d A n ( 0 ) ï 
with  Pn(0)  =  ­Tn(0,0)  and  Q n (0)  =  ­(1  +  O 1 '  fa  (0,0)  + — ^ —  ]•.  (2B.9) 

In  (2B.8)  T  (t,r)  can  be  regarded  as  the  particular  solution  of  (2B.5).  First  T  (t,r)  will  be 

determined.  After  evaluating  the  product  H.  H M  in  R  (t,r)  it  can  easily  be  seen  that 

secular  terms  in  T  (t,r)  can  occur  (for  k,  I,  m  and  n  6  Z  )  if 
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H n ^ l ) 1 / 2  = ( k 2
+ l ) 1 / 2

  +  (£2
  +  l ) 1 / 2 ­ ( m 2

+ l ) 1 / 2 , 

f ^ l ) 1 / 2 ­ ^ ! ) 1 ' ^ ^ ! ) 1 / 2 ­ » 2 * ! ) 1 ' 2 . 

± (n2
  +  l ) 1 / 2  = (m2

  +  l ) 1 / 2
  +  (k2

  +  1 ) 1 / 2  ­  ( ^  +  1 ) 1 / 2 , 

(n2
  +  l ) 1 / 2  = (k2

  +  l ) 1 / 2
  +  (^  +  1 ) 1 / 2

  +  (m2
  +  l ) 1 / 2 . 

Only  two of  these cases are  essentially  different.  These two cases are 

* (n2
  +  1) 1 / 2  = (k2

  +  1 ) 1 / 2
  +  (£* +  1 ) 1 / 2  ­  (m2

  +  l ) 1 ' 2 .  (2B.10) 

So the  problem  is  to  determine  the  values  of  k,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1, m and  n  e  ZZ  for  which  (2B.10) can 

be satisfied.  To solve this problem  the  following  inequality  is used 

j < ( j 2  +  l ) 1 / 2 <  j  ­  1 + ­fï  fo ra l l j eZ2 + .  (2B.11) 

Case I (plus sign  in (2B.10)): 

2
+ l ) 1 / 2  = ( k 2

+ l ) 1 / 2
  +  ( £ 2

+ l ) 1 / 2 ­ ( m 2
+ D 1 / 2 .  (2B.12) (n 

Using  (2B.11) and  (2B.12) one obtains 

n < ( n 2 + l ) 1 / 2 < k ­ l + v / 2 "  + I  ­  1 + ­/l  ­ m  = k + £ ­ m ­ 2  + 2­fï  , and 

n  ­  1 + sfï  > (n2  +  1) 1 / 2  > k + t  ­ m +  1 ­  V~2  . Hence, 

k + £ ­ m  + 2 ­  2\fl  <n­<k  + £ ­ m ­ 2  + 2\/~2.  . 

Since k,  t,  m and  n 6  ZZ+ it  then  follows  that  n = k + I  ­  m. Then  (2B.12) becomes 
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((k  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t  ­  m)2  +  1 ) 1 / 2  = (k2  +  1 ) 1 / 2  +  (e1  +  1 ) 1 / 2  ­  (m2  +  1 ) 1 / 2 .  (2B.13) 

By  squaring  equation  (2B.13)  two  times  and  rearranging  terms  one  obtains 

(k£ ­  1  ­  (k2  +  \)l/2(?  +  l ) 1 / 2 ) ( m 2  ­  km  ­  An + ki)  =  0,  hence 

U­  1  ­  (k2  +  \)lf\?  +  1 ) 1 / 2  =  0  or  m 2  ­  km  ­  An + k« =  0.  (2B.14) 

By  squaring  the  first  equation  in  (2B.14)  one  obtains  after  rearranging  terms  that 

(k  + t)  =  0.  However,  this  contradicts  the  assumption  k  and  I  G  2Z  . The solution  of  the 

1  1  2  1/2 
second  equation  in  (2B.14)  is  given  by  m =  ­= (k  + £) ± ­r  ((k  + I)  ­  4k£) 

Hence,  m  = k  or  m  =  I  Combining  this  result  with  n  =  k  + t  ­  m  yields 

m = k  and  n  =  1  or  (2B.15) 

m = £  and  n  =  k.  (2B.16) 

By  substituting  (2B.15)  and  (2B.16)  into (2B.12)  it  can  be  verified  that  both  (2B.15)  and 

(2B.16)  satisfy  (2B. 12). 

Case II (minus  sign  in  (2B.10)): 

.2  . ,1 /2  , , 2  , , 1 /2  ,2.  , , 1 /2  .  2  , ,1 /2  / ­ . u , ^ 
­(n  + 1 )  =  (k  + 1 )  + (t  +  1)  ­  (m  +  1)  .  (2B.17) 

Using  (2B.11)  and  (2B.17)  one  obtains 

n  < (n 2  +  1 ) 1 / 2  <  ­k  ­  I  + m  ­  1 + sfï.  ,  and 

n ­ l + V r 2 > ( n 2 + l ) 1 / 2 > ­ k + l ­ V " 2  ­ £ + ! ­ • / !  +m  = m ­  k  ­  1+ 2 ­  2vA2,  hence 

m ­ k ­ £ + 3 ­  2>y/~2  < n < m ­ k ­ £ ­  1+  s/~2 . 
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From  k,  £,  m  and  n  6  5Z  it  then  follows  that  n = m ­ k ­ £ ­  1 or  n  = m  ­  k  ­  i  Since 

no  summation  in  (2B.4)  involves  n = m ­ k ­ £ ­  1 one  only  has  to consider  n  = m  ­  k  ­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  L 

Then  (2B.17)  becomes 

­((m  ­  k  ­  £)2  +  1 ) 1 / 2  =  ­((k  + I  ­  m)2  +  1 ) 1 / 2 

(k 
2  , ,1 /2  .p.  . ,1 /2  .  2  , ,1 

+  1)  '  + (e  +  1)  ­  (m  + 1 )  /2  (2B.18) 

By  squaring  (2B.18)  two  times  and  after  rearranging  terms  one  obtains  the  equations 

(2B.14).  These  equations  have  the  solutions  (2B.15)  and  (2B.16).  However,  the  solutions 

(2B.15)  and  (2B.16)  do  not  satisfy  (2B.17). So,  in  case  II  there  do  not  exist  integers  k,  £, m 

and  n e  TL  giving  rise  to secular  terms. 

Hence,  the  integers  k,  £,  m  and  n  e  7L  given  by  (2B.15)  and  (2B.16)  will  cause  secular 

terms  in  T  (t,r).  Taking  apart  those  terms  in  (2B.4)  one  obtains: 

D  + (n  +  1) D  = 
ntt 

s i n [ ( l + n 2 ) 1 / 2 t ]  . . .  2,1/2  d A n  3 D  f  1  r . 2  D 2 i  ~  r . 2  D 2 ï  ï 2(1+n  )  —;—  ­  ­7  B  I ­  ­;  I A  +B  I  +  V  I A.  +B.  I I 
'  AT  4  nv  4  v  n  n­*  ,  ,  k  kJ  J 

k=l 

­cos[(l  + n 2 ) 1 / 2 t ] 
dB 

2(1 l + n V / 2 ­ ^  + l A ( ­ 4 ( A 2
  + B 2 ) + E ( A 2

  + B2)] 
dr  4  n L 4 , ­ n  n 

k=l 

00  oo+  oo 
1  ­3  E  ­  +3  E 

k,£,m=l  k,£,m=l  k,£,m=l 
k+£+m=n  k+£­m=n  m­k­£=n J 

H . H f l  . k  r  m  (2B.19) 

where  the  *  in  (2B.19)  indicates  that  terms  in  H . H M  giving  rise  to  secular  terms  in 
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T  (t,r)  are  excluded. 

In  order  to avoid  secular  terms  A  (r)  and  B  (r)  have  to  satisfy 

*'  * "2>' /2 ^  " "I B„  (­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  (*ï * ­J) ♦  Z  (AJ  • . J ) ) ­ 0,  (2B.20, 
k=l 

dB 

dr  4  n  *■  4  v  n  nJ 2 ( i + n ­ ) ' ^ _ ^ + 1  A  f . I  ( A 2  +  B 2 )  +  £  ( A 2
 +  B 2 ) ) = 0 .  (2B.21) 

oo 

k=l 

After  lengthy  but  rather  elementary  calculations  it  follows  that  the  particular  solution 

T  (t,r)  of  (2B.19)  is  given  by 

Tn<«'r> =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i  I  ­ 3  £  +3  E 
k,£,m=l  k,£,m=l  k,£,m=l 
k+£+m=n  k+£­m=n  m­k­&=n 

R k t a ( f ' r >  (2B.22) 

with  R.  ,  (t,r)  =  [  (A?  + B?]  [A?  +  Bf]  ( A 2
  +  B 2  ]  )  1 / 2  x ktor  *■  *■  k  kJ  *■  I  lJ  *■  m  m­*  ■* 

x  E 
i=l 

4 ,  cc*  [dg)  t  ­  e ^ L  r  ­  f £ > ] 
k£m  kto  ktaJ 

2  ,  f^(i)  12 1  + ' " UUJ ktaJ 

(2B.23) 

where 

^ ( 0  ­ ^  ,  2  , J / 2 
dk£rn  °  s q k  +  s q£  " s %  W l t h  s q n  ­  ( n  +  1 }  ' 

d(2)  = d ( D  d(3)  (1)  a n d  d(4)  (1)  (2)  (3) 
a k 6 n  a£mk'  a k 6 n  mk«  a n a  ak£m  a k ó n +  a k t o  ak£m' 

.0)  (c, "ktai  ~  8  ^ k ^ k  ^Cêql  ­ m ­ m '  n sq,  ­  C„sq 1)  wJth  C„  given  by  (2.4.27), 

e(2)  _ e ( D  e(3)  _ e ( D  .  (4)  (1)  (2)  (3) 
ek£m  ~  e 6nk '  ek£m  ~  mkt  a n a  ek£m  ~  e kön  +  e kön  +  ekfin' 

fk&n  "  a k  +  at  '  am  w i t h  Qn  g i v e n  b y  ^ 2 ­ 4 ­ 3 0 ) ' 

(2)  _ f ( l )  ,(3)  _  (1)  (4)  (1)  (2)  (3) 
'kfoi  6nk '  Mm  mk*  kón  ~  kbn  kirn  k to ' 
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The  *  in  (2B.23)  indicates  that  the  summation  over  i  for  i  =  1,  2  or  3  is excluded  if 

.  2  . ,1 /2  .(i) 
( n  + 1 )  ­ d k t o ­

It  should  be  noted  that  all  the denominators  in  (2B.22)  are  nonzero  because  of  the non­

secularity  requirement.  In  orderto  obtain  some  properties  of  T  (t,r) the following  results 

will  be needed 

(a)  if  k +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I + m = n  then 

2  i  r^(4)  ï 2 

n +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 ­ KU 
­2(k  + m)(k + t)(l  + m) 

(b)  if  k + £ + m = n  then 

2  ,  f.O)  I 2 

n  +1 ­  K*J k£mJ 

i «~  i  *  i t>2  i \ ! / 2 ,  2  , ,1 /2  „ 2  , .1/2,­2  , , 1 /2  , , , 2  , , 1 /2 ,  2  , ,1 /2 
_  k £ m ­ k ­ / ­ m ­ k ( l  +1)  '  (m  +1)  '  +m(k  +1)  (t  +1)  ­ l (k  +1)  (m  +1)  ' 

­2(k  + m)(k + W  + m) 

and  similar  formulas  for d\  ,  and d  , ,. 
£mk  mk£ 

(c)  if k + I  ­  m = n  then 

■'♦'­[­ÏÏJ2 

k t n » k , < . m ­ k ( £ 2 > l ) l ' , ­ V , l ) l ' ' Z . n , ( k 2 , n l / V > l ) l / 2 ­ « k 2 > n ' / 2 ( m 2 > ] ) ' / 2 

2(k  + i)(k  ­  m)(l  ­ m) 
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(d)  if  k  + £ ­  m  =  n  then 

2  i  f^(l)  l 2 n +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 ­ KU 
M,  i  .  xtï  ,J/2,  2  . ,1 /2  „2   ,A/2,2  , , 1 /2  . . .2  , , 1 / 2 .  2  , , 1 /2 

_  k£m + k + £­m + k(t  +1)  (m  + 1)  +m(k  +1)  (£+1)  + l(k  +1)  '  (m  +1) 
2(k  + £)(k  ­  m)(£  ­  m) 

and  similar  formulas  for  dv_,  and  d̂   ;  .. 
£mk  mk£ 

(e)  if  m  ­  k  ­  £ =  n  then  formulas  analogous  to  (c) and  (d)  can  be obtained  because 

n 2  =  (m  ­  k  ­  £)2  =  (k  + £ ­  m)2 . 

From  (2.4.5),  (2.4.22),  (2.4.23),  (2.4.28)  and  (2.4.29)  it  follows  that  there  exists  a  uni­

formly  bounded  constant  K  such  that  for  all  n  e  2Z  and  for  all  r e l : 

|A n ( r ) |  < ­ ^ ­  and  |B  (r)|  <  ­^y  . 
n  n 

(2B.24) 

Using  (2B.24)  and  the  properties  (a)­(e)  of  the  denominators  of  R.  ­^(t,r)  in  T  (t,r),  the 

following  estimates  can  be  made: 

k,£,m=l 
k+£+m=n 

£?  2 / 2  K 3  4k£m 

k,£,m=l  k 5£ 5m 5  (>^)(k+m)(£+m) 
k+£+m=n 

<  3 2 / 2  K 3  £ 
k,£,m=l  k V m 2  (k+£+m)2  2n 2 

k+£+m=n 

3  s  32/2  K­  27  ^ 3 ^ 

2n 
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oo 

k,£,m=l 
k+£­m=n 

^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  £  2 ­ / I  K 3  4klm 

k,£,m=l  k Y m 3  (k+0 
k+£­m=n 

oo  4 
<  3 2 ^ 2  K 3  E  \  r  < 

k,£=l  (k+£­n)  (k+l) 
k+£>n+l 

< 3 2 v ^ K 3  E  2 4 (k + £­ l )  ^  3 2 ^ 2  4 K 3 2 4  j j 

k+£=n+l  (k+£­n)4(k+£)5  n 

2  2 

Since  (k  +  l  ­  m)  =  (m  ­  k  ­  £)  the  estimate  of  the  third  sum  with  summation  index 

m ­ k ­ £ = n i n  (2B.22)  is similar  to  the  estimate  of  the  second  sum. 

Hence,  there  is  a uniformly  bounded  constant  c  such  that  for  all  n  e  ZS+ and  t,r  6  1R 

|T n ( t , r ) |  < c n " 4 .  (2B.25) 

Estimating  and  arguing  by  analogy  it  can  easily  be  obtained  that  for  all  n  e  S  and  for 

all  t,r  e  3R there  exists  a uniformly  bounded  constant  c  such  that 

l T n M < ^ r ,  l T n  M < ­ V ,  lTn  M  < ­ * r  and  |T„  M < ^ ­ . 

(2B.26) 

t  '  _J  tr  n  tt  ­ zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  '  TT  '  _*• 

Considering  the  solution  v  (x,t,r)  it  should  be  noted  that  the  functions  P  (r)  and  Q  (r)  in 

(2B.8)  have  to  be  used  in  order  to avoid  secular  terms  in  the  solution  v  (x,t,r).  However, 

it  is our  purpose  to construct  a  function  ü(x,t)  that  satisfies  the  differential  equation  up  to 

2 
order  e. .  Therefore  P  (r)  and  Q  (r)  are  taken  to  be  equal  to  their  initial  values  (2B.9), 

that  is, 
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PnO­) = Pn(0)  and  Qn(r)=Qn(0).  (2B.27) 

Now  it  easily  follows  from  (2B.8), (2B.9),  (2B.22), (2B.25), (2B.26) and  (2B.27)  that  the 

series  representation  (2B. 1)  for  v.  is  twice  continuously  dif ferentiable  with  respect  to x 

and  t and  infinitely  many  times  with  respect  to r. 
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CHAPTER  3 

ASYMPTOTICS FOR A SYSTEM OF NONLINEARLY COUPLED WAVE 

EQUATIONS WITH AN APPLICATION TO THE GALLOPING OSCILLATIONS 

OF OVERHEAD TRANSMISSION LINES 

Abstract 

In this chapter  an asymptotic  theory  for  a class of  initial­boundary  value problems  for  sys­

tems of  weakly  and nonlinearly  coupled  wave  equations  is presented. The theory  implies 

the well­posedness of  the problem  in  the classical  sense and  the  asymptotic validity of 

formal  approximations on  long  time­scales. 

As an application  of  the  theory  an initial­boundary  value problem  for  a system of  weakly 

and  nonlinearly  coupled  wave  equations  is  studied  in  detail  using  a two­timescales  per­

turbation  method.  From  an  aero­elastic  analysis  it  is  shown  that  this  initial­boundary 

value  problem  may  be  regarded  as  a model  describing  the galloping  oscillations of  over­

head  transmission  lines  in  the  vertical  and  in  the  horizontal  direction. 
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3.1. Introduction 

In  this chapter  an asymptotic  theory  is presented  for  the  following  initial­boundary  value 

problem  for  a system of  nonlinearly  perturbed  wave  equations 

u{t  ­  Cuxx  + €f(x,t,u,ut,ux;e)  = 0,  0 < x < JT, t > 0,  (3.1.1) 

u(x,0;e) = u„(x;e) and  u (x,0;«) = u.(x;e),  0 < x <  TT,  (3.1.2) 

u(0,t;e) = u(7r,t;£) = 0,  t > 0,  (3.1.3) 

T  T 
with  u  =  (u.,u.,...,u  )  ,  f  =  (f.,f,,...,f  )  and  0  < |e|  < e.  «  1. The  (nxn)  diagonal­

2 matrix  C  has  e­independent  diagonal  elements  c .  (ï  =  l,2,...,n)  with  c .  >  0,  and  the 

functions  f,  u .  and  u.  have  to satisfy  certain smoothness properties,  which are  mentioned 

in  section  3.2.  As  usual  the  derivative of  a matrix­valued  function  is obtained  by  taking 

the  derivative  of  each  element  of  the  matrix­valued  function.  The  asymptotic  theory 

presented  here  implies  the  well­posedness  in  the  classical  sense  of  the  initial­boundary 

value  problem  (3.1.1)­(3.1.3)  as well as the asymptotic  validity  of  formal  approximations. 

In  this  chapter  formal  approximations  are  defined  to  be  vector­valued  functions  satis­

fying  the  differential  equations  and  the  initial  conditions up  to some order  depending on 

the small  parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t. 

For  scalar­valued  functions  similar  asymptotic  theories  have  been  developed  in  [11]  for 

an  initial­boundary  value  problem  for  the  weakly  semi­linear  telegraph  equation 

u  ­  u  + u  + ef(x,t,u;e)  = 0, and  in [12] for  an  initial­boundary  value problem  for  the 

weakly  nonlinear  wave  equation  u  ­  u  + ef(x,t,u,u  ,u  ;e) = 0. Both  type of  equations 

were  considered  subject  to  the  initial  values  u(x,0;e) = uQ(x;e) and  u (x,0;e) = u.(x;e)  and 

the  boundary  values  u(0,t;€)  =  u(7r,t;0  =  0.  The  well­posedness  in  the classical sense and 

the  asymptotic  validity  of  a  class  of  formal  approximations  could  be  obtained  on  a 
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time­scale of order  |e|  for  the problem  for  the weakly  semi­linear  telegraph  equation 

and  could  be  established  on  a  time­scale  of  orderzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \e\  for  the  problem  for  the  weakly 

nonlinear  wave  equation.  For  the  initial­boundary  value  problem  (3.1.1)­(3.1.3)  it  will 

be shown that a time­scale of order  |e|  can  be obtained. 

The  asymptotic  theory  in  [11,12] and  the asymptotic  theory  presented  in this chapter  can 

be  regarded  as  an  extension  of  the  asymptotic  theory  for  ordinary  differential  equations 

as  for  instance  described  in  [1,2,8,25]. Moreover,  the asymptotic  results presented  in  this 

chapter  can be seen as a generalization  of  the  asymptotic  results obtained  in [12]. 

This  chapter,  being  an attempt  to contribute  to the  foundations  of  the asymptotic methods 

for  (systems  of)  weakly  nonlinear  hyperbolic  partial  differential  equations,  is organized 

as  follows. In section  3.2  the well­posedness  of  the problem  is investigated  and established 

on  a  time­scale  of  order  |e|  and  in  section  3.3  the  asymptotic  validity  of  formal 

approximations  is studied,  that  is,  estimates  of  the  differences  between  the  solution  and 

the  formal  approximations  are  given  on  a  time­scale  for  which  the  problem  has  been 

shown  to  be  well­posed.  The  asymptotic  theory  is  applied  in  section  3.5  to  the 

T 
initial­boundary  value problem (3.1.1)­(3.1.3) with  u = (v,w)  and 

f(x,t,u,ut,ux;e)  = 

where  a.^.a». , . . .^ . ,  are  constants  independent  of  e. In  section  3.4  it  follows  from  an 

aero­elastic  analysis  that  this  initial­boundary  value problem may be  regarded  as a model 

which describes  the  growth of  wind­induced  oscillations of overhead  transmission  lines in 

the  vertical  and  in  the horizontal  direction. In  fact  this  initial­boundary  value problem  is 

an  extension  of  a  model  (describing  only  the  vertical  displacements  of  the  transmission 

a10vt  +  a01Wt  +  a20Vt  +  a l l v t w t  +  a02w t  +  a03Wt 

b01w t  +  b l l V t W t + b 0 2 W f + b 0 3 W ? 
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lines)  which  has  been  postulated  in  the early  seventies  in  [22,23] and  which  recently has 

been  derived  in  [12]. From  a  practical  point  of  view  it  is  interesting  to  investigate the 

vertical  as  well  as  the  horizontal  displacements of  the  transmission  line, since one or both 

of  the  displacements  may  give  rise  to conductor  damage due to impact of  conductor  lines 

or  due  to  flashover  as  a  result  of  a phase­difference  between conductor  lines, for  which 

the mutual distance has become too small. 

Using  a  two­timescales  perturbation  method,  as  for  instance  successfully  used  in  [4,11, 

12,17,18],  an  asymptotic  approximation  of  the  solution  of  the  aforementioned  initial­

boundary  value  problem  will  be constructed. In some sense it  is remarkable  that  the two­

timescales  perturbation  method  as  developed  in  [4,18]  and applied  in  [4,11,12,17,18]  to 

an  initial­boundary  value problem  for a single perturbed  wave equation  may also be used 

for  an  initial­boundary  value  problem  for  the aforementioned  system of  perturbed  wave 

equations.  Finally,  in  section  3.6  some of  the  results obtained  in  this chapter  will  be dis­

cussed. 



77 

3.2. The well­posedness of  the problem 

In  this  section  a  weakly  nonlinear  initial­boundary  value  problem  for  a  vector­valued 

function  u(x,t;e)  will  be  considered.  As usual  a derivative of a vector­valued  function  is 

obtained  by  taking  the  derivative  of  each  element  of  the  vector­valued  function. 

Furthermore,  a  vector­valued  function  is  said  to be continuous  (or  differentiable)  if  and 

only  if  all  the elements of  the vector­valued  function  are  continuous  (or  differentiable). 

T 

Let  u(x,t;e)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  s  (Uj(x,t;e),u2(x,t;e),...,un(x,t;€))  with  1 <  n  < oo and  let  u>ut>ux,utt>ytx  = 

= u  and  u  be  continuous  on  0  <  x <  ?r and  t  >  0.  The  following  weakly  nonlinear 

initial­boundary  value  problem  for  the vector^valued  function  u(x,t;e) will  now be con­

sidered: 

u  ,  ­  Cu  + eF(u;e) = 0, ­tt  ­xx  ­  ­

u(x,0;e) = uQ(x;e), 

ut(x,0;£) = Uj(x;e), 

,u(0,t;e) = u(7r,t;€)=0, 

0  <  X <  TT, t  >  0, 

0 < x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  w, 

0  <  x  <  ir, 

t > 0, 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

2 
where  C is a (nxn) diagonal­matrix  with «­independent  diagonal  elements c .  (I =  l,2,.„n) 

and c .  > 0, 
, i i 

F(u;e)(x,t) s  f(x,t,u(x,t;e),ut(x,t;e),ux(x,t;e);e),  (3.2.5) 

0  <  |e|  <  eQ  «  1,  and  where  uQ(x;e)  =  (u01(x;£),...,u0n(x;e))  ,  Uj(x;e)  =  (Uj j(x;e),..., 

T  T  T 
uJn(x;e))  and  f(x,t,u,p,q;e)  =  (f1(x,t,u,p,q;e),...,fn(x,t,u,p,q;e))  with  u = (Uj,...,un)  , 

T  T 
P = (P1 ,­,Pn)  and  q = (q r...,qn)  satisfy: 
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auoi  a2uoi 
u 0 i ,  — — ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  —j  e  C([O,5r]x[­£0,€0],3R)  for  i  =  l,2,...,n, 

dx 

d\(0;e)  d\(w;e) 
with  u0(0;e)  =  u0(jr;£)  ^ —  =  2  = 0,  (3.2.6) 

dx  dx 

8u  . 
U l i '  ~dx~  e  cW>*M­e0,e0],TR)  for  i  =  l,2,...,n,  with  Uj(0;«)  =  UJ(JT,«) =  0,  and 

(3.2.7) 
af.  af.  af.  af.  , 

f i '  " a T '  ~dV  • dT  '  aT  e  C([0,ir]x[0,oo>xirnx[­«0 ,e0],]R)  for  i j  =  l,2,...,n, 
j  j  j 

with  F(u;«X0,t)  =  F(u;e)(ff,t)  = 0  for  t >  0.  (3.2.8) 

Furthermore,  f(x,t,u,p,q;£)  and  its  partial  derivatives  with  respect  to  x,u,p  and  q  are 

assumed  to  be  uniformly  bounded  for  those  values  of  t  under  consideration. 

To  prove  in  the  classical  sense  existence  and  uniqueness  of  the  solution  of  the  initial­

boundary  value  problem  (3.2.1)­(3.2.4)  an  equivalent  system  of  coupled  integral  equa­

tions  will  be  used.  In  order  to  derive  this  system  of  integral  equations  the  initial­bound­

ary  value  problem  is  transformed  into an  initial  value  problem  by  extending  the  vector­

valued  functions  u,  f,  u»  and  u.  in  x  to odd  and  2jr­periodic  functions  (see  for  instance 

[28,  chapter  2]).  The  extensions  of  u,  f,  u»  and  u.  are  denoted  by  u  ,  f  ,  u .  and  u.  re­

spectively.  Then,  assuming  that  u  ,u.,u  ,u„ ,u .  =  u  ,  and  u  are  continuous  on 

K  '  '  °  ' ­ t  ­x  ­tt  ­tx  ­xt  ­xx 

­oo  < x  < oo  and  t  >  0,  an  integral  equation  for  the  solution  u  of  the  initial  value 

problem  is  given  by 

r t 
u*(x,t;e) =  ­  j  J  I£*(r;x,t)dr  + uj(x,t;e),  (3.2.9) 

where  If/(r;x,t)  is  a  vector  with  elements  If.  (r;x,t)  defined  by 
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x+c..(t­r) 

If*(r;x,t)  = ­ 1 ­  f  "  f*(f,r,u*(e,^),u*«,r;£),u*«,T;e);e)de 

cii  Jx­c..(t­r)  "  "t  "5 

for  i =  l,2,...,n,  and  where  u.(x,t;£)  is a vector  with  elements  u.{x,t;e) defined  by 

l  l  i  / .x+c.t 
u f i ( x ­ ^  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2  u o> + c i i*)  +  2  % ( x ­ c i i t ; e )  +  2c7  I  "  "*n^W 

11  J  X­C.t 

n 

for  i  =  1,2,...,n.  As usual  the  integral  of  a matrix­valued  function  is obtained  by  taking 

the  integral  of  each  element  of  the  matrix­valued  function.  Using  reflection  principles 

(3.2.9)  can  be  rewritten  as  a system  of  coupled  integral  equations  on  the  semi­infinite 

strip  0<x<7r ,  0 < t < oo, yielding 
I  7T 

u(x,t;e) = ­ |  ƒ  J  G(e,r;x,t)F(u;e)(e,7­)dedr  + u^x.t;*),  (3.2.10) 

where G(£,T;x,t)  is the (nxn) diagonal­matrix  with diagonal  elements 

gii«.r,x,t)  = ­£ ­  Y.  {  H(cii(t­r)­f+2k5r­x)H(c..(t­r)+e­2k3r+x)  + 

­H(c..(t­r)+f+2k7r­x)H(c..(t­r)­e­2k7r+x)  \  (3.2.11) 
i i  keZ 

for  i =  l,2,...,n,  and where  u.  is given by 

71 

u£(x,t;£) = \  J  {  g ­  tf,0;x,t)u0(ft«)  ­  GK.OJx.'tJu^fte)}  df.  (3.2.12) 

The  function  H(a)ordR  is equal  to  1 for  a > 0,  ­z  for  a = 0 and  zero otherwise. In (3.2.12) 

it  is  assumed  that  g..  is  differentiated  according  to  the  rule  ­T— { H(f(r))H(g(r)))  = 

= «n(f(0)  ^P­  H(g(r))  + H(f(r))5n(g(r))  ^ ^ ,  where Sn  is the Dirac delta  function.  In 
UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA QT  U  u7"  U 
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fact,  g..  as  defined  by  (3.2.11)  is  the  Green's  function  for  the  differential  operator 
2  n  2 

—r  ­  c .  —z  and  the  Dirichlet  boundary  conditions.  And  so, G  can  be  identified  with 
at  '"  ax  a2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a2 

the  matrix­valued  function  of  Green  for  the  differential  operator  —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=  ­  C —^  and  the 
at  d\ 

boundary  conditions  (3.2.4).  It  is  also  worth  noticing  that  the  solution  of  the  (linear) 

initial­boundary  value problem (3.2.1)­(3.2.4)  with  F = 0 is given  by uix,t;e). 

Elementary  calculations  show  that  if  v(x,t;e)  is  a  twice continuously  differentiable  solu­

tion  of  the  initial­boundary  value  problem  (3.2.1)­(3.2.4)  then  v(x,t;«)  is a solution of  the 

system  of  integral  equations  (3.2.10).  And  if  w(x,t;e)  is  a twice continuously  differenti­

able  solution  of  the  system  of  integral  equations  (3.2.10)  then  it  can easily be shown  that 

w(x,t;e)  is  a  solution  of  the  initial­boundary  value  problem  (3.2.1 )­(3.2.4).  Hence,  the 

system  of  integral  equations  (3.2.10)  and  the  initial­boundary  value  problem  (3.2.1)­

(3.2.4)  are  equivalent  if  twice  continuously  differentiable  solutions  exist,  that  is,  if 

vector­valued  functions  exist of  which  all  elements are  twice continuously  differentiable. 

Now  it  will  be  proved  that  a  unique,  twice  continuously  differentiable  solution  of  the 

system  of  integral  equations  (3.2.10)  exists  in  a strip  fl.  of  the  (x,t)­plane.  And  so, a 

unique  and  twice  continuously  differentiable  solution  exists  for  the  initial­boundary 

value problem  (3.2.1)­(3.2.4) on  f l . . 

In  order  to  prove  existence  and  uniqueness  in  the  classical  sense  of  the  solution  of  the 

system of  nonlinear  integral  equations (3.2.10) a fixed  point  theorem will  be used. Let  fl 

be given by 

f>L  = [0,7r]x[0,L|ef']  (3.2.13) 

in  which  L  is a sufficiently  small,  positive  constant  independent  of e.  Let CM(fl.  ,3R  ) be 

the space of all  real­valued  and  twice continuously  differentiable  functions 

T 
w(x,t) = (w  (x,t),w2(x,t),...,wn(x,t))  on  fl  with  norm  || • ||  .  defined  by: 

C M 



81 

n  2  ­ ak+£w.(x,t)  ­
I  2  =  E  E  max  j­J­r­  <M. 
e r ,  i=i  k,A=o  (x,t)enT  '  axKat  ' 

M  k+*<2  L 

From  the  smoothness  properties  of  u«  and  u.  it  follows  that  (for  fixed  u„  and  u.)  there 

exists a positive constant M.  independent ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e such  that, 

II u £ | |  2  <JM,,  (3.2.14) 

and  from  the  smoothness  properties  of  F  (as  given  by  (3.2.5)  and  (3.2.8))  it  follows  that 

there exist e­independent  constants M­  and M,  such  that, 

1  rik 
E  l^­JT  fj(x,t,v(x,t),v  (x,t),v  (x,t);e) |  <M  (3.2.15) 

k=0  dx 

1  .k 
E  I —ÏT  (f;(x,t,v(x,t),v  (x,t),v  (x,t);e)  ­  f.(x,t,w(x,t),w  (x,t),w  (x,t);e))  |  < 

k=0  dxK  l  ­  ­t  ­x  i  ­  ­ t  ­x 

< M . | | v ­ w | |  ,  (3.2.16) 
C 

for  all  (x,t)  e  n  and  i  =  l,2,..,n,  e e  [­e
0'£o'  a n d  v ' w  6  C M  ^ L ' 1 ^ "  N O W  l e t  t h e 

integral  operator  T: C  (flL,3Rn)  ­►  C  (fl  ]Rn),  which  is related  to the system of  integral 

equations  (3.2.10), be defined  by 

t  7T 

(Tw)(x,t)  = |  |  J"  G(e,r;x,t)F(w;e)(e,7­)dfdr  + u^x,t;e),  (3.2.17) 

where  G,  F  and  u. are  given  by (3.2.11), (3.2.5) and  (3.2.12),  respectively. According  to 

Banach's  fixed  point  theorem  the  integral  operator  T  has  a  unique  fixed  point  in 
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C M  ( n i ' ^ " ^  i f  t h e  °P e r a t o r  T  m a p s  C M  (f1!»1*11)  i n t 0  i t s e l f  a n d  if  T is a contraction 

on  C M  (f]  , 3R  ). Now,  it  will  be  proved  that  the  integral operator  T satisfies  these  two 

conditions.  It  is  not  difficult  to  show  that  T  maps  C „  (O. , 3R  )  into the space of  (real­

and  vector­valued)  twice  continuously  differentiable  functions  on  fi.  . In order  to prove 

that  T  maps  C­.  (O  , 3Rn) into  itself  estimates of  the elements g..(£,r;x,t)  of  the diagonal 

matrix  G  should  be  obtained  for  0  < £  <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  IT, 0  < r  < t,  fixed  x and  t,  and  i =  l,2,...,n.  It 

can  be  shown  (see  also  [11])  that  |g..(£,r;x,t)|  < —  for  0 < £ < JT, r  > 0,  fixed  x and  t, 
ii 

and  i =  l,2,...,n.  Now  let  (Tv­u.).  be  the  i­th  element  (i =  l,2,...,n)of  the  (nxl)­matrix 

TV­IK.  Using  (3.2.13)­(3.2.15)  and  (3.2.17)  and  putting  b  =  max(c. .,c22,...,c  )  and 

c = min(l ,c . . ,c_.,...,c  ) the  following  estimate  can be made 

| T v |  <  | | T v ­ u £ | |  + | | u £ | |  = 
c  c  c 

Mj  Mj  Mj 

E  E  max  |  ­^­ri  [(Tv)(x,t)­u£(x,t;€)). |+  || u J  < 
i=i  k,£=o  (x,t)en  ax  at  "  "  '  "  c

2 

k+£<2 

for  all  v  e  C w  (fi,  ,1R  ). Now e.  has been assumed  to be sufficiently  small and so,  there Mj  L  0 

exists  an  e­independent  constant  L  such  that  —  (  [­^  +  4  + bjM_L  + «0M­J  < ­r  M.. 
9  nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

Hence,  II Tv II  _  < M,  for  all  v  e  C7 .  (flT  ,3R  ). So,  T  maps C:„  into itself. Using 
"  ­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  r^t­   1  ­  M ]  L,  M ] 

M l  2 
(3.2.13),  (3.2.16)  and  (3.2.17)  it  will  be  shown  that  T  is a contraction  on C M  (flj.K  )• 

Let  v,w  e  C M  (fl.  ,3R  ), then  the  following  estimate  can  be obtained 

l T Y­ T ^l l  ,  <  f  ( ( |  +  4 +  b)M 3L  +  e0M3)  | | v ­w| | 
C  C 
^Mi  Mj 



83 

It  is clear  that  there  exists  an  e­independent  constant L such that — (  (­^  + 4 + b J M.L + 

+ e„M, J  <  k  <  1.  Since  there  always  exists  a  constant  L  independent  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t  such  that 

■|  (  (­f  + 4  +  b) M2L  + e0M2)  < ­ |  Mj  and  ­"■ (  ( ­ |  + 4 + b] M3L  + eQM3)  < k <  1,  it 

follows  that  T  maps  C M  (O  , TR )  into  itself  and  is  a  contraction.  Banach's  fixed  point 

theorem  then  implies  that  T  has  a  unique  fixed  point  in C M  (O  ,]R  ), that  is, a unique 

and  twice  continuously  differentiable  function  on  fl. .  Hence,  the  solution of  the system 

of  the  integral  equations  (3.2.10)  is  unique  and  twice continuously  differentiable  on fi 

And  so,  on  fJ.  a  unique  and  twice  continuously  differentiable  solution  exists  for  the 

initial­boundary  value problem  (3.2.1)­(3.2.4). 

Next  it  will  be  shown  that  the  solution  of  the  initial­boundary  value  problem  (3.2.1)­

(3.2.4)  depends  continuously  on  the  initial  values.  Let  u(x,t;e)  satisfy  (3.2.1 )­(3.2.4)  and 

let  G(x,t;e) satisfy  (3.2.1),  (3.2.4),  G(x,0;e)  = GQ(x;e) and G  (x,0;e) = G.(x;e), where  (L  and 

G.  satisfy  (3.2.6) and  (3.2.7). Let G. be given by 

u£(x,t;£) = \  ƒ  {  f̂ ­  (£,0;x,t)G0(£e)  ­  G(e,0;x,t)G ,(£;£)} d£. 

After  subtracting  the  integral  equation  for  u  from  the  integral  equation  for  G,  using 

(3.2.10),  (3.2.13)  and  (3.2.16),  assuming  u  and  G 6  C2  (fi.,  3Rn),  one  obtains  the 

estimate 

!H­Hll  2  <7((r4 +  b)M,L  +  f M  )  | |u­G||  + | | u ­ G | |  < 2  a  c  ^ 2 T " T " ­ , " , 3 " T t 0 " ' 3 J  » ­  ­ »  2  ^"­t­t"   2 c c 
1  ^Mj  ^ M j 

<k | |u ­G. | |  +  | |u£­GJ|  w i t h 0 < k < l . 
C2  C2 

This  inequality  implies  || u­G ||  <  l  _  k  || u^­u£ ]|  with  0 < k < 1. 
C2  C2 
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Since  the  solution  u.  of  the  linear  initial­boundary  value  problem  (3.2.1)­(3.2.4)  with 

F s O  depends continuously on  the  initial  values  it  follows  from  this  inequality  that small 

differences  between  the  initial  values  generate  small differences  between  the solutions u 

and  ü  on  fi  .In  other  words  the solution of  the  initial­boundary  value  problem  depends 

continuously  on  the  initial  values.  The  following  theorem  on  the  well­posedness  of  the 

problem  can now be  formulated. 

Theorem 3.2.1 

Suppose  that  u .  and  u.  and  F satisfy  the assumptions (3.2.6)­(3.2.8). Then  for  any  e satis­

fying  0 <  | e |  < e,.  «  1,  the  nonlinear  initial­boundary  value  problem  (3.2.1)­(3.2.4) 

and  the  equivalent  system  of  nonlinear  integral  equations  (3.2.10) have  the same,  unique 

and  twice  continuously  differentiable  solution  for  0  <  x  <  ir  and  0  <  t  < L | e |  ,  in 

which  L  is  a  sufficiently  small,  positive  constant  independent  of  e.  Furthermore,  this 

unique solution  depends continuously  on the  initial  values. 
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3.3.  On the validity of  formal approximations 

Since the  initial­boundary  value problem (3.2.1)­(3.2.4)  contains a small  parameter  e per­

turbation  methods  may  be  applied  to  construct  approximations  of  the  solution.  In  most 

perturbation  methods  for  weakly  nonlinear  problems  a function  is constructed  that satis­

fies  the  differential  equation(s)  and. the  initial  conditions up  to some order  depending  on 

the  small  parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e. Such  a  function  is  usually  called  a  formal  approximation.  It  re­

quires  an  additional  analysis  to  show  that  this  formal  approximation  is  an  asymptotic 

approximation  as e tends to zero. Therefore  suppose  that on  fl.  (given  by  (3.2.13)) a twice 

continuously  differentiate  function  v(x,t;e)  is constructed  satisfying 

Ytt  " Cvxx  + £F(v;e) =  | t  | m  c^x,*) ,  m > l ,  (3.3.1) 

v(x,0;e)  = uQ(x;e) +  | e |  "  c2(x;«)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s  y0(x;e),  0 .<x<ir ,  (3.3.2) 
tn  1 

Yt(x,0;e) = UJ(X;É) +  11 \  '  c3(x;t) = Vj(x;e),  0 < x < ir,  (3.3.3) 

v(0,t;e)  = v(jr,t;«) = 0,  0 < t < L | « | _ 1 ,  (3.3.4) 

where  e, u­,  u.  and  F satisfy  (3.2.5)­(3.2.8)  and  where c.(x,t;£)  = (c.  (x,t;£),c. _(x,t;e),..., 

T  T 
cln(x,t;e))  ,  c2(x;e)  =  (c21(x;£),c22(x;e),...,c2n(x;e))  and  c3(x;e)  =  (c31(x;e),c32(x;e),..., 

T 
c,  (x;e))  satisfy 

3c.. 
C l i '  ~dT  e  C(nLx[­«0,«0],»)  for  i =  l,2,...,n  (3.3.5) 

with Cj(0,t;£) = c  (jr,t;0  = 0  •  for  0 < t < L|ef  , 

2 
3c..  3  c_. 

c2i'  IT'   —Y  6  C([0^]x[­«o'eo1,:iR)  f o r ' =  1 '2"­n 

3x 

(3.3.6) 
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a2c2(0;e)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  d2c2(ir,e) 
with c_(0;€) = c2(jr;e) =  ­"— =  _­—  = O,  and  for  i =  l,2,...,n 

dx  dx 

ac3i C3i'  ~Jx~  e  C([0,ir]x[­e0,e0],»)  with  c3(0;e) = c3(7r;e) = 0.  (3.3.7). 

Furthermore,  (for  i  =  l,2,...,n)  c.  (x,t;£) and  its derivative  with  respect  to x are supposed 

to  be  uniformly  bounded  for  those  values  of  t  and  t  under  consideration. From  theorem 

3.2.1  it  follows  that  the  initial­boundary  value  problem  (3.3.1 )­(3.3.4)  has  a  unique, 

twice  continuously  differentiable  solution  v  on  a  time­scale  of  0(|e|~  )■ This  initial­

boundary  value  problem  can  then  be  transformed  into  the  equivalent  system of  integral 

equations 

t  7T 

v(x,t;€) = ­  J  f  Gtt,r,x,t)F(v;eX€,r)  d£dr  + y^x.tje),  (3.3.8) 

where  G  is given  by  (3.2.11) and  where  F and v  are  respectively  given by 

F(v;e)(x,t) = F(v;e)(x,t)  ­  \e\m'X  c.(x,t;e)  and 

v^(x,t;£) =  jjQ  { I 7  tó,0;x,t)v0(fte)  ­  Gtt,0;x,t)Vj(£e)}  d{. 

Now,  it  will  be shown  that  the  formal  approximation  v is an asymptotic  approximation  (as 

e ­►   0) of  the solution of  the  initial­boundary  value problem  (3.2.1)­(3.2.4)  if  m >  1,  that 

is, it will  be proved  that 

u­v | |  = 0 ( M m ­ 1 )  a s e ­ G . 
"  ~  C 
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This result  implies  that 

lim  I u.(x,t;e)  ­  v.(x,t;«) 1 = 0  for  i  =  l,2,...,n  and  (x,t) €  flT . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e­»0  ' i i '  L 

Subtracting  the  system  of  integral  equations (3.3.8)  from  the system of  integral  equations 

(3.2.10),  supposing  that  v^  satisfies  (3.2.14)  and  that  F  satisfies  (3.2.15)  and  (3.2.16), 

using  (3.2.13),  (3.2.16),  and  the  fact  that  u,v  e  C7.  (fi  ]Rn),  the  following  estimate  is 

obtained 

I I U ­YII  ,  * f  ( ( ­ f + 4 + b]M 3 L  + £ o M 3 ) | | u ­ v | |  +  | | c | |  + | | V v £ | |  < 

c  c  c  c 
Mj  Mj  M]  Mj 

S k || u­v  ||  +  | |c  ||  +  | | V v £ | |  , 
c  c  c 

Mj  Mj  MJ 

with  0  <  k < 1, b = max(c. .,c_.,...,c  ), c = min(l,c,  ,,c„„,...,c  ) and where c is given 
11  22  nn  11  22  nn 

by 

■  I  m  t  7T 

c ( xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  u)  .  Ill   f  f  G(e,r;x,t)c  (£,r;e)  dfdr, 
­  2  Jo  JO 

and  where  u.  ­  v.  is given  by 

■  i i B ­ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  it 

u/x,t;e)  ­  v^x,t;e) = ­  ­ ^  J  {­§^(€,0;x,t)c2(Ee)'­  G(£,0;x,t)c3(fr)}  df. 

Hence, 

IIuyII  ,  ^ T T k { H s l l  ,  +  H V Ï J I  ,  }  w i t h 0 ? k < 1 ­c  c  c 
Mj  MJ  MJ 

From  the  smoothness  properties  of  c . ,  c~  and  c,  it  follows  that  there exists a constant K 
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independent of e, such  that 

| c | |  ,  < f  ( [ f + 4  +  b)KL+  h | K )  leT" 1  and 
C 

IVY* "  ,  ^ f ( i ^  +  3b + b2)  K | C | 
c 

■  i m ­ 1  ¥ , 
n | e |  K 

m­1 

^  B»­ïP  ",  *  ' ,  „  { ( f + 4  + b)L +  | £ | + | + 7  + 3b +  b2} 
C M j 

For  m  >  1  this  inequality  implies  the  asymptotic  validity  (aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e  —►   0)  of  the  formal 

approximation  v. The  following  theorem  has now been  established. 

Theorem 3.3.1 

Let  the  formal  approximation  v  satisfy  (3.3.1)­(3.3.4),  where  e,  un,  u.  and  F are  given 

by  (3.2.5)­(3.2.8)  and  where  c. ,  c ,  and  c~  satisfy  (3.3.5)­(3.3.7).  Then  for  m  >  1,  the 

formal  approximation  v  is an asymptotic approximation  (as e —»  0) of  the solution  u of  the 

nonlinear  initial­boundary  value  problem  (3.2.1)­(3.2.4). The asymptotic approximation y 

is  valid  for  those  values  of  the  independent  variables  x and  t  for  which problem (3.2.1)­

(3.2.4) has been proved  well­posed. That  is, 

IIH­YII  ­ O d e l ™ " 1 ) ,  implying  | UjOi,*)  ­  v.(x,t;«) |  = 0(  | e |  m ~ J ) 
C 

for  i  =  1,2,...,n  and  0 < x < TT, 0  < t < L | e | ~  , in  which  L is a sufficiently  small,  posi­

tive constant  independent  of e. 
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3.4. A model of  the galloping oscillations of overhead transmission  lines 

In  this  section  a model describing  the  galloping oscillations of  overhead  transmission  lines 

will  be derived. Galloping  is a low frequency,  large  amplitude  phenomenon  involving  an 

almost  purely  vertical  oscillation  of  single­conductor  lines  on  which  for  instance  ice has 

accreted.  The  frequencies  involved  are  so low  that  the  assumption  can  be  made  that  the 

aerodynamic  forces  are  as in steady  flow. Another  consequence of  these  low frequencies  is 

that  structural  damping  may  be  neglected.  In  severe  cases  galloping  may  give  rise  to 

conductor  damage  due  to  impact  of  conductor  lines  and  due  to  flashóver  as a result of a 

phase­difference  between  conductor  lines,  for  which  the mutual distance has become too 

small. The  usual  conditions  (see  [26])  causing  galloping  are  those  of  incipient  icing  in a 

stable  atmospheric  environment  implying  uniform  (but  not  necessarily  high  velocity) 

airflows. 

In  [1]  an  oscillator  with  two  degrees  of  freedom  has  been  considered  to describe  the 

oscillations  of  a  rigid  circular  cylinder  with  a  small  ice  ridge. In  that  approach  a system 

of  two coupled,  ordinary  differential  equations  is obtained,  describing  the displacements 

of  the  cylinder  in  two  directions.  In  [12]  a  cylinder­shaped  transmission  line  has  been 

considered  to  describe  the vertical  displacement of  the conductor  due  to galloping. In  this 

section  the  vertical  as well as the horizontal  displacements of  the  transmission  line  will  be 

taken  into  account.  To  describe  the galloping  oscillations a circular  cylinder­shaped  con­

ductor  will  be considered  to be situated  in a horizontal  airflow. Such a symmetric  circular 

conductor  cannot  exhibit  galloping  because  there  cannot  be  generated  a  force  that  lifts 

the  conductor  against  gravity.  On  the  other  hand,  a conductor  on which  ice has accreted 

may  gallop  if  it  adopts  a  suitable  attitude  to  the  wind.  To  describe  this  phenomenon  a 

right­handed  coordinate  system  is  set  up  where  one  of  the  endpoints of  the conductor  is 

the  origin.  Through  this  point  three mutually  perpendicular  axes (the  x­,  y­  and  z­axis) 
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are drawn,  where  the z­axis coincides with the direction of gravity and the y­axis  with  the 

direction  of  the airflow. The three coordinate axes span the three coordinate planes  in space, 

the  (x,y)­,  (x,z)­  and  (y,z)­planes.  On  each coordinate  axis a unit  vector  is fixed: on  the 

x­axis  the  vector  e  , on the y­axis the vector e  and on the  z­axis  the vector e  , which  has ­x  ­y  ­z 

a  direction  opposite  to gravity. The coordinate axes are directed by these vectors, such  that 

a  right­handed  coordinate system  is obtained. The coordinates of  the endpoints of  the con­

ductor  are  supposed  to be (0,0,0) and (£,0,0), where £ is the distance between  the endpoints. 

To model  galloping  a cross­section  (perpendicular  to the  x­axis) of  the conductor  with  ice 

ridge  is  considered.  Assume that  all cross­sectional  shapes are congruent and have only one 

axis  of  symmetry.  Along  the axis of symmetry of a cross­section a unit vector e  is  defined 

to be  directing  away  from  the  ice  ridge  and starting  in the centre of the uniced cross­sec­

tion.  In  figure  3.4.1  the  centre  of  the  cross­section  is  considered  to be at x = xn,  y =  y . 

and z = z_  with  0 < x_  <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I < t  ,  where  I  is the  length  of  the  conductor. 

Figure 3.4.1. Cross­section  of  the circular cylinder­shaped  conductor  with 

ice ridge  in 'a uniform  airflow  v  = v  e  . 
°  '  '  ­oo  oo­y 
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At  x  =  xft  and  time  t  the  y­coordinate  and  the  z­coordinate  of  the  centre  of  the  cross­

section  are  denoted  by  v(x_,t)  and  w(x..,t)  respectively.  Assume  that  every  cross­section 

perpendicular  to  the  x­axis  oscillates  in  the  (y,z)­plane.  Furthermore,  the  torsion  of  the 

conductor  is  not  taken  into  account.  Let  the  static  angle  of  attackzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a  (assumed  to  be 

constant  and  identical  for  all  cross­sections)  be  the  angle  between  e  and  the  uniform 

airflow  v  =  v  e  (v  >  0),  that  is,  a  :=  L  (e  ,v  )  with  l a  I  <  jr.  In  this  uniform ­oo  oo ­ys  oo  "  s  ­s  ­oo /  '  s ■ 

airflow  with  flow  velocity  v  =  v  e  the  conductor  may  oscillate  due  to  the  lift  force 
­oo  oo­yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 

Le .  and  the  drag  force  D e D .  It  should  be  noted  that  the  drag  force  De_  has  the 

direction  of  the  virtual  windvelocity  v  =  v  ­  v  e  ­ w e  and  that  the  lift  force  LeT 

­s  ­oo  t­y  t­z  ­L 
has  a  direction  perpendicular  to  the  virtual  windvelocity  v  (e,  is  chosen  perpendicular 

—S  —L 

and  anti­clockwise  to  e n ) .  In  figure  3.4.1  the  forces  L e .  and  D e D  acting  on  the; cross­

section  are  given.  Now  the  conductor  is considered  to  be  an  one­dimensional  continuum  in 

which  the  only  interaction  between  different  parts  is due  to  a  tension  T,  which  is assumed 

to  be  constant  in  space  and  time. The  validity  of  this  assumption  will  be discussed  in  sec­

tion  3.6.  The  equations  describing  the  horizontal  and  the  vertical  motion  of  the  conductor 

are  then  given  by 

' c A v t t  TA 
ax  ,y  2  2,1/2 (1+v  +w  ) v  x  x ' 

D  cos0  ­  L  sin< ,̂  (3.4.1) 

' c A w t t 
TA 

ax 
w 

/i  2  2 , l / 2 (1+v  +w  ) 
X  X 

­p  Ag  +  D  sin^  + L  cos< ,̂  (3.4.2) 

where  D  and  L  are  the  magnitudes  of  the  drag  and  lift  force  acting  on  the  conductor  per 

unit  length  of  the  conductor  respectively,  p  the  mass­density  of  the  conductor  (including 

the  small  ice  ridge),  A  the  constant  cross­sectional  area  of  the  conductor  (including  the 

small  ice  ridge),  <j>   the  angle  between  v  ­  v  e  and  v  (that  is,  <f>   :=  I—  (Y00~vt?v'­s^ 
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with  IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA $  |  <  ;r) and  g  the  gravitational  acceleration.  The  magnitudes  D  and  L  of  the  aero­

dynamic  forces  may  be  given  by 

D =  | p a d c D ( a ) v s
2 ,  (3.4.3) 

L  = y P a d c L ( a ) v s
2 ,  (3.4.4) 

where  p  is  the  air­density,  d  the  diameter  of  the  cross­section  of  the  uniced  conductor, 
a 

v  = (v  ­v  )  + w  a  the angle between e  and  v  (that  is,  a  := Z_ (e  ,v  )  with  l a l  <  TT), 
S  QQ  t  t  —S  ~S  *~S  — S 

and  c_(a)  and  c.  (a)  the  quasi­steady  drag­  and  lift­coefficients,  which  may  be  obtained 

from  wind­tunnel  measurements.  For  a certain  range  of  values of  v  some  characteristic 

results  from  wind­tunnel  experiments  are  given  in  figure  3.4.2  (see  also  [1,12,24]). 

According  to  the  Den  Hartog  criterion  [10]  a  two­dimensional  section  is  aerodynamically 

unstable  if 

dc  (a) 
C D ( a )  +  ~ d a ­  < 0 ­

From  figure  3.4.2  it  follows  that  this  condition  is  likely  to  be satisfied  for  some  interval 
dcL(a) 

in  a  with  aQ  <  a  <  a_,  where  a_  and  a .  are  determined  by  c~(a)  +  —­j  =  0.  For 

certain  range  of  values  of  a  (including  those  values  which  satisfy  the  Den  Hartog 

criterion)  the  drag­  and  lift­coefficients  c n ( a )  and  c,  (a)  can  be  approximated  by 

2  3 
CD0  +  c D l ( a " a l )  +  c D 2 ( a " a l )  + c D 3 ( t t " a l )  '  ( 3 A 5 ) 

­>   3 
C L 1 ( a ­a j )  + c L 2 ( a ­ a j ) z + c L 3 ( a ­ Q j )  ,  (3.4.6) 

with  c D 0  >  0,  c.  .  <  0,  c.  .  >  0,  a .  <  a .  <  a»  where  c.  (a . )  =  0. Since  galloping  is a 

low  frequency  phenomenon  it  may.  be  assumed  that  | v  |  <<  v  and  | w  |  «  v  . The 



93 

Figure  3.4.2.  Typical  variation  of  the  drag  and  lift­coefficients  cn and  c ,  with  angle  of 

attack  for  a  symmetric  profile  with  small  icy  nose. 

right­hand  sides of  the  equations  (3.4.1)  and  (3.4.2)  can  be  considered  as functions  of —— 

and 
w  v  oo 
—  , and  so these  right­hand  sides  are  be  expanded  in Taylor series near  =  0  and 

oo  oo 

=  0. To obtain  these Taylor series the  approximations  (3.4.5)  and  (3.4.6)  for  c~  and  c. 
oo 

respectively  are  used.  Since  the  amplitudes  of  the  oscillations  are  small  compared  to  the 

length  of  the  conductor  and  since  galloping  is an  oscillation  described  by  the  lower  modes 

of  vibration,  it  may  be  assumed  that  | v  | «  1 and  | w  |  <<  1. And  so,  the  left­hand 

sides  of  the  equations  (3.4.1)  and  (3.4.2)  are  expanded  in  Taylor  series  near  v  =  0  and 

w  =  0. Neglecting  terms  of  degree  four  and  higher  equations  (3.4.1)  and  (3.4.2)  become 

2  f  f ,  3  2  1 2 ï  \ v t t  ­ c  1 I 1 ­ ­̂ ­ v  ­ " ^ W J V  ­ v w wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y 11  (.*■  2 x  2  x­*  xx  x x  xx) 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 p  dv a oo 
2p  A  ' 

c 

v t  w t  v t  v t w t  w t  w t 
a00 + a10~  + a01~+a20^"  + all~2~+a02^+a03~ 

00  0 0 V  V  V  V 
oo  oo  oo  oo 

(3.4.7) 
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2 ƒzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f.  1 2  3  21  1 v t t ­ c  1 ­ v w v  + I 1 ­ ­ Z ­ V  ­­TW JwzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Y 11  l  x  x xx  v  2  x  2  x '  xx J 

A
  2  f  2  2  3 i 

p dv  v.  w.  v.  v ^ r  \v  w^ 
a  oo  .  .  t  , .  t  .  t  .  t  t  .  t  .  t 

^ 7 A T ­ b 0 0  + b10~  + b0lT~  +b20~T  +  b l l — 2 ~ +  b 0 2 ^ "  + b03^~ 
C  OO  0 0  V  V  V  V 

oo  oo  oo  oo 

where c = (Tp _ 1 ) 1 / 2 , 

(3.4.8) 

a00 ­  CD((V'  ' a 1 0 ­ ­ 2 c D ( a s ) ' 

; cr  (o)  <W 
01  V  s'  da  ' 

a20 " CD("S)> 

a i  i  =  " c i  ( a c )  + 
*T><0,> 

11  "Lv  s'  da  ' 
1  ,  ,  dcïSas>  l d c D ( a s > 

"02 ~  2 WDVV  da 

a 0 3 = T C L ( a s ) ­ " 6  da 
1  dcD<a

S>  1  d2cL (Qs)  1  *%><",> 
2  ^ 2  6 . 3 ' 

da  da 

2
  H

  2 

da 

(3.4.9) 

b 00­ c L ( o s> 

­Cr.00 

2 ' c A g 

J  2  ' p dv a  oo 

dcL(as) 

01  "Dv V  da  ' 

b10 ­  ­ 2 c L ( a s) ' 

^o­W­

b i i  = C r > ( a )  + «W 
11  Dv s'  da  ' 

1  ,  .  dcD (<V  1 d  CÓas> 
302 = 7 C L ( a s )  + _ d a ~  + 7  .  2  ' 

da 

b03 " " 1  CD(<V  '  6  da 
1  d c L ( a s }  1  d 2 c D ( a s )  1  d 3 c L ( a s } 

2  , , 2  6 . 3 
da  da 

In  (3.4.9)  the approximations  (3.4.5)  and  (3.4.6)  for c_ and  c.  respectively  should be 

p dv  a0 0 
substituted.  Applying  the  transformation  v(x,t)  =  v(x,t)  ­  a  ™—  x(\­l)  and 
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p dv  b f l 0 

w(x,t) = w(x,t)  TyT—  x(x­£)  and using  the dimensionless  variableszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  v  =  ~2—  v >  W : 

oo 
7TC  **  —  7T  •"  7TC 

­.—  w,  x  = — x and  t  = —r­ t  the equations (3.4.7) and  (3.4.8) become 
oo 

v  o dv  £a„„ 
r  <x>i2  ƒ  r  3  r ­  a  oo  00  ,„­  .ï  2 

V t r V x x + [ ­ J  ( [ 2  K ­ ^ ^ r (  >]  + 

1  r ­  ^ ! o o % 0 0 ­  ^ 2 U ­  _ "advoofa00  ,  + 

+  < ^  _  4*p  Ac  <2x­ir)J  [ w .  ­  ^  A(,  (2x­,r)J  (w__  ­  2 j rp  A c  J }  = 

p d£  v ra 
2xp A rc  ( " f )  {a10^ t

  +  a 0 1 * i  +  a 2 0 ^  +  all  Vt  +  a02*ï  +  a 0 3 ^ '  ( 3 A 1 0 ) 

­  ­  r v ~ i 2 / r ­  padvoofaoo n­  l U ­  V ^ o o  n­  ,­s 

W t t  "  W x x  +  [~>  {  [ V x  "  " ^ A c "  ( 2 w ) j  [ W x  " ~ 4 ^ A c ­  ( 2 x ­ ) J  * 

r ­  padvoo£a00  1  r l  r ­  ' a d v oo%0  , , ­  ^  2 

3  r ­  'advoo*0Q  , , ­  0 2 w ­  ^ o o ^ O O n 

p d £ v  _  , . 
= ^ p " A  ^ J { b 1 0 v .  +  b 0 1 w .  +  b20v_  + b n v . w .  +  b 0 2 w . + b 0 3 W „ } ,  (3.4.11) 

where  the dimensionless constants a0f.,a |0,...,b'0,  are  given  by (3.4.9). 

Typical  values  of  the  physical  quantities  in  a  practical  application  are:  I  =  400  m, 

; | ) 2  _=  47T.10"4  m2,  pc  =  4000  kg/m3,  pg d = 0.04  m,  A  =  Trf­y)2  =  4TT.10"4  m2,  p  =  4000  kg/m3,  p  =  1.25  kg/m3, 
2 

g=  lOm/s  and  v  = 1 0  m/s.  The  tension  T  in  the  conductor  is  estimated  by 
'  oo 

y  P 8 ( y )  sn  > where  s.  (usually  2 or  3 per  cent of  t)  is the sag of  the conductor.  Let 

7  2 
sQ  be  10  m,  then  T  =  8.10  kg/ms  and  consequently  c =  140 m/s  (c may be  identified 
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v 
with  the  speed  of  propagation  of  transversal  waves in  the conductor). By puttingzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ë = 

and  by  assuming  that  the  static  angle  of attack  a  is  such  that  galloping  may  set  in 

according  to the  instability  criterion  of Den  Hartog  [10],  that  is,  by  assuming  that 

12 a  = a  + 0(f),  it  then  follows  that: ( a . ,  w —rr) 

v  .  p d£  ,  p dv  lann  ,  p  dv  £bAA  c oo  1  ra  5  a  oo  00  1  .  a  oo 00  5 ê  =  "*  "TT ,  <** ~7r ,  —'A  :  »  ~zw  and  :  ­  »  TT~. c  1 4  2np A  8  4:rp  Ac  37  4?rp Ac  11 

The equations (3.4.10) and  (3.4.11)  now become up  to order ê 

"tr^x = € { a i o ^ + aort+a2ov1  +air"tV
ao2Vv3t}'  (3A12) 

^ü"^xx = £ { b 1 0 ^ + b0rï+b20V"ï  + b i r"r t  + b 0 2 ^ + b03^}'  ( 3 A , 3 ) 

/'ad£  . 
where  e = ­r  — ê is a small,  positive parameter  and  where  the constants  a | 0 ,aA ] , . . . ,bn , 

are  given  by  (3.4.9)  with  as = a p  that  is,  aJ()  = ­2cD Q ,  aQ1  = ­ c D 1 ,  a2Q  =  cD() , 

­ 1  ­  '  ­L  h  ­ n 
11 ~ C D1 '  a02  "  2  CD0  +  CD2  "  CL1'  a03  ~  6 CD1  "  CD3  +  CL2'  D10  ~  U' 

b01 =  "CD0 • CL1'  b20 " ° ' b l l  " CD0 + CL1' b02  = CD1 + CL2  a n d  b03 = " \CD0 + 

­  c_ _ " 7"ci  i " c i r  F o r  t n e  cross­sectional  shape of  the conductor  with small  ice  ridge 

under  consideration  the  aerodynamic  coefficients  cj­)n>cr)i  'cn?'cr>Vcl  l'cI  2  a n d  CT 3 

may  be  determined  from  wind­tunnel  measurements  (as  for  instance  given  in figure 

3.4.2).  Figure  3.4.2  suggests  that  c D Q  > 0,  c_ .  >  0,  c . .  < 0,  c . ,  > 0,  cDQ  + c . .  < 0 

a n d i c D O  + CD2 +  i C L l + C L 3 > 0 ­

If  a  conductor  with  fixed  endpoints  is considered  the  boundary  conditions  v(0,t) = 

= v(jr,t)  =  w(0,t)  =  w(5r,t)  =  0  are  obtained.  In  the  next  section  the  partial  differential 

equations  (3.4.12) and  (3.4.13) subject  to these Dirichlet  boundary  conditions and  the  ini­

tial  values  v(x,0)  =  v.(x),  v_(x,0)  = v  (x), w(x,0) = wQ(x) and w_(x,0) = Wj(x)  will  be 
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studied,  where  v.  and  w.  can be regarded  as the  initial  displacement of  the conductor  in 

y­  and  z­direction  respectively,  and  where  v.  and  w.  represent  the  initial  velocity of 

the conductor  in  y­  and  z­direction  respectively. 
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0  <  X  <  7T, 

03*V'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  °  <x<v' 
0  < x  <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ir, 

0  <  X  <  TT, 

0  <  X  <  7T, 

0  <  X  <  TT, 

t >  0, 

t > 

t > 

0, 

0, 

(3.5.1) 

(3.5.2) 

(3.5.3) 

(3.5.4) 

(3.5.5) 

(3.5.6) 

(3.5.7) 

3.5. An asymptotic approximation of  the solution of a system of  nonlinear  wave equations 

In  this  section  the  following  initial­boundary  value  problem  for  a  twice  continuously 

­  ­  T 
differentiate  and vector­valued  function  u(x,t;e) = (v(x,t;e),w(x,t;<0)  will be considered 

*tt  "  \ x  = £ (al 0*t  +  a01^t  +  a 2 0 ^  +  al 1 Vt  +  a 02 w t  +  a 03 w t } ' 

V W x x = e % l V b l l Y V b 0 2 * t  + 

v(x,0;e) = vQ(x;e) s  (VQ0  + eV01)sin(mx), 

w(x,0;e) = wQ(x;e) s  (WQ() + eW0])sin(nx), 

vt(x,0;£) = Vj(x;e)s.(V10  + eVj j)sin(mx), 

wt(x,0;e) = w^xje)  = (W1Q  + eWj j)sin(nx), 

u(0,t;e) = u(?r,t;e) = 0, 

where  a  Q,  a„  ..., b 0 ­ ,  V . . ,  VQ  ..., W.Q,  W..  are constants  independent  of  e, m and n 

integers,  and  0  < e «  1. From  theorem  3.2.1  it  follows  that  this  initial­boundary  value 

problem is well­posed  on  fi  (given  by (3.2.13)). 

For  arbitrary  m, n,  a ) 0 ,  a0 ,»­ ,  bQ­,  VQQ,...,  W.„  and  W. .  an  asymptotic approximation 

(as  e tends  to  zero)  of  the  solution of  (3.5.1)­(3.5.7)  will  be constructed  in  this section. In 

view  of computational  difficulties  (as also has been noticed  in  [18]) whenever one assumes 

an  infinite  series  representation  for  the  solution  of  the  nonlinear  initial­boundary  value 

problem,  one  may  alternatively  investigate  the  problem  in  the  characteristic  coordinates 

a­  x­t  and  £ =  x+t.  In  this  approach  the  initial­boundary  value problem  (3.5.1)­(3.5.7) 

has  to  be  replaced  by  an  initial  value  problem.  This  replacement  requires  to extend  the 

dependent  variable  u(x,t),  the  right­hand  sides of  the equations  (3.5.1) and (3.5.2) as well 

as  the  functions  v. ,  v  w  and  w  in x to odd and  27r­periodic  functions.  For  simplicity 
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the  extended  functions  u, v . ,  v . ,  w .  and w .  will  be denoted  by  the same  symbols. In 

constructing  an approximation  of the solution  u(x,t) = uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (a,£) of  this  initial  value  problem 

a  two­timescales  perturbation  method  will  be  used,  because  the straightforward  pertur­

bation  expansion  uJa,£)  +  £U.(CT,£) + ... causes secular  terms.  Applying  the two­timescales 

perturbation  method  u(x,t)  is supposed  to be a function  of a = x­t , £ = x+t and r = £t.  By 

T 

putting  u(x,t)  = u(<7,£,T)  =  (v(cr,{,r),w(<7,£,j­))  the following  initial  value  problem  is ob­

tained 

. .  2 ­zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f -  ­  .  .  . 
­4V  .  +  2£(V„  ­V  ) + £  V  = £ l a , . ( ­ V  +V,+£V  ) + a A , ( ­ W  +  W„+£W  ) + 

o£  V  £T  or'  TT  *■ 10  a  £  r  01  c  £  r 

+  p,(cr+f,­v  +v,+ev  ,­w +w,+£W  ) + a „ , ( ­ w  +w,+£W  )  1 , 
V  a  £  r '  a  £  r  03v  a  £  r  J 

for  ­oo < a  < £ < oo, T > 0  (3.5.8) 

­ 4 wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  „  +  2£(w„  ­W  )  + £  W  =  f l b ­ . f ­ W  +W,+£W  ) +  p.((7+£,V  +V,+£V  , 
o£  v  £T  or'  TT  K  01  a  £  r  2V  s  a  £  T 

­w  +w +£w ) + b n , ( ­ w  +w +£w )  J ,  for  ­oo < a < £ <oo, r > 0  (3.5.9) 

v(c,£,r)  = (V00+£VQ1)sin(mtT),  for ­oo < a = £ < oo, T = 0,  (3.5.10) 

w(<7,e,r) = (W00+£WQ j )sin(nc7),  for ­oo < cr = £ < oo, r = 0,  (3.5.11) 

­VCT(a,£,r)  + v JCT,£,T)  + £Vr(a,£,r)  = v {(o)  =  ( V J Q + E V J  j)sin(mcr), 

for  ­oo < a = £ < o o ,  r = 0,  (3.5.12) 

­wCT(CT,£,r) + w AO,£,T)  + ev/T(a,£,r)  = w{(a)  = (W jQ+£\V j  j)sin(ncr), 
for  ­oo < a = £ < oo, T = 0,  (3.5.13) 

where  Pj(a,b,c)  =  E ( ­ | ) { a , g b  +  a n b c  +  a02°  J  a n d  p 2 ^ a ' b ' c ^  =  E  ("f J  * 

x  / b n b c +  bQ.c2\  with  E(x) =  1  for  0  < x < ir, E(x) =  ­1  for  ­% < x < 0,  E(0)  = 

=  E(TT) = 0 and E(x) is 27r­periodic  in x. Furthermore,  v = w = 0 if a = kir ­  $, £ = kir +  B 

and  T = eB with  k  G  ZZ and 0 > 0. Now it  is assumed  that  v and w may be approximated 

2 
by  the  formal  perturbation  expansions  VJ,O,£,T)  +  £v AO,£,T)  +  + £  V^(C,£,T)  +  ...  and 

2 
w0(ff,£,r)  +  £w  (cr,£,r)  + £ w  (<T,£,T­)  + ...  respectively.  By substituting  these  expansions 
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into  (3.5.8)­(3.5.13),  and  after  equating  the coefficients  of  like  powers  inzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e,  it  follows 

from  the powers  0 and  1 of e that  v .  and w  should  satisfy 

­4v  = 0 ,  ­oo < a < £ < oo, T > 0,  (3.5.14) 

­4wQ  = 0 ,  ­oo < a < (  < oo, T > 0,  (3.5.15) 

v0(tf,£,r)  = VQOsin(mff),  ­oo < a = \  < oo, r = 0,  (3.5.16) 

w0(a,e,r)  = W00sin(na),  ­oo < CT = £ < oo, r  = 0,  (3.5.17) 

" v
0  (°,$,T)  +  vQ  (O,£,T)  = Vj0sin(mc7),  ­oo  < a = £ < oo,  r  =  0,  (3.5.18) 

­wQ  (a,^,r)  + wQ  (cr,e,7­) = WJ()sin(n(7),  ­oo < a = $ < oo, r  = 0,  (3.5.19) 

and  that  v  and w . ,  respectively,  should  satisfy 

­4vj  = 2v 0  ­  2v  +  a  Q(­v  +v  ) + aQ  (­w  +w  ) + p  <*+€,­v  +v 
cr£  or  £T  a  £  < ? £  f f 

3 
" W 0  + W 0  ^ +  a03^"W0  + W 0  ^  '  ­oo < <r < £ < oo, r  > 0,  (3.5.20) 

­4wj  = 2 w 0  ­  2w  + b Q 1 ( ­w  +w  ) + P2(<7+f,­v0  +v  ­wQ  +w  ) + 
o£  or  £r  o  £  o  f  <*  £ 

3 
+ b 0 3 ( ­ w Q  +wQ )  ,  ­oo<<7<  i  <oo, T> 0,  (3.5.21) 

v.((7,{,r)  = V .  sin(ma),  ­oo < a = f  < oo, T = 0,  (3.5.22) 

w,(cr,£,r)  = W0.sin(ncr),  ­oo < a = f  < oo, r  = 0,  (3.5.23) 

­Vj  (CT,Z,T) + Vj  (<r,£,r) = ­v  (a,£,r)  +  Vnsin(m<7), 
a  £  r 

­oo  < cr= £ < oo, r  = 0,  (3.5.24) 

­Wj  (cr,t,r)  + Wj  (a,£,r)  = ­ w Q  (a,£,r)  + Wj jSin^a), 
a  £  T 

­oo  < er = £ < oo, r  = 0.  (3.5.25) 

Furthermore,  v  =  w­  =  v  =  w  = 0  if  a = kir  ­  0, £ = kir + $ and r = e9 with  k 6 7L 

and  9 > 0.  In  the  further  analysis  v . , w_, v  and w  will  be determined,  and it  will  be 
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shown  that  the  formal  approximation  u.(x,t;e)  =  (v  (x­t,x+t,et)  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ev.(x­t,x+t,et), 

T 

w0(x­t,x+t,et)  +  £w.(x­t,x+t,et))  is  an  order  e  asymptotic  approximation  (as  e  —►  0)  of 

the  solution  u(x,t)  of  the  initial­boundary  value  problem  (3.5.1)­(3.5.7)  for  0  <  x  <  JT and 

0 < t < L | e | _ 1 . 

The  general  solutions  of  the  partial  differential  equations  (3.5.14)  and  (3.5.15)  are  given 

by  vQ(a,t,r)  =  hQ((7,7­)  +  kQ(£,T)  and  wQ(cr,f,r)  =  fQ(<7,r)  +  gQ(£,T)  respectively.  The  initial 

values  (3.5.16)­(3.5.19)  imply  that  h ­ ,  k­,  f„  and  g­  have  to satisfy  h_(c7,0)  + k.(tr,0)  = 

=  V00sin(mcr),  ­h^(cr,0)  +  k^(<7,0)  =  V1()sin(m<7),  fQ(a,0)  +  g0(a,0)  =  W00sin(na)  and 

­f  I(CT,0)  +  gi(er,0)  =  W. _sin(n<7),  where  the  prime  denotes  differentiation  with  respect  to 

the  first  argument.  From  the  odd  and  27r­periodic  extension  in  x  it  follows  indirectly 

that  hQ,  kQ,  fQ  and  gQ  have  to satisfy  k ^ . r )  =  ­hQ(­(7,r),  hQ(cr,r)  = hQ(a+2n,T),  gQ(a,r)  = 

=  ­f.(­cr,r)  and  fn(^,r)  =  fJa+2ir,T)  for  ­oo  <  a  <  oo  and  r  >  0.  The  undetermined 

behaviour  of  h .  and  f.  with  respect  to  T will  be  used  to  avoid  secular  terms  in  v .  and 

w  From  the  well­posedness  theorem  it  followed  that  u ,  u  and  u  are  0(1)  on  O . .  So, 

ü  and  its  first  derivatives  have  to  remain  O(l )  on  ­oo  < x  < oo  and  0  <  t  <  L|e| 

Furthermore,  it  should  be  noticed  that  the  equations  for  v . ,  w»,  v  and  w  have  been 

derived  under  the  assumption  that  v . ,  w . ,  v . ,  w .  and  their  derivatives  up  to order  two 

are  0(1).  These  boundedness  conditions  on  v  w_,  v  and  w  determine  the  behaviour  of 

h .  and  f­  with  respect  to  T. From  (3.5.20)­(3.5.25)  v  ,  v  ,  w .  and  w  may  be  ob­

°  $  °  Z 
tained  easily.  For  instance, 

­4wj  (a,£,r)  =  ­4wj  (G,O,T)  + ((­a)  [li Q  (<7,r)­b0jf0  («MO­b^f  \  {O,T)}  + 
a  a  or  a  a 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ­  •  J 
~ 3b03f

0(7
(cr'r) L  \^T)de  + L  {­2H ê

T)  +  b01g0/Ö 'r )  +  3 b 03 f 0 a
( a ' r ) g 0/ ' r )  + 

+ b Q 3 g 3  (6,T)}  dB + J"  P2(a+0,­ho  (a,r)+k0  (ö,r),­fQ  («7,r)+g()  (6,r))d6  + h V . O ,  (3.5.26) 
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where  h  will  be  determined  later.  In  (3.5.26)  the  integral  with  integrand  p .  is of  O(l) 

for  all  values  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a  and  £,  because  the  function  p ,  of  O( l )  is 47r­periodic  in  6 and  the  in­

tegral  over  such  a  period  is  equal  to  zero.  Since  the  first  integral  in  (3.5.26)  contains  a 

non­negative  and  27r­periodic  integrand  it  follows  that  this  integral  will  grow  with  the 

length  £­<7 of  the  integration  interval.  It  turns  out  that  this  integral  can  be  written  in  a 

part  which  is of  O(l)  for  all  values  of  a and  £,  and  in  a  part  which  is  linear  in  £­<7: 

l\{6' )de=L­ 8 o ^ ' r )  "T«­  Jo  6o 
6 

2* 

Wo' g n  (4>,T)  dip 

1> 
.  d$  + 

2n 
2 

to  go. [f­  J c  8n W.r)<W. 
tf 

Noticing  that  £­cr  =  2t  it  follows  that  £­a  is  of  0( |ef  )  on  a  time­scale  of  0( |ef  ).  So, 

Wj  will  be  of  Oflef  )  unless  fQ  and  gQ  are  such  that  in  (3.5.26)  the  terms  of  0(|e|~  ) 
a 

(that  is,  terms  linear  in  £ ­a)  disappear.  It  turns  out  that  w  ,w  ,v  and  v  are  all 
,  o  £  a  i 

0(1)  on  a  time­scale  of  0(|e|  )  if  fQ(a,r),  gM,r),  h  (CT,T) and  k  (£,r)  satisfy  the  follow­

ing  four  conditions 

2f„  ­  b „ , f „  ­  b„„ f 3
  3 b 0 3 

0  0 1 0  03  0  2TT 

or a a a 

foJo'8l( ,'r)d'­0' 
3b  2?r 

2 \  ­ b o i V ­ b 0 3 V ­ 1 7 V  j 0
  fo(^)dö  = 0' 

3a  2ff 
2h0  ­a10h0  "a01f0  'a03 f0  ­ ^ " f 0  Jo  4 ( ^ ) d 9  = °' or  a  o  a  a  J  v  0 

2kn  ­  a .n^n  " a n i 8 n  "  a m S 
3  3 a 03 

0 ,  10  0 ,  0 1 6 0 ,  0 3 6 0 ,  2 T  6 0 
$1­  £  Z  Z 

2TT 

f  JO »9 

f  f2  (0,r)<M  = 0. 
Jo  °A 

From  gJSj)  =  ­f _(­0,r)  and  from  kJ8,r)  = ­hJ­0,r)  it  follows  that  the  first  and  second 
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condition  as  well  as  the  third  and  fourth  condition  are equivalent. So, w  ,w  ,v  and 
­1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a i o 

v  are  all  O(l) on a time­scale of  Ofle|  ) if  f.  and  h .  satisfy 

2f 
3b  27r 

0  ­ b 0 1 f 0  ' b 0 3 f 0  ­ ^ f 0  J o  f o ( W  =  0,and 
en  a  a  a  J"  6 

(3.5.27) 

2h  a,«h„  ­  a„.f„  ­  a„ , f 3
  3 a03 

0  "10  0  0 1 0  a03  0  2TT 

or a a a a 

lit 

fQ  ƒ  f̂   (6,T)dO  = 0.  (3.5. 28) 

In  [4,12] an equation similar  to equation (3.5.27) has been solved. If  the method  introduced 

in  [4]  is  applied  to  equation  (3.5.27)  one  obtains  after  some  calculations  {Ja,r),  and  so 

W0(<7,£,T)  = fJo,r)  ­  fQ(­£,T).  It  turns out  that  fQ  and  w.  are given  by 

Mr) 
0  n^J/2( r)  arcsm 

r _ V W _ > / 2 
+ k*(r), 

wo(^=^J arcsin 
_ V W _  1/2 
Li  + wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M  ­1  sin(a+nt7) 

­  arcsin 
W^(r)  1/2 

Ll  +  W  <f,(r)   J  S i n ( a " n f ) 

(3.5.29) 

(3.5.30) 

where  k  (r)  is  an  arbitrary  function  in  r  with  k  (0)  =  0,  a  =  x­t,  £  =  x+t,  r  =  et, 

2  2  2  ­1/2  ­1/2 
W  = n  Wo n  + W  ] 0 ,  a  is  given  by  cosa = nW0­.W  and sina = W.^W  ,  where 
A(r)  and  <j>{r)   are  implicitly  given  by  A(r)  =  4m  (r)exp (­=­  rJ  and  ^(r)  =  ­yy  x 

x  (m(r)­2)  with  m(r)  determined  by  m  (r)  ­  ­y  m  (r)  =  2  w
n

b o 3 b o V  ~ e x p ( b o i r ^  + 

3 28 

+  "­  .  Now  the  (with  respect  to h.)  linear  partial  differential  equation  (3.5.28) can be 

solved  and  one obtains  after  some calculations  hft,  and so VJO,£,T)  = hfl(ff,r)  ­  hfl(­f,r).  It 

turns out  that  v.  is given  by 
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v0(a,£,r) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  exp ( ­ y  r ]  {vo()sin(m<7) + ^  V]()cos(m<7) + VÖQsin(m£) ­ ^  V1()cos(m£)}­ + 

{wQ(a,e,r)  ­ ­ j exp (­y­  r )  (wQ()sin(na) + ­i  W1()cos(n<7) + WQ()sin(ne) + +  !03 
+  b03 

> 1 0 cos (ne) ]}  + j  U 0 1 ­ ^ b 0 1 + ­ ^ a 1 0 j  j^exp  ( ^  (r­r  ')) w ^ . ^ d r  ., 

(3.5.31) 

where  wfl  is  given  by  (3.5.30).  Now  the  linear  initial  value  problems  (3.5.20)­(3.5.25) 

for  v  and  w  can  be solved,  yielding 

V ^ . T )  ­  ­­J­  f  f  p  ^ , ­ h .  (t/­,r)+k0  (0,r),­fo  (V,r)+g()  (*,r)) d^dtf + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J  Z  J V  i])  <f>  if)  <f> 

■€  ,  ­>  .  r 2 * 
+  4 a 03  (f0(a,r)+g0«,r))  \ a  (  f2  (*,r)  ­  ■£  J Q  f\  W . r W ]  d*  ­  j a ^  x 

><  J  C (fo  (».»■) ­  4^r  J o  f 0  (*'T ) d*)  ( fo^*0 ) + 80 ( t f , 0 )^  ^ d 9  +  h l ( < 7 ' r )  +  k l ( e , r ) ' 

(3.5.32) 

and 

Wj(ff,€,r)  ­  ­  ­£  f  f  p 2 (<M,­h  (tf,r)+k0  W,r),­f0  W,r)+g0  (*,r)) dtfd^ + 
V»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <t> $ <S> 

2n 
bQ3  (f0(.,r)+g0(^))  I   ( ^ ( | . f ) ­ ^  Jo  f2^,r)d0)dS­|bc 

x }  C (fo  C'T>  ­  "fc  J o  f0  W'r>d*)  (fo<«.0)+g0(«,0)) ^ d"  +  f l(<7,r)  +  8 l ( f ' r ) ' 

(3.5.33) 

where  (for  a  =  £  and  r  =  0)  h  +k.  and  f.+g.  are  determined  by  the  initial  values 
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(3.5.22)­(3.5.25).  The  undetermined  behaviour  o f f  g . , h .  and  k  with  respect  to  r  can 

be  used  to avoid  secular  terms  in  v  and  w..  However,  in  this analysis v_  and  w  will  not 

be  determined.  For  that  reason  it  may  be  assumed  that  f.  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  f.(o),  g.  =  g.(£),  h  =  h.(a) 

and  kj  =  kj(e),  and  then  f,(a)+g ](f)=  ­  \  |  wQ  (M,0)<M  + ­ |  WQ1  (sin(na)+sin(n£))  + 

+  " 5 j  Wj  j  (cos(ncT)­cos(ne))  and  hjW+kjtf)  =  ­  \  f  vQ  (M,0)dtf  + \  N  (sin(m<7)+ 

+sin(m£))  +  ­ j ­ V , ,  (cos(m<7)­cos(m£))  .  It  can  be  shown  from  (3.5.30)­(3.5.33)  that  v 

v  w­ ,  w  and  their  derivatives  up  to  order  two  are  of  O( l )  for  ­oo  <  x  <  oo  and 

0  < t  < L|e|  . So,  the  assumptions  under  which  the  equations  for  v . ,  v  ,  w .  and  w.  have 

been  derived,  are  justified.  So  far  a  vector­valued  function  u  (x,t;«)  s  (v..(x­t,x+t,et)  + 

T 
+  ev  (x­t,x+t,et),  w­(x­t,x+t,«t)  + ew  (x­t,x+t,£t))  has  been  constructed.  It  can  easily  be 

seen  that  u  satisfies  (3.5.3),  (3.5.4)  and  (3.5.7)  exactly,  and  (3.5.5)  and  (3.5.6) up  to order 

2 
e  in  the  sense  of  theorem  3.3.1.  After  lengthy  calculations  it  can  also be  shown  that  u . 

2  2  T  li 

satisfies  (3.5.1)  and  (3.5.2) up  to «  c.(x,t;£)  = e  (c.  (x,t;€),c]2(x,t;£))  , where  c . . ,  — ~ — e 

G C(nLx[­e 0 ,£ 0] ,  ]R)  for  i  =  1,2  with  Cj(0,t;€)  =  Cj(7T,r;£)  = O f o r O ^ t ^ L l d f 1 .  Further­

more, it can be shown that c . (x,t;e) and  its derivative  with  respect to x are uniformly  bound­

ed  in  t and e. Then  it follows  from  theorem  3.3.1  that  u  . (x,t;e)  is  an  order  e asymptotic  ap­

proximation  (as e ­»­0) of  the solution of  the  initial­boundary  value  problem  (3.5.1)­(3.5.7) 

for  0  <  x  <  ■K  and  0  <  t  < L|e|~  ,  that  is,  | | u ­ u . | |  _  =  0(e).  From  this  estimate  the  fól­
­  ­ A  ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2. 

M l  T 
lowing  estimate  can  be  obtained  with  u„(x,t;£)  =  (v0(x­t,x+t,et),w0(x­t,x+t,£t))  : 

ll?­?0»  2  ­  "H­ÏA+ÏA­Ho"  2  "  "­""A1 1  2  +  "­A­^O11
  2  =  °^ 

c  c  c  c 
Mj  Mj  Mj  Mj 

T 
Hence,  (v  (x­t,x+t,et),w  (x­t,x+t,et))  ,  where  v .  and  w..  are  given  by  (3.5.31)  and 

(3.5.30)  respectively,  is also an  order  e asymptotic  approximation  (as e —»  0)  of  the  solution 

u(x,t;e)  of  problem  (3.5.1 )­(3.5.7)  for  0  <  x  <  it  and  0  <  t  <  L\e\'  ,  in  which  L  is  an 

e­independent,  positive  constant. 
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3.6. Some general remarks 

The  asymptotic  theory  presented  in  the  sections  3.2  and  3.3  can  readily  be  extended  to 

other  types  of  initial­boundary  value  problems.  For  instance,  if  the  initial­boundary 

value  problem  (3.2.1 )­(3.2.4)  is  considered  where  the  boundary  conditions  (3.2.4)  are 

replaced  by  u(0,t)  =  0  and  u  (»r,t) =  0  (a  fixed  end  condition  at  x  =  0  and  a  free  end 

condition  at  x =  TT) then  an  integral  equation  equivalent  with  this  problem  is  needed  to 

prove  the  well­posedness  of  the  problem  and  the asymptotic  validity  of  a class of  formal 

approximations.  To  obtain  this  equivalent  integral  equation  the  initial­boundary  value 

problem  should  be  extended  to  an  initial  value  problem.  This  can  be  accomplished  by 

extending  the  dependent  variable  u,  the  nonlinearity  and  the  initial  values  in  x,  such 

that  these  functions  are  odd  about  x  =  0, even  about  x =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n and  4ir­periodic  with  respect 

to  x.  In  this  way  the  equivalent  integral  equation  is obtained  and  the  techniques applied 

in  sections  3.2  and  3.3  can  again  be used  to prove  the well­posedness of  the problem and 

the asymptotic  validity of  formal  approximations on e­dependent  time­scales. 

In  section  3.4  the assumption  is made that  the cross­section  of  the circular  conductor  with 

small  ice  ridge  is  symmetric.  However,  this  assumption  is  not  necessary.  In  fact,  for  an 

arbitrary  profile  galloping  may  occur  if  the  lift­  and  drag­coefficients  c. (a) and  c_(a) 

are  such  that  there  exists  an  interval  in  a  with  a .  < a  < a_  for  which  the Den Hartog­
dcL(cO  °  l 

criterion  cn(a)  + —3  < 0  is satisfied.  Then,  the static angle of  attack  a  can  be chosen 

such  that  galloping  may  set  in. It should  be noted  that  the analysis  in sections  3.4 and  3.5 

is correct  if  there  exists an angle  a.  with  c.  (a.)  = 0 and  a .  < a  < a«. 

In  section  3.5  the model  is studied,  which  has been derived  in section  3.4. It  is assumed  in 

section  3.5 that  u(x,t)  is a twice  continuously  differentiable  function.  This assumption  can 

be  justified  as  follows.  The  velocities  v  and  w  of  the  conductor  in  horizontal  and  in 

vertical  direction  are  continuous  in  x  and  t,  and  the aerodynamic  coefficients  cn(a)  and 
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cT  (a)  are  continuous  in  a.  Since  a  = a  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &   = a  + arctan  ( ­ w j v  ­ v j "  )  with  |w J  <  v L  s  s  t  oo  t  t  oo 

and  |v  |  <  v  it  follows  that  the  right­hand  sides of  the  equations  (3.4.1)  and  (3.4.2)  are 

continuous  in  x  and  t.  In  the  left­hand  sides  of  the  equations  (3.4.1)  and  (3.4.2)  the  terms 

d  ƒ  , .  2  2 , ­ l / 2 \  .  d  ƒ  ..  2  2 , ­ l / 2 \  .  e  .  .. 
­r—  ^v  (1+v  +w  )  f  and  ­5— A w  (1+v  +w  )  ►   represent  in  fact  the  curva­ox  I.  x  x x  )  ax  \  X  x x  ) 

ture  of  the  transmission  line. Since  it  is  natural  to assume  that  the  curvature  is  continuous 

in  x  and  t,  it  follows  that  v  and  w  should  be  continuous  in  x  and  t.  And  so,  it  is  more 

T 
or  less  natural  to  assume  that  u(x,t)  =  (v(x,t),w(x,t))  should  be  twice  continuously 

differentiable  with  respect  to  x  and  t. 

In  section  3.5  monochromatic  initial  values  have  been  considered,  because  the  galloping 

oscillations  often  affect  only  a  single  mode  of  vibration  [25]. To obtain  some  information 

about  the  oscillation  amplitudes  the  following  formulas  can  be  used 

­p  dv  a . .  l\ 
,  ...  a  00  00  ,  .,  00  ­  rjr  7TC  ,} 

v(x,t)  = — ^ ^  x(x­£)  + —  v [j   x,  —  t j  , 

2 
­p  dv  b„„  Lv 

a  00  00 ,  ..  a  00  00  ,  ..  00  ­  r w  ire  ^1 
w(x,t)  j=rr   x(x­£)  + — ­  w ^ T  x,  ­j­  t J  , 

where  v(x,t),  w(x,t),  p  ,  d,  v  ,  c,  T,  A,  I,  v,  w ,  anf.  and  b n n  are  defined  as  in  section 

3.4.  The  first  terms  in  these  formulas  may  be  considered  as  the  position  of  the  conductor 

in  rest,  whereas  the  second  terms  represent  the  change  of  the  position  of  the  conductor 

due  to  galloping.  For  large  values  of  t  (that  is,  et = T —►   00)  it  can  be  shown  from  (3.5.30) 

that  w .  (the  first  order  approximation  of  w )  tends  to  a  standing  triangular  wave  with 
b„ 

amplitude  ­£—  [—,—1  and  period  —— .  It  should  be  noted  that  for  these  values  of  t 
2n  ^ ­ b 0 2 J 

little  can  be  said  about  the  asymptotic  validity  of  the  results,  since  only  for  finite  values 

of  et,  that  is,  for  0  <  r  =  et  <  L  <  00  the  asymptotic  validity  of  the  results  could  be 

established.  It  is  also  interesting  to mention  that  it  can  be  shown  from  (3.5.31)  that 



108 

,.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ,  .  .  r a03b0r a01b03­)  ,.  .­  , 
hm  vQ(cT,e,r)=  {­.—­—g  J  hm  w  (<7,f,r). 

T—>oo  10  03  r—»oo 

(3.6.1) 

These  results  imply  that  the  maximum  oscillation  amplitudes  due  to  galloping  may  be 

approximated  by 

Iv 

2nc 
"CD0  ~ CL1 

2  CD0  +  6  CL1  +  C D 2  +  C L3 

1/2 

in  the. vertical  direction,  and  by 

£y 

2nc 
"CD0  "  C L1 

2 C D 0 +  6 C L 1 + C D 2  + CL3 

1/2 

' C D 1 ( T  C D0  +  C D2  +  CL3>  +  ( C D3  '  C L 2 ) ( c D 0  +  CL1> 

2 c D 0 ( T  C D 0  +  6" CL1  +  C D2  +  C L 3 ) 

in  the  horizontal  direction,  where  c n „ ,  c n . , . . . ,  cT ­  are the aerodynamic  coefficients, 

which  may  be  obtained  from  wind­ tunne l  measurements.  In  a  practical  application  the 

quantity  ( a . ­ b » . ­ a 0 . b n , ) ( a  . b ­ . )  is  small  compared  to  one. This  implies  that  the 

amplitude  of  the horizontal  oscillation  is  small  compared  to the amplitude  of the  vertical 

oscillation.  This  phenomenon,  that  galloping  is an  almost  purely  vertical  oscillation,  has 

also  been  noticed  in nature  [26]. 

In  section  3.4 it  has  been  assumed  that  the tension  T in the conductor  is constant.  In  [16] it 

has  been  shown  for  the  free  vibrations  of  a  suspended  cable  for  which  the sag to  span 

ratio  is  small  that  the  assumption  is  valid  if  the  cable  oscillates  in  a  so­called  an t i ­

symmetric  in ­p lane  mode.  For the  monochromatic  initial  values  considered  in section 3.5 

this  implies  that  n  should  be  even.  If  the cable  oscillates  in  a  symmetric  in­p lane  mode 

(that  is, n  is odd)  the assumption  that  T  is constant  is only  valid  for the higher  modes of 



109 

vibration.  For  the  lower  modes  of  vibrations  with  n odd  the  validity  of  the  assumption 

that  T  is  constant, heavily  depends on the elastic properties of  the conductor  and the sag­

span  ratios  (see  [16]).  However,  in  [26]  it  has  been  remarked  that  the  most  troublesome 

galloping  mode  is  the  S­shaped  vertical  mode  of  the  conductor  catenary,  that  is,  n  is 

equal  to  2. So, it may be concluded  that  for  this S­shaped  mode the model  (describing  the 

galloping  oscillations  of  overhead  transmission  lines)  can  be  justified.  However,  if  n = 1 

the assumption  that T  is constant,  is incorrect or at  least  doubtful. 

In  section  3.5  monochromatic  initial  values  have  been  considered  in  the  vertical  and  in 

the  horizontal  direction.  It  can  be shown  that  the  analysis given  in section  3.5 also can be 

applied  if  the  initial  values  in  the horizontal  direction  consist of  an arbitrary  number of 
oo  oo 

modes,  that  is,  if  v.(x;e)  =  £  a. (f)sin(kx)  and  v,(x;e)  =  £  b. (e)sin(kx), where a. (e) 
u  k=l  K  '  k=l  K  k 

and  b,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (e) are  such  that  differentiation  and  summation,  and  integration  and  summation 

may be  interchanged  as often  as is required. It  then  turns out  that  v.(a,f ,r)  is given by 

1  ra10  W  °°  r  bk ( 0 ) 

v0(<7,e,r) = Y  exp  1­2­  rJ  \  £  Uk(°)sin(k<7) +  ­ Y~  ««(M + 
V ° )  Ï  a

0 3  r  1  ra10  ï 
+ ak(0)sin(k£)  ­  ­Zjr  cos(k£)j  + £±  {wQ(i7,e,r)  ­  \  exp  {­f  r J  x 

f  10  ^10  1 
*  lwoosin(n<7)  +  ~1T~  cos(nff)  +  w o o s i n ( n ^  "  — n ­  c o s ( n ^ J  + 

Kl  "  fe  b01  + Sf / J  {o  e X P  C^(V­ r ' ) )w 0 ( a .€ . r . )d f . 
,  .  an„  a 

+  2 
03  03 

where  WJV,Z,T)  is  given  by (3.5.30). Since a.„  < 0  it  follows  from  this  formula  that  (for 

T —►.  oo)  the modes initially  present  in  the horizontal direction disappear, and that  v.  tends 

to a standing  triangular  wave  (see  (3.6.1)),  which  is in  fact  determined  by  the vibration 

mode  initially  present  in  the vertical  direction.  After  having obtained  the  approximation 

for  the  oscillation­amplitudes  (and  the  velocities  of  the  conductor)  it  should  always  be 
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checked  if  the  values  of  a  =  a.  + arctan  (.­w  (v^­v  )  J  are  such  that  the  approxi­

mations  (3.4.5)  and  (3.4.6)  for  cQ(a)  and  c.  (a)  are  still  valid.  It  turns  out  that  for  the  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c~­  and  c.  ­curve  given  in  figure  3.4.2 and  for  the  typical  values of  the physical  quan­

tities  I, d,  v  ,  c,  etc.  (given  in section  3.4)  the values of  a  are such  that  the  approxima­

tions  (3.4.5)  and  (3.4.6)  for  cn(a)  and  c. (a)  are  valid,  and  so  these  approximations  are 

justified. 
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SUMMARY 

In  this  thesis a class of  initial­boundary  value problems for  (systems of)  weakly  nonlinear 

hyperbolic  equations  of  order  two is studied. These problems contain  a small  parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t, 

which  precedes  the  nonlinear  terms  in  the  partial  differential  equation(s).  To obtain  a 

classical  solution  the  initial  values  and  the  nonlinear  terms  in  the  partial  differential 

equation(s)  have  to  satisfy  certain  smoothness  conditions.  In  order  to  prove  existence and 

uniqueness  of  the  solution  of  an  initial­boundary  value problem  for  a (system of)  hyper­

bolic  equation(s)  an  equivalent  (system  of)  integral  equation(s)  is  used.  By  applying 

Banach's  fixed  point  theorem  to this (system of)  integral  equation(s) existence of  a unique 

classical  solution  is shown on an e­dependent  time­scale. 

Since the  initial­boundary  value problems contain a small  parameter  e perturbation  meth­

ods  can  be  applied  to  construct  formal  asymptotic approximations of  the solutions. In  this 

thesis  the  asymptotic  validity  (as e tends  to  zero) of  a  class of  formal  approximations  is 

shown  on  time­scales  for  which  the  initial­boundary  value problems have been shown  to 

be  well­posed. 

As  application  of  the  theory  several  initital­boundary  value problems have been  formu­

lated and studied.  From an  aero­elastic analysis  it  is shown  that  an  initial­boundary  value 

problem  for  the  Rayleigh  wave  equation  can  be  regarded  as a  simple  model  describing 

the  galloping  oscillations  of  overhead  transmission  lines  in  the  vertical  direction.  Fur­

thermore,  an  initial­boundary  value  problem  for  a  system  of  weakly  nonlinear  and 

weakly  coupled  wave  equations has been derived  to describe  these oscillations  in  the  ver­

tical  and  horizontal  direction.  These  initial­boundary  value problems have been  investi­

gated  in  detail  using  characteristic coordinates and a two­timescales  perturbation  method. 
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The  well­posedness  of  these  problems  and  the  asymptotic validity  of  the constructed  ap­

proximation  of  the  solutions  of  these  problems  have  been  shown  using  the  developed 

asymptotic  theory.  Also an  initial­boundary  value problem  for  a telegraph equation  per­

turbed  with  a  cubic  nonlinearity  has  been  investigated  by means of  a Fourier  series ex­

pansion  of  the  solution  and  a  two­timescales  perturbation  method.  For  this  problem  the 

asymptotic  validity  of  the approximation  has also been  demonstrated. 



119 

SAMENVATTING 

In dit proefschrift  wordt een klasse van begin­randwaarde  problemen  voor (stelsels) zwak 

niet­lineaire,  hyperbolische  vergelijkingen  van de tweede orde  bestudeerd. De problemen 

bevatten  een  kleine  parameter  e, die de niet­lineaire  termen  in  de partiële  differentiaal­

vergelijkingen)  voorafgaat.  Om  een  klassieke  oplossing  te verkrijgen,  moeten de  begin­

waarden  en  de  niet­lineaire  termen  in  de  partiële  differentiaalvergelijking(en)  aan be­

paalde  gladheidseisen  voldoen.  Door  het  begin­randwaarde  probleem  voor  een  (stelsel) 

hyperbolische  vergelijking(en)  te  herschrijven  in  een  (stelsel)  integraalvergelijking(en) 

worden existentie en eenduidigheid  van de oplossing  van het  begin­randwaarde  probleem 

aangetoond  met behulp  van de dekpuntstelling  van Banach. 

Aangezien  de  begin­randwaarde  problemen  een  kleine  parameterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  e  bevatten,  kunnen 

perturbatiemethoden  worden  toegepast  om  formele  benaderingen  van  de  oplossingen  te 

construeren.  In  dit  proefschrift  wordt  de  asymptotische  geldigheid  (voor  e­»0)  van een 

klasse  van  formele  benaderingen  aangetoond  op  tijdschalen  voor  welke  de  begin­rand­

waarde problemen  goed­gesteld  zijn. 

Als  toepassing  van  de  theorie  worden  verscheidene  begin­randwaarde  problemen  gefor­

muleerd  en  bestudeerd.  Uit  een  aero­elastische  analyse  volgt  dat  een  begin­randwaarde 

probleem  voor  de  Rayleigh  golfvergelijking  beschouwd  kan  worden  als  een  eenvoudig 

model  beschrijvende  de  wind­geïnduceerde,  verticale  trillingen  ('galloping')  van  hoog­

spanningsleidingen.  Om  zowel  de  verticale  als  de  horizontale  trillingen  van  deze  hoog­

spanningsleidingen  te  beschrijven  is bovendien  een begin­randwaarde  probleem  voor een 

stelsel  zwak  niet­lineaire  en  zwak  gekoppelde  golfvergelijkingen  afgeleid.  Deze  begin­

randwaarde  problemen  zijn  in  detail  onderzocht  met  behulp  van karakteristieke  coördi­
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naten  en  een  twee­tijdschalen  perturbatiemethode. Gebruik  makende  van de ontwikkelde 

theorie  zijn  de  goed­gesteldheid  van  deze problemen  en de asymptotische geldigheid  van 

de  geconstrueerde  benaderingen  aangetoond.  Verder  is  een  begin­randwaarde  probleem 

voor  een  telegraafvergelijking  met  een  kubische  niet­lineariteit  onderzocht  met  behulp 

van  een  twee­tijdschalen  perturbatiemethode  en  een  Fourier.reeksontwikkeling  van  de 

oplossing.  Voor  dit  probleem  is  eveneens  de  asymptotische  geldigheid  van de  geconstru­

eerde  benadering  aangetoond. 
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Stelling 1. 

Laat f: (RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ■*  R een continu differentieerbare,  oneven  en 2T—periodieke functie  zijn.  Dan geldt 

voor alle x e Dt en t  e R dat 

<2*  max  |f(()| 

waarin J0 de Bessel  functie is van de orde nul. 

Stelling 2. 

Gegeven zijn k, 1, m, n en p die voldoen aan: 

(i)  k, 1, m, n f ï +  en p f R\{0} , 

(ii)  / n J  +  p* =  Jk'  +  p ' + V l '  +  p ' ­ ^ m '  +  p \ 

(iii)  n =  k +  I ­  m  . 

Door  (ii)  op een  handige  manier  tweemaal  te  kwadrateren  kan  worden  aangetoond  dat  de 

voorwaarden (i), (ii) en (iii) equivalent rijn met: 

k, I, m, n t  ff+,  p i R\{0)  k =  mAl  =  n V k  =  nM  =  m j . 

Indien  voorwaarde  (iii)  vervangen  wordt door n =  k +  1 +  m of door n =  m —  k — 1  kan 

bewezen worden dat er geen k, 1, rn, n 11  bestaan, die aan de voorwaarden (i), (ii) en (iii) 

voldoen. 

Tj.[i/t»­(x­tf]«u)« 



Stelling 5. 

Ten  onrechte  wordt  bij  de  behandeling  van  gewone  differentiaal  vergelijkingen  weinig  en 

soms  zelfs  geen aandacht  besteed aan de methode van de integrerende  factor  ter bepaling van 

oplossingen  van eerste  orde vergelijkingen.  Niet  alleen  is  deze methode ook  toepasbaar  als de 

overige  methoden  voor  eerste  orde  vergelijkingen  (zoals  methoden  voor  lineaire 

vergelijkingen,  methode  voor  vergelijkingen  met  te  scheiden  veranderlijken,  etc.)  toepasbaar 

zijn,  maar  deze  methode  is  bovendien  uitbreidbaar  naar  hogere  orde  gewone  differentiaal 

vergelijkingen. 

Stelling  6. 

Voor  de  opleiding  tot  wiskundig  ingenieur  behoort  het  een  vanzelfsprekendheid  te  zijn  dat 

een  college  partiële  differentiaal  vergelijkingen  in  het  onderwijsprogramma  is  opgenomen. 

Het  is  betreurenswaardig  dat  dit  niet  het  geval  is  aan  de  faculteit  der Technische  Wiskunde 

en  Informatica  van  de Technische  Universiteit  Delft. 



Stelling 7. 

Als toetsingsvormen in het wiskunde—onderwijs zijn meerkeuzetoetsen en toetsen waarbij de 

kandidaten  alleen  het  antwoord  moeten  vermelden  ongeschikt  om  wiskundige  kennis  en 
I 

vaardigheid van de kandidaten te testen. 

Stelling 8. 

Het is verwerpelijk om op de middelbare school naast Nederlands en een moderne taal alleen 

het vak wiskunde verplicht  te stellen. Voor zowel de scholier als voor de maatschappij heeft 

een breed georiënteerde schoolopleiding niet te onderschatten voordelen. Het verplicht stellen 

en  examineren  (eventueel  op  verschillende  niveaus)  van  alle  op  de  middelbare  school 

gedoceerde vakken is een overweging waard. 

Stelling ,9. 

Bij  de  aanstelling  van  voetbalverslaggevers  (m/v)  dienen  de  Nederlandse  omroep 

verenigingen en/of  stichtingen  slechts  die personen  aan  te  nemen  die met  goed gevolg een 

test hebben afgelgd waaruit blijkt dat die personen tenminste de voetbalspelregels  kennen en 

de Nederlandse taal beheersen. 


