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s✉♣♣♦s❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ✉♥✐t❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥❡❛t❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣
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❚❤❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ !A ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡

❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
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❜② ♣r❡✲❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ π ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ d ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥

Γ ⊗ !A ⊗ ∆
d
−→ Γ ⊗ !A ⊗ !A ⊗ ∆

π
−→ B

❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t u ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣

Γ ⊗ !A ⊗ ∆
u
−→ Γ ⊗ ∆

π
−→ B.

▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s A1, . . . , An ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t✱

❛♥❞ ✐s t❤✉s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t

t❤❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✿



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✸

A
d // A⊗A

symmetry // A⊗A ❂ A
d // A⊗A ✳

❲❤❡♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞✱ t✇❡♥t② ②❡❛rs ❛❣♦✱ ✐t ✇❛s s♦♦♥

r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❘♦❜❡rt ❙❡❡❧② ✭❛♠♦♥❣ ❛ ❢❡✇ ♦t❤❡rs✮ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❧♦❣✐❝ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ ∗✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛t❡❣♦r②✱ ♦r ❛t ❧❡❛st✱ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧

❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r② C ❀ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡r✲

♣r❡t t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝✱ s❡❡ ✭❙❡❡❧② ✶✾✽✾✮✳ ❆ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t q✉❡st✐♦♥ ✇❛s t♦

✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② “ ! ” ✇❡r❡ ❡①❛❝t❧② r❡✲

q✉✐r❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳✳✳ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❨✈❡s ▲❛❢♦♥t ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✭▲❛❢♦♥t ✶✾✽✽✮ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ q✉✐t❡

❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❝♦♠♦♥♦✐❞s (C1, d1, u1) ❛♥❞ (C2, d2, u2) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f : C1 −→ C2 s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❣r❛♠s

C1
f //

d1

��

C2

d2

��
C1 ⊗ C1

f⊗f // C2 ⊗ C2

C1
f //

u1 --

C2

u2qq1

❝♦♠♠✉t❡✳ ❖♥❡ s❛②s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ✐s ❢r❡❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t A

✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

ε : !A −→ A

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠

f : C −→ A

❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ C t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ♠♦r✲

♣❤✐s♠

f† : C −→ !A

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

!A

ε

��

C

f 00

f† ..

A

✭✷✮

❝♦♠♠✉t❡s✳ ❙♦✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✱ !A ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♠♦♥♦✐❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡

♦❜❥❡❝t A✳ ▲❛❢♦♥t ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦❧❧♦✇s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t A ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝

♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❆ ❢♦❧❦❧♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts

t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t②✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

❜② ●✐r❛r❞ ✭●✐r❛r❞ ✶✾✽✼✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ !A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝❧✐q✉❡s✱

❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ !A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ✭❝❧✐q✉❡s ✇✐t❤

♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✮ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ A✳



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✹

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s C t②♣✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❚♦ t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❧❣❡❜r❛

SA =
⊕

n∈N

A⊗n / ∼n ✭✸✮

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ A✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

♠♦♥♦✐❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞ ❦✳

❚❤❡ ❣r♦✉♣ Σn ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥ {1, . . . , n} ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ A⊗n✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r

s♣❛❝❡ A⊗n/ ∼n ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ✭♦r ♦r❜✐ts✮ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s

A⊗n

symmetry //
···

symmetry
// A⊗n

coequalizer // A⊗n/ ∼n

✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣

❛s ❛ ♠♦♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② C op✱ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛

t♦ ✭✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✐♥

t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♥❛✐✈❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s

s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛rt✐❝❧❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r An ♦❢ t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s

An
equalizer // A⊗n

symmetry //
···

symmetry
// A⊗n ✭✹✮

❡①✐sts ✐♥ ♠❛♥② tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡r❡ t❤❡ n✲t❤ ❧❛②❡r

♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t A✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✇✐❧❧ ❜❡ ♥✐❝❡❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r An ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② n ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ A ❀ ❛♥❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r An ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡

❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ❖♣♣♦♥❡♥t ♠❛② ♦♣❡♥ ✉♣ t♦ n ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A✱ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐♥ ❛

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t st♦♣ ❤❡r❡✿ ♦♥❡

st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧❛②❡rs An t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ !A ♣r♦♣❡r❧②✳ ❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞②

♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♦♥❡ ♦❜✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✮ ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ !A ❛s

t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t

!A =
¯

n∈N

An / ∼n . ✭✺✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✇♦r❦s ♣❡r❢❡❝t❧② ✇❡❧❧ ✐♥ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✜✲

♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠

X ⊗
( ¯

n∈N

An
)

−→
¯

n∈N

( X ⊗ An ) ✭✻✮

✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✐s ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❝❝✉rs ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧

♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ !A ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✺✮



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✺

❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ A✱ ❡❛❝❤ ❡q✉❛❧✐③❡r An ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢

❝❛r❞✐♥❛❧✐t② n✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✺✮ ✐s ❢❛r t♦♦ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐✲

❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ ✭✻✮ ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡s✱ ♦r ♦♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❡tt❡r ✇❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s✱ ✐t ✐s q✉✐t❡

✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✺✮ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✿ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ ❣❛♠❡ !A

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♠♦✈❡ ❜② ❖♣♣♦♥❡♥t s❡❧❡❝ts ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t An✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r n

♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A ♣❧❛②❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❤❡r❡ ❖♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦♣❡♥ ❛

♥❡✇ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❙♦✱ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❧❛②❡rs An s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r

✐♥s✐❞❡ !A ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♣② ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ♣✉③③❧❡ ❤❛s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡

s♦❧✉t✐♦♥✿ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✏❣❧✉❡✑ ❡✈❡r② ❧❛②❡r An ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r An+1 s♦ ❛s t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ tr❛♥s✐t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❛②❡r t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s ✇❡

✇✐❧❧ s❡❡✱ ♦♥❡ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ✏❣❧✉❡✐♥❣✑ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

♣♦✐♥t❡❞ ✭♦r ❛✣♥❡✮ ♦❜❥❡❝t✳ ❆ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r

(A, u) ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ u : A −→ 1 t♦ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✉♥✐t✳ ❙♦✱

❛ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C•

❤❛s t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s

(A, u) −→ (B, v)

t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s f : A −→ B ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡❧♦✇ ❝♦♠♠✉t❡✿

A
f //

u

��?
??

??
??

??
B

v

����
��

��
��

�

1

❙♦✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C• ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✐♥ ❢❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐❝❡ ❝❛t❡❣♦r② C ↓

1✳ ■t ✐s ❢♦❧❦❧♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C• ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧✱ ✇✐t❤ ♠♦♥♦✐❞❛❧ str✉❝t✉r❡

✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✉♥✐t 1 ✐s

❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C• ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐ts ♠♦♥♦✐❞❛❧

✉♥✐t 1 ✐s t❡r♠✐♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②✳

P❧❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇♦r❦s ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ❡①✐sts✱ ❛♥❞

❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✮ ❛♥❞ ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡

❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❛s ❛ ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧

t❤❡♦r② ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛②

✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s ✭✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥

t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❙♦✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥♦t②♣❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✻

t❤❡✐r ♣❤❡♥♦t②♣❡s ❞✐✛❡r✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜✉t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞

❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✐♥ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r

❧♦❣✐❝✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ✐♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❤♦♠❛s ❊❤r❤❛r❞ ✭❊❤r❤❛r❞ ✷✵✵✺✮✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✮ ✇❤②

t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❧s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡

❧❡❛❞s ✉s t♦ st✉❞② ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✭✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻✮ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇❤♦s❡ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r②

♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✮ ❤♦✇

t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❡ t❤❡♥ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✮ ❢♦r ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✱ t❤✐s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✉s t♦

r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✮✳

✶✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❡❛s② st❡♣s

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♣r♦❝❡❡❞s ❛❧♦♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❝✐♣❡ ✐♥ t❤r❡❡

st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ♣❡❞❡str✐❛♥ ✇❛②✳ ❲❡ t❤❡♥

t✉r♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❋✐rst st❡♣✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠✐❧❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t

t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t (A•, u) ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C•✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

εA : A• −→ A

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t (B, v) ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ f : B → A✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ h : B → A• ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❣r❛♠s ❜❡❧♦✇ ❝♦♠♠✉t❡✿

B
h //

v

��?
??

??
??

??
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u

~~~~
~~

~~
~~

~
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B
h //

f
��?

??
??

??
??
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εA
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}

A

❚❤✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r C• −→ C ❤❛s ❛ r✐❣❤t ❛❞❥♦✐♥t✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②

s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t A• ✐s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A✱ ♦r

♥♦ ❝♦♣② ❛t ❛❧❧✳ ❚❤✐s ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❡①✐sts ✐♥ ♠♦st ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② ❤❛s ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts✿ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✱ ✐t ✐s

t❤❡ s♣❛❝❡ A• = A & 1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ A ✇✐t❤ u : A & 1 → 1

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❀ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✱ ✐t ✐s t❤❡ ❣❛♠❡ A• = A

✐ts❡❧❢✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❖♣♣♦♥❡♥t✲st❛rt✐♥❣

❣❛♠❡s✳



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✼

❙❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t A≤n ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮ ❛s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r (A•)
n ♦❢

t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

A≤n
equalizer // A⊗n

•

symmetry //
···

symmetry
// A⊗n

• ✭✼✮

✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ◆♦t❡ t❤❛t A≤n ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦♥ t❤❡ n✲t❤ t❡♥s♦r✐❛❧

♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t A•✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ A≤n ✐s t❤✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

❛❧❧ t❤❡ ❧❛②❡rs Ak ♦❢ k ❝♦♣✐❡s ♦❢ A✱ ❢♦r k ≤ n✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r A≤n ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ✐♥ A

♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ n❀ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r A≤n ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

❖♣♣♦♥❡♥t✲st❛rt✐♥❣ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ n ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A

❛r❡ ♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❖♣♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ♠♦✈❡ ✐♥

t❤❡ ❝♦♣② Ai+1 ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♣✐❡s A1, . . . , Ai ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♣❡♥❡❞✳

❚❤✐r❞ st❡♣✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠

A≤n A≤n+1oo

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t u : A• → 1 ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t A•✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ❚❤✐s

❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A∞ ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

1 A≤1oo A≤2oo · · ·oo A≤noo A≤n+1oo · · ·oo ✭✽✮

✇✐t❤ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s

A∞
projection // A≤n.

❚❤✐s r❡❝✐♣❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧

❧✐♠✐t A∞✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧✐♠✐t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

st❛t❡♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t (A•, u) ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙✉♣♣♦s❡

♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✭✼✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✭✽✮ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✱ ❛♥❞

t❤❛t t❤❡② ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t X ♦❢ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② C ✱ ✭❛✮ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠

X ⊗A≤n
X⊗ equalizer // X ⊗A⊗n

•

❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

X ⊗A⊗n
•

X⊗ symmetry //
···

X⊗ symmetry
// X ⊗A⊗n

•

❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✱ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s

X ⊗A∞
X⊗ projection // X ⊗A≤n



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✽

❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

X ⊗ 1 X ⊗A≤1oo X ⊗A≤2oo · · ·oo X ⊗A≤noo X ⊗A≤n+1oo · · ·oo .

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝

♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t A∞✳

✷✳ ❆ ♠♦❞❡❧✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡ t♦ st❛t❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝❧✐♠❜ ❛ ❢❡✇ st❡♣s ✐♥

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❧❛❞❞❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❢✉♥❝t♦✲

r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r② ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ▲❛✇✈❡r❡ ✭▲❛✇✈❡r❡ ✶✾✻✸✮✳ ❚♦ t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❡ st❛rts ❜②

✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ A 7→ A∞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ✭s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t♦r✮ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ t❤❡♦r② ❣♦✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ t❤❡♦r② t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞s✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✲

❛❜❧❡s t❤❡♥ t♦ ❞❡❞✉❝❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ♦♥ ❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝

t❤❡♦r✐❡s r❡❝❡♥t❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ▼❡❧❧✐ès ❛♥❞ ❚❛❜❛r❡❛✉ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦✱ s❡❡ ✭▼❡❧❧✐ès ✫ ❚❛❜❛r❡❛✉ ✷✵✵✽✮✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣

t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❙②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ t❤❡♦r② T ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ P❘❖P

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t❤❡

♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧

♥✉♠❜❡rs✿ m⊗n = m+n✳ ❆ ♠♦❞❡❧ M ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② T ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t♦r M : T→ C ✱ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ s❡♥s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② Mod(T,C ) ❤❛s s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ♥❛t✉r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❛s ♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ P❘❖P ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② B ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♦r❞✐♥❛❧s [n] =

{0, . . . , n − 1} ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t B ✐s ❛ t❤❡ ❢r❡❡

s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t A ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ✭❛❧s♦ ♥♦t❡❞ A✮ ♦❢

t❤❡ t❤❡♦r② B ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A : [n] 7→ A⊗n.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❤❛s A([0]) = 1✱ A([1]) = A✱ A([2]) = A⊗2 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❢✉♥❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Mod(B,C ) ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛t✲

❡❣♦r✐❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② B ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❛s ❛♥

♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② B ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ t❤❡♦r②✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② F ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♦r❞✐♥❛❧s [n] = {0, . . . , n−1} ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✇✐t❤

❢✉♥❝t✐♦♥s [p] → [q] ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✐ts ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② Fop ❞❡✜♥❡s t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞s ❛♥❞ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② C

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Mod(Fop,C )✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ M ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② Fop

✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ C = M([1]) ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✾

d : C → C⊗2 ❛♥❞ ❝♦✉♥✐t u : 1→ C ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ ♠♦r♣❤✐s♠s

[1]→ [2] ❛♥❞ [1]→ [0] ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fop✳

❋r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r② ✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r U tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ (C, d, u) t♦ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦❜❥❡❝t C ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡

❢✉♥❝t♦r

U : Mod(Fop,C ) → Mod(B,C )

✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts ✭❛✮ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ M : Fop → C t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ M ◦ i : B→ C ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

♣r❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ M ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t♦r i : B→ Fop ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

♦♥ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ θ : M → N ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ Fop t♦ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ θ ◦ i :

M ◦ i→ N ◦ i ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ B✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✐♥ t❤❡ ❝❛t✲

❡❣♦r② C ❛♠♦✉♥ts t❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ A : B → C

❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r i : B→ Fop ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧

❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t♦rs✱ ❛♥❞ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ♥❛t✉r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

C

B
i

//

A

??�������
⇐

Fop

❘❛♥iA=!A
aaCCCCCCCC

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❉✐❛❣r❛♠ ✷✳

◆♦✇✱ ✐t ✐s ❢♦❧❦❧♦r❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ A ❛❧♦♥❣ j ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡

✷✲❝❛t❡❣♦r② Cat ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦rs ❛s t❤❡ ❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛

!A =

∫

[n]∈B

Fop([1], [n]) ◦A⊗n =

∫

[n]∈B

A⊗n ✭✾✮

✇❤❡r❡ E◦C ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t C ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ❜② ❛ s❡t E✱ s❡❡

✭❑❡❧❧② ✶✾✽✷✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤✐s ❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡r❡ ❛s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭✺✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✭▼❡❧❧✐ès ✫ ❚❛❜❛r❡❛✉ ✷✵✵✽✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❘❛♥iA

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② Cat ❞❡✜♥❡s ❛ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat✱

❛s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✿ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C

s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡

❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠

X ⊗

∫

[n]∈B

A⊗n −→

∫

[n]∈B

X ⊗A⊗n ✭✶✵✮

✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t X ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧✐♠✐t

❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡ts

❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✳

P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ ✭✶✵✮ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ♠♦st ♠♦❞❡❧s ♦❢



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✶✵

❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ A ✐♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❡♣s✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝✲

t♦r i : B→ Fop ❢❛❝t♦rs ❛s

B
j
−→ Iop k

−→ Fop

✇❤❡r❡ I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♦r❞✐♥❛❧s [n] = {0, . . . , n − 1} ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞

✐♥❥❡❝t✐♦♥s [p] → [q] ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❛♥❞ j ❛♥❞ k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✐❞❡♥t✐t②✲♦♥✲♦❜❥❡❝t

❢✉♥❝t♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛t❡❣♦r② Iop ❞❡✜♥❡s t❤❡ P❘❖P ❢♦r ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐ts ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦❞❡❧s Mod(Iop,C ) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C• ♦❢

♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♠❡❛♥s t❤❛t

t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t (A•, u) ❞❡✜♥❡s t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ❛❧♦♥❣ t❤❡

❢✉♥❝t♦r j : B→ Iop ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

C

B
j

//

A

??�������
⇐

Iop

❘❛♥jA=(A•,u)
``BBBBBBBB

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛♥② ✷✲❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡

✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❘❛♥k(A•, u) ♦❢ t❤❡

♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t (A•, u) ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r k ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat✮

❞❡✜♥❡s t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t A ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r i = k ◦ j ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

C

Iop
k

//

(A•,u)
>>|||||||| ⇐

Fop

❘❛♥k(A•,u)=❘❛♥iA
aaCCCCCCCC

❙✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ A ❛❧♦♥❣ i ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢r❡❡

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t A✱ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑❛♥

❡①t❡♥s✐♦♥ ❘❛♥k(A•, u)✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t

❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② Cat ❛s t❤❡ ❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✿

A∞ =

∫

n∈Iop

Fop([1], [n]) ◦ (A•)
⊗n =

∫

n∈Iop

(A•)
⊗n. ✭✶✶✮

■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❡♥❞ ❡①✐sts ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✭✽✮

✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭✼✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✭✽✮ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❚❤✐s ✐s

♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ✭▼❡❧❧✐ès ✫ ❚❛❜❛r❡❛✉ ✷✵✵✽✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷✲

❝❛t❡❣♦r② Cat ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❑❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❛t❡❣♦r② SMCat ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠

X ⊗

∫

[n]∈Iop

A⊗n −→

∫

[n]∈Iop

X ⊗A⊗n

✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t X ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡

❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✶✶

t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭✼✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✭✽✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② C ✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t

t❤❡ ❡♥❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✶✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✭✽✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t A✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛r❡

s❛t✐s✜❡❞✳

✸✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❝✐♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞ ✭●✐r❛r❞ ✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡

E = (|E|,⌢⌣) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t |E| ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ✇❡❜ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r② r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞

s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ⌢⌣ ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❝❧✐q✉❡ u ♦❢ E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢

♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❜✿

∀e1, e2 ∈ u, e1 ⌢⌣ e2.

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ˚ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

e1 ˚ e2 ⇐⇒ ¬(e1 ⌢⌣ e2) ♦r e1 = e2.

❲❡ r❡❝❛❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t②✳

Pr♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t E1 & E2 ♦❢ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ✇❡❜ |E1 & E2| = |E1| ⊔ |E2| ✐s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦

✇❡❜s |E1| ❛♥❞ |E2|✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts (e, i) ❛♥❞ (e′, j) ❢♦r i ∈ {1, 2} ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t

✇❤❡♥ i 6= j ♦r ✇❤❡♥ i = j ❛♥❞ e ⌢⌣Ei
e′✳

❚❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t E1 ⊗ E2 ♦❢ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ✇❡❜ |E1⊗E2| = |E1|×|E2| ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥

♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡❜s |E1| ❛♥❞ |E2| ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

e1 ⊗ e2 ⌢⌣E1⊗E2
e′1 ⊗ e′2 ⇐⇒ e1 ⌢⌣E1

e′1 ❛♥❞ e2 ⌢⌣E2
e′2

✇❤❡r❡ e1 ⊗ e2 ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r (e1, e2) ✐♥ t❤❡ ✇❡❜ |E1 ⊗ E2|✳

▲✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ E1 ⊸ E2 ♦❢ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞

E2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ✇❡❜ |E1 ⊸ E2| = |E1| × |E2| ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡❜s |E1| ❛♥❞ |E2| ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

e1 ⊸ e2 ⌢⌣E1⊸E2
e′1 ⊸ e′2 ⇐⇒







e1 ⌢⌣E1
e′1 ⇒ e2 ⌢⌣E2

e′2
❛♥❞

e2 ˚E2
e′2 ⇒ e1 ˚E1

e′1

✇❤❡r❡ e1 ⊸ e2 ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r (e1, e2) ✐♥ t❤❡ ✇❡❜ |E1 ⊸ E2|✳

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❤❛s ❝♦❤❡r✲

❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ E1 ⊸ E2 ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s ❢r♦♠ E1 t♦ E2✳ ◆♦t❡ t❤❛t



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✶✷

t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ E1 ⊸ E2 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t |E1| × |E2|✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦ s❡❡ ❛

♠♦r♣❤✐s♠ ❛s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡ts |E1| ❛♥❞ |E2| s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ✐s ∗✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦❞❡❧

♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤

✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠

E ⊗ (1 & 1) −→ (E ⊗ 1) & (E ⊗ 1)

✐s ♥♦t ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❢♦r♠✉❧❛ ✭✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②

♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♣r♦❝❡❡❞s

❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳

❋✐rst st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❛✣♥❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t (E•, u)

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ❤❛s ✜♥✐t❡

♣r♦❞✉❝ts✿ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

E• = E & 1

❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ u : E & 1 → 1✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡ ♦❢ t❤❡

❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦♥ |E| ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❡t ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ E✳ ■t

✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ E&1 ❛s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ♦❢ E ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤✐s

❞❡✜♥✐♥❣ ✭❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✮ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

♠♦❞❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❛t r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t ∗ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧✐q✉❡✱

✇❤✐❧❡ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t e ♦❢ E ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✐q✉❡ [e]✳

❙❡❝♦♥❞ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣♦✇❡r✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s

(E & 1)⊗n
symmetry //

···

symmetry
// (E & 1)⊗n ✭✶✷✮

♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ (E & 1)⊗n ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t

t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E≤n ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✖ ✐ts ✇❡❜ |E≤n| =M≤n
fin (|E|) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ♦❢ E ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n ❡❧❡♠❡♥ts✱

s❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ♦❢ n ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ E & 1✱

✖ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts u ❛♥❞ v ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ E≤n ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✉♥✐♦♥ u ⊎ v ✐s ❛

♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠

E≤n
equalizer // (E & 1)⊗n

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

[e1, · · · , en] ⊸ e1 ⊗ · · · ⊗ en

✇❤❡r❡ [e1, · · · , en] ✐s ❛ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡ ♦❢ n ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ E & 1✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✶✸

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r② ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡ [e1, · · · , en] ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ p ≤ n

❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ E✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② n − p ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ∗✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦

❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t E≤n ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❙✐♠♣❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❝❧✐q✉❡

X
R // (E & 1)⊗n

❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ R ❢❛❝t♦rs ❛s

X
S // E≤n

equalizer // (E & 1)⊗n

✇❤❡r❡ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧✐q✉❡

S = { x ⊸ [e1, . . . , en] | x ⊸ e1 ⊗ · · · ⊗ en ∈ R }.

❚❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ✉♥✐q✉❡✱ t❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t E≤n ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡

❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✷✮✳ ❚❤❡ r❡❝✐♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ r❡q✉✐r❡s ❛❧s♦ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r

❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠

X ⊗ E≤n
X⊗ equalizer // X ⊗ (E & 1)⊗n ✭✶✸✮

❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ X ⊗ (E & 1)⊗n ❢♦r

❡✈❡r② ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ X✳ ❙♦✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

Y
R // X ⊗ (E & 1)⊗n

❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ n! ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥

t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡❧♦✇✿

Y
R // X ⊗ (E & 1)⊗n

X⊗symmetry //
···

X⊗symmetry
// X ⊗ (E & 1)⊗n

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ R ❢❛❝t♦rs ❛s

Y
S // X ⊗ E≤n

X⊗ equalizer // X ⊗ (E & 1)⊗n

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧✐q✉❡

S = { y ⊸ x ⊗ [e1, · · · , en] | y ⊸ x⊗ e1 ⊗ · · · ⊗ en ∈ R }

✇❤❡r❡ e1, . . . , en ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ |E &1| = |E|⊔{∗}✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡

✇❛② t♦ ❢❛❝t♦r R t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✭✶✸✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t E≤n ❞❡✜♥❡s

t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ n! s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ✭✶✷✮✳

❚❤✐r❞ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧

❞✐❛❣r❛♠

E≤0 = 1 E≤1 = (E & 1)oo E≤2oo E≤3 · · ·oo

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ E≤n+1 → E≤n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧✐q✉❡

{ [e1, · · · , en, ∗] ⊸ [e1, · · · , en] | [e1, · · · , en] ∈ |E≤n| }.



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✶✹

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❡♥❛❜❧❡s t♦ s❡❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E≤n ❛s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡ E≤n+1 r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐ts ♠✉❧t✐s❡ts [e1, · · · , en, ∗] ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ k ≤ n ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E✳ ■t ✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ !E ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✖ ✐ts ✇❡❜ |!E| =Mfin(|E|) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡s ♦❢ E✱

✖ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts u ❛♥❞ v ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ !E ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✉♥✐♦♥ u⊎v ✐s ❛ ♠✉❧t✐❝❧✐q✉❡

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s πn : !E → E≤n ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡ !E t♦ ✐ts ♠✉❧t✐s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ k ≤ n ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E✳ ❆t

t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ s✐♠♣❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡

t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s

Y
Rn // X ⊗ E≤n

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

X ⊗ E≤n

Y

Rn
33

Rn+1
**
X ⊗ E≤n+1

OO

❝♦♠♠✉t❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ Rn ❢❛❝t♦rs ❛s

Y
S // X⊗!E

X⊗πn // X ⊗ E≤n

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧✐q✉❡

S = { y ⊸ x⊗ [e1, · · · , en] | y ⊸ x⊗ [e1, · · · , en] ∈ Rn }

✇❤❡r❡ e1, · · · , en ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s✉❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ S s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② Rn = (X⊗πn)◦S ❢♦r ❡✈❡r②

♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t !E ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh✳

✹✳ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❝✐♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈♦♥✇❛②

❣❛♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆♥❞ré ❏♦②❛❧ ✐♥ ✭❏♦②❛❧ ✶✾✼✼✮ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t✱ ❥✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳

❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✳ ❆ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ✐s ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ r♦♦t❡❞ ❣r❛♣❤ (VA, EA, λA) ❝♦♥s✐st✐♥❣

♦❢ ✭❛✮ ❛ s❡t VA ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡❀ ✭❜✮ ❛ s❡t EA ⊂ VA × VA

♦❢ ❡❞❣❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠♦✈❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡❀ ✭❝✮ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ λA : EA → {−1,+1} ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

✇❤❡t❤❡r ❛ ♠♦✈❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② ❖♣♣♦♥❡♥t ✭−1✮ ♦r ❜② Pr♦♣♦♥❡♥t ✭+1✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ⋆A ❢♦r

t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤✳ ❆ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦✈❡s

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts r♦♦t ❛r❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❖♣♣♦♥❡♥t✳



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✶✺

❆ ♣❧❛② s = m1 ·m2 · . . . ·mk−1 ·mk ♦❢ ❛ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ✐s ❛ ♣❛t❤ s : ⋆A ։ xk st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ⋆A

s : ⋆A
m1−−→ x1

m2−−→ . . .
mk−1

−−−→ xk−1
mk−−→ xk .

❚✇♦ ♣❛t❤s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆ ♣❧❛② ✐s

❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✇❤❡♥

∀i ∈ {1, . . . , k − 1}, λA(mi+1) = −λA(mi).

❲❡ ♥♦t❡ P❧❛②A t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛②s ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ A✳

❉✉❛❧✳ ❊✈❡r② ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✉❛❧ ❣❛♠❡ A∗ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧② ❜② r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡

♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ♠♦✈❡s✳

❚❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t A⊗B ♦❢ t✇♦ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s A ❛♥❞ B ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

✖ VA⊗B = VA × VB ,

✖ ✐ts ♠♦✈❡s ❛r❡ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s ✿

x⊗ y →

{
z ⊗ y ✐❢ x→ z ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ A

x⊗ z ✐❢ y → z ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ B,

✖ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛ ♠♦✈❡ ✐♥ A ⊗ B ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦✈❡

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t A ♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t B✳

❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ 1 ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ⋆ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦✈❡ ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❆s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❡✈❡r② ♣❧❛② s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A⊗B ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❧❛② s|A ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A ❛♥❞ ❛ ♣❧❛② s|B ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ B✳

❙tr❛t❡❣✐❡s✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡

♣❧❛②s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❖♣♣♦♥❡♥t ❛♥❞ Pr♦♣♦♥❡♥t ♦♥❧②

❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✭✐✳❡✳ ♣r♦❣r❛♠s✮ ❛♥❞ ♥♦t ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣❛♠❡s ✭✐✳❡✳ t②♣❡s✮✳

❆ str❛t❡❣② σ ♦❢ ❛ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣❧❛②s ♦❢

❡✈❡♥ ❧❡♥❣t❤ s✉❝❤ t❤❛t ✭❛✮ ❡✈❡r② ♥♦♥ ❡♠♣t② ♣❧❛② st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❖♣♣♦♥❡♥t ♠♦✈❡❀ ✭❜✮ σ ✐s

❝❧♦s❡❞ ❜② ❡✈❡♥ ❧❡♥❣t❤ ♣r❡✜①❀ ✭❝✮ σ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②s s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦✈❡s

m, n, n′✱

s ·m · n ∈ σ ∧ s ·m · n′ ∈ σ ⇒ n = n′.

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway ❤❛s ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s ❛s ♦❜✲

❥❡❝ts✱ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s σ ♦❢ A∗ ⊗B ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s σ : A→ B✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ✉s✉❛❧ ✏♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❤✐❞✐♥❣✑ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛

❝♦♣②❝❛t str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② Conway ✐s ❝♦♠♣❛❝t✲❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✭❑❡❧❧②

✫ ▲❛♣❧❛③❛ ✶✾✽✵✮✳

■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ♥♦r ✐♥✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts ✭▼❡❧❧✐ès

✷✵✵✺✮✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡✲

❣♦r② Conway ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❤❛s

♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ A ⊸ B ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛②s ♦❢ A∗ ⊗ B



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✶✻

t♦ ♦♣♣♦♥❡♥t st❛rt✐♥❣ ♣❧❛②s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

s✉❜❝❛t❡❣♦r② Conway ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛t❡❣♦r②✳

❋✐rst st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✉♥✐t 1 ✐s t❡r♠✐♥❛❧ ✐♥

t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥

❛✣♥❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛②✱ ❜② ❡q✉✐♣♣✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t② str❛t❡❣② tA : A → 1✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❛✣♥❡ ♦❜❥❡❝t A• ✐s s✐♠♣❧② A ✐ts❡❧❢✳

❙❡❝♦♥❞ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣♦✇❡r✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s

A⊗n

symmetry //
···

symmetry
// A⊗n ✭✶✹✮

♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ A⊗n ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t

t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A≤n ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✖ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A≤n ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✇♦r❞s w = x1 · · ·xn ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱ ✇❤♦s❡

❧❡tt❡rs ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥s xi ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② 1 ≤ i < n✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

xi+1 ✐s t❤❡ r♦♦t ⋆A ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xi ✐s t❤❡ r♦♦t ⋆A ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡ A✱

✖ ✐ts r♦♦t ✐s t❤❡ ✇♦r❞ ⋆A≤n = ⋆A · · · ⋆A ✇❤❡r❡ t❤❡ n t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛t t❤❡ r♦♦t ⋆A ♦❢

t❤❡ ❣❛♠❡ A✱

✖ ❛ ♠♦✈❡ w → w′ ✐s ❛ ♠♦✈❡ ♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♣②✿

w1 x w2 → w1 y w2

✇❤❡r❡ x → y ✐s ❛ ♠♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♣② ♦❢ A ✐s ♦♣❡♥❡❞ ✭t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ x = ⋆A✮ ♥♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥

w1 ✐s ❛t t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ w2 ❛r❡ ❛t t❤❡ r♦♦t✱

✖ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ♠♦✈❡s ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛♠❡ A ✐♥ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✇❛②✳

■t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠

A≤n
equalizer // A⊗n

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r② ❡✈❡♥ ♣❧❛② s ♦❢ A≤n
⊸ A⊗n s✉❝❤ t❤❛t

∀t ≺even s , t|A≤n = 〈t|A⊗n〉

✇❤❡r❡ ≺even ✐s t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡✈❡♥ ♣❧❛②s ❛♥❞ 〈t|A⊗n〉 ✐s t❤❡ ♣❧❛② ♦❢ t❤❡

❣❛♠❡ A≤n ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ A s♦ t❤❛t ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ⋆A ❛♣♣❡❛rs

❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②✳

■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t A≤n ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❙✐♠♣❧② ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ❛ str❛t❡❣②

X
σ // A⊗n

❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ σ ❢❛❝t♦rs ❛s

X
τ // A≤n

equalizer // A⊗n



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✶✼

✇❤❡r❡ τ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r② ❡✈❡♥ ♣❧❛② s ♦❢ X ⊸ A≤n s✉❝❤ t❤❛t

∀t ≺even s ,∃t′ ∈ σ, t|A≤n = 〈t′|A⊗n〉 ❛♥❞ t|X = t′|X .

❚❤✐s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ✉♥✐q✉❡✱ t❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t A≤n ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡

❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✹✮✳ ❚❤❡ r❡❝✐♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ r❡q✉✐r❡s ❛❧s♦ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r

❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❙♦✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

Y
σ // X ⊗A⊗n

❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ σ ❢❛❝t♦rs

❛s

Y
τ // X ⊗A≤n

X⊗ equalizer // X ⊗A⊗n

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ τ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r② ❡✈❡♥ ♣❧❛② s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡

Y ⊸ X ⊗A≤n s✉❝❤ t❤❛t

∀t ≺even s ,∃t′ ∈ σ, t|A≤n = 〈t′|A⊗n〉 ❛♥❞ t|X = t′|X ❛♥❞ t|Y = t′|Y .

❚❤✐s ✐s ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② t♦ ❢❛❝t♦r σ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ X ⊗ equalizer✳ ❚❤✐s

❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t A≤n ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ n! s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ✭✶✹✮✳

❚❤✐r❞ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧

❞✐❛❣r❛♠

A≤0 = 1 A≤1 = Aoo A≤2oo A≤3oo · · ·oo

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♠♦r♣❤✐s♠ A≤n+1 → A≤n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♣②❝❛t str❛t❡❣✐❡s A≤n ←

A≤n+1 ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ A≤n ❛s t❤❡ s✉❜❣❛♠❡ ♦❢ A≤n+1 ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst n ❝♦♣✐❡s ♦❢ A ❝❛♥

❜❡ ♣❧❛②❡❞✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway ✐s

t❤❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A∞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✖ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A∞ ❛r❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✇♦r❞s w = x1 · x2 · · · ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛♥ n s✉❝❤ t❤❛t

x1 · · ·xn ∈ VA≤n

❛♥❞ xi ✐s t❤❡ r♦♦t ⋆A ❢♦r ❛❧❧ i ≥ n✱

✖ ✐ts r♦♦t ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✇♦r❞ ⋆A∞ = ⋆ω
A ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ A✱

✖ ❛ ♠♦✈❡ w → w′ ✐s ❛ ♠♦✈❡ ♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♣②✿

w1 x w2 → w1 y w2

✇❤❡r❡ x→ y ✐s ❛ ♠♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ A✱

✖ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ♠♦✈❡s ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛♠❡ A ✐♥ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✇❛②

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s πn : A∞ → A≤n ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

❡✈❡r② ❡✈❡♥ ♣❧❛② s ♦❢ A∞
⊸ A≤n s✉❝❤ t❤❛t

∀t ≺even s , t|A∞ = 〈t|A≤n〉∞.

■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣❛♠❡ A≤n ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉❜ ❣❛♠❡ ♦❢

A∞ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ✇♦r❞ ✇✐t❤ ⋆ω
A✮ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ 〈−〉∞ t❤✐s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✶✽

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ s✐♠♣❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤

t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s

Y
σn // X ⊗A≤n

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

X ⊗A≤n

Y

σn
33

σn+1 **
X ⊗A≤n+1

OO

❝♦♠♠✉t❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ σn ❢❛❝t♦rs ❛s

Y
τ // X ⊗A∞ X⊗πn // X ⊗A≤n

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ τ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r② ❡✈❡♥ ♣❧❛② s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡

Y ⊸ X ⊗A∞ s✉❝❤ t❤❛t

∀t ≺even s ,∃t′ ∈ σ, t|A∞ = 〈t′|A≤n〉∞ ❛♥❞ t|X = t′|X ❛♥❞ t|Y = t′|Y .

▼♦r❡♦✈❡r✱ τ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② σn = (X ⊗ πn) ◦ τ ❢♦r ❡✈❡r②

♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t A∞ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway ✳

❚❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway ❡①t❡♥❞s ✐♥ ❢❛❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢

❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐s t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ K ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②

♦❢ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❖♣♣♦♥❡♥t✲st❛rt✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✿

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ P❧❛②❡r ♠♦✈❡ m ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ (K, d, u)✳

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

K
d // K ⊗K

K⊗u // K = K
id // K

❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② d : K1 → K2 ⊗K3 r❡❛❝ts t♦ t❤❡ ♠♦✈❡ m ♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t K1 ❜② ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♠♦✈❡ n ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t K2 ♦r K3✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

K
d // K ⊗K

σ // K ⊗K = K
d // K ⊗K

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② d r❡❛❝ts ❜② ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦✈❡ n ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t K3

♦r K2✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② d ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t

❡✈❡r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ❢r♦♠ Conway

t♦ Conway ❤❛s ❛ r✐❣❤t ❛❞❥♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡✈❡r② ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ Pr♦♣♦♥❡♥t ♠♦✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ⋆A✳ ❇②

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❛t t❤❡ ❣❛♠❡ (A )
∞

✐s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉✲

t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ A ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Conway✳



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✶✾

✺✳ ❆♥ ✐♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✿ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❧✐♠✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❈♦♥✇❛② ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇♦r❦s ✐♥ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦

✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❚❤♦♠❛s ❊❤r❤❛r❞ ✭❊❤r❤❛r❞ ✷✵✵✺✮✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡

❞❡❢❡❝t✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❙❡❝t✐♦♥s ✻ ❛♥❞ ✽✳

✺✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t✳ ❚✇♦ s✉❜s❡ts u, u′ ⊆ E ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ u ∩ u′ ✐s ✜♥✐t❡✿

u ⊥fin u′ ⇐⇒ u ∩ u′ ✜♥✐t❡✳ ✭✶✺✮

❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s✉❜s❡ts F ⊆ P(E) ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

F⊥ = { u′ ⊆ E | ∀u ∈ F , u ⊥fin u′ } .

❆ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E = (|E|,F(E)) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ |E| ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ✇❡❜ ❛♥❞ ♦❢ ❛ s❡t

F(E) ⊆ P(|E|) ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❡ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss

str✉❝t✉r❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧✿

F(E)⊥⊥ = F(E).

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ F(E) ✭r❡s♣✳ F(E)⊥✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❛r② ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✜♥✐t❛r②✮✳

❋✐♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t E1&E2 ♦❢ t✇♦ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts

✇❡❜ |E1&E2| = |E1|⊔|E2| ❛♥❞ ❜② ✐ts ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡ F (E1 & E2) = F (E1)⊔F (E2)✳

❚❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t E1 ⊗ E2 ♦❢ t✇♦ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② |E1 ⊗ E2| = |E|1 × |E2| ❛♥❞ ❜②

F (E1 ⊗ E2) =

{

w ⊆ |E|1 × |E2|

∣
∣
∣
∣

ΠE1
(w) ∈ F (E1) ,

ΠE2
(w) ∈ F (E2)

}

✇❤❡r❡ ΠE1
(w) = {e1 ∈ |E1| | ∃e2 ∈ |E2|, (e1, e2) ∈ w}✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜② |1| = {∗}✱ ❛♥❞ F (1) = {∅, {∗}}✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✐s ✈❛❧✐❞

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡t F (E1 ⊗ E2) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ s❡❡ ✭❊❤r❤❛r❞ ✷✵✵✺✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

▲✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ✜♥✐t❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ |E1| × |E2| s✉❝❤ t❤❛t

∀u ∈ F(E1), R(u) =
{

e2 ∈ |E2|
∣
∣ ∃e1 ∈ u, e1 R e2

}
∈ F(E2),

∀v′ ∈ F(E2)
⊥, tR(v′) =

{
e1 ∈ |E1|

∣
∣ ∃e2 ∈ v′, e1 R e2

}
∈ F(E1)

⊥.



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✷✵

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ E1 ⊸ E2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ✇❡❜ |E1 ⊸ E2| =

|E|1 × |E2| ❛♥❞ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡ F (E1 ⊸ E2) t❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ! ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❣✐✈❡♥ ❛

✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E✱ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ !E ❤❛s ✐ts ✇❡❜ |!E| =Mfin(|E|) ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t

♦❢ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡ts µ : |E| → N ❛♥❞ ✐ts ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

F(!E) = { M ⊆Mfin(|E|) | ΠE(M) ∈ F(E) },

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ΠE(M) ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡ts M ∈Mfin(|E|) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ΠE(M) = { e ∈ |E| | ∃µ ∈M, µ(e) 6= 0 }.

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fin ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ❤❛s ✜♥✐t❡♥❡ss

s♣❛❝❡s ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✜♥✐t❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳

❖❜s❡r✈❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜ |E| ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E

❞❡✜♥❡s ❛ ✜♥✐t❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

✜♥✐t❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s ❛ ✜♥✐t❛r② r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fin ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ✐s

∗✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

✺✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡

❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ❤❡r P❤❉ t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ! ❞❡✜♥❡❞

❜② ❊❤r❤❛r❞ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E ✐ts ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !E

✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fin✱ s❡❡ ✭❚❛ss♦♥ ✷✵✵✾✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t

t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E∞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡

✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ !E✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ✭✐♥ ❛♥② ♦❜✈✐♦✉s ✇❛②✮ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fin✳ ❙♦✱ ❧❡t ✉s ♣r♦❝❡❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✱

❛♥❞ s❡❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣♦❡s ✇r♦♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t E• ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②

Fin ❤❛s ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t E• ✐s s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

E• = E & 1.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣♦✇❡r E≤n ♦❢

t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ n! s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss

s♣❛❝❡ (E•)
⊗n✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ E≤n ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢

♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ |E| ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❧❡ss t❤❛♥ n✿

|E≤n| = M≤n
fin (|E|)

❛♥❞ t❤❛t ✐ts ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

F(E≤n) = { Mn ⊆M
≤n
fin (|E|) | ΠE(Mn) ∈ F(E) }.

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡♥s❡✳ ❚❤✐s

❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❧❛st st❡♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✷✶

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t E∞ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s E≤n✳ ❚❤❡ ✇❡❜ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡t |E∞| =Mfin(|E|) ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ |E|✱ ❛♥❞ ✐ts ✜♥✐t❡♥❡ss

str✉❝t✉r❡ t♦✿

F (E∞) =

{

M ∈Mfin(|E|)
∣
∣
∣ ∀n ∈ N,

Mn = M ∩M≤n
fin (|E|),

ΠE(Mn) ∈ F(E).

}

.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❜s ♦❢ !E ❛♥❞ ♦❢ E∞ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ❢❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡s ♦❢ !E ❛♥❞ E∞ ❞♦ ♥♦t

❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✿

F(!E) ( F (E∞) .

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ Nat ✇❤♦s❡ ✇❡❜ |Nat| = N ✐s t❤❡ s❡t ♦❢

♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡ F (Nat) ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ P✜♥(N) ♦❢ ✜♥✐t❡

s✉❜s❡ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t Nat ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (!1)⊥ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fin✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s !Nat ❛♥❞ Nat∞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❜Mfin(N)✱

❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡s✿

F (!Nat) =
{
M ⊆Mfin(N)

∣
∣ ΠNat(M) ✜♥✐t❡

}

=
{
M ⊆Mfin(N)

∣
∣ ∃N ∈ N, M ⊆Mfin({0, . . . , N})

}
,

F (Nat∞) =
{
M ⊆Mfin(N)

∣
∣ ∀n ∈ N, ΠNat(M ∩M

n
fin(N)) ✜♥✐t❡

}
.

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t µn = [0, · · · , n] ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs k ≤ n s❡❡♥ ❛s ❛

♠✉❧t✐s❡t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐s❡ts

M = { µn | n ∈ N }

✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F (Nat∞) ❜✉t ♥♦t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F (!Nat)✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✭✽✮

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜②

❝♦♠♣❛r✐♥❣ Nat⊗Nat∞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ❧✐♠(Nat⊗Nat≤n) ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢

✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✿

Nat⊗ 1 Nat⊗Nat≤1oo · · ·oo Nat⊗Nat≤noo Nat⊗Nat≤n+1oo · · ·oo

❚❤❡ t✇♦ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s Nat ⊗ Nat∞ ❛♥❞ ❧✐♠(Nat ⊗ Nat≤n) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❜

N×Mfin(N) ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡♥❡ss str✉❝t✉r❡s✿

F (Nat⊗Nat∞) = {M ⊆ N×Mfin(N) |∃N, M ⊆ {0, . . . , N} ×Mfin({0, . . . , N})} ,

F
(

❧✐♠(Nat⊗Nat≤n)
)

= {M | ∀n ∈ N, ∃Nn, Mn ⊆ {0, . . . , Nn} ×Mfin({0, . . . , Nn})},

✇❤❡r❡ Mn = M ∩ (N ×Mn
fin(N)) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ M ♠❛❞❡ ♦❢ ♣❛✐rs ✇❤♦s❡ s❡❝♦♥❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝t❧② n ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs

M ′ = { (n, µn) | n ∈ N }

✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F
(

❧✐♠(Nat⊗Nat≤n)
)

❜✉t ♥♦t ♦❢ F (Nat⊗Nat∞) ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ♣r♦✲

❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t Nat ❤❛s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♣♣♦rt N✳ ❚❤✐s s✉❜t❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✷✷

❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❛r② s❡ts ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E

✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜♥✐t❛r② ✐♥ t❤❛t s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧

✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ E ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ t❤❛t s♣❛❝❡✱ t❤✐s

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❋♦r♠✉❧❛ ✭✺✮ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❛♠❡ ✜♥✐t❡♥❡ss

s♣❛❝❡ E∞ ❛s ❋♦r♠✉❧❛ ✭✾✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ E≤n ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✐♥ ❢❛❝t ✇✐t❤ t❤❡

❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ Ek ❢♦r k ≤ n✳

❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t q✉❡st✐♦♥✱ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞✲

❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ❧❛r❣❡r ✉♥✐✈❡rs❡✳

✻✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s

❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡ ❜❡❢♦r❡ ❛tt❛❝❦✐♥❣ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✮ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss

s♣❛❝❡s✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

♠♦❞❛❧✐t② ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐♦♥

✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✮ ❤♦✇ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✱

✐ts t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✐ts ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✱ ❛♥❞ ✐ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t②✱ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣

t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s t♦ ✐ts s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛

♣r❡❝✐♦✉s ❣✉✐❞❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✱

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r

E = (|E|,Config(E))

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t |E| ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ E ❛♥❞ ♦❢ ❛ s❡t Config(E) ⊆ P(|E|)

✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ E✳ ❊✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞

♠♦r❡♦✈❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

∀x ∈ |E|, ∃u ∈ Config(E) s✉❝❤ t❤❛t x ∈ u.

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config ❤❛s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐ts ♠♦r♣❤✐s♠s

R : E1 −→ E2

❛r❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s R ⊆ |E1| × |E2| s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✖ R tr❛♥s♣♦rts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r✇❛r❞ ✿

∀u ∈ Config(E1), R(u) ∈ Config(E2),

✖ R ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡✿

∀u ∈ Config(E1), ∀e1, e
′
1 ∈ u, ∀e2 ∈ |E2|, e1 R e2 ❛♥❞ e′1 R e2 ⇒ e1 = e′1.



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✷✸

❍❡r❡✱ R(u) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

R(u) = { e2 ∈ |E2| | ∃e1 ∈ u, e1 R e2 }.

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s✳

◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❥✉st st❛t❡❞✱ ❛❜♦✉t

♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡♠✳

❋✐♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t E1 &E2 ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜② ✐ts ✇❡❜ |E1 & E2| = |E1| ⊔ |E2| ❛♥❞ ❜② ✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

Config(E1 & E2) = { u1 ⊔ u2 |u1 ∈ Config(E1), u2 ∈ Config(E2) }.

■ts ✉♥✐t ✐s t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ⊤ ✇✐t❤

❛♥ ❡♠♣t② ✇❡❜✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ Config(⊤) = {∅}✳

❋✐♥✐t❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t E1 ⊕ E2 ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s E1 ❛♥❞ E2 ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ✇❡❜ |E1 ⊕ E2| = |E1| ⊔ |E2| ❛♥❞ ❜② ✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

Config(E1 ⊕ E2) = { u1 ∈ Config(E1) } ∪ { u2 ∈ Config(E2) }.

■ts ✉♥✐t ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ 0 ✇✐t❤ ❛♥

❡♠♣t② ✇❡❜✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ Config(0) = ∅✳

❚❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t E1⊗E2 ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

✐ts ✇❡❜ |E1 ⊗ E2| = |E1| × |E2| ❛♥❞ ❜② ✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

Config(E1 ⊗ E2) = { (u1, u2) | u1 ∈ Config(E1), u2 ∈ Config(E2) }.

❚❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✉♥✐t 1 ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✇❡❜ |1| = {∗} ❛♥❞ t✇♦

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ Config(1) = {∅, {∗}}✳ ❚❤✐s ❡q✉✐♣s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡

♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r②✳

❋✐rst st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❛✣♥❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❊✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E ❣❡♥❡r❛t❡s

t❤❡ ❢r❡❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡✜♥❡❞ ❛s

E• = E & 1.

■ts ✇❡❜ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ E t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t

❞❡♥♦t❡❞ ∗✳ ■ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ E✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❡✈❡r②

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ u ∈ Config(E) ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ∗✿

Config(E & 1) = { u ⊔ {∗}|u ∈ Config(E) }.

❙❡❝♦♥❞ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r E≤n ♦❢ t❤❡ n!

s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ (E & 1)⊗n ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡

✖ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛t ♠♦st n✿

|E≤n| = { [e1, . . . , en] | ∃u ∈ Config(E) s✳t✳ ∀i ≤ n, ei ∈ u ⊔ {∗} },



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✷✹

✖ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s u≤n ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s u ♦❢ E✱

Config(E≤n) = { u≤n ⊆ |E≤n| |u ∈ Config(E) },

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ u≤n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u≤n = { [e1, . . . , en] | ∀i ≤ n, ei ∈ u ⊔ {∗} }

= { [e1, . . . , ep, ∗, . . . , ∗
︸ ︷︷ ︸

n−p

] | ❢♦r s♦♠❡ p ∈ N, ∀i ≤ p, ei ∈ u }.

◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ E≤n ❛r❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ E✳

❚❤✐r❞ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E✱ ❧❡t

!E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ✇❡❜ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

|!E| = { µ ∈Mfin(|E|) | ∃v ∈ Config(E) s✉❝❤ t❤❛t ΠE(µ) ⊆ v }.

❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s u† ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ E✿

Config(!E) = { u† | u ∈ Config(E) },

✇❤❡r❡

u† = { [e1, . . . , ep] | ∀i ≤ p, ei ∈ u }.

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ !E ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② Config✿

1 E•
ι0oo E≤2

ι1oo E≤3
ι2oo · · ·

ι3oo ✭✶✻✮

✇❤❡r❡

[e1, . . . , ep, ∗, . . . , ∗
︸ ︷︷ ︸

n+1−p

] ιn [f1, . . . , fq, ∗, . . . , ∗
︸ ︷︷ ︸

n−q

] ⇐⇒ p = q ❛♥❞ [e1, . . . , ep] = [f1, . . . , fq].

❋♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱ ❧❡t πn : !E → E≤n ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥✿

[e1, . . . , ep] πn [f1, . . . , fq, ∗, . . . , ∗
︸ ︷︷ ︸

n−q

] ⇐⇒

{
p = q

[e1, . . . , ep] = [f1, . . . , fq]

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ πn ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s

∀u ∈ Config(E), πn(u†) = u≤n.

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t πn ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

E≤n

!E

πn
00

πn+1 -- E≤n+1

ιn

OO



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✷✺

❝♦♠♠✉t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r

❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s Rn : X → E≤n ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

E≤n

X

Rn
00

Rn+1
-- E≤n+1

ιn

OO

✭✶✼✮

❝♦♠♠✉t❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ S : |X| → |!E| ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

x S [e1, · · · , en] ⇐⇒ x Rn [e1, · · · , en]

✇❤❡r❡ e1, · · · , en ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ E✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ S

❞❡✜♥❡s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ S : X → !E ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ st❛rt ❜② t❤❡ ❡❛s✐❡st

❛♥❞ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t S ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts

x1, x2 ∈ |X| ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ w ∈ Config(X) ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S t♦ t❤❡ s❛♠❡

❡❧❡♠❡♥t [e1, · · · , en] ∈ |!E|✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S✱ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts x1 ❛♥❞

x2 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ [e1, · · · , en] ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ Rn✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② x1 = x2 ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡

❧♦❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ Rn✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣

✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S

tr❛♥s♣♦rts ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ w ♦❢ X t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ R(w) ♦❢ !E✳ ❙♦✱ ❧❡t w ❜❡ s✉❝❤ ❛

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ X✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R1 : X → E ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞

t❤✉s tr❛♥s♣♦rts t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ w t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ R1(w) ♦❢ E✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E&1✱

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ R1(w) ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u⊔ {∗} ❢♦r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ u ♦❢ s♣❛❝❡ E✳ ◆♦✇✱ ✇❡

❡st❛❜❧✐s❤ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n t❤❛t Rn(w) = u≤n ❢♦r ❛❧❧ n✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r n = 0 ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t 1✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡

❢♦r n = 1✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Rn(w) = u≤n ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤

t❤❛t Rn+1(w) = u≤n+1 ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ Rn+1 : X → !E ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s tr❛♥s♣♦rts t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ w t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Rn+1(w)

♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ E≤n+1✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E≤n+1✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Rn+1(w) ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ v≤n+1 ❢♦r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ v ♦❢ E✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✼✮ ❝♦♠♠✉t❡s✱ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ιn(v≤n+1) =

u≤n✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t u≤n = v≤n✱ s✐♥❝❡ v≤n = ιn(v≤n+1)✳ ❍❡♥❝❡✱

u = v s✐♥❝❡ u ❛♥❞ v ♠❛② ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ s✐♥❣❧❡t♦♥ ♠✉❧t✐s❡ts ✐♥ u≤n ❛♥❞ v≤n✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♦✉r ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t Rn(w) = u≤n✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

S(w) =
⋃

n∈N

Rn(w) =
⋃

n∈N

u≤n = u†.

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ Rn ❢❛❝t♦rs ❛s πn◦S✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡✈❡r② ♦t❤❡r r❡❧❛t✐♦♥

T s✉❝❤ t❤❛t Rn = πn ◦ T ✐s ❡q✉❛❧ t♦ S✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t !E ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢

t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✻✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣❡✱ ✇❡ ❛❧s♦

♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✷✻

❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s Rn : Y → X ⊗ E≤n ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

X ⊗ E≤n

Y

Rn
22

Rn+1 ++
X ⊗ E≤n+1

X⊗ιn

OO

❝♦♠♠✉t❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r n✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S : |Y | → |X⊗ !E| ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

y S (x⊗ [e1, . . . , en]) ⇐⇒ y Rn (x⊗ [e1, . . . , en])

✇❤❡r❡ e1, · · · , en ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ ♦❢ E✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t S ❞❡✜♥❡s t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ S : Y −→ X⊗!E ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ Rn

❢❛❝t♦rs ❛s

Rn : Y
S // X⊗!E

X⊗πn // E≤n .

❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ !E ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② E ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ιn ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ !E✳ ❚❤❡② ❡♥s✉r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

♦❢ !E ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ E≤n✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❛t t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u† ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t !E✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ !E ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✮

♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦✇❡rs✳ ❚❤✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞

❞✐s❝♦✈❡r② ✭t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❧❛t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✮ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❈❆▲P

❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭▼❡❧❧✐ès✱ ❚❛❜❛r❡❛✉ ✫ ❚❛ss♦♥ ✷✵✵✾✮✳

✼✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s

◆♦✇ t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② Config ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

♠♦❞❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st

✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✐s t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✏❢❛❧s❡ ♦❜❥❡❝t✑ ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ⊥✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

♥❡❣❛t✐♦♥ (A 7→ ¬A) ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡❧❢✲

❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥

Config

L

&&
⊥ Coh

R

gg ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r R ✐s ❢✉❧❧② ❢❛✐t❤❢✉❧ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t

❛❞❥♦✐♥t ❢✉♥❝t♦r L tr❛♥s♣♦rts ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E t♦ ✐ts ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ¬¬E✳

❚❤✐s ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞✱ s❡❡ ❢♦r



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✷✼

✐♥st❛♥❝❡ ✭●✐r❛r❞ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❢♦❧❦❧♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝✐r❝❧❡s✿ ✐t s❛②s t❤❛t ❛

❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭❛✮ ❛s ❛ ✇❡❜ |E| ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥ ¨E ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♦r ✭❜✮ ❛s ❛ ✇❡❜ |E| ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t C ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

u ⊆ |E| ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜✐♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②

C = C⊥⊥

❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✿

∀u, v ⊆ |E|, u ⊥ v ⇐⇒ #(u ∩ v) ≤ 1 ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ #(u ∩ v) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t u ∩ v✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ X ⊥ ♦❢ ❛

s❡t X ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ |E| ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

X ⊥ = { u | ∀v ∈ X, u ⊥ v }.

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧✉❡✐♥❣

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❍②❧❛♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛❧❦ ✐♥ ✭❍②❧❛♥❞ ✫ ❙❝❤❛❧❦ ✷✵✵✷✮✳

❚❤❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡⊥ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✇❡❜ |⊥| = {∗} ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ s❡ts ∅ ❛♥❞ {∗} ❛s ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ Config(⊥) = {∅, {∗}}✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ⊥ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② Config✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E t❤❡ ♣r❡s❤❡❛❢

F 7→ Config(E ⊗ F,⊥)

♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♥♦t❡❞ ¬E t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❢❛♠✐❧②

♦❢ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s

ϕE,F : Config(E ⊗ F,⊥) ∼= Config(F,¬E)

♥❛t✉r❛❧ ✐♥ F ✳ ❍❡r❡✱ ¬E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❜ ❛s t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Config(¬E) = { u | ∀v ∈ Config(E), u ⊥ v } = Config(E)⊥

✇❤❡r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✶✾✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐♦♥

❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r

¬ : Config −→ Configop ✭✷✵✮

✐♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❛②✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❨♦♥❡❞❛ ❧❡♠♠❛✳ ❙❡❡ ✭▼❡❧❧✐ès ✷✵✵✽✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r②✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ❢r♦♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡

t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E = (|E|,¨E) ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ R(E) ✇✐t❤ t❤❡

s❛♠❡ ✇❡❜ |R(E)| = |E| ❛♥❞ ✇✐t❤ Config(R(E)) ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ E✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ R(E) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r②

❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ✇❡❜ |R(E)| ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ {e} ∈ Config(R(E))✳ ❚❤✐s

❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r

R : Coh −→ Config

✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ S : E → F ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s t♦ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ R(S) :



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✷✽

R(E) → R(F ) ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ S : |E| → |F |✳

◆♦t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S : |E| → |F | ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ R(E) → R(F )

♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S tr❛♥s♣♦rts ❡✈❡r② ❝❧✐q✉❡ u ♦❢ E ✐♥t♦ ❛

❝❧✐q✉❡ S(u) ♦❢ F ✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ S s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✿

∀e1, e2 ∈ |E|, ∀f ∈ |F |, e1 ¨E e2 ❛♥❞ e1 S f ❛♥❞ e2 S f ⇒ e1 = e2.

❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❢❛✐t❤❢✉❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ✐s ❛❧s♦

❢✉❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ S : R(E) → R(F ) ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛

❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R : |E| → |F | ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ R : E → F

♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ R(R) = S✳ ▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤②✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t e1 ⊸ f1

❛♥❞ e2 ⊸ f2 ❛r❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R : |E| → |F | ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

S : R(E) → R(F ) ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t e1 ⊸ f1 ❛♥❞ e2 ⊸ f2 ❛r❡

❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E ⊸ F ✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t

e1 ⌢⌣E e2 ⇒ f1 ⌢⌣F f2

❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ S tr❛♥s♣♦rts t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ u = {e1, e2}

♦❢ R(E) ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ S(u) ♦❢ R(F ) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts f1 ❛♥❞ f2✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ t❤✉s ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ F ✱ s✐♥❝❡ S(u) ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ F ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

st❛t❡♠❡♥t

f1 ˚E f2 ⇒ e1 ˚E e2

❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ S : R(E) → R(F ) ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✐s

❧♦❝❛❧❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts e1 ⊸ f1 ❛♥❞ e2 ⊸ f2 ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R

❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❛t R ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ E ⊸ F ✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ✐s ❢✉❧❧② ❢❛✐t❤❢✉❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦

✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦ s❡❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ❛s ❛ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② Config ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r L ❢r♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s t♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❖❜s❡r✈❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ¬E ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ R(F ) ❢♦r t❤❡

❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ F ✇✐t❤ s❛♠❡ ✇❡❜ ❛s E✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

f1 ¨F f2 ⇐⇒ ∀v ∈ Config(E), {f1, f2} ⊥ v. ✭✷✶✮

❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ¬E ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡ts

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ Config(E)✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ F ✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ✭✷✵✮ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② Coh✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥

❢✉♥❝t♦r t✇✐❝❡✱ ♦♥❡ t❤✉s ❣❡ts ❛ ❢✉♥❝t♦r

L : Config −→ Coh

✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E t♦ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ¬¬E✳ ■t ❛♣♣❡❛rs

♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t♦r L ✐s ❧❡❢t ❛❞❥♦✐♥t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r R✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❞♦✉❜❧❡



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✷✾

♥❡❣❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦♥❛❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ✇✐t❤ ✉♥✐t

ηE : E −→ ¬¬E.

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ t❤✐s ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♠♦♥❛❞ T ✐s

✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ t❤✐s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ : T ◦ T → T ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠

¬E
η¬E // ¬¬¬E

¬ηE // ¬E

✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t E✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②

♦❢ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♠♦♥❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❦❧❡✐s❧✐ ❝❛t❡❣♦r②

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳

❆ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢❡r ❛❧♦♥❣

t❤❡ r✐❣❤t ❛❞❥♦✐♥t ❢✉♥❝t♦r R t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❝❛rt❡s✐❛♥

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧

❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s✉♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ♦❢ ❝♦❤❡r✲

❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s E ❛♥❞ F

✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s✿

E ⊗Coh F = L (R(E)⊗R(F )) ✭✷✷✮

✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐t 1Coh = L (1)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s E ❛♥❞

F ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s✿

E ⊕Coh F = L (R(E)⊕R(F ))

✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐t 0Coh = L (0)✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦ s❡❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ∗✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛t✲

❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❝♦♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ❛s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❛t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Coh ❤❛s ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts

❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ s❡❧❢✲❞✉❛❧✐t②✳ ❖♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ♠❛② ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s✿

!Coh E = L ! R (E). ✭✷✸✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✐❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ! ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config ❢❛❝t♦rs ❛s ! = U ◦F ✇❤❡r❡ F ✐s r✐❣❤t ❛❞❥♦✐♥t

t♦ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r U ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Comon ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞s t♦ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✿

Comon

U

((
⊥ Config

F

gg ✭✷✹✮

❚❤✐s ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

Comon

U

((
⊥ Config

F

gg

L

&&
⊥ Coh

R

gg ✭✷✺✮



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✸✵

t❤✐s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t♦r L ◦ U ✐s ❧❡❢t ❛❞❥♦✐♥t t♦

t❤❡ ❢✉♥❝t♦r F ◦R✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② !Coh ❝♦✐♥❝✐❞❡s t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♦♥❛❞ L ◦

U ◦F ◦ R ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Comon ✐s ❝❛rt❡s✐❛♥✱ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦♥

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ t❤✐s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ U ⊣ F ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✺✮ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t②

♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✽✮

✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡

t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✭✷✷✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛②

❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥

♠♦♥❛❞ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳

❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r

❧♦❣✐❝ ✭●✐r❛r❞ ✶✾✽✼✱ ●✐r❛r❞ ✷✵✵✻✮ ♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❍②❧❛♥❞ ✫ ❙❝❤❛❧❦

✷✵✵✷✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣✉r❡❧② ❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠s✱

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E ⊗Coh F = ¬¬(E ⊗ F ) 1Coh = ¬¬1

E ⊕Coh F = ¬¬(E ⊕ F ) 0Coh = ¬¬0

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤✿

!Coh E = ¬¬ !E.

❚❤✐s ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② r❡❢♦r♠✉❧❛t❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❧❛r✐❢② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞

♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ L ❛s ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡ ¬E ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

s♣❛❝❡ E ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡ L (E) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E✿

e1 ¨L (E) e2 ⇐⇒ ∃v ∈ Config(E), {e1, e2} ⊆ v. ✭✷✻✮

▲❡t E ❜❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ R(E) ❛r❡ t❤❡ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ E✳

❚❤❡ ✇❡❜ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ! R(E) ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts µ ✇❤♦s❡

s✉♣♣♦rt ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ E✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛❧r❡❛❞② t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

s♣❛❝❡s !CohE ❛♥❞ L ! R(E) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❜✳ ❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡✐r

❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❇② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✱ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ L ! R(E) ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t

♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ u† ♦❢ ! R(E) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡♠ ❜♦t❤✱ ✇❤❡r❡

u ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ E✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ u✱ ❛♥❞ t❤✉s

♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ !CohE✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✳

✽✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s

■♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❡♥s♦r✐❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛✲

t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡✳ ❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✲

✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡❝✐♣❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡

♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✸✶

❜② ❊❤r❤❛r❞ ✭❊❤r❤❛r❞ ✷✵✵✺✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❡✈❛♥t

❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❡♥❛❜❧❡s ✉s

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss

s♣❛❝❡s✱ ❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ st❛rt t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Confin

♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✳

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡✲

❣♦r② Confin ❤❛s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐ts ♠♦r♣❤✐s♠s R : E1 → E2

❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s R ⊆ |E1| × |E2| s✉❝❤ t❤❛t

✖ R tr❛♥s♣♦rts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r✇❛r❞ ✿

∀u ∈ Config(E1), R(u) ∈ Config(E2),

✖ R ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡✿

∀u ∈ Config(E1), ∀e2 ∈ |E2|, { e1 ∈ u | e1 R e2 } ✐s ✜♥✐t❡.

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ♦❢ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✱ ♦❢ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥

s✉♠ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Confin ❛s ✐♥ t❤❡

❝❛t❡❣♦r② Config ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Confin ✇✐t❤ t❤❡

str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡

♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t ❧❛st ♣♦✐♥t ✇♦r❦s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❧♦❝❛❧❧②

✐♥❥❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s Fin ❛♥❞ Confin ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇❡

r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s Coh ❛♥❞ Config ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳ ❚♦ t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡

❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r

R : Fin −→ Confin

✇❤✐❝❤ tr❛♥s♣♦rts ❡✈❡r② ✜♥✐t❛r② s♣❛❝❡ E = (|E|,F (E)) t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ R(E)

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❜✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✜♥✐t❛r② s✉❜s❡ts ♦❢ E✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t

t❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ✐s ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧✱ ❥✉st ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s

✉s t♦ s❡❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Fin ❛s ❛ ❢✉❧❧ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ Config✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r R ❤❛s

❛ ❧❡❢t ❛❞❥♦✐♥t✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

◆❡❣❛t✐♦♥✳ ◆❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ⊥fin ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡

♥❡❣❛t✐♦♥ ¬E ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❜

❛s E✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ E✿

Config(¬E) = { u ⊆ E | ∀v ∈ Config(E), u ⊥fin v }.

❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r ❢r♦♠ Config t♦ ✐ts ♦♣♣♦s✐t❡

❝❛t❡❣♦r②✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ❛s ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

s♣❛❝❡ ¬E ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ RF ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡ F = ¬E✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛❞❥♦✐♥t ❢✉♥❝t♦r

L : Confin −→ Fin

✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r L : E 7→ ¬¬E✳ ❖♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ s②♠♠❡tr✐❝



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✸✷

♠♦♥♦✐❞❛❧ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥

Confin

L

&&
⊥ Fin

R

ff

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s Fin ❛♥❞ Confin✱ ❥✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s

L (E) ⊗Fin L (F ) ∼= L (E ⊗Confin F ) 1Fin
∼= L (1Confin)

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ⊗Fin ♦♥ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s E ❛♥❞ F

♠❛② ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ⊗Confin ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s✿

E ⊗Fin F = L ( R(E)⊗Confin R(F ) )

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ E = L ◦R (E)✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♣r♦❞✉❝ts ♦♥ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s E ❛♥❞

F ♠❛② ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

E ⊕Fin F = L ( R(E)⊕Confin R(F ) ) 0Fin = L ( 0Confin )

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞ !Confin E ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ E ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Confin ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝✐♣❡

♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ !Confin E ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞✐❛❣r❛♠

1 E•
ι0oo E≤2

ι1oo E≤3
ι2oo · · ·

ι3oo

❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Config✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤✐s ❧✐♠✐t

❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ Confin ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ✐t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤

t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ Config✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥s

Comon

U

''
⊥ Confin

F

gg

L

&&
⊥ Fin

R

ff

✇❤❡r❡ Comon ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♦♥♦✐❞s ❛♥❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Confin✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥

Comon

L ◦U

&&
⊥ Fin

F◦R

ff

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❝❛t✲

❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♠♦♥❛❞

!Fin E = L !Confin R (E)

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② !Fin ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❊❤r❤❛r❞ ✷✵✵✺✮✳



❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✸✸

✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❚❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ❧❡❛❞s t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

r❡♠❛r❦s ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

❝♦♠♦♥♦✐❞ !A ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t

1 A≤1oo A≤2oo · · ·oo A≤noo A≤n+1oo · · ·oo

✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ A≤n ♦❢ k ≤ n ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ A ✐s ✏❣❧✉❡❞✑ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❛❝❡ A≤n+1

♦❢ k ≤ n + 1 ❝♦♣✐❡s r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣r♦♦❢ ✭♦r ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠✮

♦♣❡♥s ♥❡✇ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t A ♦♥ t❤❡ ✢②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ A ✐s ❝❤♦s❡♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ♥♦t st❛t✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ !A ❛s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛rt❡s✐❛♥

♣r♦❞✉❝t✿

!A =
¯

n∈N

An / ∼n .

■t ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ♣✉③③❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ✐s ♥♦t ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ✭❛t ❧❡❛st ❛♣♣❛r❡♥t❧②✮

❛s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇❛② t♦ ❡①t❡♥❞ t②♣❡

t❤❡♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s✉❝❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♣♦ss✐❜❧② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲

t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✐❝ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❆♥♦t❤❡r ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ✐ss✉❡ ❡♥❧✐❣❤t❡♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❞✉❛❧✐t② ✐♥ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❧♦❣❛♥ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✭▼❡❧❧✐ès ✷✵✵✽✮✿

❧♦❣✐❝ ❂ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✰ ❞✉❛❧✐t②✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆s s✉❝❤✱ ✐ts

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❞r❛st✐❝ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②

♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❢r✉✐t❢✉❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ♦✛❡r❡❞

❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲

❞✉❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❧❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ▼✉❝❤ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ♦♥ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞

❞✉❛❧✐t② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ ❜✐t t♦♦ s♦♦♥ t♦ ❥✉❞❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡❛r❧②

✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss

s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊❤r❤❛r❞ ✭❊❤r❤❛r❞ ✷✵✵✷✮✳ ❆❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❑öt❤❡ s♣❛❝❡s

r❡q✉✐r❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❛r❡✱ ❛♥❞ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❜❛s✐s ♦♥ t❤❡

✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❑öt❤❡ s♣❛❝❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❚❤♦♠❛s ❊❤r❤❛r❞ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ❍②✲

❧❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥s♣✐r✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts✳



P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès ◆✐❝♦❧❛s ❚❛❜❛r❡❛✉ ❈❤r✐st✐♥❡ ❚❛ss♦♥ ✸✹

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❊❤r❤❛r❞✱ ❚✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❵❖♥ ❑öt❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✬✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥

❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✷✭✵✺✮✱ ✺✼✾✕✻✷✸✳
❊❤r❤❛r❞✱ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❵❋✐♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s✬✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✳ ❙❝✐✳ ✶✺✭✹✮✳
●✐r❛r❞✱ ❏✳✲❨✳ ✭✶✾✽✼✮✱ ❵▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✬✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✺✵✱ ✶✕✶✵✷✳
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