
❆♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡

❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠

❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ · ●r❛❤❛♠ ❲❛❧❧ ·

❉②❧❛♥ ❏♦♥❡s

❘❡❝❡✐✈❡❞✿ ❞❛t❡ ✴ ❆❝❝❡♣t❡❞✿ ❞❛t❡

❆❜str❛❝t ❆♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞
♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✱ ❜❛r❣❡ ✭tr❛♥s❢❡r✮ ✈❡ss❡❧✱ ✐♥✈❡♥t♦r②✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥✲❧❛♥❞ tr❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❝
✐ss✉❡s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■▲P✮ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②s✳ ❆s t❤❡
❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡✱ ❛ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ✜♥❞ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ t❡st✲s❡t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❑❡②✇♦r❞s ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ · ❖✛s❤♦r❡ ❲✐♥❞ ❋❛r♠ · ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❊♥❡r❣② · ▼❛t❤❡✉r✐st✐❝

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❛ r❛♣✐❞ r❛t❡✳ ❋♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❯❑ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ✐♥❞✉str② ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦✈❡r t❤❡
♣❛st ❞❡❝❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❯❑ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ♦✛✲
s❤♦r❡ s✐t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs s✉❝❤ ❛s ❢❡❡❞✲✐♥✲t❛r✐✛s ❛♥❞ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❯❑ ✐s t❤❡ ✇♦r❧❞ ❧❡❛❞❡r ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ✶✶✽✹ ✇✐♥❞
t✉r❜✐♥❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭✹✳✵✹✾●❲✮✳ ❲✐t❤ ❛ ❢✉rt❤❡r ✺✳✷●❲ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞

❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥
◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❇✉s✐♥❡ss ❙❝❤♦♦❧ ❈❤✐♥❛✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ◆✐♥❣❜♦ ❈❤✐♥❛✱
✶✾✾ ❚❛✐❦❛♥❣ ❊❛st ❘♦❛❞✱ ◆✐♥❣❜♦ ✸✶✺✶✵✵✱ ❈❤✐♥❛
❊✲♠❛✐❧✿ ❝❤❛♥❞r❛✳✐r❛✇❛♥❅♥♦tt✐♥❣❤❛♠✳❡❞✉✳❝♥

●r❛❤❛♠ ❲❛❧❧ ❛♥❞ ❉②❧❛♥ ❏♦♥❡s
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ▲♦❣✐st✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
P♦rts♠♦✉t❤✱
▲✐♦♥ ●❛t❡ ❇✉✐❧❞✐♥❣✱ ▲✐♦♥ ❚❡rr❛❝❡✱ P♦rts♠♦✉t❤✱ P❖✶ ✸❍❋✱ ❯❑



✷ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

❛♥♦t❤❡r ✶✷✳✹●❲ ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r ❤❛✈✐♥❣ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♣♣r♦✈❛❧ ✭s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✷✵✷✵✮✱ ✐t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✶✵●❲
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜② ✷✵✷✵ ✭❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❯❑✱ ✷✵✶✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs t♦
❣❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥s❡♥t✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s✉❜✲
♠✐tt❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s✳ ❉❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✷✵✲✷✺ ②❡❛rs ❛❢t❡r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥✳
❋♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❯❑ ❘♦✉♥❞ ✶ s✐t❡s ✭❡✳❣✳ ❇❧②t❤ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥❡❞ ✐♥
✷✵✵✵✮✱ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷✵✷✷
❛♥❞ ✷✵✷✼✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st❛❣❡ ✐s t♦ r❡✲♣♦✇❡r ♦r ❝❧❡❛r t❤❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠
❛r❡❛✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ t♦ r❡✲♣♦✇❡r t❤❡ t✉r❜✐♥❡s✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♣♦st♣♦♥❡
t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❛♥❞ t❤❡ ❝❧❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐t❡✳

❆ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❛♠❡❧② t♦♣✲str✉❝t✉r❡ ✭t♦✇❡r✱
♥❛❝❡❧❧❡✱ ❛♥❞ ❜❧❛❞❡s✮✱ ❛rr❛② ❝❛❜❧❡✱ ❛♥❞ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ✭❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣✐❡❝❡✮✳ ❚♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡ s✉❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❤❡❛✈② ❡q✉✐♣♠❡♥t s✉❝❤ ❛s ❥❛❝❦✲✉♣ ❛♥❞ ❜❛r❣❡
✈❡ss❡❧s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s ❛ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ❜✉♦②❛♥t ❤✉❧❧
✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❥✐❜ ❝r❛♥❡ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦✈❡❛❜❧❡ ❧❡❣s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❛✐s❡❞ ♦r
❧♦✇❡r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❛ ❜❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡s❡ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡
t♦ ❝❤❛rt❡r ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ❜❛r❣❡ ✈❡ss❡❧ ✐s ❛ ✢❛t✲❜♦tt♦♠❡❞
❜♦❛t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛✈② ❣♦♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s ❛r❡
❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡
❞❡❧❛② ✭s✉❝❤ ❛s ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❆ ♦♥❡✲❞❛② ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✜♥❛♥❝✐❛❧ ❧♦ss ❞✉❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤✐❣❤ ❝❤❛rt❡r ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧
✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦r s❛❢❡t② r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛✲
♣❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❛r❡ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣
✈❡ss❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
♣♦rts ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛r❣❡ ✈❡ss❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♣♦rts✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞
❜② ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ❝r✉s❤❡r✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✐♥t♦
r❡❝②❝❧❡ ♦r ❞✉♠♣✴❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣♦rts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❛r t♦ t❤❡
✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦r❦s❤♦♣ ❛r❡❛ ❢♦r ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r r❡❝②✲
❝❧✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
♣♦rt✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛✲
s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t♦t❛❧ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s
❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✱ ❜❛r❣❡ ✭tr❛♥s❢❡r✮ ✈❡ss❡❧✱ ✐♥✈❡♥t♦r②✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥✲❧❛♥❞ tr❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥❝❧✉❞❡✿

✐✳ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

✐✐✳ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✐✐✐✳ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❲❡st ●❛❜❜❛r❞ ✭❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✮ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡ ❛r❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❛s t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✸

❋✐❣✳ ✶ ❙❝♦♣❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts
❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡
✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❣✐✈❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡st ●❛❜❜❛r❞ ✭❯❑✮ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♦✉r
✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ s♦♠❡ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳

✷ ❘❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s

❚❤✐s r❡✈✐❡✇ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥✱ ❝♦sts ❛♥❞ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ✇❛st❡ ❛♥❞
r❡❝②❝❧✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ✐s
❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳

✷✳✶ Pr♦❝❡ss ❛♥❞ ❧❡❣❛❧✐s❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛✲
s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿
r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s✉❜st❛t✐♦♥✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r♦t♦r✱ t❤❡ ♥❛✲
❝❡❧❧❡✱ t❤❡ t♦✇❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣✐❡❝❡✱ ❛♥❞ ✭♣❛rt✐❛❧❧②✮ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ s✉❜st❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❤♦✉s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❤✐❣❤✲✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞



✹ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

♠❡❞✐✉♠✲✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s
❢♦r ❡①♣♦rt t♦ t❤❡ ♦♥s❤♦r❡ ❣r✐❞ ✈✐❛ t❤❡ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❛❜❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② t②♣❡ ❤❛♥❞❧❡❞✱ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛st❡ ❛♥❞ t❤❡
♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r ♦♥✲❣♦✐♥❣ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥✲
st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣♦rt t♦
♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ t✉r❜✐♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❝♦st ✐s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥② t✉r❜✐♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦rts✳ ❈♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦✛s❤♦r❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s✱ ♦r ♥✉❝❧❡❛r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐♥❞
❢❛r♠ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ❢❛r ❧❡ss t♦①✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡♥s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss ✭P❡❛rs♦♥✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞✿
❖✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣✐❡❝❡s ❛♥❞ s✉❜st❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s
❡♥✈✐s❛❣❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♣✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❜❧✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❡❛ ❜❡❞ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ s❝♦✉r ♠❛t❡r✐❛❧s✮ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❧❡❢t ✐♥ s✐t✉ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❡tr❡ ✉♥❞❡r t❤❡ s❡❛
❜❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝♦st✳

▲❡❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ ♦✈❡r r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ str✐❝t❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❜②
r❡❞✉❝✐♥❣ ❞✉♠♣✐♥❣✱ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛st❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ♦✛s❤♦r❡
✇✐♥❞ ❢❛r♠s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ❧❡❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❡✈❡♥
♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤
❚❤❡ ❊♥❡r❣② ❆❝t ✷✵✵✹ ✭❉❊❈❈✱ ✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ s✉❜♠✐t ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣❧❛♥ ♣r✐♦r t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦✈❡r
❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s s❝♦♣❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❡①✲
❛❝t❧② ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✇♦r❦✳

✷✳✷ ❈♦sts

●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ❝♦sts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞
❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛♥② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦sts ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ■❢ ❛
❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ r❡✲♣♦✇❡r t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✐s ♠❛❞❡ ❛❢t❡r ✷✺ ②❡❛rs✱ ❢✉❧❧ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
♠❛② ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❢♦r ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❡❛s❡ ♣❡r✐♦❞ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✺✵
②❡❛rs✮✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s t❤❡
✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦sts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❡❛r✐♥❣ t❤❡
s✐t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❑❛✐s❡r ❛♥❞ ❙♥②❞❡r ✭✷✵✶✷✮ ❡st✐♠❛t❡
t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❝♦✉❧❞ r❛♥❣❡ ✵✳✶✲✵✳✸ ❦♠2 ♣❡r
▼❲ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❜r✐s t❤❛t ❤❛s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✷✺ ②❡❛rs ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❧❡❛r❡❞✳

❖♥❡ s✉❝❤ ♥❡t ❡st✐♠❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡✇s ✇✐t❤ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ✐s ➾✹✵✱✵✵✵ ♣❡r
▼❲ ✉s✐♥❣ ❛ ✷✹✵▼❲ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ✭❈❈❈✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❜❧❡s



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✺

✶✲✷ ♠❡tr❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❡❛❜❡❞✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡✲❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣
s✉r✈❡②s r❡q✉✐r❡❞✱ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛st❡ ❛♥❞ ❛♥② ♣♦st✲♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❛t ♠❛②
❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■t ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r s✉r✈❡②s ♦r r❡♠❡❞✐❛❧ ✇♦r❦ t❤❛t
♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞
✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❡✳❣✳ ❝❛❜❧❡s ♦r ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✮
❜❡❝♦♠✐♥❣ ❡①♣♦s❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ♣♦s✐♥❣ ❛ r✐s❦ t♦ ♦t❤❡r ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ s❡❛✳ ❋r♦♠ t❤❡
✐♥❞✉str②â⑨➍s ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❝♦st ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ✸✪ ♦❢ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ✇✐♥❞
❢❛r♠ ✭❏❛♥✉❛r✐♦ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✼✮ ♦r ✷✳✺✪ ✭❈❈❈✱ ✷✵✶✵✮ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡
♦❢ ✷✺ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ P❡❛rs♦♥ ✭✷✵✵✶✮ ✇❤♦
s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ ➾✸✹✱✵✵✵ ❛♥❞ ➾✸✽✱✵✵✵ ♣❡r ▼❲✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣❧❛♥
❢♦r ●✇②♥t ② ▼ôr ❲❡❧s❤ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ❈❈❈ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ➾✷✸▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡
t♦ ➾✻✵▼ ✭❛❧♠♦st tr✐♣❧❡ t❤❡ ❈❈❈ ❡st✐♠❛t❡ ❛t ➾✶✵✹✱✵✵✵✴▼❲ ♦r ➾✹✵✵✱✵✵✵✴t✉r❜✐♥❡✮✳
❚❤✐s ✇❛s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✧s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ✷✵ ②❡❛r ♣❧✉s t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❞✉r✐♥❣
✇❤✐❝❤ ♠❛r❦❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡✧
✭❘❲❊✱ ✷✵✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦sts ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ✜✈❡ ✷▼❲ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✐♥
❙✇❡❞❡♥ ❤❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ ➾✽✵✱✵✵✵✴▼❲ ✭❱❛tt❡♥❢❛❧❧✱ ✷✵✶✻✮✳

❚❤✐s ❧❛r❣❡ ❝♦st ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❛❝❦ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
♦✛s❤♦r❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r✐s❦ t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦sts✳ ■❢ ❛ t✇♦✲②❡❛r ♣❡r✐♦❞ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞
❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❛s ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ✐♥❞✉str②✮✱ ❛♠♣❧❡ t✐♠❡ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦st✲❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❡r ♠♦♥t❤s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❧❡ss ✇❡❛t❤❡r ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❛♥❞
❝❤❛rt❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❛t t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st r❛t❡s✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡✇
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛② r❡❞✉❝❡ r❡♠♦✈❛❧ ❝♦sts ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛②s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉s❡
♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✈❡ss❡❧s✱ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t♦♣♣❧✐♥❣ t✉r❜✐♥❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ❝♦♣♣❡r ❢r♦♠ ❝❛❜❧❡s✳

✷✳✸ ▼❛♥❛❣✐♥❣ ✇❛st❡ ❛♥❞ r❡❝②❝❧✐♥❣

❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝r❡❞❡♥t✐❛❧s ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜②
t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r
❧✐❢❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ✺
❘â⑨➍s ✲ r❡✉s❡✱ r❡♣❛✐r✱ r❡❝②❝❧❡✱ r❡t✐r❡ ♦r r❡♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ✭❇r❛❞❧❡②✱ ❙✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❯♥❧✐❦❡
✐♥ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s ✐♥❞✉str②✱ t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♥❡rt ♠❛❦✐♥❣
❛♥② ❞✐s♣♦s❛❧ ♦r r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ r❡✲♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ♦r r❡✲♣♦✇❡r✐♥❣
✐s ♥♦t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ s❛❧✈❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♠❛♥②
♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤
❛s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❛❜❧❡s ♦r t❤❡ st❡❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛
✜♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❝♦✈❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❝♦st✳ ❆s ✾✵✪ ♦❢ ❜❧❛❞❡s✱ t❤❡ t♦✇❡r ❛♥❞
t❤❡ ♥❛❝❡❧❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝②❝❧❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤✐s s❛❧✈❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦✉❧❞
♦✛s❡t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❝♦st ✭❙t❡❝❦②✲❊❢❛♥t✐s✱ ✷✵✶✸✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞
t✉r❜✐♥❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣✱ s❝r❛♣♣✐♥❣ ♦r r❡❝②❝❧✐♥❣ ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ✈✐❛❜❧❡
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❝❛♥ ❜❡



✻ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✇✐♥❞
❢❛r♠ s✐t❡ ✉♥t✐❧ r❡❝②❝❧✐♥❣ ♦r ❞✉♠♣✴❧❛♥❞ ✜❧❧ ❛r❡❛✳

✷✳✹ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❛rt❤ ♦❢ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✱
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛st ❡✛♦rts ❛t ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ❢♦❝✉ss✐♥❣
♦♥ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠

❙❝❤♦❧③✲❘❡✐t❡r ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭▼■▲P✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ✈❡ss❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❛❦✲
✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ✭❙❝❤♦❧③✲❘❡✐t❡r
❡t ❛❧✱ ✷✵✶✵✮✱ ❙❝❤♦❧③✲❘❡✐t❡r ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✶✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡
❧❛r❣❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❡ss❡❧s
❛♥❞ ❛ ❜r♦❛❞❡r ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▲üt❥❡♥ ❛♥❞ ❑❛r✐♠✐ ✭✷✵✶✷✮ st✉❞✐❡❞
❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲
❡❝❤❡❧♦♥ ✐♥✈❡♥t♦r② s②st❡♠ ❢♦r ♦✛s❤♦r❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❆✐t✲❆❧❧❛ ❡t ❛❧
✭✷✵✶✸✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥
♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r ❛ ♠❡❞✐✉♠
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛rt❡r✐♥❣ ❝♦sts ❛♥❞ ✇❡❛t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡ss❡❧ t②♣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❯rs❛✈❛s ✭✷✵✶✼✮ st✉❞✐❡❞
❛ ❜❡♥❞❡rs ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐♥st❛❧❧❛✲
t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ❙❡❛ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❞✐sr✉♣t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✼❛✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥
t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠

❆♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡s♥❛r❞
❡t ❛❧ ✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇✐♥❞ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
P❡ré③ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✵✮✱ ❇②♦♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ P❡ré③ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✸✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✭▼■▲P✮ ✇❛s ❜✉✐❧t ❜② ❑♦✈❛❝s ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✶✮ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st t✐♠❡ ❢♦r ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❇❡s♥❛r❞ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✇❡❛t❤❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ P❛r✐❦❤ ✭✷✵✶✷✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st✳ ❱❛♥ ❍♦r❡♥❜❡❡❦ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷✮ q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡
❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣♥♦st✐❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❧♦♥❣✲ ❛♥❞ s❤♦rt✲t❡r♠ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❡❛❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✇❛s
st✉❞✐❡❞ ❜② ❲✉ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷✮✳ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷❜✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡✈❡♥✲
t✐✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞♦✇♥t✐♠❡ ❡♥❡r❣②
❧♦ss❡s✳ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷❛✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✇✐♥❞
♣♦✇❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❡❛❦ s❤❛✈✐♥❣✳ ❇❡♥♠❡ss❛♦✉❞ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✸✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✼

♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❉♦s ❙❛♥t♦s ❡t ❛❧
✭✷✵✶✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❡tr✐✲♥❡t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❡ss❡❧s✱ ❝r❡✇s ❛♥❞ s♣❛r❡ ♣❛rts✳ P❛♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✸✮
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✉♥✐t ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ P❛tt✐s♦♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✸✮ st✉❞✐❡❞ ❛♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙tå❧❤❛♥❡ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞
❉❛✐ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✺✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r♦✉t❡s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r
❛ ✢❡❡t ♦❢ ✈❡ss❡❧s t❤❛t ❛r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ t❛s❦s ❛t ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳
❈❛♠❝✐ ✭✷✵✶✺✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❛ss❡ts ✭s✉❝❤ ❛s ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✮ ✇✐t❤ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✼❜✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ r♦✉t✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡
❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r♦✉t❡s ❢♦r t❤❡ ❝r❡✇ tr❛♥s❢❡r ✈❡ss❡❧s
t♦ ✈✐s✐t t❤❡ t✉r❜✐♥❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡❝❤♥✐❝✐❛♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡ss❡❧✳
❙❛r❦❡r ❛♥❞ ❋❛✐③ ✭✷✵✶✼✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❛♥❞ ✈❡ss❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ❝♦st ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❇❛r❧♦✇ ❡t ❛❧
✭✷✵✶✽✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✐①❡❞✲♠❡t❤♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛❞❞r❡ss ❝✉rr❡♥t ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠
✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② str❡♥❣t❤s ♦❢ t✇♦
❞❡❝✐s✐♦♥✲s✉♣♣♦rt ♠❡t❤♦❞s ♥❛♠❡❧② ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦❜✉st ♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡ st✉❞② ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❙❡❛ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ✇✐♥❞
❢❛r♠ s✐t❡ t♦ r❡❝②❝❧✐♥❣✴❞✉♠♣ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♦♥✲❧❛♥❞
❧♦❣✐st✐❝ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥✈❡♥t♦r② ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❆s t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐s✲
s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✼❛✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s❝♦♣❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s q✉✐t❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❛ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❛❧s♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❤❡✉r✐st✐❝✳

✸ ❉❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❖✛s❤♦r❡ ❲✐♥❞ ❋❛r♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡❝♦♠✲
♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts✴s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s t♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡
t❤❡ t✉r❜✐♥❡s✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■▲P✮ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s✉❜s❡❝t✐♦♥✳



✽ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡
❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✐ts ❝♦✉♥t❡r✲
♣❛rt t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
✐s ♥♦t ❝r✉❝✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦st ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆s ❛rr❛② ❛♥❞
❡①♣♦rt ❝❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡❢t ✐♥ s✐t✉✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❛♠❡❧② t♦♣✲ ❛♥❞ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ t♦♣✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡
s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❛♠❡❧② ❜❧❛❞❡s✱ ♥❛❝❡❧❧❡ ❛♥❞ t♦✇❡r ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♠✲
♣r✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣✐❡❝❡s✳ ❚❤❡ s✉❜st❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜st❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳

❚❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦
t❛s❦s ✇❤❡r❡ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ s✉❝❝❡ss♦r t❛s❦ t♦ t❤❡ t♦♣✲str✉❝t✉r❡
❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣✳ ❆ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆ ❥❛❝❦✲
✉♣ ✈❡ss❡❧ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜♦t❤ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ t❛s❦s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❧②
♦♥❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❛t ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✇✐❧❧ ❞✐s♠❛♥t❧❡ ❜♦t❤ s✉❜✲ ❛♥❞ t♦♣✲
str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✇✐❧❧ r❡♠♦✈❡ t❤❡ t♦♣✲str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t♦♣✲str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✱
t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✇✐❧❧ ❞✐s♠❛♥t❧❡ t❤❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ✐s
t♦ ❛ss✐❣♥ ♦♥❡ ✈❡ss❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ t♦♣✲str✉❝t✉r❡ t❛s❦ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✈❡ss❡❧ t♦
t❤❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❛r❡❛
✐♥t♦ t✇♦ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡ss❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ t❛s❦s ✐♥ ✐ts ❛r❡❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r
♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡
❜❡st s❝❡♥❛r✐♦ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r
✭❡✳❣✳ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ t❛s❦ t♦ t♦♣✲str✉❝t✉r❡ ♦♥❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①tr❛ ❝♦st ❛♥❞ t✐♠❡ ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❞♦✐♥❣ t❤✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♥t❛❧ ♣❡r✐♦❞
♦❢ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ♠✉st ❜❡ ❤✐r❡❞ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ✼
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛②s t♦ ❞♦ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ (βv = 7)✳ ❊❛❝❤ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❤❛s
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t② t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣
✈❡ss❡❧ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ✹ t♦♣✲str✉❝t✉r❡ t✉r❜✐♥❡s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❞❛② (αv,j = 4)✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐s ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞ ✭❜② ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✮✱ t❤❡ s✉❜✲
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦rt ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛r❣❡✴tr❛♥s❢❡r ✈❡ss❡❧✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤✐s
✈❡ss❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛rr✐✈❡ t♦
❛ ♣♦rt ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞✳ ■♥ ♣♦rt✱ t❤❡ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ s✉❜✲
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ st♦r❡❞ ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✭❡✳❣✳ ❝r✉s❤❡❞✮ ❜② ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛② t♦ ❜❡
st♦r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❞❛② t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ (πp,k ≥ 1) ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ πp,k ✐s ✐♥t❡❣❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❛t ❛ ♣♦rt ❤❛s ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s
s❡t t♦ ✺ ✉♥✐ts ♣❡r ♣❡r✐♦❞ (θp,k = 5)✳ ❆❢t❡r t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ ❞✉♠♣ ♦r r❡❝②❝❧❡ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✾

♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❝♦st ❢♦r ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞
s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♦♥✲❧❛♥❞ ✭tr✉❝❦✮ tr❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❞✉♠♣✴r❡❝②❝❧❡ ❛r❡❛s ✭✐♥ t♦♥♥❛❣❡s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱
❛s t❤❡ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦rt✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♥✲❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
❝♦st ❢♦r t❤❡ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ t♦✇❡r ❛♥❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s r❡❝②❝❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧❛❞❡s ❛♥❞ ♥❛❝❡❧❧❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞
t♦ ❛ ❞✉♠♣ ✭❧❛♥❞✜❧❧✮ ❛r❡❛✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t tr✉❝❦s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦rts ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦❝❡ss❡❞ ✐s tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ tr✉❝❦s✳ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ tr❛♥s❢❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ♣♦rts t♦ r❡❝②❝❧✐♥❣✴❞✉♠♣ ❛r❡❛s ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦rt
t♦ r❡❝②❝❧✐♥❣✴❞✉♠♣ ❛r❡❛s ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❛❧✈❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ tr❡❛ts
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ s❛❧✈❛❣❡❛❜❧❡ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
s❛❧✈❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s t❤❡ r❡♥t❛❧ ❝♦st ♣❡r ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ✉s✐♥❣
❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭s✉❜✲ ❛♥❞ t♦♣✲str✉❝t✉r❡s✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❞✐s♠❛♥t❧❡❞ ♣❡r ♣❡r✐♦❞✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡❞ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♣❡r ♣❡r✐♦❞✳ ❆
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ❢❛❝t♦r ✐s ❛❧s♦ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✲
✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦r ♥♦t ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r❡❦♥♦✇♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s s✉❝❤ ❛s ♣♦rt ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
♥♦♥✲✈❡ss❡❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✈❛❝❛t✐♦♥s ♦r r❡❣✉❧❛t♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛✉s✐♥❣ st❛✛
s❤♦rt❛❣❡s✱ ❝♦♠♣❛♥② ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❜✐r❞ ♠✐❣r❛t♦r②
❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ s✐t❡ t♦ ♣♦rts ✉s✐♥❣
❛ ❜❛r❣❡✴s❡r✈✐❝❡ ✈❡ss❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❛s✲
s✉♠❡❞ t❤❛t ❛ ❜❛r❣❡ ✈❡ss❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s♣♦rt ❛♥② t②♣❡ ♦❢ t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

■♥ ♣♦rts✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ♦r ♣r♦❝❡ss❡❞✮
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦rt ❛r❡❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥✈❡♥t♦r② ✭❤♦❧❞✐♥❣✮ ❝♦st t♦ st♦r❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ✐s t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦rt✳ ❆s s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❞✉♠♣✴r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛s✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦rt✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛s
❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② t❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✴❞❛②s✳ ❚r✉❝❦s ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦rt t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ♣♦rt t♦ ❞✉♠♣ ❛r❡❛✳ ❊❛❝❤
♣♦rt ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
❞✉♠♣✴r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛s ♣❡r ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❞✉♠♣ ❛♥❞ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛s ✭✐♥ t♦♥♥❛❣❡s✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡ts ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

❙❡ts ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❡s

V ✿ s❡t ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② v✳
J ✿ s❡t ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② j ✭ j = 1 ❢♦r t♦♣✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ j = 2

❢♦r s✉❜✲str✉❝t✉r❡✮✳
Vj ✿ s❡t ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j✱ Vj ⊂ V ✳
T ✿ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t✳



✶✵ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

❋✐❣✳ ✷ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

P ✿ s❡t ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴♣❛rts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② p ✭❡✳❣✳ ❜❧❛❞❡s✱ r♦t♦r✱ ♥❛❝❡❧❧❡✱ ❛♥❞
❡t❝✳✮✳

Pj ✿ s❡t ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❛s❦ j✱ Pj ⊂ P ✳
P r✿ s❡t ♦❢ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ P r ⊂ P ✳
P d✿ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ P d ⊂ P ✳
K✿ s❡t ♦❢ ♣♦rts ✭✇✐t❤ ✇❛r❡❤♦✉s❡✱ ♣❧❛♥t ❛♥❞ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛s✮ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k✳
D✿ s❡t ♦❢ ❞✉♠♣✴❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② d✳

P❛r❛♠❡t❡rs

n✿ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜✐♥❡s t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳
αv,j ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♣✴s✉❜ str✉❝t✉r❡s ✭t❛s❦ j ∈ J) t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜②

❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v ∈ Vj ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✳
fv,j ✿ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v ∈ Vj t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ∈ J ✳
cv,j ✿ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v ∈ Vj t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ∈ J ✳
ρv,t✿ ❂ ✶ ✐❢ ✈❡ss❡❧ v ∈ V ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ∈ T ✱ ❂ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡
τv,j ✿ ❂ ✶ ✐❢ ✈❡ss❡❧ v ∈ Vj ∀j ∈ J ✱ ❂ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡
βv✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v ∈ V t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐s✲

s✐♦♥✐♥❣ t❛s❦✳
λj,p✿ ❂ ✶ ✐❢ p ∈ Pj ∀j ∈ J ✱ ❂ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡
bp,k✿ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❜❛r❣❡✴tr❛♥s❢❡r ✈❡ss❡❧ t♦ tr❛♥s♣♦rt s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P t♦ ♣♦rt
k ∈ K✳

ϕp,k✿ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❝♦st ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P t♦ ♣♦rt
k ∈ K✳

ςp,k✿ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❝♦st ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P t♦ ♣♦rt
k ∈ K✳

πp,k✿ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✭♣❡r✐♦❞s✮ t♦ ❝r✉s❤✴♣r♦❝❡ss s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P ❛t
♣♦rt k ∈ K✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✳



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✶✶

θp,k✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✭❝❛♣❛❝✐t②✮ ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts p ∈ P t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛t ♣♦rt k ∈ K ♣❡r ♣❡r✐♦❞✳

mp,k✿ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦st ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P t♦ ♣♦rt k ∈ K✳
γp,k,d✿ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st t♦ tr❛♥s❢❡r s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P ❢r♦♠ ♣♦rt k ∈ K

t♦ ❞✉♠♣ ❛r❡❛ d ∈ D✳
ψk✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♣♦rt k ∈ K

t♦ r❡❝②❝❧✐♥❣✴❞✉♠♣ ❛r❡❛s ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳
qt,j ✿ ❂ ✶ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ∈ T t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ∈ J ✱ ❂ ✵

♦t❤❡r✇✐s❡✳
wp✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P ✳
ǫk✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ✭t♦♥♥❛❣❡s✮ ♦❢ r❡❝②❝❧❡ ❛r❡❛ ❛t ♣♦rt k ∈ K✳
εd✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ✭t♦♥♥❛❣❡✮ ♦❢ ❞✉♠♣✴❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛ d ∈ D✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✾✵ ♦r ✶✷✵ ❞❛②s✮✱ ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❥❛❝❦✲
✉♣ ✈❡ss❡❧ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❧♦ts t♦ ❤✐r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡ ♣❡r✐♦❞
♦❢ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❆ s❧♦t
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡♥ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s ❤✐r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣
✈❡ss❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ ❢r♦♠ P❡r✐♦❞ ✶ t♦ ✼ t❡r♠❡❞
❛s ❙❧♦t ✶✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❧♦t ✭❙❧♦t ✷✮ ❢♦r t❤✐s ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ t♦ ❜❡ r❡♥t❡❞ ✐s
❢r♦♠ P❡r✐♦❞ ✶ t♦ ✽✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❤✐r❡❞ ✐♥
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❆s t❤❡ r❡♥t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✳ ❍❡r❡✱ ♦✉r
str❛t❡❣② ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ❢♦r ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s t♦ ❜❡ ❤✐r❡❞✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❡st s❧♦ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ❢♦r ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s t♦ ♣❡r❢♦r♠
❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ t❛s❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✷ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts

●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜✐♥❡s t♦
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭n✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜✐♥❡s t❤❛t ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ♦♥❡
♣❡r✐♦❞ (αv,j)✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ (ρv,t)✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡ ♣❡r✐♦❞s ❢♦r t❤❡
✈❡ss❡❧ ✭βv ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② (qt,j)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡
s❧♦ts ✭Sv,j ✐♥❞❡①❡❞ ❜② s✮ ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

hv,j,s,t✿ ❂ ✶ ✐❢ ♣❡r✐♦❞ t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ s❧♦t s ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j✱
❂ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

dv,j,s✿ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭♣❡r✐♦❞s✮ ♦❢ s❧♦t s ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j✳
uv,j,s✿ t❤❡ st❛rt❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s❧♦t s ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j✳
ev,j,s✿ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ❢♦r s❧♦t s✳
ηv,j,s✿ ♠❛①✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s j t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② s❧♦t s ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣

✈❡ss❡❧ v✳
̺v,j = |Sv,j |✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ♦❢ ✭❥❛❝❦✲✉♣✮ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j✳

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ♦❢ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❢♦r ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ ❛ t❛s❦ ✇✐t❤✐♥ ✸✵ ♣❡r✐♦❞s ✭❞❛②s✮ ✇❤❡r❡ n = 30✱ αv,j = 3 ❛♥❞ βv = 7✳ ❚❤❡
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛ s❧♦t ❤❛s ❛t ❧❡❛st ✼ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣
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✈❡ss❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ♣❡r✐♦❞✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t
❞♦ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ s♦ ❜❡ ✐❞❧❡✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉❡
t♦ s♦♠❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❤✐r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
s❧♦ts st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✶ ✐s ✶✶ ♣❡r✐♦❞s ❛s ❤✐r✐♥❣ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❢♦r ✶✶ ♣❡r✐♦❞s st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✶ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜♥✐s❤ t❤❡ t❛s❦ ✭✶ ✐❞❧❡ ♣❡r✐♦❞ ❞✉❡ t♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②
s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞ t✉r❜✐♥❡s ✐s 10 ·3 = 30 = n)✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st♦r❛❣❡ ❝❛✲
♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ♣♦rts✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ t♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡ n t✉r❜✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✈❡ss❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤✐r❡❞
❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✶✸✲✶✺ ❛s t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✐s ❛❧s♦
♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✷✶✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡ r❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✶✻ ❛s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✼ ✭✉♥t✐❧ ♣❡r✐♦❞ ✷✷✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✷✷✳ ❋♦r ♣❡r✐♦❞s ✹✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ❛♥❞ ✷✾✱ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♥t❡❞ ❜✉t
✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭❧✐❣❤t ❣r❡② ❝❡❧❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✈❡ss❡❧ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❤✐r❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ❛s t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s✳ P❡r✐♦❞s ✷✺✲✸✵ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤✐r❡❞ ♣❡r✐♦❞
❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡❞ ♣❡r✐♦❞s✳

❋✐❣✳ ✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts ♦❢ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t❛s❦

❋✐❣✉r❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧
♣♦♣✉❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs hv,j,s,t✱ dv,j,s✱ ev,j,s✱ ηv,j,s ❛♥❞ ̺v,j = |Sv,j | ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✶✸

❋✐❣✳ ✹ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❧♦ts

✸✳✸ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ✭■▲P✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞
❢❛r♠✳

❉❡❝✐s✐♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s

Xv,j,s =

{

1 ✐❢ t❛s❦ j ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❧♦t s ❜② ✈❡ss❡❧ j,
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

Bp,k,t✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛r❣❡✴s❡r✈✐❝❡
✈❡ss❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡ t♦ ♣♦rt k ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

Ip,k,t✿ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧ ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ❛t ♣♦rt k ✐♥
♣❡r✐♦❞ t✳
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Lp,k,t✿ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧ ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ❛t ♣♦rt k ✐♥ ♣❡r✐♦❞
t✳

Mp,k,t✿ ❛♠♦✉♥t ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t ♣♦rt k st❛rt❡❞ ❛t ♣❡r✐♦❞
t✳

Yp,k,t✿ ❛♠♦✉♥t ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P r tr❛♥s✲
♣♦rt❡❞ t♦ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛ ❛t ♣♦rt k ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

Up,k,d,t✿ ❛♠♦✉♥t ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♥♦♥✲r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ P d

tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ ♣♦rt k t♦ ❞✉♠♣ ❛r❡❛ d ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

❆✉①✐❧✐❛r② ❱❛r✐❛❜❧❡

Gj,t✿ ♥✉♠❜❡r ✭✐♥t❡❣❡r✮ ♦❢ ✭t♦♣✴s✉❜✮ str✉❝t✉r❡s ✭t❛s❦ j✮ ❞✐s♠❛♥t❧❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

▼✐♥✐♠✐s❡ ❚♦t❛❧ ❝♦st Zc = Zv + Zb + Zi + Zm + Zl ✭✶✮

✇❤❡r❡

❏❛❝❦✲✉♣ ❱❡ss❡❧ ❝♦st❂Zv =
∑

j∈J

∑

v∈Vj

∑

s∈Sv,j

(Xv,j,s · (ev,j,s + cv,j,s · dv,j,s)) ✭✷✮

❇❛r❣❡✴s❡r✈✐❝❡ ✈❡ss❡❧ ❝♦st ❂ Zb =
∑

p∈P

∑

k∈K

∑

t∈T

(Bp,k,t · bp,k) ✭✸✮

■♥✈❡♥t♦r② ❝♦st ❂ Zi =
∑

p∈P

∑

k∈K

∑

t∈T

(Ip,k,t · ϕp,k + Lp,k,t · ςp,k) ✭✹✮

Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦st ❂ Zm =
∑

p∈P

∑

k∈K

∑

t∈T

(Mp,k,t ·mp,k) ✭✺✮

❖♥✲❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st ❂ Zl =
∑

p∈P d

∑

k∈K

∑

d∈D

∑

t∈T

(Up,k,d,t · γp,k,d) ✭✻✮

❈♦♥str❛✐♥ts

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✼✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❧♦ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣
✈❡ss❡❧✳

∑

j∈J

∑

s∈Sv,j

(Xv,j,s · hv,j,s,t) ≤ 1, ∀v ∈ V, t ∈ T ✭✼✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✽✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ❢♦r
r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛♥s✲
♣♦rt❡❞ ❜② ❜❛r❣❡✴s❡r✈✐❝❡ ✈❡ss❡❧ t♦ t❤❡ ♣♦rts✳

∑

j∈J

∑

s∈Sv,j

(Xv,j,s · hv,j,s,t · αv,j · qt,j) ≥ Gj,t, ∀j ∈ J, t ∈ T ✭✽✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✾✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥② s✉❝❝❡ss♦r t❛s❦ ✭❡✳❣✳ ❞✐s♠❛♥✲
t❧✐♥❣ ❛ s✉❜✲str✉❝t✉r❡✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

Gj,1 = 0, ∀j = 2, . . . , |J | ✭✾✮



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✶✺

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✵✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❥♦❜
(j + 1) ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❥♦❜ j✳

t′−1
∑

t=1

Gj,t ≥
t′
∑

t=1

Gĵ,t, ∀j = 1, . . . , (|J | − 1); ĵ = (j + 1), . . . , |J |; t′ = 2, . . . , |T | ✭✶✵✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✶✮ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t✉r❜✐♥❡s ✭t♦♣✴s✉❜ str✉❝t✉r❡s✮ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✳

∑

t∈T

Gj,t = n, ∀j ∈ J ✭✶✶✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✷✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ ♣♦rts
♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭t♦♣✴s✉❜✮ str✉❝t✉r❡s✳

∑

k∈K

Bp,k,t = Gj,t, ∀j ∈ J, p ∈ Pj , t ∈ T ✭✶✷✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✸✮ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② ❜❛r❣❡✴tr❛♥s❢❡r ✈❡ss❡❧
t♦ t❤❡ ♣♦rt✳

Ip,k,1 = Bp,k,1, ∀p ∈ P, k ∈ K ✭✶✸✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✹✮ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p ❛t ♣♦rt k ❞✉r✐♥❣
♣❡r✐♦❞ t✳

Ip,k,t = Ip,k,t−1 +Bp,k,t −Mp,k,t, ∀p ∈ P, k ∈ K, t = 2, . . . , |T | ✭✶✹✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✺✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t p t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♠✉st
❜❡ ❡q✉❛❧ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤✐s s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣❡r✐♦❞✳

Ip,k,t−1 ≥Mp,k,t, ∀p ∈ P, k ∈ K, t = 2, . . . , |T | ✭✶✺✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✻✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳

Mp,k,1 = 0, ∀p ∈ P, k ∈ K ✭✶✻✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✼✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

t′−1
∑

t=t′−t̂p,k

Mp,k,t ≤ θp,k, ∀p ∈ P, k ∈ K, t
′ = (t̂p,k + 1), . . . , (|T |+ 1) ✭✶✼✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✽✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✈❡♥t♦r② ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ t❤❛t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✳

I ′p,k,t = 0, ∀p ∈ P, k ∈ K, t = 1, . . . , t̂p,k ✭✶✽✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✶✾✮ st❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
p ❛t t❤❡ ♣♦rt ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

Lp,k,t = Lp,k,t−1+Mp,k,t−πp,k
−Yp,k,t, ∀p ∈ P

r, k ∈ K, t = (πp,k+1), . . . , |T | ✭✶✾✮



✶✻ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✵✮ st❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♥♦♥✲r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
p ❛t t❤❡ ♣♦rt ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

Lp,k,t = Lp,k,t−1 +Mp,k,t−πp,k
−

∑

d∈D

Up,k,d,t, ∀p ∈ P
d, k ∈ K, t = (πp,k + 1), . . . , |T |

✭✷✵✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✶✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛♥s♣♦rt❡❞
t♦ ❛ ♣♦rt ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛ ❢r♦♠
t❤✐s ♣♦rt✳

∑

t∈T

Yp,k,t =
∑

t∈T

Bp,k,t, ∀p ∈ P r, k ∈ K ✭✷✶✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✷✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛♥s✲
♣♦rt❡❞ t♦ ❛ ♣♦rt ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉♠♣ ❛r❡❛
❢r♦♠ t❤✐s ♣♦rt✳

∑

d∈D

∑

t∈T

Up,k,d,t =
∑

t∈T

Bp,k,t, ∀p ∈ P d, k ∈ K ✭✷✷✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡❞ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s✲
♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛✳

∑

k∈K

∑

t∈T

Yp,k,t = n, ∀p ∈ P r ✭✷✸✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✹✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♥♦♥✲r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉♠♣✴❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛✳

∑

k∈K

∑

d∈D

∑

t∈T

Up,k,d,t = n, ∀p ∈ P d, k ∈ K ✭✷✹✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✺✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛♥s❢❡rr❡❞
❢r♦♠ ♣♦rt k t♦ r❡❝②❝❧✐♥❣✴❞✉♠♣ ❛r❡❛s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧✳

∑

p∈P r

Yp,k,t +
∑

d∈D

∑

p∈P d

Up,k,d,t <= ψk, ∀k ∈ K, t ∈ T ✭✷✺✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✻✮ ❛♥❞ ✭✷✼✮ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝②❝❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❝②❝❧❛❜❧❡ s✉❜✲
❝♦♠♣♦♥❡♥tsâ⑨➍ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❝❝✉rs ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳

Yp,k,t = 0, ∀p ∈ P r, k ∈ K, t = 1, . . . , πp,k ✭✷✻✮

Up,k,d,t = 0, ∀p ∈ P d, k ∈ K, d ∈ D, t = 1, . . . , πp,k ✭✷✼✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✷✽✮ ❛♥❞ ✭✷✾✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛
❛♥❞ ❡❛❝❤ ❞✉♠♣✴❧❛♥❞ ✜❧❧ ❛r❡❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

∑

p∈P r

∑

t∈T

(Yp,k,t · wp) ≤ ǫk, ∀k ∈ K ✭✷✽✮

∑

k∈K

∑

p∈P r

∑

t∈T

(Up,k,d,t · wp) ≤ εd, ∀d ∈ D ✭✷✾✮



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✶✼

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✸✵✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s ❜✐♥❛r②

Xv,j,s ∈ {0, 1}, ∀v ∈ V, j ∈ J, s ∈ Sv,j ✭✸✵✮

❈♦♥str❛✐♥ts ✭✸✶✮ ✕ ✭✸✸✮ st❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

Gj,t ≥ 0, ✐♥t❡❣❡r, ∀j ∈ J, t ∈ T ✭✸✶✮

Bp,k,t, Ip,k,t, Lp,k,t,Mp,k,t, Yp,k,t ≥ 0, ✐♥t❡❣❡r, ∀p ∈ P, k ∈ K, t ∈ T ✭✸✷✮

Up,k,d,t ≥ 0, ✐♥t❡❣❡r, ∀p ∈ P, k ∈ K, d ∈ D, t ∈ T ✭✸✸✮

✹ ▼❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

❇❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❈P▲❊❳✮ ✜♥❞s
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■▲P ❛s ❈P▲❊❳ t❡r♠✐♥❛t❡s ❜❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜❡✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥
s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✭❜② ✈❛r②✐♥❣ N ✱ |V |✱ βv ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②s✮ ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❜✉t
❈P▲❊❳ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ❤♦✉rs ❞✉❡ t♦ ❜❡✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ %Gap ♣r♦❞✉❝❡❞
✉♥t✐❧ ❈P▲❊❳ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ✸ ❤♦✉rs✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡
✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧t ✭t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡✮ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈P▲❊❳ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡
✭✸ ❤♦✉rs✮ ✐s ♥♦t ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡
▼■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦t ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❚❤❡
r❡♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❜② ✈❛r②✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐❢
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ q✉✐❝❦❧②✳

▼❛t❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❡①❛❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✭▼❛♥✐❡③③♦ ❡t ❛❧✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❝❤✇❡r❞❢❡❣❡r ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ❛♥❞
❘❛❜❛❞✐ ✭✷✵✶✸✮ ✉s❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥
♦✉r st✉❞②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠✲
♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ s♦♠❡ ❜✐♥❛r② ♦r ✐♥t❡❣❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❙❡❛r❝❤ ✭❱◆❙✮ ❛♥❞
❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭❙❆✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✼❛✮ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛✲
t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❇♦t❤ ❱◆❙ ❛♥❞ ❙❆ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✭s❧♦ts✮ ❢♦r ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s t♦ ✐♥st❛❧❧ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞
t✉r❜✐♥❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧✴❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤❡s t♦ ✜t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r st❛❣❡s✳ ❆s t❤❡ ❝❤❛rt❡r✐♥❣
✈❡ss❡❧ ❝♦st ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❝♦st✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦❝✉s❡s ♦♥
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❧♦ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✐♥✈❡♥t♦r② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❝❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❧♦ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
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❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛✐♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ ✭✶✲✸✸✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xv,j,s ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠
❜✐♥❛r② t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ 0 ≤ Xv,j,s ≤ 1✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤❡♥❝❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛
▼✐①❡❞ ■♥t❡❣❡r ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠❡ ✭▼■▲P✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❡❞ ▼■▲P s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭✈✐❛ ❈P▲❊❳✮ ✇✐t❤✐♥ t̂1 s❡❝♦♥❞s✳ %Gap ❛s ❛
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❈P▲❊❳ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ▼■▲P ✐s ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ ✇❤✐❝❤
✐s s❡t t♦ ε1%✳ ▲❡t F̃v,j ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❧♦ts ♦❢ ✈❡ss❡❧ v t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ✇❤❡r❡
Xv,j,s > 0, ∀v ∈ V, j ∈ J, s ∈ Sv,j ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❧♦ts
✐♥ F̃v,j ❛s ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xv,j,s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣
s❧♦t ✐♥ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ s❧♦ts ✐♥ F̃v,j ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❧♦ts ❢♦r ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✳
❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✱ ✇✐t❤ Xv,j,s > 0✱ ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦✱ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭✸✹✮ ❛r❡ ❛❞❞❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿

∑

s∈Sv,j

Xv,j,s ≥ 1, ∀v ∈ V, j ∈ J ✭✸✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▼♦❞❡❧ ✭✶✮✲✭✸✸✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❧♦t
s❡t Sv,j ✇✐t❤ F̃v,j , ∀v ∈ V, j ∈ J ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦
♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛①❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡①❝❡♣t Xv,j,s✮ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❆s ✈❛r✐❛❜❧❡ Xv,j,s

✐s st✐❧❧ ❛ ❜✐♥❛r② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ▼■▲P✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ▼■▲P ✐s t❤❡♥
s♦❧✈❡❞ ❜② ❈P▲❊❳ ✇✐t❤ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t̂2 s❡❝♦♥❞s ♦r t❤❡ %Gap ≤ ε2%✳ ▲❡t
Fv,j(∀v ∈ V, j ∈ J) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❧♦ts ✇✐t❤ Xv,j,s = 1 ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ s❡t Fv,j ✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❧♦t ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s❧♦ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥
❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❤✐r❞ st❛❣❡ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❚❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿

✭❛✮ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t̂1✱ ε1✱ α✱ t̂2✱ ε2✱ β ❛♥❞ t̂3✳
❙t❛❣❡ ✶✿

✭❛✮ ❘❡❧❛① ▼♦❞❡❧ ✭✶✮✲✭✸✸✮ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
Xv,j,s ❢r♦♠ ❜✐♥❛r② t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ 0 ≤ Xv,j,s ≤ 1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❡ss❡❧ ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦✳

✭❜✮ ❙♦❧✈❡ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞
✭❈P▲❊❳✮ ✇✐t❤✐♥ t̂1 s❡❝♦♥❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❞❞ %Gap ❛s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ ❢♦r ❈P▲❊❳ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ▼■▲P ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡t %Gap t♦ ε1%✳

✭❝✮ ▲❡t F̃v,j ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❧♦ts ✇❤❡r❡ Xv,j,s > 0, ∀v ∈ V, j ∈ J, s ∈ Sv,j ✳
❙t❛❣❡ ✷✿

✭❛✮ ❘❡♣❧❛❝❡ s❡t Sv,j ✇✐t❤ F̃v,j ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ✐♥ ▼♦❞❡❧ ✭✶✮✲
✭✸✸✮ s♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❧❛① t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜②
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡①❝❡♣t Xv,j,s✮ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣❡r t♦
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

✭❜✮ ❙♦❧✈❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ▼■▲P s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❈P▲❊❳ ✇✐t❤✐♥ t̂2 s❡❝✲
♦♥❞s✳ ❈P▲❊❳ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❛♣ r❡❛❝❤❡❞ ε2%✳

✭❝✮ ▲❡t ❛rr❛② Fv,j(∀v ∈ V, j ∈ J) ❜❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❧♦ts ✇✐t❤ Xv,j,s = 1 ❛♥❞
❞❡♥♦t❡ Z ❜❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✶✾

❙t❛❣❡ ✸✿

✭❛✮ ❆♣♣❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✶ ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮ ✇✐t❤ Z ❛♥❞ Fv,j

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙t❛❣❡ ✷ ❛s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳
✭❜✮ ■♠♣❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✷ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮ ✇✐t❤ Z ❛♥❞

Fv,j ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙t❛❣❡ ✸❛✮ ❛s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳
❙t❛❣❡ ✹✿

✭❛✮ ❘❡♣❧❛❝❡ s❡t Sv,j ✇✐t❤ Fv,j ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ✐♥ ▼♦❞❡❧ ✭✶✮✲
✭✸✸✮✳

✭❜✮ ❙♦❧✈❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ■▲P s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❈P▲❊❳ ✇✐t❤✐♥ t̂3 s❡❝♦♥❞s
✇✐t❤ Z ❜❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ Xv,j,s✱ Gj,t✱ Bp,k,t✱ Ip,k,t✱ Lp,k,t✱ Mp,k,t✱ Yp,k,t ❛♥❞
Up,k,d,t✳

■♥ ❙t❛❣❡ ✸✱ t✇♦ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉♠✲
❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❧♦ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ ❛r❡ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠❧② ❛❞❞❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ (Fv,j) ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts (Λv,j)✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ❛♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ s❡❡❦s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❧♦t t♦ r❡♣❧❛❝❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥
(Fv,j)✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❙t❛❣❡ ✹ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ■▲P ♠♦❞❡❧ ✭✶✮✲✭✸✸✮ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣
s❡t Sv,j ✇✐t❤ Fv,j(∀v ∈ V, j ∈ J) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞
■▲P ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P▲❊❳✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t̂3 s❡❝♦♥❞s✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ t❤✐s st❛❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t r❡❧❛①❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤✐s st❛❣❡ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ s❧♦ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤✐s st❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s Xv,j,s✱ Gj,t✱ Bp,k,t✱
Ip,k,t✱ Lp,k,t✱ Mp,k,t✱ Yp,k,t ❛♥❞ Up,k,d,t✳

▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✶

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✴s❧♦ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (Fv,j) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙t❛❣❡ ✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ st❡♣s ♦❢ ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✶ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❞❛② ✭♣❡r✐♦❞✮ ❢♦r
❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ (t̃j , ∀j ∈ J) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ▲❡t Λ̃v,j ❜❡ ❛
s❡t ♦❢ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts ❢♦r ✈❡ss❡❧ v ∈ Vj t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j ∈ J ✳ ❙❡t Λ̃v,j ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧②
♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ (Fv,j) ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙t❡♣ ✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✶

■♥♣✉t✿ Z ❛♥❞ Fv,j ✳
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❉❡✜♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t̂4 ❛♥❞ ε3✳
▼❛✐♥ ❙t❡♣✿

✶✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣❡r✐♦❞ t♦ st❛rt ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❛s❦ j(t̃j , ∀j ∈ J) ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t
s♦❧✉t✐♦♥ (Fv,j)✳

✷✳ ❙❡t Λ̃v,j = Fv,j ✳
✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ j ∈ J ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿



✷✵ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

✭❛✮ ❙❡t n̂ = 0✳
✭❜✮ ❲❤✐❧❡ n̂ < n ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✿

✐✳ P✐❝❦ r❛♥❞♦♠❧② ✈❡ss❡❧ v̂ ❛♥❞ ✐ts s❧♦t ŝ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦ j✳
✐✐✳ ■❢ (uv̂,j,ŝ < t̃j) ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❙t❡♣ ✸✭❜✮✐✳
✐✐✐✳ ■♥❝❧✉❞❡ s❧♦t ŝ ♦❢ ✈❡ss❡❧ v̂ ✐♥ s❡t Λ̃v,j ✳
✐✈✳ ❯♣❞❛t❡ n̂ = n̂+ ηv̂,j,ŝ
✈✳ ■❢ (uv̂,j,ŝ < t̃j)✱ s❡t t̃j = uv̂,j,ŝ✳

✹✳ ❘❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼♦❞❡❧ ✶✲✸✸✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ s❡t Sv,j ✇✐t❤ Λ̃v,j , ∀v ∈ V, j ∈ J ✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❧❛① t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❡①❝❡♣t Xv,j,s✮ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭▼■▲P✮✳

✺✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ▼■▲P ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P▲❊❳✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ %Gap r❡❛❝❤❡❞ ε3%✳
▲❡t F̂v,j(∀v ∈ V, j ∈ J) ❜❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❧♦ts ❛♥❞ ẑ ❜❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✈❛❧✉❡✳

✻✳ ■❢ ẑ < Z✱ ✉♣❞❛t❡ Z = ẑ ❛♥❞ Fv,j = F̂v,j ✳
✼✳ ■❢ ❈P❯ t✐♠❡ < t̂4 ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❙t❡♣ ✶
✽✳ ❘❡t✉r♥ Z ❛♥❞ Fv,j ✳

■♥ ❙t❡♣ ✸✱ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ s❧♦ts ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞
✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ (Λ̃v,j)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡❧❡❝t❡❞ s❧♦ts t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s❧♦ts ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♠♦✈❡ n str✉❝t✉r❡s✴t✉r❜✐♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥
❝❤♦♦s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❛ s❧♦t ✭❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧✮ ❢♦r ❛ s✉❜✲
str✉❝t✉r❡ t❛s❦✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❧♦t ♠✉st st❛rt ❛❢t❡r t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣
t❤❡ t♦♣✲str✉❝t✉r❡ (uv̂,j,ŝ < t̃j)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤✐s s❧♦t ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛s ❤✐r✐♥❣ ❛ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ t❛s❦ ✇✐t❤ ♥♦ t♦♣✲str✉❝t✉r❡
❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ✐s ❛ ✇❛st❡✳

▼♦❞❡❧ ✭✶✮✲✭✸✸✮ ✐s t❤❡♥ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts (Λ̃v,j) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ s❧♦ts (Sv,j)✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡❧❛① t❤❡ ♠♦❞❡❧
❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡①❝❡♣t Xv,j,s✮ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣❡r t♦
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ▼■▲P✮✳ ❚❤❡ ▼■▲P ✐s t❤❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞
✭❈P▲❊❳✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ %Gap r❡❛❝❤❡❞ ε3%✳ ■❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ r❡❛❝❤❡❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t✐♠❡ (t̂4)✳ ❚❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥
✭s❧♦ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❛tt❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡♥ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✷

▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✷ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥
st❡♣s ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ s❧♦ts ✐♥
t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ (Fv,j) ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❜②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s❧♦t (ηv,j,s)✳ ❚❤❡s❡ ♦r❞❡r❡❞
s❧♦ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛rr❛② S′

j ✳ ❆♥ ❛rr❛② V ′

j ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✈❡ss❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ ❢♦r ❛ s❧♦t ✐♥ s❡t S′

j ✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s❧♦t s′ ∈ S′

j ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✈❡ss❡❧ v′ ∈ V ′

j ✇✐t❤ s′ = v′✳
❙t❡♣ ✷ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ s❡❡❦s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❧♦ts t♦ ❜❡ s✇❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ s❧♦ts ✐♥ t❤❡

✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s (Fv,j) ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦✳ ❚❤❡ s❧♦ts ✐♥ Fv,j t♦



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✷✶

❜❡ s✇❛♣♣❡❞ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s❡t Ω(Ω ⊆ S′

j) ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❡t Ω ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙t❡♣s ✷❛✲✷❝ ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ s❡t Ω✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ t♦♣✲❜♦tt♦♠ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ t❛s❦✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❤♦s❡♥ s❧♦t s ∈ Sv,j(s /∈ Fv,j)
✐s s✇❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ s❧♦t ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ |Ω| = 1✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st
❧❡✈❡❧✱ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❤♦s❡♥ s❧♦t r❡♣❧❛❝❡s |S′

j | s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ✐t
✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■t st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡s❝❡♥❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡
t❤❡ s✇❛♣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t st❛rts ✐♥s❡rt✐♥❣
s❧♦t s ∈ Sv,j(s /∈ Fv,j) ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ (F ′

v,j) ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ s❧♦t
✭❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s❡t Ω✮ ❢r♦♠ F ′

v,j ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Ω = {s1}✮✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭✇✐t❤ ♥♦
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✮ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❞❞s ❛♥♦t❤❡r s❧♦t Ω = {s1, s2} t♦ ❜❡ s✇❛♣♣❡❞
✇✐t❤ s❧♦t s✳ ■❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ F ′

v,j ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s❡t Ω ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② {s2} ✐♥st❡❛❞
♦❢ {s1, s2, s3}✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✇❛♣♣✐♥❣ ♦❢ s❧♦ts ❛r❡
❡①♣❧♦r❡❞ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t̂5 s❡❝♦♥❞s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✷

■♥♣✉t✿ Z ❛♥❞ Fv,j ✳
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❉❡✜♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t̂5✳
▼❛✐♥ ❙t❡♣✿

✶✳ ▲❡t ❛rr❛② S′

j(j ∈ J) ❛s ❛ s❡t ♦❢ s❧♦ts ✐♥ Fv,j ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str✉❝t✉r❡s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ s❧♦ts ✭❢♦r t❛s❦ j✮✳ ❉❡♥♦t❡ ❛rr❛② V ′

j (j ∈ J) ❜❡ ❛ s❡t
♦❢ ✈❡ss❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❛s❦ j ❢♦r s❧♦ts ✐♥ S′

j ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s❧♦t s′ ∈ S′

j

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✈❡ss❡❧ v′ ∈ V ′

j ✇✐t❤ s′ = v′✳
✷✳ ❲❤✐❧❡ ❈P❯ t✐♠❡ < t̂5 ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡ss❡❧ v ∈ V ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❋♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ j ∈ J ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❋♦r ❡❛❝❤ s❧♦t s ∈ Sv,j(s /∈ Fv,j) ❞♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
❛✳ ❙❡t F ′

v,j ← Fv,j ✳
❜✳ ■♥s❡rt s❧♦t s ✐♥t♦ F ′

v,j ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s❧♦ts (Ω) ❢r♦♠ F ′

v,j

✇❤❡r❡ Ω ⊆ S′

j

❝✳ ■❢ s♦❧✉t✐♦♥ F ′

v,j ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ N str✉❝t✉r❡s ✭t✉r❜✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st
♦❢ s❧♦t s ❧❡ss t❤❛♥ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ s❧♦ts ✐♥ s❡t Ω ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❧♦ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡ss❡❧ ✐♥ s❡t F ′

v,j t❤❡♥ ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❡♣s✿

✐✳ ❙♦❧✈❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮✲✭✸✸✮ ✇✐t❤ ✜①❡❞ s❧♦ts (F ′

v,j) ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮

✐✐✳ ▲❡t z′ ❜❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
✐✐✐✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ z′ < Z t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡

Z = z′ ❛♥❞ Fv,j ← F ′

v,j ❛♥❞ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❙t❡♣ ✶✳
❊♥❞ ❋♦r s

❊♥❞ ❋♦r j
❊♥❞ ❋♦r v

✸✳ ❘❡t✉r♥ Z ❛♥❞ Fv,j ✳

❲❤❡♥ s❧♦t s ✐s s✇❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ s❧♦ts ✭❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Ω✮✱ t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ (F̂v,j)
♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♠♦✈❡ n s✉❜str✉❝t✉r❡s✴t✉r❜✐♥❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡
s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ s❧♦t s ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st



✷✷ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

❋✐❣✳ ✺ ❆ s❡t ♦❢ s❧♦ts ✐♥ ✐♥❝✉♠❜❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ (Ω) t♦ ❜❡ s✇❛♣♣❡❞

♦❢ s❧♦ts (Ω) t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭✶✮✲
✭✸✸✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡✈✐s✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✇
s♦❧✉t✐♦♥ (F̂v,j) ♠✉st ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✭✜①❡❞✮ s♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xv,j,s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Xv,j,s ✐s s❡t t♦ ✶ ✐❢ s❧♦t s ❡①✐sts ✐♥ s❡t (F̂v,j)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ Xv,j,s ✐s
s❡t t♦ ✵✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ ❜② ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P▲❊❳✮✳ ■♥ t❤✐s ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✱ ✜rst
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❧♦t
❛♥❞ s❧♦ts ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❧♦ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❝❝✉rs ✇❤❡r❡ ✐t ✇✐❧❧ ❣♦
❜❛❝❦ ❛❣❛✐♥ t♦ ❙t❡♣ ✶✳

✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞②

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰ ✳◆❡t ✷✵✶✷ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡
■❇▼ ■▲❖● ❈P▲❊❳ ✈❡rs✐♦♥ ✶✷✳✻ ❈♦♥❝❡rt ▲✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ P❈ ✇✐t❤
❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺ ❈P❯ ❅ ✸✳✷✵●❍③ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✽✳✵✵ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❲✐♥❞♦✇s
✼✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡st ●❛❜❜❛r❞ ✭❯❑✮ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡ t♦ ❛ss❡ss
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s t❤❛t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳❚❤r❡❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞

■❇▼ ■▲❖● ❈P▲❊❳ ✈❡rs✐♦♥ ✶✷✳✻ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐s✲
s✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✶✲✸✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✭❈P❯✮ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P▲❊❳✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤r❡❡ ❤♦✉rs ❛s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜② t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✳ ❇② ❧✐♠✐t✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥ ❈P▲❊❳✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭LB✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
✭UB✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳

✕ ✷✲st❛❣❡ ❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ✉s❡s ❈P▲❊❳ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✷✸

✐✳ ❯s❡ ❈P▲❊❳ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✶✲
✸✸✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✭❡✳❣✳ ✸ ♦r ✷✹ ❤♦✉rs✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧
✐♥t❡❣❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①❝❡♣t Xv,j,s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦✇ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ▼✐①❡❞ ■♥t❡❣❡r ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▼■▲P✮
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ■▲P ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✳

✐✐✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭s✉❜✲✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣❡r
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s st❛❣❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✲✸✸ ✐s ♦♣t✐♠❛❧❧②
s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❈P▲❊❳ ❜② ✜①✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xv,j,s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✱ Xv,j,s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
♦t❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥t❡❣❡r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡ ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✕ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝

■♥ t❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t̂1 =
t̂2 = t̂4 = t̂5 = 8 · n2.25 s❡❝♦♥❞s✱ ε1 = 5%✱ ε2 = 1%✱ ε3 = 0.5% ❛♥❞ t̂3 = 50
s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s t̂3 ✭t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡✮ ✐s s❡t t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡ ❛s ✐♥ t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P▲❊❳✮ ♦♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞②✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② %Gap ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ Z ✈❛❧✉❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭LB✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✳ %Gap ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Gap(%) =
Zm − LB

LB
× 100 ✭✸✺✮

✇❤❡r❡ Zm r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞
✭UB✮✱ ✷✲❙t❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

✺✳✶ ❉❛t❛

❚❤❡ ❲❡st ●❛❜❜❛r❞ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❙❡❛ ♦✛ t❤❡ ❊❛st ❝♦❛st ♦❢
t❤❡ ❯❑✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st✐♥❣ ✇✐♥❞
❢❛r♠s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✷✵✲✷✺ ②❡❛rsâ⑨➍ t✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦rts✱ ❛♥❞ ❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇❤❡r❡❛s
❚❛❜❧❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❆ ❞❛t❛s❡t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❜② ✈❛r②✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✜rst ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❞❡❧❛②s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✭✐✮ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ♦r ✭✐✐✮ t✇♦ ❞❛②s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s (|V |) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐r❡❞ ❢♦r ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✐s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✺ t♦ ✼✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥❛❝❦
✈❡ss❡❧ (βv) t♦ ✼ ❛♥❞ ✶✹ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞❛②s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✈❛r② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜✐♥❡s ✭n✮
t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✶✶✵ t♦ ✶✻✵ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✶✵✳ ❚❤❡ t✉r❜✐♥❡
r❛♥❣❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✉rr❡♥t❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦



✷✹ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

❋✐❣✳ ✻ ❚❤❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡✱ ♣♦rts✱ ❛♥❞ ❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛s ✭s♦✉r❝❡✿ ●♦♦❣❧❡ ▼❛♣s✮

❚❛❜❧❡ ✶ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✱ ♣♦rts✱ ❛♥❞ ❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛s

▲♦❝❛t✐♦♥ ▲❛t✐t✉❞❡ ▲♦♥❣✐t✉❞❡

❲✐♥❞ ❋❛r♠ ❙✐t❡

❲❡st ●❛❜❜❛r❞ s✐t❡ ✺✶✳✾✽ ✷✳✵✽

▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ P♦rts

❖♦st❡♥❞❡ ✭P♦rt ✶✮ ✺✶✳✷✸✸✸ ✷✳✾✶✻✻✼

❆❜❧❡ ❯❑ ✭P♦rt ✷✮ ✺✸✳✻✺ ✲✵✳✷✹

❍✉❧❧ ✭P♦rt ✸✮ ✺✸✳✼✹ ✲✵✳✷✾

❍❛r✇✐❝❤ ✭P♦rt ✹✮ ✺✶✳✾✺ ✶✳✷✽✸✸✸

●r❡❛t ❨❛r♠♦✉t❤ ✭P♦rt ✺✮ ✺✷✳✻✶✻✼ ✶✳✼✸✸✸✸

▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛s

●❛❧❧②♠♦♦r ▲❛♥❞✜❧❧ ❙✐t❡ ✭❉✉♠♣ ✶✮ ✺✸✳✽✹✽✻✻✾ ✲✵✳✼✷✺✶✺✻

❲✐♥t❡rt♦♥ ▲❛♥❞✜❧❧ ❙✐t❡ ✭❉✉♠♣ ✷✮ ✺✸✳✻✹✷✶✼✹ ✲✵✳✻✷✻✹✻✶

■♠♠✐♥❣❤❛♠ ▲❛♥❞✜❧❧ ❙✐t❡ ✭❉✉♠♣ ✸✮ ✺✸✳✻✶✾✵✾ ✲✵✳✶✼✼✶✽✺

❉✐s♣✐t ▲t❞ ✭❉✉♠♣ ✹✮ ✺✸✳✼✻✻✾✻✸ ✲✵✳✹✻✷✾✾✽

❆❧❞❡❜② ▲❛♥❞✜❧❧ ❙✐t❡ ✭❉✉♠♣ ✺✮ ✺✷✳✹✼✻✺✷✶ ✶✳✻✷✾✾✻✹

❘❡♠♦ ▼✐❧✐❡✉❜❡❤❡❡r ✭❉✉♠♣ ✻✮ ✺✶✳✵✺✼✼✸✽ ✺✳✸✹✽✷✾✷

♥❡❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✷✵✲✷✺ ②❡❛rs t✐♠❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❛②s
✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡s ✐s
s❡t t♦ n ❞❛②s✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r n = 160✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ |T | ≥ 158✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✉r❜✐♥❡ ❝❛♥
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❞❛②✳



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✷✺

❆❧❧ ♣♦rts ❤❛✈❡ ❛ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛r❡❛ ✇✐❧❧ ❜❡
❛t t❤❡ ♣♦rt✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t✇♦ t❛s❦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t♦♣✲ ❛♥❞ s✉❜✲
str✉❝t✉r❡ r❡♠♦✈❛❧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❚❛s❦ ✶ ❛♥❞ ❚❛s❦ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❞❛t❛ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡ss❡❧s✱ t❤❡ ♣♦rts ❛♥❞ ❞✉♠♣✴❧❛♥❞✜❧❧ ❛r❡❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡
✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❛❜❧❡s ✺ ❛♥❞
✻ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ✇❤✐❝❤
✐s r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②❀
♥❛♠❡❧② t♦✇❡r✱ ♥❛❝❡❧❧❡✱ ❜❧❛❞❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✱ t❤❡ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❛t❛
r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣♦rts s✉❝❤ ❛s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❝♦st ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐♥✈❡♥t♦r②
❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥✳

❚❛❜❧❡ ✷ ❚❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②

❱❡ss❡❧
αv,j fv,j ✭➾✮ cv,j ✭➾✮

❚❛s❦ ✶ ❚❛s❦ ✷ ❚❛s❦ ✶ ❚❛s❦ ✷ ❚❛s❦ ✶ ❚❛s❦ ✷

✈❡s ✶ ✸ ✷ ✷✱✵✵✵ ✷✱✵✵✵ ✽✵✱✵✵✵ ✽✵✱✵✵✵

✈❡s ✷ ✹ ✷ ✷✱✺✵✵ ✷✱✺✵✵ ✶✵✵✱✵✵✵ ✾✵✱✵✵✵

✈❡s ✸ ✹ ✸ ✸✱✵✵✵ ✸✱✵✵✵ ✶✵✵✱✵✵✵ ✶✵✵✱✵✵✵

✈❡s ✹ ✺ ✸ ✸✱✺✵✵ ✸✱✺✵✵ ✶✶✵✱✵✵✵ ✶✵✵✱✵✵✵

✈❡s ✺ ✺ ✹ ✹✱✵✵✵ ✹✱✵✵✵ ✶✶✵✱✵✵✵ ✶✶✵✱✵✵✵

✈❡s ✻ ✸ ✷ ✷✱✵✵✵ ✷✱✵✵✵ ✽✵✱✵✵✵ ✽✵✱✵✵✵

✈❡s ✼ ✹ ✸ ✸✱✵✵✵ ✸✱✵✵✵ ✶✵✵✱✵✵✵ ✶✵✵✱✵✵✵

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ t✇♦ ❞❛②s ♣❧❛♥♥✐♥❣
❞❡❧❛② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✲✻✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ t✇♦ ❞❛②s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ t❤❡ ❝♦st ❞❛t❛ ✭❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s✱
♣♦rts✱ ❡t❝✳✮ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❲✐t❤ ❛ t✇♦✲❞❛②
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❧♦ts ♦❢ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ t✇♦ ❞❛②s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐s s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✳

❚❛❜❧❡ ✸ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣♦rts ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②

P♦rt ✶ P♦rt ✷ P♦rt ✸ P♦rt ✹ P♦rt ✺

ψk ✾ ✽ ✼ ✻ ✺

❉✐st❛♥❝❡ t♦ s✐t❡ ✭❦♠✮ ✶✵✹ ✷✻✽ ✷✼✻ ✺✺ ✼✶

❘❡❝②❝❧✐♥❣ ❈❛♣❛❝✐t② ✭t♦♥s✮ ✷✷✱✵✵✵ ✶✷✱✵✵✵ ✶✼✱✵✵✵ ✶✷✱✵✵✵ ✷✼✱✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✹ ❚❤❡ ❞✉♠♣✴❧❛♥❞✜❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②

❉✉♠♣ ✶ ❉✉♠♣ ✷ ❉✉♠♣ ✸ ❉✉♠♣ ✹ ❉✉♠♣ ✺ ❉✉♠♣ ✻

❘❡❝②❝❧✐♥❣ ❈❛♣❛❝✐t② ✭t♦♥s✮ ✺✱✵✵✵ ✻✱✵✵✵ ✹✱✺✵✵ ✻✱✵✵✵ ✹✱✵✵✵ ✸✱✵✵✵



✷✻ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

❚❛❜❧❡ ✺ ❙✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②

❙✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❚❛s❦ ❘❡❝②❝❧❡✲❛❜❧❡ ❇❛r❣❡ ❝♦st ✭➾✴❦♠✮ ❲❡✐❣❤t ✭t♦♥✮

❚♦✇❡r ✶ ❨❡s ✷✵✵ ✷✵✵

◆❛❝❡❧❧❡ ✶ ◆♦ ✶✺✵ ✽✽

❇❧❛❞❡ ✶ ◆♦ ✶✽✵ ✺✵

❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✷ ❨❡s ✸✵✵ ✸✵✵

❚❛❜❧❡ ✻ ❙✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❛t❛ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♣♦rts ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②

❚♦✇❡r ◆❛❝❡❧❧❡

πp,k θp,k mp,k✭➾✮ ϕp,k✭➾✮ ςp,k✭➾✮ πp,k θp,k mp,k✭➾✮ ϕp,k✭➾✮ ςp,k✭➾✮

P♦rt ✶ ✷ ✹ ✶✵✱✵✵✵ ✶✱✵✵✵ ✺✵✵ ✶ ✸ ✽✱✵✵✵ ✼✺✵ ✹✵✵

P♦rt ✷ ✸ ✷ ✶✵✱✵✵✵ ✶✱✶✵✵ ✺✵✵ ✷ ✸ ✾✱✵✵✵ ✽✵✵ ✺✵✵

P♦rt ✸ ✸ ✶ ✶✶✱✵✵✵ ✶✱✶✵✵ ✻✵✵ ✷ ✶ ✾✱✵✵✵ ✽✵✵ ✻✵✵

P♦rt ✹ ✹ ✶ ✶✶✱✵✵✵ ✶✱✷✵✵ ✼✵✵ ✸ ✶ ✶✵✱✵✵✵ ✾✵✵ ✻✵✵

P♦rt ✺ ✹ ✶ ✶✷✱✵✵✵ ✶✱✷✵✵ ✼✵✵ ✸ ✶ ✶✵✱✵✵✵ ✾✵✵ ✻✵✵

❚♦✇❡r ◆❛❝❡❧❧❡

πp,k θp,k mp,k✭➾✮ ϕp,k✭➾✮ ςp,k✭➾✮ πp,k θp,k mp,k✭➾✮ ϕp,k✭➾✮ ςp,k✭➾✮

P♦rt ✶ ✶ ✻ ✶✵✱✵✵✵ ✶✱✶✵✵ ✻✵✵ ✸ ✺ ✶✺✱✵✵✵ ✶✱✵✵✵ ✺✵✵

P♦rt ✷ ✶ ✺ ✶✷✱✵✵✵ ✶✱✶✵✵ ✼✵✵ ✸ ✹ ✶✻✱✵✵✵ ✶✱✶✵✵ ✻✵✵

P♦rt ✸ ✷ ✹ ✶✶✱✵✵✵ ✶✱✷✵✵ ✼✵✵ ✹ ✸ ✶✺✱✵✵✵ ✶✱✸✵✵ ✼✵✵

P♦rt ✹ ✸ ✹ ✶✷✱✵✵✵ ✶✱✸✵✵ ✼✺✵ ✺ ✷ ✶✻✱✵✵✵ ✶✱✺✵✵ ✼✵✵

P♦rt ✺ ✹ ✷ ✶✸✱✵✵✵ ✶✱✸✵✵ ✽✵✵ ✺ ✶ ✶✼✱✵✵✵ ✶✱✼✵✵ ✼✺✵

✺✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✼ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✇✐t❤ n = 110 ✇❤❡♥ |V | = 6✱ P❉❂✵✱ ❛♥❞ βv = 7 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡ ✷✲st❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤♦s❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ ❢❡❛✲
s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦✱
t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❜❛r❣❡ ✈❡ss❡❧s✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ ♣♦rts✱ ❡t❝✳
❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
❧♦✇❡st ❝♦st✳ ■♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ t✇♦ ✈❡ss❡❧s ✭❱✶ ❛♥❞ ❱✺✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ t♦♣
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤♦s❡ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❝❤❛rt❡r❡❞ ❢♦r ✸✷ ❞❛②s ✐♥ t♦t❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
t♦♣✲str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭✶✶✵✮✳ ❋♦r r❡✲
♠♦✈✐♥❣ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✱ ❱❡ss❡❧ ❱✺ ✐s r❡♥t❡❞ ❢♦r ✷✽ ❞❛②s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s♠❛♥t❧❡
✶✶✷ s✉❜✲str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✸✼✱✷✶✷ ♣♦ss✐❜❧❡ s❧♦ts t♦ s❡❧❡❝t r❡♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ ✸✼✱✷✶✷ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙t❛❣❡ ✶ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠
✶✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✹✽ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❧♦ts ♦♥❧②✳ ■♥ ❙t❛❣❡ ✷ ♦❢ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✶✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✾ s❧♦ts✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤❡s ✭❙t❛❣❡ ✸ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✉♥❞❡r ✷✵ s❧♦ts✳

❚❛❜❧❡s ✽✱ ✾ ❛♥❞ ✶✵ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r |V | ❂ ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❈P❯ t✐♠❡ ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✷✲st❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡
❣✐✈❡♥✳ ❊❛❝❤ t❛❜❧❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ✷✹ ✐♥st❛♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②s
✭P❉✮✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡ ♣❡r✐♦❞s (βv) ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜✐♥❡s (n) t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P▲❊❳✮ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✭UB ❛♥❞ LB✮ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ✸ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ✷✲



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✷✼

❚❛❜❧❡ ✼ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❥❛❝❦✲✉♣ ✈❡ss❡❧s ❢♦r n = 110 ✇✐t❤ |V | = 6✱ P❉❂✵✱ ❛♥❞ βv = 7

❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞ ✷✲❙t❛❣❡ ❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞ ▼❛t❤❡✉r✐st✐❝

❱❡ss✳
❚♦♣✴❙✉❜ ❙t❛rt ◆♦✳

❱❡ss✳
❚♦♣✴❙✉❜ ❙t❛rt ◆♦✳

❱❡ss✳
❚♦♣✴❙✉❜ ❙t❛rt ◆♦✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❉❛② ❉❛②s ❙tr✉❝t✉r❡ ❉❛② ❉❛②s ❙tr✉❝t✉r❡ ❉❛② ❉❛②s

❱✶ ❚♦♣ ✸✸ ✼ ❱✶ ❚♦♣ ✹✼ ✼ ❱✶ ❚♦♣ ✷✺ ✼

❱✶ ❚♦♣ ✹✼ ✼ ❱✶ ❚♦♣ ✼✽ ✼ ❱✶ ❚♦♣ ✹✼ ✶✶

❱✶ ❚♦♣ ✻✾ ✼ ❱✹ ❚♦♣ ✶ ✼ ❱✶ ❚♦♣ ✼✻ ✼

❱✶ ❚♦♣ ✾✻ ✼ ❱✹ ❚♦♣ ✶✽ ✼ ❱✺ ❚♦♣ ✶ ✼

❱✺ ❙✉❜ ✷✷ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✸ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✾ ✼

❱✺ ❙✉❜ ✹✼ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✹✷ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✸✹ ✼

❱✺ ❙✉❜ ✻✽ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✻✼ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✺✾ ✼

❱✺ ❙✉❜ ✾✽ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✽✽ ✼ ❱✺ ❙✉❜ ✼✽ ✼

❱✻ ❚♦♣ ✶ ✼ ◆♦✳ ❞❛②s ❢♦r ❚♦♣ ✭✶✶✷✮✯ ✷✽ ◆♦✳ ❞❛②s ❢♦r ❚♦♣ ✭✶✶✵✮✯ ✸✷

❱✻ ❚♦♣ ✷✵ ✼ ◆♦✳ ❞❛②s ❢♦r ❙✉❜ ✭✶✶✷✮✯ ✷✽ ◆♦✳ ❞❛②s ❢♦r ❙✉❜ ✭✶✶✷✮✯ ✷✽

◆♦✳ ❞❛②s ❢♦r ❚♦♣ ✭✶✷✻✮✯ ✹✷

◆♦✳ ❞❛②s ❢♦r ❙✉❜ ✭✶✶✷✮✯ ✷✽
✯✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦♣✴s✉❜ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡ss❡❧s

st❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ t❤❡
✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ▼■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✸ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
✜①✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xv,j,s ✐s ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts %Gap ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ✺ t✐♠❡s✱
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧t (%Gapavg) ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ (%Gapbest) ❛r❡
❣✐✈❡♥✳ ❇♦❧❞❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❛❜❧❡s ✽✕✶✵ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ r✉♥s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r
t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❧❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❜❡tt❡r %Gaps✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ♦♥
❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝s ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ❛ ❣❛♣ ♦❢ ✼✳✾✵✶✾✪✱ ✼✳✻✷✷✶✪ ❛♥❞ ✼✳✺✾✸✸✪
✇❤❡r❡❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ✽✳✷✽✹✼✪✱ ✽✳✵✵✸✸✪ ❛♥❞ ✼✳✽✵✹✽✪
❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ |V | ❂ ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st
r❡s✉❧ts ✐s ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥❡s✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✸ ❤♦✉rs ✇❤❡r❡ ❈P▲❊❳
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣❛♣ ♦❢ ✶✵✳✶✼✹✻✪✱ ✾✳✾✹✾✺✪ ❛♥❞ ✶✵✳✶✹✶✷✪ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤
|V | ❂ ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞
♣r♦❞✉❝❡s ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ %Gap ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❞❛②s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡
t❤❛♥ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ %Gap ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ t✇♦
❞❛②s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭❛t ❛r♦✉♥❞ ✽✳✾✺✪✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❞❡❧❛② ✭❛t ❛r♦✉♥❞ ✻✳✹✺✪✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤✐r❡
♣❡r✐♦❞s (βv) ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t
t❤❡ %Gap ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♠✉❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ n ❛♥❞ |T |✳
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❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✸✶

❲❡ ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s
✭✐✳❡✳ |V | = 6 ✇✐t❤ P❉❂✵ ❛♥❞ β❂✶✹❀ |V | = 7 ✇✐t❤ P❉❂✵ ❛♥❞ β❂✼✮✳ ❚❤❡ ✷✲st❛❣❡
❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ✐♥
t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ ▼■▲P ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✷✹ ❤♦✉rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✸ ❤♦✉rs✳ ❋♦r
❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✷✲st❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♠✐♥♦r r❡✈✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❙t❛❣❡s
✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ▼■▲P ❛♥❞ ■▲P ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②
s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦✉r t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♦♥❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r✉♥ ✉♣ t♦ ✷✹ ❤♦✉rs ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r②
✐ss✉❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ %Gap ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ (LB) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ r✉♥ ✇✐t❤✐♥ ✸
❤♦✉rs ✭❚❛❜❧❡s ✽✕✶✵✮✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱ ❚❛❜❧❡ ✶✶ ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ②✐❡❧❞s ❛ ❜❡tt❡r ❛✈❡r❛❣❡ %Gap t❤❛♥ t❤❡ ✷✲st❛❣❡
❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ %Gap ♦❢ ✽✳✹✺✽✹✪
❢♦r t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✷✲st❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ✽✳✼✵✵✹✪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ ✷✲st❛❣❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
|V | = 7✱ P❉❂✵ ❛♥❞ β❂✼ ✇❤❡♥ n = 110 ❛♥❞ 140✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✷✲st❛❣❡ ❡①❛❝t
♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✶ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡

■♥st❛♥❝❡ N = |T |

✷✲st❛❣❡ ❊①❛❝t ▼❡t❤♦❞
▼❛t❤❡✉r✐st✐❝

Z ❇❡st ✭❈P❯ ❂ ✷✹ ❤♦✉rs✮

❑♥♦✇♥ %Gap %Gap
%Gapbest %Gapavg

❈P❯

▼■▲P ■▲P ❚✐♠❡ ✭s✮

✶✶✵ ✷✺✱✶✹✻✱✼✻✸ ✶✵✳✻✷✽✹ ✶✵✳✻✹✸✾ ✶✵✳✷✺✼✺ ✶✵✳✹✹✽✼ ✷✱✽✾✶

|V | = 6 ✶✷✵ ✷✼✱✾✸✺✱✸✵✷ ✾✳✻✵✶✺ ✾✳✻✵✺✼ ✾✳✺✽✸✻ ✶✵✳✷✸✸✶ ✸✱✼✵✾

P❉❂✵ ✶✸✵ ✸✵✱✾✸✵✱✹✷✺ ✶✵✳✸✷✷✻ ✶✵✳✸✷✾✻ ✾✳✻✼✺✺ ✶✵✳✶✶✸✻ ✹✱✼✵✺

β❂✶✹ ✶✹✵ ✸✸✱✾✶✶✱✺✸✽ ✾✳✹✽✽✻ ✾✳✺✵✵✹ ✾✳✹✷✵✻ ✾✳✹✹✶✻ ✻✱✸✸✺

✶✺✵ ✸✼✱✵✹✾✱✶✵✹ ✶✵✳✸✷✹✸ ✶✵✳✸✸✻✵ ✾✳✻✹✵✻ ✾✳✻✽✽✹ ✼✱✶✼✼

✶✶✵ ✷✹✱✸✶✾✱✼✶✾ ✼✳✺✷✽✼ ✼✳✺✹✵✵ ✼✳✽✼✷✹ ✽✳✶✵✹✵ ✸✱✹✼✷

|V | = 7 ✶✷✵ ✷✼✱✶✶✼✱✻✺✹ ✼✳✽✵✹✹ ✼✳✽✷✺✻ ✼✳✵✷✷✽ ✼✳✸✵✽✾ ✻✱✽✸✼

P❉❂✵ ✶✸✵ ✸✵✱✵✸✶✱✼✸✸ ✼✳✹✼✵✶ ✼✳✹✽✽✶ ✻✳✽✾✶✶ ✼✳✶✻✾✾ ✻✱✾✺✸

β❂✼ ✶✹✵ ✸✷✱✽✺✺✱✼✼✼ ✻✳✻✹✻✹ ✻✳✻✺✷✼ ✼✳✶✺✻✺ ✼✳✷✷✼✹ ✶✸✱✶✾✵

✶✺✵ ✸✻✱✵✵✸✱✵✸✼ ✼✳✵✼✸✵ ✼✳✵✽✷✹ ✼✳✵✻✸✾ ✼✳✶✹✾✵ ✷✻✱✹✽✶

❆✈❡r❛❣❡ ✽✳✼✵✵✹ ✽✳✹✺✽✹ ✽✳✻✽✽✺ ✽✱✶✼✺

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢
❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ■▲P ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❥❛❝❦✲✉♣



✸✷ ❈❤❛♥❞r❛ ❆❞❡ ■r❛✇❛♥ ❡t ❛❧✳

✈❡ss❡❧ ❝♦st✱ ❜❛r❣❡ ✈❡ss❡❧ ❝♦st✱ ✐♥✈❡♥t♦r② ❝♦st✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ ♦♥✲❧❛♥❞ tr❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st ✇❤✐❧st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
✈❡ss❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❆ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✭✉s✐♥❣ ❈P▲❊❳✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❛❞❞r❡ss
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚✇♦ ❞❛t❛s❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐t❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ◆♦rt❤
❙❡❛ ✭❯❑✮ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❛♥❞ r✉♥s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡
❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛✲
s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥✱ ❝♦sts ❛♥❞ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ✇❛st❡ ❛♥❞ r❡❝②❝❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥ t❤❛t
t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ♦❢ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦r ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t
②❡t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r t❤✐s ❢✉t✉r❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✜♥❛❧ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡
st❛❣❡ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❧♦❣✐st✐❝s str❛t❡❣②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱
♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝♦✉❧❞
❛❧t❡r t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❛♣♣❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ r❡r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ❜❡st ❡s✲
t✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ r❛✐s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡♣♦✇❡r✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠
s✐t❡ ❧❡❛s❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t♦ r❡♣♦✇❡r ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❞❡s❡r✈❡s ❢✉t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ r❡♣♦✇❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞❡❧❛②
❛♥❞ ♥♦t ♥❡❣❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♦✉r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♦♥❡ ✐♥♣✉t t♦ ❛ r❡♣♦✇❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✇✐❞❡r
♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ✇❡❛t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ❦❡② t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣
✐♥ ❛❧❧ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠✳ ❚❤❡ ✇❡❛t❤❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ✧♣❧❛♥♥❡❞ ❞❡❧❛②✧ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲❢r❛♠❡ ✐s t♦♦ ❧♦♥❣ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r
✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ s❧♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✐s t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ s✉♠♠❡r ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡❛t❤❡r ✐s ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢
❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐s❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ r❡tr♦s♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ s❡❡ ❤♦✇
r♦❜✉st ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ ❛❣❛✐♥st ❛❝t✉❛❧ ✇❡❛t❤❡r ✐♥ ♣❛st ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡s
♣❡r❢♦r♠ ❛❣❛✐♥st s♣❡❝✐✜❝ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❛✈❡r❛❣❡s✳
❚❤✐s ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉str② ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✇❡❛t❤❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈✐❛ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉❝❤ ❛s r♦❜✉st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❡❛t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❝✉rr❡♥t
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❧❛r❣❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✱



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✸✸

❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢
♦t❤❡r ❧❛r❣❡ ♦✛s❤♦r❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ♣❛rt
r❡❝②❝❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❜✉t ❛❧s♦
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❈P✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✳
❈P ❛✐♠s t♦ s❡❧❡❝t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛s♦♥✲
❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r ✜♥❞s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥t✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❙❈P✷✲●❆✲✷✵✶✸✲✻✶✹✵✷✵
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❛♥❞ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛t❡r✐❛❧s ❘❡✲
s❡❛r❝❤ ✼✸✷✿✶✵✸✸✕✶✵✸✼

P❛r✐❦❤ ◆ ✭✷✵✶✷✮ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st ♦❢ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r❡✲
✈❡♥t✐✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▼❛st❡r t❤❡s✐s✱ ❚❡①❛s ❆✫▼ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❯❙

P❛tt✐s♦♥ ❉✱ ❳✐❡ ❲✱ ◗✉❛✐❧ ❋ ✭✷✵✶✸✮ ❚❤❡ ✇✐♥❞② ❞♦♠❛✐♥ ✲ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✸r❞ ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ P❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭■❈❆P❙✮✱ ❘♦♠❡✱
■t❛❧②✱ ♣♣ ✹✻✷✕✹✻✻

P❡❛rs♦♥ ❉ ✭✷✵✵✶✮ ❉❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✉❦ ♦✛s❤♦r❡ ③♦♥❡✳ ■♥✿
❇❲❊❆✷✸✿ ❚✉r♥✐♥❣ ❚❤✐♥❣s ❆r♦✉♥❞ â⑨➇ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t✐♦♥✱
❇r✐❣❤t♦♥

P❡ré③ ❊✱ ◆t❛✐♠♦ ▲✱ ❇②♦♥ ❊✱ ❉✐♥❣ ❨ ✭✷✵✶✵✮ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ❞❡✈s ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇✐♥❞ ❢❛r♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙♣r✐♥❣ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
▼✉❧t✐✲❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❙♣r✐♥❣❙✐♠✮✱ ❋❧♦r✐❞❛✱ ❯❙

P❡ré③ ❊✱ ◆t❛✐♠♦ ▲✱ ❉✐♥❣ ❨ ✭✷✵✶✸✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥❝❡✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆❙▼❊ ❚✉r❜✐♥❡ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊①✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❙❛♥ ❆♥t♦♥✐♦✱ ❯❙

❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❯❑ ✭✷✵✶✺✮ ❖✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ✜❣✉r❡s✳ ❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❯❘▲
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❡♥❡✇❛❜❧❡✉❦✳❝♦♠✴♣❛❣❡✴❯❑❲❊❉❤♦♠❡ ❬❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✷✵✴✶✵✴✶✼❪

❘❲❊ ✭✷✵✶✶✮ ❉❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ str❛t❡❣②✿ ●✇②♥t ②
♠ôr ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❧t❞✳ ❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❯❘▲



❚❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✸✺

❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐♥♥♦❣②✳❝♦♠✴✇❡❜✴❝♠s✴♠❡❞✐❛❜❧♦❜✴❡♥✴✸✶✼✶✸✵✽✴❞❛t❛✴✸✶✼✶✺✻✷✴✶✴r✇❡✲
✐♥♥♦❣②✴r✇❡✲✐♥♥♦❣②✲✉❦✴s✐t❡s✴✇✐♥❞✲♦✛s❤♦r❡✴✐♥✲♦♣❡r❛t✐♦♥✴❣✇②♥t✲②✲
♠r✴❊♥❣❧✐s❤✳♣❞❢ ❬❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✸✵✴✶✵✴✶✼❪

❙❛r❦❡r ❇❘✱ ❋❛✐③ ❚■ ✭✷✵✶✼✮ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r
t✉r❜✐♥❡s ✐♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳ ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❊♥❡r❣② ✶✵✶✿✻✻✼ ✕ ✻✼✾

❙❝❤♦❧③✲❘❡✐t❡r ❇✱ ❍❡❣❡r ❏✱ ▲✉t❥❡♥ ▼✱ ❙❝❤✇❡✐③❡r ❆ ✭✷✵✶✵✮ ❆ ♠✐❧♣ ❢♦r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s
❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s ✺✿✸✼✶✕✸✼✽

❙❝❤♦❧③✲❘❡✐t❡r ❇✱ ❑❛r✐♠✐ ❍✱ ▲✉t❥❡♥ ▼✱ ❍❡❣❡r ❏✱ ❙❝❤✇❡✐③❡r ❆ ✭✷✵✶✶✮ ❚♦✇❛r❞s ❛
❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦✛s❤♦r❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✷✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❈❖▼❆❉❊▼✮ ❙t❛✈❛♥❣❡r✱
◆♦r✇❛②✳✱ ♣♣ ✾✾✾✕✶✵✵✽

❙❝❤✇❡r❞❢❡❣❡r ❙✱ ❇♦②s❡♥ ◆✱ ❇r✐s❦♦r♥ ❉ ✭✷✵✶✽✮ ❏✉st✲✐♥✲t✐♠❡ ❧♦❣✐st✐❝s ❢♦r ❢❛r✲❞✐st❛♥t
s✉♣♣❧✐❡rs✿ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ tr✉❝❦ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝r♦ss✲❞♦❝❦✐♥❣ t❡r✲
♠✐♥❛❧✳ ❖❘ ❙♣❡❝tr✉♠ ✹✵✭✶✮✿✶✕✷✶

❙tå❧❤❛♥❡ ▼✱ ❍✈❛tt✉♠ ▲✱ ❙❦❛❛r ❱ ✭✷✵✶✹✮ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦❢ ✈❡ss❡❧s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛t ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✶✷t❤ ❉❡❡♣ ❙❡❛ ❖✛s❤♦r❡ ❲✐♥❞ ❘✫❉ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❊❊❘❆ ❉❡❡♣❲✐♥❞â⑨➍✷✵✶✺

❙t❡❝❦②✲❊❢❛♥t✐s ❆ ✭✷✵✶✸✮ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♦♥t❛r✐♦ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣❧❛♥s✳
❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❯r❜❛♥ ❛♥❞ ❘❡❣✐♦♥❛❧ P❧❛♥♥✐♥❣✳ ◗✉❡❡♥â⑨➍s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳
❑✐♥❣st♦♥✱ ❖♥t❛r✐♦✱ ❈❛♥❛❞❛

❯rs❛✈❛s ❊ ✭✷✵✶✼✮ ❆ ❜❡♥❞❡rs ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞
❢❛r♠ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥♦rt❤ s❡❛✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧
❘❡s❡❛r❝❤ ✷✺✽✭✷✮✿✼✵✸ ✕ ✼✶✹

❱❛♥ ❍♦r❡♥❜❡❡❦ ❆✱ ❱❛♥ ❖st❛❡②❡♥ ❏✱ ❉✉✢♦✉ ❏✱ P✐♥t❡❧♦♥ ▲ ✭✷✵✶✷✮ Pr♦❣♥♦st✐❝ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❢❛r♠s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ Pr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❲♦r❧❞ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r✲
❧❛♥❞s

❱❛tt❡♥❢❛❧❧ ✭✷✵✶✻✮ ❚❤❡ ✜rst ❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✛s❤♦r❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ✐s ♥♦✇
❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❝♦r♣♦r❛t❡✳✈❛tt❡♥❢❛❧❧✳❝♦♠✴♣r❡ss✲❛♥❞✲
♠❡❞✐❛✴♣r❡ss✲r❡❧❡❛s❡s✴✷✵✶✻✴t❤❡✲✜rst✲❞❡❝♦♠♠✐ss✐♦♥✲✐♥✲t❤❡✲✇♦r❧❞✲♦❢✲❛♥✲♦✛s❤♦r❡✲
✇✐♥❞✲❢❛r♠✲✐s✲♥♦✇✲❝♦♠♣❧❡t❡✴ ❬❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ ✸✵✴✶✵✴✶✼❪

❲❛♥❣ ❑✱ ❩❤❛♥❣ ❇✱ ❲✉ ❳✱ ❩❤❛✐ ❏✱ ❙❤❛♦ ❲✱ ❉✉❛♥ ❨ ✭✷✵✶✷✮ ▼✉❧t✐✲t✐♠❡ s❝❛❧❡s
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ■❊❊❊ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❙♠❛rt ●r✐❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭■❙●❚✮✲❆s✐❛✱ ❚✐❛♥❥✐♥✱ ❈❤✐♥❛

❲✉ ❨✱ ❇✐♥❣ ❍✱ ▲♦✉ ❙ ✭✷✵✶✷✮ ❆ ✉♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
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