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ная  с к о р о с т ь ,  ф у н к ц и и  Б е с с е л я ,  г и п е р б о л и ч е с к и е  у р а в н е н и я ,  т е л е г р а ф 

ное  у р а в н е н и е . 

1.  Введение .  В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  м ы  р а с с м а т р и в а е м  с л у ч а й н о е  б л у ж д а н и е  н а 

п л о с к о с т и  с  конечной  с к о р о с т ь ю  с  и  ч е т ы р ь м я  в о з м о ж н ы м и  н а п р а в л е н и я м и  д в и ж е 

ния.  Т а к о г о  р о д а  б л у ж д а н и я ,  у п р а в л я е м ы е  о д н о р о д н ы м  п р о ц е с с о м  П у а с с о н а  с  па

р а м е т р о м  Л  >  0,  и с с л е д о в а л и с ь  в  ряде  р а б о т  д л я  р а з н о г о  ч и с л а  н а п р а в л е н и й  и  р а з 

л и ч н ы х  с п о с о б о в  и х  и з м е н е н и я  ( с м .  [5],  [13] ,  [12],  [8],  [1]).  Р а с п р е д е л е н и я  п о л о ж е н и я 

ч а с т и ц ,  д в и ж у щ и х с я  в ы ш е о п и с а н н ы м  о б р а з о м ,  я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  г и п е р б о л и ч е с 

к и х  у р а в н е н и й ,  порядок  к о т о р ы х  с о в п а д а е т  с  ч и с л о м  в о з м о ж н ы х  н а п р а в л е н и й .  Э т о 

в л е ч е т  с у щ е с т в е н н о е  у с л о ж н е н и е  в е р о я т н о с т н о г о  а н а л и з а  т а к и х  м о д е л е й .  П о  н а ш е 

м у  м н е н и ю ,  и м е н н о  э т о  о б с т о я т е л ь с т в о  о б ъ я с н я е т ,  п о ч е м у  о д н о м е р н ы е  б л у ж д а н и я  с 

конечной  с к о р о с т ь ю  и н т е н с и в н о  и с с л е д о в а л и с ь  во  всех  д е т а л я х  ( с м .  [9],  [11] ,  [2],  [3], 

[14] ,  [6]) ,  т о г д а  как  и х  м н о г о м е р н ы е  а н а л о г и  п о ч т и  п о л н о с т ь ю  и г н о р и р о в а л и с ь . 

Д л я  т о г о  ч т о б ы  в ы в е с т и  т р е б у е м ы е  у р а в н е н и я  и,  т а к и м  о б р а з о м ,  п о л у ч и т ь  ин

ф о р м а ц и ю  о  р а с п р е д е л е н и и  с л у ч а й н ы м  о б р а з о м  д в и ж у щ е й с я  ч а с т и ц ы ,  м ы  п р е д п о л а 

г а е м ,  ч т о  р а з р е ш е н н ы е  н а п р а в л е н и я  д в и ж е н и я  п о д ч и н е н ы  с о о т в е т с т в у ю щ и м  у с л о в и 

я м  с и м м е т р и и .  Н е с м о т р я  н а  т о ,  ч т о  б л у ж д а н и е  по  т р е м  н а п р а в л е н и я м  о п и с ы в а е т с я 

у р а в н е н и е м  т р е т ь е г о  п о р я д к а  (и  э т о  е с т ь  м и н и м а л ь н о е  ч и с л о  н а п р а в л е н и й ,  п р и  ко

т о р о м  п о л у ч а е т с я  н е т р и в и а л ь н а я  модель  на  п л о с к о с т и ) ,  н а м  к а ж е т с я ,  ч т о  б л у ж д а н и е 

с  ч е т ы р ь м я  в з а и м н о  о р т о г о н а л ь н ы м и  н а п р а в л е н и я м и ,  о п и с ы в а е м о е  г и п е р б о л и ч е с к и м 

у р а в н е н и е м  ч е т в е р т о г о  п о р я д к а ,  я в л я е т с я  р а з у м н ы м  к о м п р о м и с с о м  м е ж д у  м а т е м а 

т и ч е с к о й  с л о ж н о с т ь ю  и  р е а л и с т и ч е с к и м  п р е д с т а в л е н и е м  м о д е л и . 

Д в у м е р н ы е  б л у ж д а н и я  т а к о г о  р о д а  р а с с м а т р и в а л и с ь  в  н е к о т о р ы х  п р е д ш е с т в у 

ю щ и х  р а б о т а х .  В  ч а с т н о с т и ,  в  [12]  м ы  п р е д п о л а г а л и ,  ч т о  после  к а ж д о г о  и з м е н е н и я 

н а п р а в л е н и я  ч а с т и ц а  м о ж е т  д в и г а т ь с я  т о л ь к о  по  н а п р а в л е н и ю ,  о р т о г о н а л ь н о м у  пре

д ы д у щ е м у  (влево  и л и  в п р а в о ) ,  и  ч т о  г р а н и ц а  д и ф ф у з и о н н о й  о б л а с т и  Qt  д о с т и ж и м а 

т о л ь к о  п р и  о д н о м  и з м е н е н и и  н а п р а в л е н и я .  Э т о  п о с л е д н е е ,  д о в о л ь н о  и с к у с с т в е н н о е , 

у с л о в и е  б ы л о  и с к л ю ч е н о  в  с т а т ь е  [10] ,  где  г р а н и ц а  м о г л а  д о с т и г а т ь с я  ч а с т и ц е й  п р и 

л ю б о м  ч и с л е  и з м е н е н и й  н а п р а в л е н и я  ее  д в и ж е н и я . 

В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  м ы  п р е д п о л а г а е м ,  ч т о  при  н а с т у п л е н и и  к а ж д о г о  п у а с с о н о в 

ского  с о б ы т и я  ч а с т и ц а  м о ж е т  м е н я т ь  н а п р а в л е н и е  своего  д в и ж е н и я  л и б о  н а  о д н о 

из  д в у х  о р т о г о н а л ь н ы х ,  л и б о  на  о б р а т н о е  ( т . е .  о н а  м о ж е т  о т р а ж а т ь с я  н а з а д ,  как 

ш а р  н а  б и л ь я р д н о м  с т о л е ) .  Э т о  с у щ е с т в е н н ы м  о б р а з о м  м е н я е т  м а т е м а т и ч е с к о е  опи

с а н и е  д в и ж е н и я  с о  м н о г и х  точек  з р е н и я .  Е с л и  в  м о д е л и ,  и с с л е д о в а н н о й  а в т о р а м и 

в  [12] ,  волновой  ф р о н т ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и й с я  с о  с к о р о с т ь ю  с,  п р е д с т а в л я е т  с о б о й 

е д и н о е  м н о ж е с т в о ,  н а  к о т о р о м  с о с р е д о т о ч е н а  с и н г у л я р н а я  к о м п о н е н т а  р а с п р е д е л е 

ния,  т о  в  а н а л и з и р у е м о м  здесь  с л у ч а е  д и а г о н а л и  о б л а с т и  Qt  т а к ж е  с о д е р ж а т  ч а с т ь 

с и н г у л я р н о й  к о м п о н е н т ы  р а с п р е д е л е н и я .  Э т о  п р о и с х о д и т  п о т о м у ,  ч т о  в н а ч а л е  час 

т и ц а  д в и г а е т с я  в д о л ь  о с е й  х  и  у  (в  о б о и х  н а п р а в л е н и я х ) ,  и  п р и  н а с т у п л е н и и  к а ж д о г о 

п у а с с о н о в с к о г о  с о б ы т и я  о н а  м о ж е т  д в и г а т ь с я  по  т о й  ж е  с а м о й  п р я м о й  в  о б р а т н о м 

н а п р а в л е н и и .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  о н а  м о ж е т  о с у щ е с т в л я т ь  о д н о м е р н о е  д в и ж е н и е  по 

о д н о й  из  к о о р д и н а т н ы х  о с е й  с  п о л о ж и т е л ь н о й  в е р о я т н о с т ь ю .  К р о м е  т о г о ,  ч а с т и ц а 

м о ж е т  д о с т и г а т ь  г р а н и ц ы  dQt  д и ф ф у з и о н н о й  о б л а с т и  Qt  при  л ю б о м  ч и с л е  и з м е н е 

н и й  н а п р а в л е н и я  д в и ж е н и я .  Е с л и  и з м е н е н и й  н а п р а в л е н и я  не  п р о и с х о д и т ,  т о  ч а с т и ц а 

д о с т и г а е т  о д н о й  из  в е р ш и н  о б л а с т и  Qt. 

Д о п у щ е н и е  о  в о з м о ж н о с т и  о т р а ж е н и я  в л е ч е т  з н а ч и т е л ь н ы е  о т л и ч и я  о т  б л у ж д а 

ния,  в  к о т о р о м  т р а е к т о р и и  д в и ж е н и я  с о с т о я т  т о л ь к о  из  в з а и м н о  о р т о г о н а л ь н ы х  сег 

м е н т о в .  В  р а с с м а т р и в а е м о й  здесь  м о д е л и ,  в  с и л у  в о з м о ж н о с т и  о т р а ж е н и я  п р и  к а ж д о м 

и з м е н е н и и  н а п р а в л е н и я ,  ч а с т и ц а  м о ж е т  с  п о л о ж и т е л ь н о й  в е р о я т н о с т ь ю  о с т а в а т ь с я 

н а  н е к о т о р о й  п р я м о й ,  з а т е м  о н а  м о ж е т  с о в е р ш а т ь  о д н о м е р н о е  д в и ж е н и е  н а  и н т е р в а л е 

в р е м е н и  м е ж д у  н е к о т о р ы м и  д в у м я  н е п о с л е д о в а т е л ь н ы м и  п у а с с о н о в с к и м и  с о б ы т и я м и 

и  з а т е м  в е р н у т ь с я  ( и л и  н е т )  к  д в у м е р н о м у  д в и ж е н и ю .  В  т е р м и н а х  т р а е к т о р и й  э т о 

о з н а ч а е т ,  ч т о  м е р а  т р а е к т о р и й ,  и м е ю щ и х  н е н у л е в у ю  м е р у  с а м о п е р е с е ч е н и й ,  п о л о ж и 

т е л ь н а . 

Р а с с м о т р е н н о е  здесь  с л у ч а й н о е  д в и ж е н и е  п р е д с т а в л я е т с я  х о р о ш е й  м о д е л ь ю  д л я 

к о н к р е т н ы х  б л у ж д а н и й  т а к и х ,  как,  к  п р и м е р у ,  д в и ж е н и е  э л е к т р и ч е с к и х  з а р я д о в  в 
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п л о с к и х  п р о в о д н и к а х ,  г д е  и з м е н е н и я  н а п р а в л е н и й  д в и ж е н и я  в ы з ы в а ю т с я  с т о л к н о в е 

н и я м и  з а р я д о в  с  м о л е к у л а м и  в е щ е с т в а ,  и л и  с л у ч а й н ы е  б л у ж д а н и я ,  п о я в л я ю щ и е с я  в 

н е к о т о р ы х  к о м п ь ю т е р н ы х  и г р а х .  В  р е а л ь н ы х  с л у ч а й н ы х  б л у ж д а н и я х  в а ж н у ю  р о л ь 

и г р а е т  и н е р ц и я ,  т а к  ч т о  т р а е к т о р и и  с л у ч а й н ы м  о б р а з о м  д в и ж у щ и х с я  ч а с т и ц  с о с т о я т 

из  с е г м е н т о в ,  как  и  в  м о д е л и ,  р а с с м о т р е н н о й  н и ж е . 

З а м е т и м ,  ч т о  е с л и  с к о р о с т ь  с  —> о о  и  и н т е н с и в н о с т ь  п е р е к л ю ч а ю щ е г о  п у а с с о н о в 

ского  п р о ц е с с а  Л  —> о о  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о  с 2 / А   >  1,  т о  у р а в н е н и е  д л я  р а с п р е д е л е н и я 

с л у ч а й н о г о  б л у ж д а н и я  п р е в р а щ а е т с я  в  д в у м е р н о е  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Б о 

лее  т о г о ,  в  э т о м  с л у ч а е  ч а с т и ц а  н а ч и н а е т  с о в е р ш а т ь  д в у м е р н о е  б р о у н о в с к о е  д в и ж е н и е 

с  н е п р е р ы в н ы м  и з м е н е н и е м  н а п р а в л е н и й  и  б е с к о н е ч н о й  с к о р о с т ь ю  р а с п р о с т р а н е н и я . 

Э т о  п о з в о л я е т  н а м  и н т е р п р е т и р о в а т ь  н а ш у  м о д е л ь  как  к о н е ч н о  с к о р о с т н у ю  а п п р о к 

с и м а ц и ю  д в у м е р н о г о  б р о у н о в с к о г о  д в и ж е н и я . 

2 .  Описание  модели  и  с т р у к т у р а  распределения .  Ч а с т и ц а  с т а р т у е т  в  м о 

м е н т  в р е м е н и  t  =  0  из  н а ч а л а  к о о р д и н а т  х  =  у  =  0  п л о с к о с т и  R 2  и  д в и ж е т с я  с 

п о с т о я н н о й  к о н е ч н о й  с к о р о с т ь ю  с.  В  к а ж д ы й  м о м е н т  в р е м е н и  ч а с т и ц а  м о ж е т  и м е т ь 

о д н о  из  ч е т ы р е х  в о з м о ж н ы х  н а п р а в л е н и й  д в и ж е н и я  Ek  =  (irk/2),  к  =  0 , 1 ,  2 ,  3 ,  п р и ч е м 

в ы б о р  н а ч а л ь н о г о  н а п р а в л е н и я  д е л а е т с я  с  р а в н ы м и  в е р о я т н о с т я м и  | .  Э т о  о з н а ч а е т , 

ч т о  н а п р а в л е н и е  д в и ж е н и я  ч а с т и ц ы  D(t)  е с т ь  с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с  с  ч е т ы р ь м я  с о с т о я 

н и я м и  £jfe,  к  =  0 , 1 , 2 , 3 .  И з м е н е н и я  н а п р а в л е н и й  у п р а в л я ю т с я  о д н о р о д н ы м  п р о ц е с с о м 

П у а с с о н а  с  п а р а м е т р о м  А  >  0  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  П р и  к а ж д о м  н а с т у п л е н и и  пу

а с с о н о в с к о г о  с о б ы т и я  ч а с т и ц а  м г н о в е н н о  в ы б и р а е т  о д н о  из  о с т а л ь н ы х  н а п р а в л е н и й 

с  р а в н ы м и  в е р о я т н о с т я м и  |  и  п р о д о л ж а е т  д в и ж е н и е  в  в ы б р а н н о м  н а п р а в л е н и и  д о 

н а с т у п л е н и я  с л е д у ю щ е г о  п у а с с о н о в с к о г о  с о б ы т и я ,  з а т е м  о п я т ь  в ы б и р а е т  новое  на

п р а в л е н и е  о п и с а н н ы м  в ы ш е  с п о с о б о м  и  т . д . 

А 
(0,ct) (0,ct) 

(ct,0)4  dRt  I  Act,  0) 

( 0 ,  c t ) 

Р и с .  1.  П р и м е р  д в у х  т р а е к т о р и й  п р и  2  и  5  п у а с с о н о в с к и х  с о б ы т и я х . 

О т м е т и м ,  ч т о  з д е с ь  м ы  п р е д п о л а г а е м ,  ч т о  п р и  к а ж д о м  н а с т у п л е н и и  п у а с с о н о в 

ского  с о б ы т и я  ч а с т и ц а  м о ж е т  д в и г а т ь с я  в  о б р а т н о м  н а п р а в л е н и и  (с  в е р о я т н о с т ь ю  | ) , 

и  э т о  з н а ч и т е л ь н о  о т л и ч а е т  н а с т о я щ у ю  м о д е л ь  о т  р а с с м о т р е н н о й  а в т о р а м и  в  [12] . 

Э т о т  э ф ф е к т  о т р а ж е н и я  м е н я е т  н а ш у  м о д е л ь  с а м ы м  с у щ е с т в е н н ы м  о б р а з о м . 

П у с т ь  (X(t),Y(t))  о б о з н а ч а е т  п о л о ж е н и е  ч а с т и ц ы  в  м о м е н т  в р е м е н и  %.  Ц е л ь ю 

н а ш е г о  и с с л е д о в а н и я  я в л я е т с я  а н а л и з  э т о г о  п р о ц е с с а  и  его  о с н о в н ы х  с в о й с т в . 

Д л я  т о г о  ч т о б ы  о п и с а т ь  с т р у к т у р у  р а с п р е д е л е н и я  п р о ц е с с а  ( X ( t ) , y ( t ) ) ,  м ы  за 

м е т и м ,  ч т о  оно  и м е е т  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н у ю  к о м п о н е н т у ,  п о с к о л ь к у  т р а е к т о р и и 
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п р о ц е с с а  н е п р е р ы в н ы  и  р е г у л я р н ы  ( т . е . д и ф ф е р е н ц и р у е м ы  п о ч т и  в с ю д у ) ,  и  с к о р о с т ь 

р а с п р о с т р а н е н и я  конечна . 

В  п р о и з в о л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  t  >  О ч а с т и ц а  с  в е р о я т н о с т ь ю  1  н а х о д и т с я  в 

к о с о м  к в а д р а т е 

Qt  =  {(*,  У) €  R 2 :  \х +  у\<  ct,  \ху\$  с « }  ( 2 . 1 ) 

( с м .  р и с . 1 ) ,  п р е д с т а в л я ю щ е м  с о б о й  н о с и т е л ь  р а с п р е д е л е н и я . 

П о с к о л ь к у  в  л ю б о й  м о м е н т  в р е м е н и  t  >  О ч а с т и ц а  м о ж е т  с  п о л о ж и т е л ь н о й  в е р о 

я т н о с т ь ю  н а х о д и т ь с я  как на  в н е ш н е й  г р а н и ц е 

dQt  =  {(x>y)eQt:\x±y\  =  ct}  ( 2 . 2 ) 

к в а д р а т а  Qt  ( в к л ю ч а я  у г л ы ) ,  т а к и  на  о с я х  ( д и а г о н а л я х  Qt),  т . е .  м н о ж е с т в е 

dRt  =  { ( * ,  у)  е  Qt'  х  =  О  V у  =  о},  ( 2 . 3 ) 

т о  с и н г у л я р н а я  к о м п о н е н т а  р а с п р е д е л е н и я  с о с т о и т  из  д в у х  ч а с т е й ,  о д н а  из  к о т о р ы х 

о т н о с и т с я  к  м н о ж е с т в у  dQt,  а  д р у г а я  к  м н о ж е с т в у  dRt.  Э т о д а е т  м е р у  всех  т р а е к т о 

рий  п р о ц е с с а ,  н а ч и н а ю щ и х с я  в  м о м е н т  в р е м е н и  t  =  0 в  н а ч а л е  к о о р д и н а т  х  =  у  =  0 и 

з а к а н ч и в а ю щ и х с я  в  м о м е н т  t  л и б о  н а в н е ш н е й  г р а н и ц е  dQt,  л и б о  н а д и а г о н а л я х  dRt. 

З а м е т и м ,  ч т о  ч а с т и ц а  в  м о м е н т  t  м о ж е т  с  п о л о ж и т е л ь н о й  в е р о я т н о с т ь ю  н а х о 

д и т ь с я  н а  о с и ,  п е р в о н а ч а л ь н о  в ы б р а н н о й  е ю ,  и  э т о  е с т ь  в е р о я т н о с т ь  т о г о ,  ч т о  з а 

в р е м я  t  п р и  н а с т у п л е н и и  п у а с с о н о в с к и х  с о б ы т и й  ч а с т и ц а  ни  р а з у  не  п о к и н у л а  д и а 

гональ  Qt.  О ч е в и д н о ,  ч т о  е с л и  д о  м о м е н т а  в р е м е н и  t  п р о и з о ш л о  к,  к  ^  1,  п у а с с о 

н о в с к и х  с о б ы т и й ,  т о  в е р о я т н о с т ь  т о г о ,  ч т о  ч а с т и ц а  н а х о д и т с я  н а  о д н о й  из  о с е й  dRt 

р а в н а  1 / 3 * . 

С л е д о в а т е л ь н о ,  в е р о я т н о с т ь  т о г о ,  ч т о в  м о м е н т  в р е м е н и  t  ч а с т и ц а  н а х о д и т с я  на 

о д н о й  из  о с е й  dRt,  е с т ь 

p { ( X ( t ) ,  У(0)  €  dRt]  =  р  ±1>{N(t)  =  к}  =  е  2 А ' / 3    е  А ( ,  ( 2 . 4 ) 

где  N(t)  о б о з н а ч а е т  ч и с л о  п у а с с о н о в с к и х  с о б ы т и й ,  п р о и с ш е д ш и х  до  м о м е н т а  t. 

Е с л и  д о  м о м е н т а  в р е м е н и  t  п р о и з о ш л о  к,  к  ^  1,  п у а с с о н о в с к и х  с о б ы т и й ,  т о  час 
т и ц а  б у д е т  н а х о д и т ь с я  н а  в н е ш н е й  г р а н и ц е  dQt  с  в е р о я т н о с т ь ю  |  • ( 1 / 3 *  1 ) .  Э т о 
о з н а ч а е т ,  ч т о  в е р о я т н о с т ь  н а х о ж д е н и я  ч а с т и ц ы  в  м о м е н т  t  на  в н е ш н е й  г р а н и ц е  dQt 

(включая  углы)  равна 

Р { ( Х ( 0 ,  Y(t))  edQt}  =  e~Xi  +  lf^-L-  J>{N(t)  =  k}=  2 e ~ 2 A ' / 3    e~Xi.  ( 2 . 5 ) 
6  k=i6 

О с т а в ш а я с я  к о м п о н е н т а  р а с п р е д е л е н и я  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н а  и  с о с р е д о т о ч е н а  в 

о б л а с т и  Qt  — dQt  — dRt.  С р а в н и в а я  ( 2 . 4 ) и  ( 2 . 5 ) ,  м о ж н о  з а к л ю ч и т ь ,  ч т о  в е р о я т н о с т ь 

н а х о ж д е н и я  н а dQt  (с у г л а м и  и л и б е з ) в с е г д а  б о л ь ш е  в е р о я т н о с т и  н а х о ж д е н и я  н а  dRt. 

К а к  м ы о т м е ч а л и  в ы ш е ,  п о с к о л ь к у  при к а ж д о м  и з м е н е н и и  н а п р а в л е н и я  ч а с т и ц а 

м о ж е т  о т р а ж а т ь с я  н а з а д ,  т о  с  в е р о я т н о с т ь ю  (2 .4 ) о н а не  п о к и н е т  в ы б р а н н у ю  д и а г о 

н а л ь  dRt  н а и н т е р в а л е  в р е м е н и  [0, t).  В  э т о м  с л у ч а е  о н а с о в е р ш а е т  ч и с т о  о д н о м е р н о е 

д в и ж е н и е ,  к о т о р о е  м ы о п и ш е м  в  с л е д у ю щ е м  п у н к т е . 

3.  Описание  д в и ж е н и я  на осях  dRt  и  его точное  распределение .  П у с т ь 

ч а с т и ц а  д в и ж е т с я  н а одной  из о с е й  dRt,  с к а ж е м ,  ОХ.  Е с л и  о б о з н а ч и т ь  ч е р е з  СМ  с л у 

ч а й н о е  н а п р а в л е н и е  н а о с и ОХ  в  м о м е н т  в р е м е н и  t,  п р и н и м а ю щ е е  з н а ч е н и я  +  и л и  — 

п р и  д в и ж е н и и  в  п о л о ж и т е л ь н о м  или  о т р и ц а т е л ь н о м  н а п р а в л е н и я х  с о о т в е т с т в е н н о , 

т о  м о ж н о  р а с с м о т р е т ь  с л е д у ю щ и е  с о в м е с т н ы е  п л о т н о с т и : 

f{x,  t)  dx  =  P { z  ^  X(t)  <  x  +  dx,  ф)  =  +}, 

g(x,  t)  dx  =  P J * <c  Xit)  <  x  +  dx,  C(t)  = 
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Д л я  э т и х  п л о т н о с т е й  м о ж н о  в ы п и с а т ь  у р а в н е н и е  К о л м о г о р о в а ,  к о т о р о е  в  н а ш е м  с л у 

ч а е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  г и п е р б о л и ч е с к у ю  с и с т е м у  д в у х  у р а в н е н и й  в  ч а с т н ы х  п р о и з 

в о д н ы х  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и 

df  df  х  г  А  дд  dg  х  Л  г  ,  х 

Д л я  в ы в о д а  у р а в н е н и й  ( 3 . 1 )  с л е д у е т  у ч е с т ь ,  ч т о  при  к а ж д о м  п у а с с о н о в с к о м  с о б ы т и и 

ч а с т и ц а  м о ж е т  о с т а в а т ь с я  н а  о с и  ОХ  с  в е р о я т н о с т ь ю  | . 

Д л я  н а с  о с о б е н н о  в а ж н а  ф у н к ц и я  p(x,t)  —  / ( z ,  t )  +  д(х,  t ) ,  п р е д с т а в л я ю щ а я  с о б о й 

п л о т н о с т ь  п о л о ж е н и я  ч а с т и ц ы  н а  о с и  ОХ. 

Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м  у р а в н е н и й  с и с т е м ы  ( 3 . 1 )  и  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  п о д с т а н о в 

к а м и  ( л и б о  п р о с т ы м  в ы ч и с л е н и е м  ф о р м а л ь н о г о  о п р е д е л и т е л я  с и с т е м ы  ( 3 . 1 ) ,  с м .  [7]) 

м о ж н о  п о л у ч и т ь  у р а в н е н и е  д л я  п л о т н о с т и  р  =  p(x,t): 

d2p  %  dp  2  д2р  8 Л 2  ,  ч 

— £  +  2Л  —    с 2  — ^  f  р  =  0.  ( 3 . 2 ) 
dt2  dt  дх2  9  И  К  } 

Н а ш  п е р в ы й  р е з у л ь т а т  к а с а е т с я  явного  в и д а  ф у н к ц и и  р  =  p(x,t). 

Т е о р е м а  1.  Плотность  р  =  p(x,i),  х  €  R 1 ,  t  >  0,  распределения  положения 

частицы  на  оси  ОХ  имеет  следующий  вид: 

F ( M )  =  ^  [ J / .  ( ^ V ^ ^ )  +  £ / .  ( ^ V ^ ^ ) ]  ,  ( 3 . 3 ) 

где  \х\  <  ct  и  1о(х)  есть  функция  Бесселя  мнимого  аргумента  нулевого  рода. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С  п о м о щ ь ю  з а м е н ы  p(x,t)  =  e~Xiw(x,t)  у р а в н е 

н и е  ( 3 . 2 )  п р е о б р а з у е т с я  к  в и д у 

d2w  2д
2и>  \ 2 

—ТТ    с2  —  w  =  0.  ( 3 . 4 ) 
dt2  дх2  9  К  J 

И з в е с т н о  ( с м .  н а п р и м е р ,  [9]),  ч т о  ф у н к ц и я 

w(z,  t ) =  / 0  ( ^ ^ Z ^ * 2  * 2 )  ( 3 5) 

д л я  | х |  <  ct  является  н е о т р и ц а т е л ь н ы м  р е ш е н и е м  ( 3 . 4 )  (как  и  ее  п р о и з в о д н ы е  по 

в р е м е н и ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в  с о о т в е т с т в и и  с  ( 2 . 4 ) ,  н а м  н у ж н о  л и ш ь  п р о в е р и т ь ,  ч т о 

f%(x,t)dx=l  ( е  2 А < / 3  е  * ' ) .  ( 3 . 6 ) 

У ч и т ы в а я ,  ч т о  ( с м .  [7]) 

j C i  / 0  ^ C 2 t 2 . l 2 j  <**  =  у  ( е А < / 3  "  е " А < / 3 )  ,  ( 3 . 7 ) 

j C i
  ± / 0  ^ А ^ г . ^  d l  =  с  ( е Л * / 3  +  e " A ' / 3 )    2с ,  ( 3 . 8 ) 

м ы  н е м е д л е н н о  п о л у ч а е м  ( 3 . 6 ) . 

З а м е ч а н и е .  Р а с п р е д е л е н и е  на  оси  OY  п о л у ч а е т с я  а в т о м а т и ч е с к и  из  ( 3 . 3 ) 

ф о р м а л ь н о й  з а м е н о й  х  н а  у. 

4.  Точное  распределение  на  внешней  границе  dQt.  П о с л е  п е р в о н а ч а л ь н о 
го  одномерного  движения  по  координатной  оси  частица  начинает  совершать  чисто 
д в у м е р н о е  б л у ж д а н и е ,  к о г д а  после  н а с т у п л е н и я  н е к о т о р о г о  п у а с с о н о в с к о г о  с о б ы т и я 

о н а  м е н я е т  с в о е  н а п р а в л е н и е  н а  о д н о  из  о р т о г о н а л ь н ы х  и  п о к и д а е т  к о о р д и н а т н у ю 

ось  (с  в е р о я т н о с т ь ю  | ) .  У р а в н е н и е  д л я  р а с п р е д е л е н и я  э т о г о  с л у ч а й н о г о  б л у ж д а н и я 

б у д е т  д а н о  в  с л е д у ю щ е м  п у н к т е .  З д е с ь  ж е  м ы  п о л у ч и м  явный  в и д  р а с п р е д е л е н и я 

п о л о ж е н и я  ч а с т и ц ы  н а  в н е ш н е й  г р а н и ц е  dQt. 

О ч е н ь  в а ж н о  с р а з у  з а м е т и т ь ,  ч т о  ч а с т и ц а  б у д е т  н а х о д и т ь с я  н а  г р а н и ц е  dQt  в 
м о м е н т  в р е м е н и  t,  е с л и  и  т о л ь к о  если  о н а  н а х о д и л а с ь  на  г р а н и ц е  dQt  в  т е ч е н и е  всего 
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и н т е р в а л а  в р е м е н и  [ 0 , t ) ,  ни  р а з у  не  покинув  ее .  Э т о  в ы т е к а е т  из  т о г о  ф а к т а ,  ч т о  о б 

л а с т ь  д и ф ф у з и и  Qt  р а с п р о с т р а н я е т с я  вовне,  и  к а ж д а я  т о ч к а  г р а н и ц ы  dQt  д в и г а е т с я 

вовне  с  в е к т о р н о й  с к о р о с т ь ю  v  =  (с/у/2)  ( i + j ) ,  где  i, j  с у т ь  о р т о н о р м а л ь н ы е  в е к т о р ы . 

Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о ,  р а з  покинув  г р а н и ц у ,  ч а с т и ц а  н и к о г д а  не  с м о ж е т  н а  нее  в е р н у т ь 

ся .  С л е д о в а т е л ь н о ,  к а ж д а я  т о ч к а  г р а н и ц ы  dQt  в  м о м е н т  в р е м е н и  t  я в л я е т с я  концевой 

т о ч к о й  н е к о т о р о й  т р а е к т о р и и .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  ч а с т и ц а  д в и г а л а с ь  в м е с т е  с  г р а н и ц е й , 

о н а  д о л ж н а  п р и  к а ж д о м  п у а с с о н о в с к о м  с о б ы т и и  в ы б и р а т ь  т о л ь к о  н а п р а в л е н и е  вовне 

( э т о  п р о и с х о д и т  с  в е р о я т н о с т ь ю  ^ ) . 

Н а ш е й  ц е л ь ю  здесь  я в л я е т с я  н а х о ж д е н и е  т о ч н о г о  р а с п р е д е л е н и я  п о л о ж е н и я  час 

т и ц ы  н а  г р а н и ц е  dQt  в  п р о и з в о л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  t  >  0.  С и м м е т р и ч н а я  с т р у к 

т у р а  м о д е л и  п о з в о л я е т  н а м ,  в м е с т о  п е р е м е н н ы х  х  и  у  в  о т д е л ь н о с т и ,  и с п о л ь з о в а т ь 

и х  с у м м у  и  р а з н о с т ь 

£  =  z 4  y ,  т)  х    у.  ( 4 . 1 ) 

М ы  р а с с м о т р и м  р а с п р е д е л е н и е  п о л о ж е н и я  ч а с т и ц ы  н а  с т о р о н е  dQ\  г р а н и ц ы  dQt, 

р а с п о л о ж е н н о й  в  п е р в о м  к в а д р а н т е  ( т . е .  н а  п р я м о й  х  +  у  =  £  =  ct).  О ч е в и д н о ,  д л я 

т о г о  ч т о б ы  ч а с т и ц а  н а х о д и л а с ь  н а  dQ]  в  м о м е н т  в р е м е н и  t,  о н а  д о л ж н а  б ы л а  в ы б р а т ь 

н а ч а л ь н о е  н а п р а в л е н и е  EQ  л и б о  Ei,  а  з а т е м  ч е р е д о в а т ь  т о л ь к о  э т и  д в а  н а п р а в л е н и я . 

В а ж н о  п о д ч е р к н у т ь ,  ч т о  п о л о ж е н и е  ч а с т и ц ы  на  dQ]  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т с я  в т о р о й 

к о о р д и н а т о й  rf. 

В в е д е м  с л е д у ю щ и е  с о в м е с т н ы е  п л о т н о с т и : 

fo(v,t)dT,  =  p{(X(t),Y(t))edQ\,  i K  (*(*). У(*))<  •» +  *».  D(t)  =  E0), 

h(vJ)dV  =  p{(X(t),Y(t))edQ),  ti${X{t),Y(t))<4  +  d4,  D(t)  =  E1). 
( 4 . 2 ) 

П р о с т ы е  р а с с у ж д е н и я  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  ф у н к ц и и  (4 .2 )  у д о в л е т в о р я ю т  г и п е р б о л и 
ческой  с и с т е м е 

а / о _  в / о  A ,  в / i  в / i  А 

Ф у н к ц и я  р  =  / о  +  fi  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п л о т н о с т ь  в е р о я т н о с т и  п о л о ж е н и я  час 

т и ц ы  н а  dQ),  у д о в л е т в о р я ю щ у ю  г и п е р б о л и ч е с к о м у  у р а в н е н и ю  в т о р о г о  п о р я д к а : 

д*Р  „,дР  2  &р  8А2  , 

П р и в е д е н н ы е  в ы ш е  р а с с у ж д е н и я  п р и м е н и м ы  и  к  о с т а л ь н ы м  с т о р о н а м  к в а д р а 

т а  dQt  ( т . е .  д л я  dQ\,  г  —  2 , 3 , 4 ) .  В  ч а с т н о с т и ,  у р а в н е н и е  ( 4 . 4 ) ,  т а к ж е  с п р а в е д л и в о 

д л я  п л о т н о с т и ,  с о с р е д о т о ч е н н о й  на  dQ*,  а  р а с п р е д е л е н и е  н а  о с т а л ь н ы х  д в у х  с т о р о н а х 

у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю ,  а н а л о г и ч н о м у  ( 4 . 4 ) ,  с  ф о р м а л ь н о й  з а м е н о й  т\  н а  f. 

О с н о в н о й  р е з у л ь т а т  э т о г о  п у н к т а  д а е т с я  с л е д у ю щ е й  т е о р е м о й . 

Т е о р е м а  2 .  Для  всех  (х,у)  £  dQt  (без  углов)  и  любого  t > 0  распределение  на 

границе  имеет  следующий  вид: 

y t  Io (±  y/ffi    ( i + y)A j 6 (x   j , ± ct), 
(4 5 ) 

2c  1 зЧ^ Л а  ( Х  ' ) Я ) 
+ t i h  (jc  \/с2'2  "{x  ~y)2)]  s(x+y±  ct)

где10  есть  функция  Бесселя  мнимого  аргумента  нулевого  рода  и <$(•) есть  функция 
Дирака. 

p(x,y,t)  =  < 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о в е р к а  т о г о ,  ч т о  ( 4 . 5 )  я в л я е т с я  н е о т р и ц а т е л ь н ы м 

р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  ( 4 . 4 ) ,  п р о в о д и т с я  а н а л о г и ч н о  т о м у ,  как  э т о  б ы л о  с д е л а н о  п р и 

д о к а з а т е л ь с т в е  т е о р е м ы  1. 

М ы  п р о в е р и м  с е й ч а с ,  ч т о  ( 4 . 5 )  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю 

II. 
р(х,  у,  t)  dx  dy  =  2 е ~ 2 А < / 3    2 е " Л ' .  ( 4 . 6 ) 

dQt  —углы 

В  с и л у  с и м м е т р и и  ф у н к ц и и  ( 4 . 5 ) ,  д о с т а т о ч н о  у б е д и т ь с я  ( д е л а я  п р е о б р а з о в а н и е  ( 4 . 1 ) ) , 
ч т о 

[j  p{x,y,t)dxdy=\  [e(tct)d( 
J  J dQ\углы  *  J 

* С  т г  [I" ( s
  +  5  *  ( =  ^ ^ ) ]  * 

=  I  ( e  2 A < / 3  _  e  A . ) 

Н а  п о с л е д н е м  ш а г е  м ы  в о с п о л ь з о в а л и с ь  ф о р м у л а м и  ( 3 . 7 )  и  ( 3 . 8 ) .  Т е п е р ь ,  ч т о б ы 

п о л у ч и т ь  у с л о в и е  ( 2 . 5 ) ,  н у ж н о  л и ш ь  у м н о ж и т ь  п о с л е д н е е  р а в е н с т в о  н а  4  и  п р и б а в и т ь 

в е р о я т н о с т ь ,  с о с р е д о т о ч е н н у ю  в  в е р ш и н а х  к в а д р а т а  dQt  ( т . е .  е ~ Л < ) . 

5.  Об  абсолютно  непрерывной  компоненте  распределения .  Т е п е р ь  м ы 

з а й м е м с я  а н а л и з о м  б л у ж д а н и я  в  о б л а с т и  Qt  — dQt  — dRt.  В н у т р и  э т о й  о б л а с т и  р а с 

п р е д е л е н и е  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н о ,  и,  с т а л о  б ы т ь ,  м о ж н о  г о в о р и т ь  о  его  п л о т н о с т и . 

Д л я  к а ж д о г о  н а п р а в л е н и я  Ек,  к  =  0 , 1 , 2 , 3 ,  м ы  в в е д е м  с о в м е с т н о е  р а с п р е д е л е н и е 

п о л о ж е н и я  ч а с т и ц ы  и  ее  н а п р а в л е н и я  fk(x,y,t)dxdy  =  Р{х  ^  X(t)  <  х  +  dx,  у  ^ 

Y(t)  <  у  +  dy,  D(t)  =  Ek},  к  =  0 , 1 , 2 , 3 .  У р а в н е н и е  К о л м о г о р о в а ,  з а п и с а н н о е  д л я 

ф у н к ц и й  /к  =  / j b ( x , у , t ) ,  (х,у)  £  Qt    dQt    dRt,  t  >  0,  п р и в о д и т  к  с л е д у ю щ е й 

г и п е р б о л и ч е с к о й  с и с т е м е  у р а в н е н и й  в  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  п е р в о г о  п о р я д к а  с  по

с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и : 

^  =   c c o s ^ ^  c s i „ ^ ^  A / t  +  ^ £  .  =  0,1,2,8.  ( 5 . 1 ) 
dt  2  dx  2  dy  3  .  т  * 

Д л я  нас  о с о б ы й  и н т е р е с  п р е д с т а в л я е т  ф у н к ц и я  р  =  р(х,у,  t),  о п р е д е л я е м а я  как 
р  =  / о  +  Л  +  /2  +  / i i  п о с к о л ь к у  о н а  е с т ь  не  ч т о  иное ,  как  п л о т н о с т ь  р а с п р е д е л е 
ния  п о л о ж е н и я  ч а с т и ц ы  в  о б л а с т и  Qt  — dQt  —  dRt. 

С  п о м о щ ь ю  д о в о л ь н о  д л и н н ы х ,  но  п р о с т ы х  в ы ч и с л е н и й ,  и с п о л ь з у ю щ и х  после
д о в а т е л ь н ы е  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я ,  п о д с т а н о в к и  и  и с к л ю ч е н и я  в  с и с т е м е  ( 5 . 1 ) ,  м о ж н о 
п о к а з а т ь ,  ч т о  ф у н к ц и я  р  =  p(x,y,t)  ( р а в н о  как  и  ф у н к ц и и  Д )  я в л я е т с я  р е ш е н и е м 
г и п е р б о л и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  ч е т в е р т о г о  п о р я д к а  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и 

/ д 4  а3  1 6 Л 2  а2  6 4 Л 3  d  2  d2

  А  rtX  2  d  А 

—  + 4 А   —  +  +  с 2  —  А    2 Л с 2  —  А 
\dt*  dt3  9  dt2  27  dt  dt2  dt 

A + c 4 ^ ) '  =  0'  (52) 

9 

г д е  А  е с т ь  д в у м е р н ы й  о п е р а т о р  Л а п л а с а . 

З а м е т и м ,  ч т о ,  в  с о о т в е т с т в и и  с  [7],  у р а в н е н и е  ( 5 . 2 )  м о ж е т  б ы т ь  т а к ж е  п о л у ч е н о 

из  с и с т е м ы  ( 5 . 1 )  в ы ч и с л е н и е м  ее  ф о р м а л ь н о г о  о п р е д е л и т е л я .  У р а в н е н и е  ( 5 . 2 )  я в л я е т 

ся  ч а с т н ы м  с л у ч а е м  ( п р и  п  =  4 )  б о л е е  о б щ е г о  у р а в н е н и я ,  о п и с ы в а ю щ е г о  д в у м е р н о е 

с л у ч а й н о е  б л у ж д а н и е  с  п,  п  £  2,  н а п р а в л е н и я м и  ( с м .  [8]) . 

О т м е т и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 5 . 2 )  п р и  с—>  о о ,  А  —•  о о ,  с 2 / А  —>• 1,  п р е в р а щ а е т с я  в 

д в у м е р н о е  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и . 

У р а в н е н и е  ( 5 . 2 )  я в л я е т с я  г и п е р б о л и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и 

ц и е н т а м и ,  и,  как  и з в е с т н о  из  о б щ е й  т е о р и и  у р а в н е н и й  в  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х ,  д л я 

т а к о г о  у р а в н е н и я  как  з а д а ч а  К о ш и ,  т а к  и  краевая  з а д а ч а ,  с т а в я т с я  к о р р е к т н ы м и , 

п р и ч е м  г л а д к о с т ь  р е ш е н и я  п о л н о с т ь ю  о п р е д е л я е т с я  г л а д к о с т ь ю  с о о т в е т с т в у ю щ и х 

н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й .  П о с к о л ь к у  н а м  и з в е с т н о  р а с п р е д е л е н и е  н а  в н е ш н е й  г р а н и ц е  dQt 
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и  н а  о с я х  dRt  д и ф ф у з и о н н о й  о б л а с т и  Qt,  т о  м ы м о ж е м  п о с т а в и т ь  к р а е в у ю  з а д а ч у  с 

у с л о в и я м и  н а г р а н и ц е  и  н а осях ,  з а д а в а е м ы м и  ф у н к ц и я м и  ( 4 . 5 ) и  ( 3 . 3 ) с о о т в е т с т в е н 

но.  П о м и м о  э т о г о ,  м о ж н о  т а к ж е  р а с с м о т р е т ь  с м е ш а н н у ю  з а д а ч у  д л я у р а в н е н и я  ( 5 . 2 ) 

с  д в у м я  н у л е в ы м и  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  (поскольку  в н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  а б с о л ю т н о 

н е п р е р ы в н а я  к о м п о н е н т а  р а в н а  н у л ю ,  а и н т е н с и в н о с т ь  у п р а в л я ю щ е г о  п у а с с о н о в с к о г о 

п р о ц е с с а  п о с т о я н н а  во  в р е м е н и )  и  с  о с т а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  н а  г р а н и ц е . 

К  с о ж а л е н и ю  о б е э т и з а д а ч и  м о г у т  б ы т ь  р е ш е н ы  л и ш ь  ч и с л е н н о ,  а  а н а л и т и ч е с к о е 

в ы р а ж е н и е  д л я а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н о й  к о м п о н е н т ы  р а с п р е д е л е н и я ,  п о  в и д и м о м у ,  не 

м о ж е т  б ы т ь  д а н о  ч е р е з  и з в е с т н ы е  ф у н к ц и и .  К  т а к о м у  в ы в о д у  нас п р и в о д я т  с л е д у ю 

щ и е  с о о б р а ж е н и я . 

Э к с п о н е н ц и а л ь н а я  п о д с т а н о в к а 

p{x,y,t)  =  e'iXtl3w(x,y,t)  ( 5 . 3 ) 

п р и в о д и т  к  б о л е е  п р о с т о м у  у р а в н е н и ю 

/  а4  4Л  а3

  2  д2

  А  2 Л с 2  д  А  4  а4  \ 
—      с  — ~ A  +  А  +  с 4  —  —   )  w  =  О,  (5 .4 ) 

Vat4  з  at 3  at 2  з  at  дх2дУ

2)  v  ' 

т а к  как все п р о и з в о д н ы е  п е р в о г о  и  в т о р о г о  порядков  и с ч е з а ю т . 

П р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  W(a,j3,t)  =  / / R 2  e I Q f X + , ^ y  w(x,  у,  t)  dx  dy  у д о в л е т в о р я е т 

о б ы к н о в е н н о м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю 

{ £   7 Ь +
 Г

  <«'+ Л % ~ Ч  ( ° 2 +  Т. + '* "'"'I w ш  ( 5 5 ) 

корни  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  к о т о р о г о  б ы л и  в явном  виде  в ы ч и с л е н ы  с  помо

щ ь ю  п а к е т а  к о м п ь ю т е р н ы х  п р о г р а м м  M A T H E M A T I C A  и  и м е ю т  к р а й н е  г р о м о з д к и й 

в и д .  Э т о у б е ж д а е т  нас , ч т о , п о  в и д и м о м у ,  о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 5 . 4 ) не  м о ж е т 

б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  в  виде  к о м б и н а ц и и  и з в е с т н ы х  ф у н к ц и й . 

О д н а к о ,  м ы м о ж е м  п о л у ч и т ь  ч а с т н ы е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 5 . 2 ) ,  и м е ю щ и е  ф о р м у , 

а н а л о г и ч н у ю  р а с п р е д е л е н и я м  н а  о с я х  dRt  и  на  в н е ш н е й  г р а н и ц е  dQt  ( с м . т е о р е м ы  1 

и  2 ) .  К р о м е  т о г о ,  э т и ч а с т н ы е  р е ш е н и я  м о г у т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  д л я  и н т е г р и р о в а 

ния  у р а в н е н и й  ( 5 . 2 ) и  ( 5 . 5 ) . 

Т е о р е м а  3 .  Для  любых  (х}у)  6 Qt  u t > 0  функции 

g(x,y,t)  =  e
2"l3I0(fcyJc*t*(x  +  y)*y 

r(x,y,t)  =  е _ 2 А < / 3 / о ( ^ \ / с 2 ' 2  ( *  ! 0 2 ) 

являются  решениями  уравнения  ( 5 . 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К а к м ы у ж е о т м е ч а л и  в ы ш е ,  э к с п о н е н ц и а л ь н о е  пре 
о б р а з о в а н и е  ( 5 . 3 ) с в о д и т  у р а в н е н и е  ( 5 . 2 ) к  у р а в н е н и ю  ( 5 . 4 ) .  П р е о б р а з о в а н и е м  вра
щ е н и я  ( 4 . 1 ) у р а в н е н и е  ( 5 . 4 ) п р и в о д и т с я  к  в и д у 

из  к о т о р о г о  н е м е д л е н н о  в ы т е к а е т  у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы ,  т а к  как  х о р о ш о  и з в е с т н о , 
ч т о  ф у н к ц и и 

я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  т е л е г р а ф н о г о  о п е р а т о р а ,  п о я в л я ю щ е г о с я  в  ( 5 . 7 ) . 

З а м е ч а н и е .  П р е д с т а в л я е т  и н т е р е с  о п р е д е л е н и е  м о м е н т а  в р е м е н и  t*,  к о г д а 

вес  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н о й  к о м п о н е н т ы  р а с п р е д е л е н и я  р а в е н  весу  его  с и н г у л я р н о й 

к о м п о н е н т ы ,  т . е . P{(X(t), Y(t))  е  Qt   dQt   dRt}  =  P { ( X ( t ) , Y(t))  £ dQt  U  dRt}. 
Д л я  т о г о  ч т о б ы  о п р е д е л и т ь  t*,  в  с о о т в е т с т в и и  с  ( 2 . 4 ) и  ( 2 . 5 ) ,  н у ж н о  р е ш и т ь 

у р а в н е н и е 

6 е  2 Л < / 3  4 е  Л *  1  =  0. 

10—274 
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П о л а г а я  г  =  е  А * / 3

}  м ы  п о л у ч а е м  к у б и ч е с к о е  у р а в н е н и е  4 г 3  — 6 г 2  +  1  =  0  с  к о р н я м и 

r i  =  | ,  Г2  =  1 ~ 2

Л ^ 3 ",  гз  =  1 +

2

V ^ .  Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  п о д х о д и т  т о л ь к о  п е р в ы й  корень , 
д а ю щ и й 

**  =  ^ 1 п 2 .  ( 5 . 8 ) 

В с е  э т о  п р и в о д и т  к  с л е д у ю щ е й  к а р т и н е  п о в е д е н и я  р а с п р е д е л е н и я .  П е р в о н а ч а л ь 

но  б о л ь ш а я  ч а с т ь  в е р о я т н о с т и  с о с р е д о т о ч е н а  н а  г р а н и ц е  dQt  и  н а  о с я х  dRt,  и  д о 

м о м е н т а  в р е м е н и  t*  э т а  к о м п о н е н т а  п р е в а л и р у е т .  П о с л е  м о м е н т а  t*  вес  а б с о л ю т 

но  н е п р е р ы в н о й  к о м п о н е н т ы  н а ч и н а е т  п р е о б л а д а т ь ,  а  с и н г у л я р н а я  к о м п о н е н т а  все 

у м е н ь ш а е т с я  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .  Ф о р м у л а  ( 5 . 8 )  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  е с л и  и н т е н с и в н о с т ь 

п е р е к л ю ч е н и й  Л  с т р е м и т с я  к  б е с к о н е ч н о с т и ,  вес  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н о й  к о м п о н е н т ы 

с т а н о в и т с я  д о м и н и р у ю щ и м  м г н о в е н н о . 

З а м е ч а н и е .  Т р а е к т о р и и ,  с о с т а в л я ю щ и е  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н у ю  ч а с т ь 

р а с п р е д е л е н и я ,  м о г у т  б ы т ь  р а з б и т ы  на  д в а  м н о ж е с т в а ,  о д н о  из  к о т о р ы х  с о д е р ж и т 

т р а е к т о р и и  с  н у л е в о й  м е р о й  с а м о п е р е с е ч е н и й  ( т . е .  б е з  о т р а ж е н и я ) ,  а  д р у г о е  —  с  по

л о ж и т е л ь н о й  м е р о й  с а м о п е р е с е ч е н и й  ( т . е .  д л я  к о т о р ы х  ч а с т и ц а  о т р а з и л а с ь  х о т я  бы 

р а з ) .  П р о с т ы е  в ы ч и с л е н и я  п о з в о л я ю т  в ы п и с а т ь  в е р о я т н о с т ь  т о г о ,  ч т о  д о  м о м е н т а 

в р е м е н и  t  не  п р о и з о ш л о  ни  о д н о г о  о т р а ж е н и я : 

Р 
ч а с т и ц а  в  м о м е н т  t  \  оо  / 2 \ *  3 

н а х о д и т с я  в н у т р и  Qt  и  >  =    P[N(t)  =  2 j  +  ^  f    j  Р { # ( < )  =  * } 

ни  р а з у  не  о т р а з и л а с ь  J  k=3 

НИ
2

)] * < / Э _ Е  А «  ( 1 + 2 Л < + . 

О с т а в ш а я с я  ч а с т ь  а б с о л ю т н о  н е п р е р ы в н о й  к о м п о н е н т ы  р а с п р е д е л е н и я  P{X(t)  <  х , 

У(0  <  У}  о т н о с и т с я  к  м н о ж е с т в у  т р а е к т о р и й  с  п о л о ж и т е л ь н о й  м е р о й  с а м о п е р е с е ч е 

н и й . 

А .  К о л е с н и к  б л а г о д а р и т  C o n s i g l i o  N a z i o n a l e  de l l e  R i c e r c h e  ( C N R )  И т а л и и  з а  под

д е р ж к у  э т о г о  и с с л е д о в а н и я  в  р а м к а х  N A T O  C N R  G u e s t  F e l l o w s h i p s  P r o g r a m m e  и  о т 

д е л  с т а т и с т и к и  и  в е р о я т н о с т и  у н и в е р с и т е т а  « L a  S a p i e n z a »  ( Р и м ,  И т а л и я )  з а  с о з д а н и е 

п р е к р а с н ы х  р а б о ч и х  у с л о в и й .  А .  К о л е с н и к  б л а г о д а р е н  с в о е м у  с о а в т о р у  п р о ф е с с о р у 

Э н ц о  О р с и н г е р у  з а  г о с т е п р и и м с т в о  во  в р е м я  его  п р е б ы в а н и я  в  Р и м е .  А в т о р ы  х о т я т 

п о б л а г о д а р и т ь  д  р а  L u i s a  B e g h i n ,  д  р а  S t e f a n o  Iacus  и  д  р а  Li la  Di  C a p r i o  з а  и х  п о м о щ ь 

в  о ф о р м л е н и и  р у к о п и с и  с т а т ь и .  А в т о р ы  п р и з н а т е л ь н ы  р е ц е н з е н т а м  з а  с о д е р ж а т е л ь 

н ы е  з а м е ч а н и я ,  п о з в о л и в ш и е  в н е с т и  у л у ч ш е н и я  в  п е р в о н а ч а л ь н ы й  в а р и а н т  с т а т ь и . 

С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы 

1.  Di  Crescenzo  A.  E x a c t  t r a n s i e n t  a n a l y s i s  of  a  p lanar  r a n d o m  m o t i o n  w i t h  t h r e e 

d i r e c t i o n s .  P r e p r i n t  №  1 3 / 9 9 .  U n i v e r s i t a  d e l l a  B a s i l i c a t a ,  1999 . 

2.  Foong  S.  K.  F i r s t  p a s s a g e  t i m e ,  m a x i m u m  d i s p l a c e m e n t ,  a n d  K a c ' s  s o l u t i o n  of  t h e 

t e l e g r a p h  e q u a t i o n .  —  P h y s .  R e v . ,  1992 ,  v .  46 ,  p .  7 0 7  7 1 0 . 

3 .  Foong  S.  K.,  Kanno  S.  P r o p e r t i e s  of  t h e  t e l e g r a p h e r ' s  r a n d o m  p r o c e s s  w i t h  or  w i t h o u t 

a  t r a p .  —  S t o c h a s t i c  P r o c e s s .  A p p l . ,  1994 ,  v .  5 3 ,  p .  1 4 7  1 7 3 . 

4 .  Кабанов  Ю.  M.  О  в е р о я т н о с т н о м  п р е д с т а в л е н и и  р е ш е н и я  т е л е г р а ф н о г о  у р а в н е 

ния .  —  Т е о р и я  в е р о я т н .  и  ее  п р и м е н . ,  1992 ,  т .  37 ,  в.  2,  с.  4 2 5  4 2 6 . 

5.  Колесник  А.  Д.  О б  о д н о й  м о д е л и  марковской  с л у ч а й н о й  э в о л ю ц и и  н а  п л о с к о с т и , 

А н а л и т и ч е с к и е  м е т о д ы  и с с л е д о в а н и я  э в о л ю ц и и  с т о х а с т и ч е с к и х  с и с т е м .  К и е в : 

И н  т  м а т е м .  А Н  У к р а и н ы ,  1989 ,  с.  5 5  6 1 . 

6.  Kolesnik  A.  D.  T h e  e q u a t i o n s  of  M a r k o v i a n  r a n d o m  e v o l u t i o n  o n  t h e  l ine .  —  J.  A p p l . 

P r o b a b . ,  1998 ,  v .  35 ,  p .  2 7  3 5 . 

7.  Колесник  А.  Д.,  Турбин  А.  Ф.  И н ф и н и т е з и м а л ь н ы й  г и п е р б о л и ч е с к и й  о п е р а т о р 

м а р к о в с к и х  с л у ч а й н ы х  э в о л ю ц и и  в  Rn.  —  Д о к л .  А Н  У к р а и н ы ,  1 9 9 1 ,  т .  1,  с.  1 1 

14. 



Стохастические  сети  и  устойчивость  динамических  систем  147 

8.  Kolesnik  A.  ТигЫп  A.  F.  T h e  e q u a t i o n  of  s y m m e t r i c  M a r k o v i a n  r a n d o m  e v o l u t i o n 

in  a  p l a n e .  —  S t o c h a s t i c  P r o c e s s .  A p p l . ,  1998 ,  v .  75 ,  p .  6 7  8 7 . 

9.  Ovsingher  E.  P r o b a b i l i t y  l a w ,  flow  f u n c t i o n ,  m a x i m u m  d i s t r i b u t i o n  of  w a v e  g o v e r n e d 

r a n d o m  m o t i o n s  a n d  the ir  c o n n e c t i o n s  w i t h  Kirchof f ' s  l a w s .  —  S t o c h a s t i c  P r o c e s s . 

A p p l . ,  1990 ,  v .  34 ,  p .  4 9  6 6 . 

10.  Orsingher  E.  E x a c t  j o i n t  d i s t r i b u t i o n  in  a  m o d e l  of  p lanar  r a n d o m  m o t i o n .  —  S t o c h a s 

t i c s  S t o c h a s t i c s  R e p . ,  2 0 0 0 ,  v .  69 ,  №  1,  p .  1  1 0 . 

11 .  Orsingher  E.,  Bassan  B.  O n  a  2nvalued  t e l egraph  s igna l  and  t h e  r e l a t e d  i n t e g r a t e d 

p r o c e s s .  —  S t o c h a s t i c s  S t o c h a s t i c s  R e p . ,  1992 ,  v .  38 ,  p .  1 5 9  1 7 3 . 

12.  Орсингер  Э . ,  Колесник  А.  Д.  Т о ч н о е  р а с п р е д е л е н и е  в  м о д е л и  с л у ч а й н о г о  д в и ж е 

ния  н а  п л о с к о с т и ,  у п р а в л я е м о г о  г и п е р б о л и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  ч е т в е р т о г о  п о р я д 

ка.  —  Т е о р и я  в е р о я т н .  и  ее  п р и м е н . ,  1996 ,  т .  4 1 ,  в.  2,  с.  4 5 1  4 5 9 . 

13.  Orsingher  Е.,  San  Martini  A.  P l a n a r  r a n d o m  e v o l u t i o n  w i t h  t h r e e  d i r e c t i o n s .  — 

E x p l o r i n g  S t o c h a s t i c  L a w s ,  E d .  by  A .  V .  S k o r o k h o d .  U t r e c h t :  V S P ,  1995 ,  p .  3 5 7  3 6 6 . 

14.  Ратанов  H.  E.  С л у ч а й н ы е  б л у ж д а н и я  ч а с т и ц ы  в  н е о д н о р о д н о й  о д н о м е р н о й  с р е д е 

с  о т р а ж е н и е м  и  п о г л о щ е н и е м .  —  Т е о р е т .  м а т е м .  ф и з и к а ,  1997 ,  т .  112 ,  № 1 , 

с.  8 1  9 1 . 

П о с т у п и л а  в  р е д а к ц и ю 
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СТОХАСТИЧЕСКИЕ ТРАНСПОРТНЫЕ СЕТИ  И  УСТОЙЧИВОСТЬ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ1) 

Р а с с м о т р е н а  с е т ь ,  с о д е р ж а щ а я  N  у злов  и  rN  п р и б о р о в ,  п е р в о н а ч а л ь 
но  н а х о д я щ и х с я  в  у з л а х .  В  к а ж д ы й  у з е л  п о с т у п а е т  п у а с с о н о в с к и й  поток 
заявок  и н т е н с и в н о с т и  A(t).  Заявка ,  п о п а в ш а я  в  п у с т о й  у з е л ,  п о к и д а е т 
с и с т е м у .  Е с л и  в  у з л е  е с т ь  п р и б о р ы ,  т о  из  н и х  р а в н о в е р о я т н о  в ы б и р а е т 
ся  п р и б о р ,  к о т о р ы й  з а б и р а е т  заявку  и  п е р е м е щ а е т  ее  в  с л у ч а й н ы й  у з е л , 
к о т о р ы й  в ы б и р а е т с я  р а в н о в е р о я т н о .  В р е м я  п е р е м е щ е н и я  р а с п р е д е л е н о 
э к с п о н е н ц и а л ь н о  с о  с р е д н и м  з н а ч е н и е м  1.  Ч и с л о  о б с л у ж и в а ю щ и х  п р и 
б о р о в  в  к а ж д о м  из  N  у з л о в  не  п р е в о с х о д и т  т. 

М ы  и с с л е д у е м  у с т о й ч и в о с т ь  п р е д е л ь н о г о  д е т е р м и н и р о в а н н о г о  п р о 
цесса ,  п о л у ч а е м о г о  п р и  N  оо.  Д а л е е ,  м ы  п р и м е н я е м  н а ш и  р е з у л ь т а т ы 
к  с и с т е м е  м а с с о в о г о  о б с л у ж и в а н и я  с о  с л о ж н о й  д и с ц и п л и н о й  в ы б о р а  п р и 
б о р а . 

Ключевые  слова  и  фразы:  марковские  п р о ц е с с ы ,  н е л и н е й н ы е  д и н а 
м и ч е с к и е  с и с т е м ы ,  г л о б а л ь н а я  а с и м п т о т и ч е с к а я  у с т о й ч и в о с т ь ,  п р о и з 
в о д я щ и й  о п е р а т о р ,  с х о д и м о с т ь ,  м е т о д  с р е д н е г о  поля,  т е о р и я  м а с с о в о г о 
о б с л у ж и в а н и я . 

1.  Введение 

В  р е а л и с т и ч е с к и х  м о д е л я х  с т о х а с т и ч е с к и х  т р а н с п о р т н ы х  с е т е й  п р а к т и ч е с к и  не

в о з м о ж н о  п о л у ч и т ь  явные  ф о р м у л ы ,  о п и с ы в а ю щ и е  п о в е д е н и е  с и с т е м ы .  А с и м п т о т и 

ч е с к и й  п о д х о д  ( п р и  б о л ь ш о м  числе  п р и б о р о в )  п р и м е н я л с я  в  ряде  п о с л е д н и х  и с с л е д о 

в а н и й  н а  э т у  т е м у  ( с м .  [1],  [4] ,  [6]) .  М ы  п о л у ч а е м  д о с т а т о ч н ы е  п р и з н а к и  г л о б а л ь н о й 

а с и м п т о т и ч е с к о й  у с т о й ч и в о с т и  и  п р и м е н я е м  и х  к  д в у м  с и с т е м а м ,  в о з н и к ш и м  из  с о 

в р е м е н н о й  т е о р и и  м а с с о в о г о  о б с л у ж и в а н и я . 

*  М о с к о в с к и й  г о с у д а р с т в е н н ы й  у н и в е р с и т е т  и м .  М . В .  Л о м о н о с о в а ,  м е х а н и к о 

м а т е м а т и ч е с к и й  ф а к у л ь т е т ,  В о р о б ь е в ы  горы,  119899  М о с к в а ,  Р о с с и я ;  e mai l : 

o s e l e d @ m e c h . m a t h . m s u . s u ,  d i m a @ v v v . s r c c . m s u . s u 
1 }  Р а б о т а  п е р в о г о  а в т о р а  п о д д е р ж а н а  Р Ф Ф И  ( г р а н т ы  № 9 6 0 1 0 0 3 7 7  и  № 9 9  0 1 

0 1 1 0 4 ) .  Р а б о т а  в т о р о г о  а в т о р а  ч а с т и ч н о  п о д д е р ж а н а  ф о н д о м  I S S E P  ( г р а н т  S 9 8  2 0 4 2 ) . 
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