ANALYSE UND SYNTHESE
ELEKTROMECHANISCHER SYSTEME

von der Fakultat fiir Elektrotechnik und Informationstechnik

der Technischen Universitdt Chemnitz
genehmigte
Dissertation
zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor-Ingenieur
(Dr.-Ing.)

vorgelegt

von Dipl.-Ing. Olaf Enge
geboren am 14.10.1961 in Karl-Marx-Stadt
eingereicht am 03. Marz 2005

Gutachter: Prof. Dr. sc. nat. Peter Maifler
Prof. Dr.-Ing. Wolfram Doétzel
Priv.-Doz. Dr.-Ing. habil. Roland Siifle

Tag der Verleihung: 05. August 2005






Analyse und Synthese elektromechanischer Systeme

Dissertation an der Fakultat fiir Elektrotechnik und Informationstechnik der Technischen
Universitit Chemnitz

Anzahl der Seiten: 225
Anzahl der Abbildungen: 60
Anzahl der Literaturzitate: 251

REFERAT

Die Arbeit behandelt Methoden zur Analyse bzw. Synthese elektromechanischer Sys-
teme mit endlichem Freiheitsgrad (EMS). Dabei wird von einer einheitlichen ma-
thematischen Modellierung solcher Systeme basierend auf dem Prinzip der virtuel-
len Arbeit in Lagrange’scher Fassung ausgegangen. Die Anwendung dieses Prinzips
griindet sich auf die Graphentheorie zur Beschreibung topologischer Zusammenhénge so-
wie auf Starrkérpermechanik und Kirchhoff-Theorie zur Gewinnung eines einheitlichen
differenzial-algebraischen Systems der Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen.
Als Analysemethoden fiir strukturfeste EMS werden neben der numerischen Integration
die Bestimmung von Gleichgewichtszustéinden und die Herleitung der linearisierten Glei-
chungen zur Schwingungsanalyse dargelegt. Einer der beiden Hauptinhalte der Arbeit ist
die einheitliche Modellierung und Behandlung von strukturvariablen EMS. Dazu werden
Phénomene der Strukturvariabilitdt doménenunabhéngig als unilaterale Bindungen auf-
gefasst und mittels komplementérer Variablen beschrieben. Das kombinatorische Problem
der Strukturfindung wird mittels eines linearen Komplementaritiatsproblems gelost.

Die Synthese eines EMS wird als inverses Problem der Dynamik aufgefasst. Eine Losung
dieser Aufgabe bei gegebener Struktur kann mittels Parameteroptimierung erfolgen. Der
zweite Hauptinhalt der Arbeit ist die nichtlineare dynamische Steuerung von EMS als die
Losung des inversen Problems bei fester Gesamtkonfiguration. Dazu wird ein so genann-
ter erweiterter PD-Regler — bestehend aus einer nichtlinearen Vorsteuerung auf Basis der
inversen Dynamik des EMS und einer linearen Riickfithrung des Lage- und Geschwindig-
keitsfehlers — entworfen, der das gesamte EMS um einen Sollkonfigurationenraum regelt.
Die globale asymptotische Stabilitéit dieses Regelgesetzes wird durch explizite Konstruk-
tion einer Lyapunov-Funktion nachgewiesen.

Einige Beispiele zur Anwendung der aufgefithrten Analyse- und Synthesemethoden runden
die Arbeit ab.
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Indexmenge der Cogeriistkanten mit Schaltbauelementen

Indexmenge der Cogeriistkanten von schalterbehafteten Fundamental-
kreisen

Indexmenge der Cogeriistkanten mit gedffneten (stromlosen) Schaltern

Indexmenge der Cogeriistkanten mit geschlossenen (stromfiihrenden)
Schaltern

Indexmenge der ,schaltbaren® Schaltbauelemente (auf Cogertistkanten)

Element der Indexmenge aller potenziellen Kontakte, Element der
Indexmenge aller Reibpaare

Element der Indexmenge aller Kanten eines Graphen, Element der
Indexmenge aller Zweige des elektrischen Netzwerkgraphen

Index fiir stromquellenbehafteten Zweig

Index fiir schalterbehafteten Zweig

elektrischer Strom, Indexmenge fiir die Zustandsgréfien des elektri-
schen Teilsystems (bei dessen Darstellung mittels Differenzial-
gleichungen erster Ordnung), Einheitsmatrix

Zweigstrom

Indexmenge aller potenziellen Kontakte des mechanischen
(Teil-)Systems

Indexmenge aller ,schaltbaren* Kontakte des mechanischen
(Teil-)Systems

Indexmenge aller Reibpaare des mechanischen (Teil-)Systems

Indexmenge aller ,;schaltbaren“ Reibpaare des mechanischen
(Teil-)Systems

Element der Indexmenge 'y, I'gr bzw. ['ge

Element der Indexmenge sy, I'sg bzw. I'se

Indexmenge der generalisierten mechanischen Koordinaten, Ziel-
funktion, Zielfunktional

Indexmenge der dynamisch zu steuernden generalisierten mechani-
schen Koordinaten

Zerlegung der Indexmenge J; bzgl. verwendeter Antriebsprinzipien

Indexmenge der unabhéngigen generalisierten mechanischen Koordi-
naten

Indexmenge der anholonomen Zwangsbedingungen

Indexmenge der holonomen Zwangsbedingungen

Knotenindex, Korperindex, Volumenkraftdichte

Koeffizientenmatrix fiir den Einfluss gestorter mechanischer Koordi-
naten auf Zeitableitungen von elektrischen Strémen

Koeffizientenmatrix fiir den Einfluss gestorter elektrischer Ladungen
auf mechanische Beschleunigungen
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Koeffizientenmatrix fiir den Einfluss gestorter mechanischer Koordi-
naten auf mechanische Beschleunigungen

Anzahl der Korper

Matrix der Regler-Verstarkungsfaktoren fiir Geschwindigkeitsfehler

am Korper By eingeprigte resultierende Kraft

Gainfaktor fiir Abweichung des elektrischen Stromes

Gainfaktor fiir Abweichung der mechanischen Geschwindigkeit

zyklomatische Zahl

Matrix der generalisierten Induktivitdten

Inverse der Matrix [,

Inverse der Submatrix [, ,,

Anzahl der unabhéingigen kinematischen Schleifen, Induktor, Indukti-
vitét

maximale Induktivitéat

Matrix der Induktivitdten (Induktormatrix)

Koeffizientenmatrix

Nummer des Vorgéngerkorpers zum Koérper By

Quasifreiheitsgrad des elektrischen (Teil-)Systems, Masse

Masse des Korpers By

Anzahl der dynamisch zu steuernden generalisierten elektrischen Koor-
dinaten

Anzahl der unabhéngigen generalisierten elektrischen Koordinaten

momentaner Freiheitsgrad des elektrischen (Teil-)Systems

Méchtigkeit der Indexmenge [

Anzahl der Cogeriistkanten

Anzahl der Bewegungsgleichungen des elektrischen (Teil-)Systems,
reduzierter Quasifreiheitsgrad des elektrischen (Teil-)Systems
infolge algebraischer Gleichungen

Fundamentalkreis in einem Graphen

schiefsymmetrischer Tensor des am Korper By eingepréigten resultie-

renden Momentes

Dimension, Freiheitsgrad des mechanischen (Teil-)Systems

Anzahl der dynamisch zu steuernden generalisierten mechanischen
Koordinaten

Anzahl der unabhéngigen generalisierten mechanischen Koordinaten

Anzahl der Knoten eines Graphen

Ursprung des Inertialkoordinatensystems

Anzahl der Komponenten eines Graphen

Koeffizientenmatrix fiir den Einfluss gestorter mechanischer Koordi-
naten auf elektrische Strome

Punkt, Leistung

reprasentierender Punkt

Sollladung

Zeit t
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Fundamentalkreisladungen

generalisierte Koordinate

Fundamentalkreisstrom

generalisierte Geschwindigkeit

generalisierte Beschleunigung

dynamisch zu steuernde generalisierte Koordinate

(zeitabhéngiger) Sollwert fiir eine dynamisch zu steuernde generali-
sierte Koordinate

unabhéngige generalisierte Koordinate

Ladungsanteil im Zweig j infolge aller Stromquellen des elektrischen
(Teil-)Systems

Fundamentalkreisladung zum aktuell letzten Schaltzeitpunkt

Zweigstrom

Stromanteil im Zweig j infolge aller Stromquellen des elektrischen
(Teil-)Systems

Gatestrom eines Thyristors

Zweigladung

Zweigstrom

Ladungsanteil im Zweig j infolge der zweigeigenen Stromquelle

Stromanteil im Zweig j infolge der zweigeigenen Stromquelle

Anteil der Stromableitung im Zweig j infolge der zweigeigenen Strom-
quelle

Haltestrom eines Thyristors im Zweig s

generalisierte mechanische Koordinate

Ladung im Fundamentalkreis g

Fundamentalkreisladung nach Hauptachsentransformation

Fundamentalkreisladung zum vorhergehenden Integrationsschritt

Strom im Fundamentalkreis p

Fundamentalkreisstrom nach Hauptachsentransformation

generalisierte elektrische Koordinate

Zustandsgrofe des elektrischen Teilsystems

Zeitableitung der Zustandsgrofle des elektrischen Teilsystems

quadratische Form

Fundamentalschnittmatrix

verallgemeinerte ,, Kraft“, d.h. generalisierte mechanische Kraft oder
elektrische Maschenspannung

Zusammenfassung verschiedener generalisierter Kréifte bzw. Span-
nungen

generalisierte Kraft

Zusammenfassung verschiedener Anteile generalisierter Krifte

Klasseneinteilung generalisierter Kréfte bzgl. Zustandsfunktionen

generalisierte Krifte infolge ¥

generalisierte Krifte infolge d)éez)

generalisierte elektrisch erzeugte Kraft
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generalisierte rein mechanische Kraft

sonstige generalisierte Kréfte

Zusammenfassung verschiedener Anteile generalisierter Spannungen

Anzahl aller Zwangsbedingungen eines EMS;, reelle Zahl, Polarkoordi-
nate des Flidchenelementes

Anzahl der Kanten mit Stromquellen

Anzahl der algebraischen Gleichungen des elektrischen (Teil-)Systems

Anzahl der holonomen Zwangsbedingungen eines EMS

statische und dynamische Kennwerte zur Bestimmung von Zielfunk-
tion oder Zielfunktional bei der Optimierung

Anzahl aller Zwangsbedingungen des mechanischen (Teil-)Systems

Anzahl der anholonomen Zwangsbedingungen des mechanischen
(Teil-)Systems

Anzahl der holonomen Zwangsbedingungen des mechanischen
(Teil-)Systems

Anzahl der elektrischen Schaltbauelemente

Absolutanteil der zugelassenen Kraftgesetze

Koeffizientenmatrix der zugelassenen Kraftgesetze

Koeffizientenmatrix bei Resistoren, Matrix der generalisierten
Resistoren

7w erweitert um Anteile infolge explizit zeitabhéngiger Induktivitéten

Kurzschreibweise fiir bestimmte aus r,,,,, abgeleitete Terme

Inverse der Matrix 7,

Inverse der Submatrix 7,,,,

Ohm’scher Widerstand

generalisierte Reaktionen

generalisierte Reaktionskrifte/-spannungen, generalisierte Steuer-
kréfte/-spannungen

Ausgangsvektor der linearen PD-Riickfithrung

Resistormatrix

LCP-Koeffizientenmatrix

Koeffizientenmatrix

Kurzschlusswiderstand

minimaler bzw. maximaler Widerstandswert

Steuerspannung

Steuerkraft

lineare Riickfithrung (feedback)

elektrisch erzeugter Anteil der nichtlinearen Vorsteuerung (feed
forward)

rein mechanischer Anteil der nichtlinearen Vorsteuerung (feed forward)

Radius des Uberdeckungskreises

generalisierte Reaktionskrifte bzw. -spannungen

modifizierte generalisierte Steuerkrifte bzw. -spannungen

Ausgangsvektor der linearen P-Riickfithrung



XVIII

Sky Su

S

o 1o
O o

(SBE)

70
v 10

Vo

Vo
Vo, i

generalisierte Reaktionsspannungen infolge fiktiver Stromquellen (d.h.
geoffneter Schalter)

Starrkorperkoordinatenindex, Element der Indexmenge I'g

Systemparameter bzw. Optimierungsvariable

Koeffizienten der Dissipationsfunktion

Koeffizienten des in den Geschwindigkeiten linearen Anteils der Dissi-
pationsfunktion

symmetrischer Anteil der Matrix der generalisierten Resistoren

Fundamentalschnitt durch einen Graphen, Massenmittelpunkt eines
Korpers, Anzahl der Stromquellen im elektrischen (Teil-)System,
Schalter

Zeit

fester Zeitpunkt

potenzieller Schaltzeitpunkt

letzter vergangener Schaltzeitpunkt

kinetische Energie, Transformationsmatrix

Anteile der kinetischen Energie vom Homogenitétsgrad 0, 1 bzw. 2
bzgl. ¢"

Submatrix

Kante eines Graphen

Potenzial

Maschenspannung (Summe aller Zweigspannungen) im Fundamental-
kreis pu, generalisierte elektrische Spannung

Klasseneinteilung der Maschenspannungen bzgl. Zustandsfunktionen
Maschenspannungsanteil infolge Kondensatoren bzw. Resistoren

Maschenspannungsanteil infolge Schaltbauelemente

Maschenspannungsanteil infolge Spannungsquellen

v,0 erweitert um Anteile infolge Permanentmagnete, Anfangsladungen
oder Stromquellen

v, erweitert um Anteile infolge Permanentmagnete oder Anfangs-
ladungen

verallgemeinertes Potenzial, elektrische Spannung, Lyapunov-Funktion

Spannungsquelle

Anteile des verallgemeinerten Potenzials vom Homogenitétsgrad 0
bzw. 1 bzgl. ¢*

Spannung iiber einer Diode

Gatespannung an einem Thyristor

gyroskopisches Potenzial, homogener Anteil des verallgemeinerten
Potenzials

Zweigspannung

kapazitiver Spannungsanteil im Zweig ¢
induktiver Spannungsanteil im Zweig ¢
resistiver Spannungsanteil im Zweig ¢

sonstiger Spannungsanteil im Zweig ¢
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Spannungsanteil im Zweig ¢ infolge Schaltbauelement
Spannungsquelle im Zweig 4

Spannungen infolge Anfangsladungen von Kondensatoren

Eingangsspannung

negative , Spannungsreserve® (Betrag einer negativen Spannungs-
differenz zum Schaltpunkt)

Ausgangsspannung

positive ,, Spannungsreserve“ (positive Spannungsdifferenz zum
Schaltpunkt)

Durchbruchspannung einer Zenerdiode

ausschliefllich koordinaten- und geschwindigkeitsabhéngige Terme der
Relativbeschleunigung in Normalenrichtung

Absolutanteil des LCP in Normalenrichtung

Koeffizientenvektor der Relativgeschwindigkeit /-beschleunigung fiir die
Normalenrichtung des Kontaktes ¢

ausschliefllich koordinaten- und geschwindigkeitsabhéngige Terme der
Relativbeschleunigung in Tangentialrichtung

Anteil der Relativbeschleunigung in Tangentialrichtung

Absolutanteil des LCP in Tangentialrichtung

Koeffizientenvektor der Relativgeschwindigkeit /-beschleunigung fiir die
Tangentialrichtung des Reibpaares ¢

schiefsymmetrische Koeffizientenmatrix der zugelassenen Kraftgesetze

Maschenspannungsanteil im Fundamentalkreis g infolge Spannungs-
quellen, Elektrete oder Quellladungen

schiefsymmetrischer Anteil der Matrix der generalisierten Resistoren

Weg in einem Graphen

elektrische Energie

magnetische Coenergie

Koeffizientenmatrix des LCP in Normalenrichtung

Koeffizientenmatrix bei Reibkréften in Tangentialrichtung

Koeffizientenmatrix des LCP in Tangentialrichtung

Plattenabstand, Eisenkernposition

Sollplattenabstand

Storung der generalisierten Koordinate ¢%, Vektor der Zustands-
variablen, Vektor

Vektor

Eisenkernposition bei halber Induktivitéat

Vektor

oberer bzw. unterer Schleifkontaktweg

Starrkorperkoordinaten

Koordinaten des Fliachenelementes

Abstand bei entspannter Feder

Storung einer Zustandsgrofle des elektrischen Teilsystems (bei dessen
Darstellung mittels Differenzialgleichungen erster Ordnung)

Storung einer elektrischen Maschenladung
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Storung eines elektrischen Maschenstromes

Storung einer generalisierten mechanischen Koordinate
Storung einer generalisierten mechanischen Geschwindigkeit
Knoten eines Graphen

Schwerpunktkoordinaten

Schwerpunktkoordinaten des Korpers By,

Koordinate des Kapazitéitselementes

Vektor

Vektor, Spiegelposition in z-Richtung

Vektor

Zielfunktion fiir Gleichgewichtszustand des gesamten EMS
Zielfunktion fiir Gleichgewichtszustand des elektrischen Teilsystems
Zielfunktion fiir Gleichgewichtszustand des mechanischen Teilsystems

Gothische Buchstaben
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Klassen von Knoten eines Graphen

normierter Vektor im Inertialsystem

normierter Vektor im Bezugssystem

Kontaktkraft in Normalenrichtung

Reibkraft in Tangentialrichtung

Gravitationsvektor

Vektor des kiirzesten Abstandes zwischen zwei Korpern

Zeitableitung des Vektors in Tangentialrichtung zwischen zwei kérper-
festen Punkten eines Reibpaares

eingeprigte Kraft

Menge der zur Zeit t moglichen Lagen

Einheitsvektor in Normalenrichtung

Ortsvektor

Einheitsvektor in Tangentialrichtung

Menge bzw. Teilmenge aller Kanten eines Graphen

Menge bzw. Teilmenge aller Knoten eines Graphen

Griechische Buchstaben
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Loy
Loz, T'or, Toc

Bryant- oder Kardanwinkel der Drehung um die korperfeste x-Achse

Bryant- oder Kardanwinkel der Drehung um die korperfeste y-Achse

Elemente der Indexmenge {0,1,2,...}

Koeffizientenmatrix der dynamischen Zwangsbedingungen des elektri-
schen (Teil-)Systems

Koeffizientenmatrix der dynamischen Zwangsbedingungen des mecha-
nischen (Teil-)Systems

Graph bzw. Subgraph, Indexmenge der Kanten eines Graphen bzw.
Subgraphen

Indexmenge der Kanten mit Stromquellen

Zerlegung der Indexmenge I'y bzgl. der Inzidenz der jeweiligen strom-
quellenbehafteten Kante mit H;-, Hg-, Ho-Fundamentalkreisen
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Indexmenge der Kanten ohne Stromquellen (und ohne Schalter),
Indexmenge der generalisierten Koordinaten bei Formulierung in
Nicht-Minimalkoordinaten

Messgraph

Indexmenge der Kanten mit Schaltbauelementen

Indexmenge der Kanten mit gedffneten (stromlosen) Schaltern

Indexmenge der Kanten mit geschlossenen (stromfithrenden) Schaltern

Indexmenge der ,schaltbaren” Schaltbauelemente

Zerlegung der Indexmenge ['g bzgl. der Inzidenz der jeweiligen schal-
terbehafteten Kante mit H-, Hg-, Ho-Fundamentalkreisen

Christoffel-Symbole erster Art

positive reelle Zahl, Polarkoordinate des Fldchenelementes

Variations- oder Eulerableitung

Kronecker-Symbol, Einheitstensor (Einheitsmatrix)

virtuelle Arbeit

Ladungsdifferenz bei Schaltbauelement auf Kante s

Determinante der Resistormatrix

Zeitdifferenz

positive reelle Zahl

Dielektrizitédtskonstante

kleine positive Ergéinzungsfaktoren

Maschenspannung infolge Elektrete oder Quellladungen

Maschenspannung infolge Elektrete

Faktor zur Mafleinheitenanpassung

Binet’scher Tragheitstensor des Korpers By

Element der Indexmenge generalisierter mechanischer Koordinaten

Reaktionsspannung iiber einem Schaltbauelement

Haftkraft

skalarer Wert der Kontaktkraft in Normalenrichtung

Kontaktkraft in Normalenrichtung des potenziellen Kontaktes ¢

skalarer Wert der Reibkraft in Tangentialrichtung

Haftkraftreserve in negative Richtung

Haftkraftreserve in positive Richtung

Haftkraftreserve des Reibpaares ¢ in negative Richtung

Haftkraftreserve des Reibpaares ¢ in positive Richtung

Lagrange-Multiplikatoren

Lagrange-Funktion

Elemente der Indexmengen H oder H*

Index fiir Cogeriistkante eines stromquellenbehafteten Fundamental-
kreises, Haftreibungskoeffizient

Element der Indexmenge H;o U Hgy U He

Element der Indexmenge Hyo U Hgy

Element der Indexmenge Hcy U HE,

Element der Indexmenge H;, Hgr bzw. H¢

Element der Indexmenge Hyo U Hp,



XXII

Mri, Lo, RO

HLR, HRC

§
é‘l
591
Ti
©, X M5 G
o,
CI)/L
Yy
¢u0

QZJMO
v

- (el)

Wa, wlﬂ w,LL

Q

Element der Indexmenge Hy1, Hrg bzw. Hpgg

Element der Indexmenge Hy, U Hg bzw. Hr U Hp

materieller Punkt

korperfeste Koordinaten

Storung des Lagrange-Multiplikators A,,

Menge aller materiellen Punkte

Integrationszeitpunkt

Element der Indexmenge [

generalisierte Storkraft

generalisierte Stérspannung

verketteter magnetischer Fluss im Fundamentalkreis p

verketteter magnetischer Fluss infolge Permanentmagnete oder Strom-
quellen

verketteter magnetischer Fluss infolge Permanentmagnete

magnetomechanisches Copotenzial (auch: magnetische Coenergie)

Absolutanteil von W

Anteile des magnetomechanischen Copotenzials vom Homogenitéts-
grad 0, 1 bzw. 2 bzgl. ¢*

verketteter magnetischer Fluss im Zweig ¢

verketteter magnetischer Fluss infolge Permanentmagnete

elektromechanisches Potenzial

Absolutanteil von w "

Koeffizienten des verallgemeinerten Potenzials bei den generalisierten
Geschwindigkeiten

Zustandsfunktion

Sonstige Symbole

E3
]ET7 ]ETOJ E’I’m

R
R™
R”
R(n—i—m)
Vn v

PSAMNL QPP

Euklid’scher Anschauungsraum

durch Zwangsbedingungen aufgespannte Hyperebene des Konfigura-
tionenraumes

Menge der reellen Zahlen

Konfigurationenraum des elektrischen (Teil-)Systems

Konfigurationenraum des mechanischen (Teil-)Systems

Konfigurationenraum des EMS

Riemann’scher Raum bzw. zeitabhéngiger Riemann’scher Raum

partielle Ableitung nach der Zeit

partielle Ableitung nach ¢°

partielle Ableitung nach ¢°

partielle Ableitung nach ¢°

y,Summation® (im Hamel’schen Sinne)

keine Summation

leerer Graph

leere Menge

direkte Summe
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v fiir alle

() totale Zeitableitung

()T Transponierte einer Matrix

()] T Maschentransformation

() 5 symmetrischer Anteil eines Tensors (einer Matrix)

(gl schiefsymmetrischer Anteil eines Tensors (einer Matrix)

(+)(h Anteil einer Zustandsfunktion zur vollstéindigen Ableitung der genera-

lisierten Spannungen, Anteil einer generalisierten Kraft infolge des
elektrischen Teilsystems, Kennzeichnung diverser Objekte entspre-
chender Zustandsfunktionen und Kréfte

(+)(me) Anteil einer Zustandsfunktion zur vollstindigen Ableitung der genera-
lisierten Kréfte, rein mechanischer Anteil einer generalisierten Kraft,
Kennzeichnung diverser Objekte entsprechender Zustandsfunktionen

und Kréfte
() positiver Teil
() negativer Teil
Subindex 1 Kennzeichnung einer abhéngigen generalisierten Koordinate oder

(z.B. ¢™, q”i, x™)  Storung, Kennzeichnung einer dynamisch zu steuernden generali-
sierten Koordinate

Subindex 2 Kennzeichnung einer unabhéngigen generalisierten Koordinate oder

(zB. ¢",¢"L, z*)  Stérung

Abkiirzungen

CES ,Constrained electrical system“ (elektrisches System bei Darstellung
in Nicht-Minimalkoordinaten)

CEMS Kombination aus CMS und CES

CMS ,Constrained mechanial system* (Mehrkorpersystem mit zusétzlichen
Bindungen)

DAE ,Differential-algebraic equation system* (differenzial-algebraisches
Gleichungssystem)

DGL Differenzialgleichung

DGLn Differenzialgleichungen

DGL 1.0. Differenzialgleichung erster Ordnung

DGL 2.0. Differenzialgleichung zweiter Ordnung

EMS elektromechanisches System

ES elektrisches System

ETS elektrisches Teilsystem

FEM Finite-Elemente-Methode

FET Feldeffekt-Transistor

FKM Fundamentalkreismatrix

FSM Fundamentalschnittmatrix

GNB Gleichungsnebenbedingungen

GTO Gate-Turn-Off Thyristor

IGBT Insulated-Gate Bipolar Transistor
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LCP

MKS

MT

MTS

NCP

P-
P-Matrix
PD-
PD-Matrix
RLC-

UNB

,Linear complementarity problem® (lineares Komplementaritéts-
problem)

Mehrkorpersystem

Maschentransformation

mechanisches Teilsystem

nichtlineares Komplementaritéatsproblem

Proportional-

Matrix mit besonderen Eigenschaften (siche Anhang C)

Proportional-Differenzial-

positiv definite Matrix

Resistor-Induktor-Kondensator-

Ungleichungsnebenbedingungen



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Selbstverstandnis der Mechatronik

Auf vielen Gebieten in Forschung und Industrie ist die aktuelle Entwicklung durch zuneh-
mende Komplexitidt und fortschreitende Miniaturisierung gekennzeichnet. Ein wichtiges
charakteristisches Merkmal heutiger High-Tech-Produkte ist die integrierte Funktiona-
litdt physikalisch heterogener Substrukturen. Dabei wird die unmittelbare Kopplung ver-
schiedener physikalischer Wirkprinzipien auf engstem Raum ergénzt durch lokale Infor-
mationsverarbeitung zur Regelung/Steuerung des dynamischen Systemverhaltens. Dieses
interdisziplindre Wechselspiel findet seinen Ausdruck in einer eher noch jungen Technik-
disziplin — der Mechatronik.

Mechatronische Systeme sind schon seit vielen Jahren im Einsatz. Die Entwicklung
solcher Systeme erfolgte anfangs mit den klassischen Entwurfsmethoden aus Mechanik
und Elektrotechnik. Die gegenseitigen Wechselwirkungen wurden meist nur in einge-
schrianktem Umfang betrachtet. In jiingster Zeit zeigt sich allerdings einerseits eine stark
wachsende Verbreitung solcher Systeme und andererseits deren atemberaubende Minia-
turisierung. Die Integration von Komponenten verschiedener Fachdisziplinen in heutige
mechatronische Systeme (Heterogenitét) und deren hohe Komplexitit stellen besonders
hohe Anforderungen an den Entwurfs- und Entwicklungsprozess. Dadurch wird fiir die
entsprechenden Analyse- und Synthesemethoden eine immer bessere mathematische Mo-
dellierung notwendig. Dariiber hinaus ist zunehmend der Trend festzustellen, dass die
klassischen Entwicklungsmethoden aus Mechanik und Elektrotechnik fiir den Entwurf
mechatronischer Systeme nur bedingt geeignet sind oder gar génzlich versagen. In zahl-
reichen Beitrigen wird deshalb in der Literatur auf die Notwendigkeit einer ganzheitlichen
Herangehensweise sowohl bei der Analyse als auch — und gerade — beim Entwurf mecha-
tronischer Systeme hingewiesen (z.B. [10, 11, 88, 234]). Die unter den Mechatronikern
sich zunehmend verbreitende Herangehensweise, diese Ganzheitlichkeit mittels Hierarchi-
sierung und Modularisierung zu realisieren, ist zunéchst ein viel versprechender Ansatz.
Gerade bei sehr komplexen Gesamtsystemen ist eine Zerlegung der iibergeordneten Auf-
gabenstellung in einzelne komponentenbezogene Teilaufgaben sinnvoll und oft geradezu
notwendig. Auch die Kopplung von zumeist doménenspezifischen Simulationswerkzeu-
gen — meist mangels besserer Alternativen — hat in vielen Féllen ihre Berechtigung. Bei
der Untersuchung von mechatronischen Teilsystemen bzw. Einzelkomponenten stofit die-
se allerdings zunehmend an ihre Grenzen. Die starke Verkopplung der Einzeldoménen
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infolge der nichtlinearen elektromechanischen Wechselwirkungen lassen eine ganzheitliche
Herangehensweise auch auf der untersten Hierarchieebene als zwingend notwendig er-
scheinen. Es miissen Methoden entwickelt werden, die mechatronische Komponenten mit
einem einheitlichen mathematischen Modell beschreiben und dadurch verbesserte Unter-
suchungsmoglichkeiten bereitstellen.

Die Verwendung einer einheitlichen mathematischen Darstellung mechatronischer Sys-
teme/Komponenten und eines darauf aufbauenden analytischen Werkzeugs hat unver-
kennbare Vorteile. Zunéchst entfallen alle Probleme, die im Zusammenhang mit Werkzeug-
kopplung und Cosimulation auftreten kénnen (notwendige Synchronisationsmafinahmen,
eingeschriankte Schrittweitensteuerung, Fragen der numerischen Stabilitdt usw.). Im Ge-
gensatz zu gangigen Hardware-Beschreibungssprachen kénnen die Méglichkeiten der Mo-
delldefinition doménenspezifisch gestaltet werden (Eingabesprache oder grafische Ober-
fliche). Schlieflich wird automatisch ein einziges differenzial-algebraisches Gleichungssys-
tem fiir das Gesamtsystem aufgestellt, das Grundlage fiir alle weiteren Untersuchungen
des dynamischen Verhaltens des mechatronischen Systems unter Einsatz bekannter ma-
thematischer Methoden (z.B. Ermittlung von Gleichgewichtszustédnden, Modalanalyse,
Stabilitdt, Steuerbarkeit, Optimierung, Optimalsteuerung etc.) ist. Sicher kann ein ein-
zelnes Werkzeug die Vielfalt der Aufgaben im mechatronischen Entwurf nicht abdecken.
Andererseits ist eine Simulatorkopplung von doménenspezifischen Werkzeugen fiir Me-
chanik und Elektrotechnik infolge des vorhandenen Energieaustausches stets problema-
tisch. Deshalb ist die Verkniipfung von mechanischer und elektrischer Doméne (als den
beiden Hauptbestandteilen mechatronischer Systeme) innerhalb einer einheitlichen ma-
thematischen Beschreibungsmethode von grofiem Vorteil und — gerade im Hinblick auf
die fortschreitende Miniaturisierung (Stichwort Mikro-/Nanomechatronik [55, 176]) — de-
finitiv notwendig. Das Selbstverstdandnis der Mechatronik als neues, interdisziplinidres —
und vor allem eigensténdiges — Wissenschaftsgebiet legt nahe, fiir mechatronische Syste-
me einheitliche Modelle zu entwerfen, um statische und dynamische Untersuchungen bei
Analyse und Synthese solcher Systeme effektiv realisieren zu konnen.

1.2 Literaturiibersicht

Die in der vorliegenden Arbeit verfolgten Hauptproblemkreise sind die ganzheitliche Mo-
dellierung elektromechanischer Systeme, die Modellbildung bei Strukturvariabilitat und
die nichtlineare dynamische Steuerung als ein inverses Problem. Deshalb wird die Litera-
turiibersicht in drei entsprechende Abschnitte untergliedert.

1.2.1 Modellierung mechatronischer Systeme

In der Literatur ist eine uniibersehbare Anzahl von Beitrdgen zur Modellierung me-
chatronischer Systeme zu finden z.B. in Konferenz- und Tagungsmaterialien [6, 61, 63,
65, 89, 123, 145, 162, 176, 229, 238, 239, 240, 241, 245] oder in diversen Zeitschrif-
ten. Zahlreiche dieser Veroffentlichungen beschéftigen sich vor allem mit der Analy-
se solcher Systeme mittels diverser Simulationstools. Dabei stehen oft informations-
/modellierungstechnische Gesichtspunkte im Vordergrund. Manche Autoren wéhlen z.B.
einen modularen/komponentenbasierten Ansatz [98, 107], andere bevorzugen eine ob-
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jektorientiert /hierarchische Denkweise [78, 79, 168], oder es wird eine Kombination aus
beiden vorgeschlagen [1, 58, 91]. Gelegentlich werden auch Techniken des Softwareent-
wurfs fiir die Modellierung mechatronischer Systeme angewendet [206]. In vielen Arbeiten
wird die Modellierung/Optimierung solcher Systeme an Hand eines konkreten Beispiels
durchgefiihrt, teilweise ohne auf allgemeine Kriterien bei Analyse und Entwurf einzuge-
hen [85, 117, 159, 165]|. Oftmals sind dann Entwurf und Testung eines Reglers fiir das
konkrete System der Hauptinhalt der Betrachtungen [112, 219, 222]. Andere Arbeiten be-
leuchten die Moglichkeiten zur Modellierung mechatronischer Systeme mittels Simulator-
kopplung [111, 166, 198, 204]. Wieder andere verwenden Hardware-Beschreibungssprachen
[78, 79, 168, 197]. Einen guten Uberblick iiber verschiedene, fiir die Simulation mechatro-
nischer Systeme geeignete Methoden und Werkzeuge bietet PELZ [178]. Eine Sammlung
von Modellierungskonzepten, Modellformen und Simulationswerkzeugen fiir allgemeine
physikalisch-technische Systeme findet sich bei PANRECK [172].

In den letzten Jahren werden in zunehmendem Mafle auch Anstrengungen unter-
nommen, die auf die Unterstiitzung des Entwurfs durch die Simulation mechatroni-
scher Systeme gerichtet sind. Dabei werden unterschiedliche Herangehensweisen vor-
geschlagen [22, 92, 95, 124, 127, 233]. Verschiedene Softwarelosungen werden prisen-
tiert [13, 79, 104, 113, 116, 188]. Die hohe Komplexitit solcher Systeme und die In-
tegration von Komponenten verschiedener Fachdisziplinen (Heterogenitét) stellen je-
doch besonders hohe Anforderungen an deren Entwurfs- und Entwicklungsprozess. Des-
halb wird die Notwendigkeit eines ganzheitlichen Modells immer wieder hervorgehoben
[59, 62, 88, 94, 97, 125, 126, 134, 251]. Gleichzeitig wird die moglichst friihzeitige Einbe-
ziehung aller Komponenten des heterogenen Systems in den Entwurfprozess sowie dessen
iterative Arbeitsweise betont (Stichwort ,, V-Modell“) [11, 59, 62, 64, 94]. Oft genannte An-
forderungen sind ganzheitliche Anséitze zur Vermeidung von doménenisolierten Entwurfs-
und Optimierungsprozessen oder die Verwendung interdisziplindrer Denk- und Begriffs-
welten zur Forderung des gemeinsamen Verstidndnisses [59, 60, 62, 64, 81, 93, 104, 113].
In Deutschland finden die entsprechenden Standardisierungsbemiihungen ihren Ausdruck
in der VDI-Richtlinie 2206 ,, Entwicklungsmethodik fiir mechatronische Systeme* [11, 64].
Noch weiter geht allerdings TOMIZUKA [234], indem er sogar eine ,, Theorie hybrider Sys-
teme* fordert, um die Probleme auf Gebieten wie Mikrorobotik, Mikro- und Nanomecha-
tronik, Ultraprézisionsmechatronik usw. angehen und I6sen zu kénnen. Die Arbeit von
Buss [21] geht bereits in eine solche Richtung.

In der Literatur zur Modellierung mechatronischer Systeme werden mit steigender
Tendenz auch einheitliche Beschreibungsformen fiir mechatronische Systeme présentiert.
Fiir die verschiedenen methodischen Ansétze ist eine Unterscheidung zwischen syntheti-
schen und analytischen Herangehensweisen sinnvoll. Die als synthetisch zu bezeichnen-
den Ansétze bedienen sich entweder doménenspezifischer Methoden zur Modellierung der
verschiedenen Teilsysteme, um danach die gegenseitigen Wechselwirkungen zu bertick-
sichtigen und eine einheitliche Form der Bewegungsgleichungen zu realisieren, oder sie
verwenden zwar ein einheitliches doméneniibergreifendes Modellierungswerkzeug, aller-
dings bei weiterhin Teilsystem-gebundener Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Die
verwendeten Methoden und Werkzeuge erstrecken sich von der Aufstellung (und Kopp-
lung) doménensperzifischer Bilanzgleichungen [157, 192, 231, 249] iiber graphentheoreti-
sche Ansitze (lineare Graphentheorie) [154, 202, 248], geometrisch orientierte Zugénge [87]
und Bondgraphen [5, 96, 208] bis hin zur Multipol-Theorie [146, 147, 148], zu Signalfluss-
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plinen/Blockdiagrammen [62, 233] oder sogar Pridikat/Transitionsnetzen [19]. Weit ver-
breitet sind auch Hardware-Beschreibungssprachen wie DSL [113], Dymola [31, 32, 168],
Omola [7], VHDL-AMS [243], SystemC-AMS oder Modelica [33, 169, 170]. Die Anwen-
dung von Bondgraphen ist mit gewissen Einschrinkungen verbunden. Sowohl bei drei-
dimensionalen Mehrkorpersystemen als auch bei nichtpassiven elektrischen Schaltungen
treten Probleme auf. Bondgraphen konnen deshalb nur fiir relativ einfache elektrome-
chanische Systeme verwendet werden. Weiterhin ist jedem Element eine feste Kausa-
litdt zuzuordnen. Der Nachteil der Kausalitdatsfestlegung gilt ebenso fiir eine Modell-
darstellung mittels Signalflusspldnen/Blockdiagrammen. Solche Modelle haben zwar Vor-
teile beim Reglerentwurf, sind allerdings nur eingeschrénkt zur automatischen Generie-
rung der Bewegungsgleichungen geeignet, weil im Allgemeinen die Signalflusspléne aus
den Bewegungsgleichungen abgeleitet werden und nicht umgekehrt. Die Verwendung von
Prédikat/Transitionsnetzen bietet zwar ein einheitliches Werkzeug zur numerischen Pro-
blemlésung, dennoch miissen die zu l6senden Differenzialgleichungen zunéchst synthetisch
aus den physikalischen Zusammenhéngen (iiber Bilanzgleichungen usw.) gewonnen wer-
den. Hardware-Beschreibungssprachen sind ebenfalls nur bedingt befriedigende Losungen.
Zwar stellen sie , geschlossene Werkzeuge dar (das Gesamt-Differenzialgleichungssystem
wird gleichzeitig gelost), da die Modellimplementation aber auch auf synthetische Art
und Weise erfolgt, sind diesbeziigliche Modellierungsfehler nicht auszuschlieen. Zusétz-
lich sind die dort verwendeten Numerik-Solver oftmals nicht auf die Anforderungen me-
chatronischer Systeme abgestimmt.

Bei der Verwendung analytischer Methoden werden dagegen die Bewegungsgleichun-
gen aus einem (fiir alle Teilsysteme giiltigen) Prinzip abgeleitet (z.B. aus dem Prin-
zip der virtuellen Arbeit). Diese Art und Weise der Modellgenerierung ist bei wenigen
Autoren anzutreffen z.B.: bei CRANDALL [27], MAISSER/STEIGENBERGER [144], EN-
GE/KIELAU/MAISSER [36], MAISSER ET AL. [137], HADWICH [76], HADWICH/PFEIFFER
[77], SCHLACHER/KuUGI/SCHEIDL [205], KuGl/SCHLACHER [108]. Die hier vorliegende
Arbeit versteht sich als ein Beitrag zur Verbreitung der analytischen Methoden zur Mo-
dellbildung mechatronischer Systeme. Das zur Validierung und Beispielimplementierung
verwendete Entwicklungswerkzeug fiir mechatronische Systeme alaska [3] verbindet eine
objektorientierte (wahlweise grafische oder textuelle) Modelldefinition mit der Anwendung
des Prinzips der virtuellen Arbeit in Lagrange’scher Fassung zur automatischen Generie-
rung der Bewegungsgleichungen. In der Welt der Mehrkoérperdynamik ist das Prinzip der
virtuellen Arbeit wohlbekannt und weit verbreitet. In der Elektrotechnik jedoch werden
Lagrange’sche Gleichungen bisher relativ selten benutzt. GUNTHER/RENTROP stellen in
[75] diese Methode detailliert dar. Bei SCHERPEN ET AL. [199, 200, 201] werden konkre-
te elektrische Systeme in Lagrange’scher Form modelliert. In letzteren Arbeiten werden
auch geschaltete Systeme betrachtet. Allerdings werden nur fremdgesteuerte Schalter ein-
gesetzt (zur Begriffbestimmung siehe Abschnitt 5.3). In den Lehrbiichern von SUSSE ET
AL. [225, 226, 227] wird u.a. auf die Lagrange-basierte Modellierung verschiedener Bau-
elemente der Elektrotechnik eingegangen.

In einigen Verdffentlichungen wird die in der vorliegenden Arbeit verwendete analy-
tische Methode zur mathematischen Modellierung elektromechanischer oder mechatro-
nischer Systeme in &hnlicher oder gleicher Form angewendet. BIELEFELD stellt in [13]
Lagrange’sche Bewegungsgleichungen fiir elektromechanische Systeme auf. Diese werden
dann allerdings im Gegensatz zur in der vorliegenden Arbeit verfolgten Philosophie in-
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nerhalb des Schaltungssimulators SPICE umgesetzt. Bei nichttrivialen Systemen sind bei
dieser Verfahrensweise aufgrund der dort zur Verfiigung stehenden Numerik-Solver Pro-
bleme zu erwarten. Bei MCPHEE/SCHERRER/SHI in [154, 202] werden mit Graphen-
theorie, Kirchhoff-Theorie und dem Prinzip der virtuellen Arbeit die gleichen Methoden
zur Modellierung mechatronischer Systeme verwendet wie in der vorliegenden Arbeit. Die
Modellierung des mechanischen Teilsystems geht dabei auf den von MCPHEE in [152, 153]
vorgeschlagenen graphentheoretischen Modellierungsansatz zuriick. Dariiber hinaus wer-
den nur Aussagen zur numerischen Integration mechatronischer Systeme gemacht. Andere
Analysemethoden werden ebenso wie strukturvariable Systeme (oder Methoden der Syn-
these) nicht erwédhnt. HADWICH und PFEIFFER wenden in [76, 77] das Prinzip der virtu-
ellen Arbeit auf mechatronische Systeme an. Dabei werden sowohl diskrete Systeme wie
Starrkorpersysteme oder elektrische/fluidische Netzwerke als auch nicht-diskrete Systeme
aus Kontinuumsmechanik und Elektrodynamik (Maxwell-Theorie) betrachtet und eine
ganzheitliche Modellierung vorgestellt. Die letztlich zur Analyse verwendeten Bewegungs-
gleichungen werden allerdings nur fiir spezielle Beispiele angegeben. Zu Synthesemethoden
erfolgt keine Aussage. Ebenso ist eine Modellierung von strukturvariablen Systemen nicht
vorgesehen.

1.2.2 Modellierung von Strukturvariabilitit

In zunehmendem MafBle miissen bei der Untersuchung von mechatronischen Systemen auch
Problemstellungen betrachtet werden, bei denen strukturelle Verdnderungen eine Rolle
spielen. Mechatronische Systeme mit variabler Struktur sind physikalisch heterogene Sys-
teme, in deren Substrukturen (bzw. Doménen) Ereignisse stattfinden konnen, die nur
durch ein Umschalten zwischen verschiedenen strukturellen Ausprdgungen beschreibbar
sind. Durch die wachsende Miniaturisierung und Integration bei mechatronischen Syste-
men kann eine ganzheitliche Modellierung auch fiir strukturvariable Systeme durchaus
von Vorteil sein.

Ein umfassender Uberblick iiber Arbeiten, die sich mit Systemen variabler Struktur
beschéftigen, erscheint unmoglich. An dieser Stelle sollen lediglich einige Beispiele heraus-
gegriffen werden, die fiir die vorliegende Arbeit von Bedeutung sind. Der weitaus grofite
Teil der Literatur zum Thema Strukturvariabilitiat betrachtet Systeme innerhalb einer
bestimmten physikalischen Doméne. In der Mechanik sind solche Phénomene mit der
Problematik Kontakt/Reibung/Stof8 verbunden. Von LOTSTEDT [119, 120, 121] stam-
men grundlegende Arbeiten zur Behandlung von zweidimensionalen Kontaktproblemen
mit unilateralen Bindungen und Reibung. HAuG/WU/YANG [82] stellen Bewegungsglei-
chungen fiir Mehrkorpersysteme (MKS) mit reibungsbehafteten Kontakten, Sto8en und
wechselnden Bindungen auf. Sie treffen allerdings keine Aussage beziiglich der Auswahl
einer erlaubten Struktur zum Zeitpunkt einer notwendigen strukturellen Verénderung.
Auch PrEIFFER [180], KLEPP [103] und GLOCKER/PFEIFFER [69] modellieren struk-
turvariable Starrkorpersysteme mittels unilateraler Bindungen, 16sen aber das kombina-
torische Problem der Strukturfindung entweder mittels ,trial and error“-Methode oder
durch konkret auf das jeweilige Beispiel bezogenes a priori-Wissen. Bereits in [181] und
[182] ergénzt PFEIFFER zu den Bewegungsgleichungen noch die Kontaktgesetze und for-
muliert ein lineares Komplementaritdtsproblem (LCP) fiir die Auswahl einer Struktur.
Zuvor hatten KwAK/LEE [110] das LCP fiir linear-elastische Kontaktprobleme in Ver-
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bindung mit der Boundary-Element-Methode angewendet. Entscheidend vertieft wird die
LCP-Anwendung fiir strukturvariable MKS von GLOCKER/PFEIFFER [70, 71, 72, 73] und
GLOCKER [67]. Die grundsétzliche Vorgehensweise ist folgende: Ausgehend von einer For-
mulierung der Kontakt-/Reibgesetze auf Beschleunigungsebene werden die Kontakt- bzw.
Reibkréfte berechnet und die Bewegungsgleichungen mit einem numerischen Integrator
gelost. Die jeweils aktuelle Systemkonfiguration wird iiberwacht (z.B. mittels Indikator-
funktionen) und falls notwendig neu bestimmt. Dazu wird aus dem Komplettsatz der
Bewegungsgleichungen und den Nebenbedingungen der Bindungsdynamik ein LCP for-
muliert und gelost. Auch SEYFFERTH [212] nutzt u.a. das LCP zur Kontaktmodellierung
bei unstetigen Montageprozessen. PFEIFFER/GLOCKER geben in [186] eine umfassende
Zusammenstellung der Theorie zur Dynamik von MKS mit unilateralen Bindungen und
trockener Reibung. Sie behandeln zweidimensionale (d.h. ebene) Coulomb’sche Reibkon-
takte als LCP in Standardform. FUNK [56] nutzt ein LCP in Nicht-Standardform fiir eine
kompaktere Darstellung der gleichen Problematik.

Im dreidimensionalen Fall des Kontakt-/Reibproblems reicht das LCP zu dessen Be-
handlung nicht mehr aus. Die Komplementarititsbedingungen fiihren auf die Formulie-
rung eines so genannten nichtlinearen Komplementaritiatsproblems (NCP). KWAK zeigt in
[109] die Aufstellung eines NCP fiir das allgemeine dreidimensionale Kontaktproblem. Ei-
ne Behandlung des rdumlichen Kontakt-/Reibproblems mittels LCP ist méglich, wenn eine
Approximation (Linearisierung) des Reibkegels durchgefiihrt wird. KLARBRING /BJORK-
MAN zeigen die Brauchbarkeit dieser Methode fiir unabhéingige Kontakte [102]. TRINKLE
ET AL. [235], ROSSMANN/PFEIFFER [189] und GLOCKER [68] wenden die Approximation
des Reibkegels fiir abhéngige Kontakte an. GLOCKER gibt dariiber hinaus in [68] erstmals
eine komplette Formulierung raumlicher Kontakte als NCP in Standardform an.

In neueren Veroffentlichungen zum Themenkreis Strukturvariabilitédt in mechanischen
Systemen konzentriert sich z.B. WOSLE in [250] auf einen Vergleich des LCP (mit Appro-
ximation des Reibkegels) mit anderen Methoden zur Behandlung rdumlicher Kontakte,
wihrend STIEGELMEYR in [224] die numerische Losung eines LCP und die entsprechenden
Algorithmen ausfiihrlich diskutiert. PFEIFFER umreiit in [183] und [184] die komplette
Methodik der Darstellung unilateraler Bindungen in der Mechanik als Komplementaritéts-
probleme und gibt mehrere Beispiele an. In [185] bietet er eine komprimierte Darstellung
zu allgemeinen Reibkontakten.

Sowohl fiir LCP als auch fiir NCP wurden bisher einige Losungsverfahren entwickelt.
Obwohl sich die vorliegende Arbeit nicht mit diesem Problemkreis beschéftigt, sollen
hier kurz einige Ergebnisse dazu vorgestellt werden. LCP mit kleinen Dimensionen sind
grundsétzlich durch enumerative Methoden — d.h. durch die kombinatorische Auswertung
des Problems — 16sbar. Eine solche Methode ist auch die bei GLOCKER [67] beschriebene
— und im Anhang C wiederholte — Aufspaltung eines n-dimensionalen LCP in 2" lineare
Systeme. Fiir wachsendes n wird jedoch der Losungsaufwand schnell gréfier und damit die-
se Methode praktisch nicht mehr anwendbar. Das erste Verfahren (ein komplementérer
Pivot-Algorithmus) zur Losung von LCP mit deutlich geringerem Aufwand wurde von
LEMKE vorgestellt. Dieses hat allerdings den Nachteil, dass das Auffinden einer Losung
nicht garantiert werden kann. Der Lemke-Algorithmus und dhnliche Verfahren werden in
den Standardwerken [25, 26, 161] aber z.B. auch bei SEYFFERTH [212] ausfiihrlich be-
schriecben. WERNER [247] schlégt einen erweiterten Algorithmus vor fiir LCP, bei denen
der Lemke-Algorithmus keine Losung liefert. Von AL-KHAYYAL [2] schliefllich wurde ein
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Verfahren entwickelt, dass eine Kombination aus enumerativen Methoden und linearer
Programmierung darstellt. Der Algorithmus beinhaltet ein wiederholtes Losen schritt-
weise eingegrenzter linearer Optimierungsaufgaben. Auch fiir NCP sind neben der oben
erwihnten Linearisierung (und Losung mittels LCP) noch andere Losungsverfahren be-
kannt (z.B. durch Abbildung des NCP auf dquivalente Punktmengen [161]).

In der Elektrotechnik sind Phénomene der Strukturvariabilitit schon lange bekannt.
In der entsprechenden Literatur tritt das LCP aber bisher selten in Erscheinung. Insbeson-
dere in der Leistungselektronik treten infolge der dort verwendeten Leistungstore (Leis-
tungsdioden, Leistungstransistoren in bipolarer oder FET-Ausfiihrung, Thyristoren als
Standard- oder GTO-Variante usw.) sehr oft Schaltvorgéinge auf. Die Auswahl des jeweils
giiltigen Satzes von Differenzialgleichungen zur Modellierung des Systems im aktuellen
Schaltzustand erfolgt allerdings iiberwiegend durch beispielabhéngiges a priori-Wissen.
Dazu wird fiir die konkret zu untersuchende elektrische Schaltung ein Zustandsdiagramm
erstellt (z.B. [74]) und fiir jeden dort vertretenen Schaltzustand (jede mogliche Konfi-
guration) ein entsprechender Satz von Bewegungsgleichungen aufgebaut. Bei der nume-
rischen Integration wird im Fall eines notwendigen Konfigurationswechsels an Hand der
im Zustandsdiagramm existierenden Zustandsiibergangspfade entschieden, welcher Satz
von Bewegungsgleichungen fiir die weitere Simulation verwendet wird. Dabei miissen die
Zustandsgrofien des Systems konsistent zwischen den Konfigurationen iiberfiithrt werden.

In einigen Beitragen wird das LCP zur Modellierung von elektrischen Systemen ver-
wendet. STEVENS/LIN [223] und VAN EYNDHOVEN [48] beschreiben z.B. die Analyse von
resistiven Schaltungen mit Bauelementen mit stiickweise linearer Kennlinie mittels LCP.
VANDENBERGHE/DE MOOR/VANDEWALLE nutzen zum gleichen Zweck ein so genanntes
generalisiertes LCP [237]. Der Modellierung von speziellen hybriden Systemen, d.h. von
Systemen, in denen sowohl zeitkontinuierliche als auch ereignisdiskrete Vorgénge ablau-
fen (vgl. [21]), widmen sich LOOTSMA /VAN DER SCHAFT/CAMLIBEL [118]. Sie behandeln
physikalische (nicht unbedingt nur elektrische) Systeme, die lineare Relais-, Bauelemente*
enthalten, mittels LCP. In [196] definieren VAN DER SCHAFT/SCHUMACHER S0 genannte
komplementére Systeme (sieche auch [195]) als eine grofie Klasse der hybriden Systeme
und geben eine mathematische Modellierung unter Nutzung des LCP an.

Ein Uberblick iiber die Anwendung von Komplementaritétsverfahren in den Inge-
nieurwissenschaften im Allgemeinen ist in [50] enthalten. Die vollstdndige Abstinenz von
Beispielen aus der elektrischen Doméne in diesem Ubersichtsaufsatz zeigt, dass der An-
wendung des LCP in der Elektrotechnik bisher noch wenig Beachtung geschenkt wur-
de. Eine einheitliche Modellierung strukturvariabler elektromechanischer Systeme mittels
Lagrange-Formalismus und LCP wurde bisher nicht angegangen.

1.2.3 Inverse Probleme/Dynamische Steuerung

Die Fiille von Literaturbeitragen zum Thema Steuerung/Regelung von physikalischen
Systemen ist ebenfalls uniibersehbar. An dieser Stelle sollen deshalb nur einige Beitrige
erwahnt werden, die in engem Zusammenhang zur vorliegenden Arbeit stehen.

Inverse Probleme sind in der klassischen Mechanik seit langem bekannt [57, 230].
Aber auch in der Elektrodynamik werden solche Aufgabenklassen [163] behandelt. Sie
fithren letztlich immer auf die Synthese eines Systems mit gewissen Eigenschaften. Eine
Teilaufgabe aus diesem Themenkreis ist die Problemstellung der inversen Dynamik eines
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Systems. In der Mechanik beschéftigt sich diese Aufgabe mit der Ermittlung von einge-
pragten Kriften/Momenten, unter deren Einfluss das MKS (oder Teile des MKS) eine
bestimmte vorgegebene Bewegung ausfithren. Ein Moglichkeit zur Losung einer solchen
Aufgabenstellung ist das von MURRAY/LI/SASTRY [160] oder MAISSER/JUNGNICKEL
[90, 139] fir die dynamische Steuerung von MKS verwendete, so genannte erweiterte
PD-Regelgesetz. Ein solcher Regler wurde erstmals von KODITSCHEK in [105] vorgeschla-
gen. Bei PADEN/PANIA [171] und ORTEGA ET AL. [167] wird diese Regelmethode als
PD+-Regler bezeichnet. WEN/BAYARD [246] und KODITSCHEK [106] beweisen die glo-
bale Stabilitdt dieses Reglers mittels einer geeigneten Lyapunov-Funktion unter Verwen-
dung so genannter Cross-Terme. Solche Terme werden z.B. auch in [160, 209] zur Wahl
von Lyapunov-Funktionen verwendet.

Einen sehr guten Uberblick iiber verschiedene Methoden der nichtlinearen Steu-
ertheorie verschaffen SPONG/VIDYASAGAR [218], CORON/TEEL/PRALY [24] und N1J-
MEIJER/VAN DER SCHAFT [164]. Fiir die dynamische Steuerung von nichtlinearen dyna-
mischen Systemen werden zunehmend Regelstrategien auf der Basis der Passivitét eines
Systems vorgeschlagen (siche [167, 194, 209]). ORTEGA ET AL. behandeln in [167] ne-
ben MKS und elektrischen Systemen (ES) auch elektromechanische Systeme (EMS). Zur
dynamischen Steuerung von EMS schlagen sie zwei Methoden vor, die auf der Passivitét
eines Systems basieren. Die erste ist die so genannte ,energy shaping“-Methode (siehe
auch [14] fiir einen solchen Regler fir MKS). Diese Methode ist sehr dhnlich zu der in
der vorliegenden Arbeit verwendeten. Allerdings werden keine Aussagen gemacht fiir den
Fall einer singuldren Induktormatrix des elektrischen Teilsystems. In der vorliegenden Ar-
beit wird dieser Fall untersucht. Dariiber hinaus werden einige sinnvolle Modifikationen
des ,,feed forward“-Terms vorgenommen, die einen relativ einfachen Nachweis der globa-
len Stabilitat (im Vergleich zu [171]) mittels einer Lyapunov-Funktion mit Cross-Termen
erlauben. Die zweite Methode bei ORTEGA ET AL. [167] wird ,nested loop“-Methode ge-
nannt. Sie betrachtet das mechanische Teilsystem lediglich als passive Storung eines gere-
gelten elektrischen Teilsystems. Diese Methode ist — wie sich in Kapitel 6 der vorliegenden
Arbeit zeigen wird — unter Umsténden unvorteilhaft, weil sie gewisse Vereinfachungen der
elektromechanischen Wechselwirkungen vornimmt.

Die in dieser Arbeit untersuchten Regelaufgaben sind Probleme der Verfolgung und
Einhaltung von Trajektorien oder Untermannigfaltigkeiten des Konfigurationenraumes
des mechatronischen Systems. Mit Fragestellungen der Trajektorienverfolgung befassen
sich z.B. auch SLOTINE/LI [216], BERGHUIS/ORTEGA /NIJMEIJER [9] und VON LOWIS
[122]. Dabei kommen allerdings entweder keine EMS in Betracht, oder es wird keine
mathematisch einheitliche Modellierung des Systems zugrunde gelegt.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit besteht im Wesentlichen aus vier Teilen. Im ersten Teil (Kapitel 2 und 3)
wird eine einheitliche Theorie zur Modellierung elektromechanischer Systeme dargelegt.
Als Grundlage dient dabei der Lagrange-Formalismus, der einerseits auf mechanische Sys-
teme (Mehrkorpersysteme) und andererseits — unter Einbeziehung graphentheoretischer
Begriffe und Methoden — auf elektrische Systeme (Multipol-Netzwerke) angewendet wird.
Methodischer Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen ist jeweils
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das Prinzip der virtuellen Arbeit. Die Anwendung einer einheitlichen Methode fiir bei-
de Doménen ermoglicht eine in sich geschlossene Beschreibung von elektromechanischen
Systemen (EMS) unter korrekter Beachtung der elektromechanischen Wechselwirkungen.
Dieser Teil stiitzt sich wesentlich auf die einschligigen Arbeiten zur Lagrange-basierten
Modellierung von EMS von MAISSER/STEIGENBERGER [142, 143, 220, 221] und deren
Fortentwicklung in [144] und insbesondere in [131]. Weitere Arbeiten mit neueren Anwen-
dungen sind z.B. [36, 137].

Der zweite Teil (Kapitel 4 und 5) beschreibt verschiedene Methoden zur Analyse von
EMS. Die konsequente Nutzung eines einheitlichen Zugangs zur Modellierung solcher Sys-
teme ermoglicht deren Betrachtung als ein einziges dynamisches System. Entsprechende
Untersuchungsmoglichkeiten fiir Systeme mit fester Struktur sind in Kapitel 4 darge-
stellt. In Kapitel 5 wird eine Methode zur Beschreibung von EMS mit variabler Struktur
entwickelt. Dazu werden verschiedene Phédnomene, die eine verédnderliche Struktur des
mechanischen und/oder elektrischen Teilsystems von EMS bewirken, aufgefithrt und mit
Hilfe von unilateralen Bindungen ausgedriickt. Potenzielle Zeitpunkte eines Strukturwech-
sels und die danach jeweils giiltige neue Struktur werden iiber Indikatorfunktionen und die
Aufstellung von Komplementaritédtsproblemen bestimmt. Durch die einheitliche Beschrei-
bungsmethode fiir unstetige Vorgéinge in der mechanischen und der elektrischen Doméne
kann auch fiir solche Systeme ein einheitlicher Zugang zur Modellierung realisiert werden.

Der dritte Teil (Kapitel 6) beschéftigt sich mit der Synthese (d.h. mit dem Ent-
wurf) von EMS. Die bei der Konzeption des dynamischen Verhaltens mechatronischer
(bzw. elektromechanischer) Systeme hauptséchlich zu bearbeitenden Aufgabenstellungen
werden dazu als inverse Probleme der Dynamik verstanden. Auf diese inversen Proble-
me wird unter verschiedenen Gesichtspunkten eingegangen. In einem Abschnitt wird die
Problematik unter der Voraussetzung einer fest vorgegebenen Struktur aber bei variablen
Konstitutivparametern betrachtet. Diese Vorgaben fithren auf die nichtlineare Parame-
teroptimierung als ein Entwurfswerkzeug. Ziel ist die optimale Anpassung der geometri-
schen und/oder Materialparameter an statische und/oder dynamische Eigenschaften des
Gesamtsystems. In einem weiteren Abschnitt wird die Entwurfsthematik bei vollstandig
fest vorgegebenem System behandelt. Hier werden neben der Struktur auch die Konsti-
tutivparameter (mit Ausnahme gewisser eingeprigter Krifte/Momente und elektrischer
Spannungen) als fixe Vorgaben betrachtet. Diese Herangehensweise fiihrt auf Fragen der
geeigneten Ansteuerung des Gesamtsystems zur Einhaltung gewisser Vorgaben fiir dessen
Bewegung. Dabei kommen im Allgemeinen sowohl Vorgaben fiir die Zeitgeschichte von
mechanischen und/oder elektrischen Koordinaten als auch gewisse Abhéngigkeiten der
Koordinaten untereinander in Betracht. Die hier betrachteten Vorgaben lassen sich als
explizit zeitabhédngige Sollwerte fiir die generalisierten Koordinaten darstellen. Die An-
steuerung des Systems erfolgt unter Verwendung einer Lyapunov-stabilen Regelstrategie.

Im vierten Teil (Kapitel 7) schliefllich werden verschiedene Anwendungsbeispiele zu
den vorher genannten Analyse- und Synthesemethoden aufgefiihrt.

1.4 Zielstellung der Arbeit

Die Zielstellung dieser Arbeit besteht darin, unter dem Gesichtspunkt einer einheitlichen
mathematischen Modellierung verschiedene Werkzeuge bzw. Methoden zur Analyse und
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Synthese mechatronischer Systeme zu entwickeln und darzustellen. Als analytische Metho-
den werden hauptsichlich die dynamische Simulation von strukturfesten (Abschnitt 4.1)
und strukturvariablen (Kapitel 5) mechatronischen Systemen und — ergénzend dazu fiir
strukturfeste EMS — die Bestimmung von Gleichgewichtszustinden des Gesamtsystems
(Abschnitt 4.2) und die lineare Schwingungsanalyse (Abschnitt 4.3) betrachtet. Methoden
der Synthese sind die nichtlineare Optimierung von Konstitutivparametern des EMS (Ab-
schnitt 6.2) und die nichtlineare, Lyapunov-stabile Steuerung mittels inverser Dynamik
(Abschnitt 6.3).

Das Konzept der Arbeit stiitzt sich wesentlich auf das Prinzip der virtuellen Arbeit in
Lagrange’scher Fassung. Durch Anwendung dieses Prinzips auf das EMS als Gesamtsys-
tem wird ein differenzial-algebraisches Gleichungssystem aufgebaut. Ausgehend von die-
sen Bewegungsgleichungen konnen verschiedene analytische Untersuchungen durchgefiihrt
werden.

Die Modellierung von strukturvariablen mechatronischen Systemen erfolgt durch Be-
schreibung der Strukturvariabilitdt mittels unilateraler (einseitiger) Bindungen. Der Al-
gorithmus zur Strukturbestimmung basiert auf der Generierung von Komplementaritits-
problemen, einer Methode der konvexen Analysis. Die Ermittlung potenzieller Schaltzeit-
punkte wird mittels Indikatorfunktionen und Rootfinder-Integrationscodes realisiert.

Weiterhin werden verschiedene zweckspezifische Synthesemethoden vorgeschlagen. Die
Optimierung von Konstitutivparametern ist ein weitlaufig bekanntes Entwurfsfeld. Die
neue Qualitédt in dieser Arbeit kommt auch hier durch die einheitliche Modellierung zum
Ausdruck. Beliebige Konstitutivparameter konnen optimiert werden unabhéngig davon,
ob sie nur eines der beiden Subsysteme oder gleichzeitig die mechanische und die elektri-
sche Doméne beeinflussen — d.h. simultan in den ,,mechanischen® und den ,elektrischen*
Bewegungsgleichungen auftreten (Begriffsbestimmung erfolgt spéter). Das Resultat ist ein
optimales elektromechanisches Gesamtsystem. Die Lyapunov-stabile dynamische Steue-
rung schliefllich ermdoglicht die Erfiillung gewisser vorgegebener Anforderungen an die Be-
wegung eines EMS bei fester Gesamtkonfiguration (Struktur plus Konstitutivparameter).
Eine solche Methode ist ohne einheitliche Modellierung nicht moglich.

1.5 Schreibweisen

In der gesamten Arbeit wird Tensorschreibweise verwendet. Es gilt die Einstein’sche Sum-
mationsvereinbarung, d.h., wenn gleiche obere und untere Indizes innerhalb eines Termes
auftreten, wird iiber die gesamte Indexmenge summiert (a;b" bedeutet >, a;b"). Ausnah-
men von dieser Regel sind mit ,, . “ gekennzeichnet. Weiterhin steht A;;) fiir den symmetri-
schen Anteil des Tensors A;; (bzw. der Matrix (A;;)) und Ay fiir den schiefsymmetrischen
Anteil. Das Kronecker-Symbol 6;'» wird fiir den Einheitstensor verwendet.

Gelegentlich werden Vektoren des Euklid’schen Anschauungsraumes E? verwendet.
Diese sind stets durch Buchstaben des deutschen Frakturalphabets gekennzeichnet.

Partielle Ableitungen nach einer generalisierten Koordinate ¢* (oder deren zeitlichen
Ableitungen) werden im Allgemeinen mit 9, = 9/9q%, Dy = 0/9¢“, D, = 0/0¢* bezeichnet.
Die Schreibweise () steht fiir die totale Zeitableitung des Ausdruckes in der Klammer.

Die Variations- oder Eulerableitung ist durch 6,(-) = (8a())— Oa(+) definiert.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Als Kern der Mechatronik kann wohl die Elektromechanik betrachtet werden. Elektro-
mechanische Systeme (EMS) sind heterogene Strukturen, die durch eine Wechselwirkung
elektromagnetischer Felder mit massebehafteten Korpern charakterisiert sind. Grundle-
gend fiir eine einheitliche Modellierung und Simulation solcher Systeme ist eine mathe-
matische Beschreibung, die sich an der klassischen analytischen Mechanik orientiert und
durch einige Begriffe und Sachverhalte aus der Graphentheorie (hauptsichlich zur Charak-
terisierung topologischer Eigenschaften elektrischer Netzwerke) ergénzt wird. Aus diesem
Grund werden in diesem Kapitel zunéchst einige spéter notwendige Grundlagen der Gra-
phentheorie zusammengestellt (Abschnitt 2.1). Weiterhin wird die Lagrange-Formulierung
fiir mechanische Systeme in Abschnitt 2.2 wiederholt und — in relativ ausfiihrlicher Form —
fiir elektrische Systeme in Abschnitt 2.3 dargestellt.

2.1 Graphentheorie

Die Graphentheorie erweist sich als zweckméfiges Werkzeug zur Beschreibung topologi-
scher Zusammenhénge sowohl mechanischer als auch elektrischer Systeme. Sie kann somit
als Grundlage fiir die Beschreibung elektromechanischer Systeme dienen. Einige Grundbe-
griffe aus der Graphentheorie, auf die in der weiteren Arbeit zuriickgegriffen wird, werden
im Folgenden in Anlehnung an [20, 190, 210, 211, 215] zusammengestellt.

2.1.1 Grundbegriffe

Definition 2.1 FEs bezeichne I' := {X, 4, f} einen endlichen, ungerichteten Graphen be-
stehend aus einer endlichen Menge X von Knoten und einer endlichen Menge 4 von
Kanten. Die Inzidenzfunktion f ordnet jedem w € i eindeutig ein ungeordnetes Paar
voneinander verschiedener Knoten X,Y € X zu. Die Knoten X, Y heiflen Endpunkte
von u. Die Kante u verbindet X und Y miteinander. Sie ist mit dem Knoten X (und
auch mit Y ) inzident.

Jeder Knoten kann Endpunkt mehrerer Kanten sein. Ein Knoten, der nicht Endpunkt
einer Kante ist, heifit isoliert. Ein Knoten, der Endpunkt genau einer Kante ist, heift
vereinzelt. Ein Knoten, der Endpunkt von genau zwei Kanten ist, heilt zweiwertig. Ein
Knoten, der Endpunkt von mindestens drei Kanten ist, heifit mehrwertig. Im Folgenden

11
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werden nur Graphen betrachtet, deren sdmtliche Knoten weder isoliert noch vereinzelt
sind. (Das gilt fiir die gesamte Arbeit mit der einzigen Ausnahme der Topologiereprésen-
tation von Mehrkorpersystemen mittels Graphen in Abschnitt 2.2.1).

Ein Graph IV = {X' W', '} heiit Subgraph von I', wenn X’ C X und &' C 4l ist und
wenn f’ die Einschrankung von f auf 4’ ist. Ein Subgraph heifit mazimal, wenn er alle
Knoten von I' enthélt (d.h. X' = X).

Mehrere Kanten uy, ..., u, von I" (r > 1) bilden eine Kantenfolge, wenn jede Kante wu;,
t=2,...,7 — 1, einen ihrer Endpunkte mit u; ; und den anderen mit u;,; gemeinsam hat.
Derjenige Endpunkt von u, der nicht mit us inzident ist, heifit Endpunkt der Kantenfolge.
Analog existiert ein der Kante u, zugeordneter Endpunkt. Eine solche Kantenfolge heifit
Weg, wenn sie keine Kante und keinen Knoten mehrfach enthélt, wenn also auch die
Endpunkte der Kantenfolge (und damit des Weges) nicht identisch sind. Ein Weg heifit
bindrer Weg, wenn alle Knoten des Weges aufler den Endpunkten zweiwertige Knoten
sind und beide Endpunkte mehrwertig (und voneinander verschieden) sind.

Ein Graph I' heiit zusammenhéngend, falls je zwei Knoten durch (mindestens) einen
Weg verbunden sind. In einem nicht zusammenhéngenden Graphen I' erzeugt die Eigen-
schaft zweier Knoten, Endpunkte eines moglichen Weges zu sein, eine Klasseneinteilung
der Knoten. Die Knoten einer Klasse und die mit ihnen inzidenten Kanten bilden eine
Komponente von I'.

Sind in I' die Endpunkte eines Weges W durch eine Kante u ¢ W verbunden, so ent-
steht durch Hinzunahme dieser Kante zu W ein Kreis. Infolge des Fehlens von isolierten
oder vereinzelten Knoten ist jede Kante in I' Bestandteil eines oder mehrerer Kreise. Zwei
Kreise heiflen voneinander unabhéngig, wenn jeder Kreis mindestens eine im jeweils ande-
ren Kreis nicht vorkommende Kante enthélt. Ein zusammenhéngender kreisloser Subgraph
I'" heifit Baum.

Definition 2.2 FEin maximaler kreisloser Subgraph von I' heifit Geriist G von I'. Der
genau die nicht zu G gehérenden Kanten und genau deren Endpunkte enthaltende Graph

H = H(G) heifit Cogeriist zu G in T

Das Geriist GG von I' enthélt ebenso viele Baume wie I' Komponenten besitzt. Die Menge
H der Cogeriistkanten ist niemals die leere Menge, weil die hier betrachteten Graphen aus
mindestens einem Kreis bestehen. Das heifit, es existiert immer ein Cogeriist unabhéngig
von der Wahl von G.

Durch die Unterscheidung der Endpunkte einer Kante in einen Start- und einen Ziel-
punkt wird eine Orientierung der Kante angegeben. Ein orientierter Graph ist ein Graph,
dessen samtliche Kanten orientiert sind. Im Folgenden werden ausschliefllich orientierte
Graphen betrachtet.

Satz 2.3 Es bezeichne |X| = N die Anzahl Knoten, |U| = B die Anzahl Kanten und p die
Anzahl der Komponenten in I'. Sei G = {X, '} ein Gerist von I'. Dann ist || = N —p
und heifst Rang von I'. Das Cogeriist H(G) enthdlt | = B — N + p Kanten (Euler’scher
Polyedersatz); | heifit zyklomatische Zahl von I' und es gilt fir die hier betrachteten Gra-
phen [ > 0.
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Definition 2.4 Sei {2, B} eine beliebige (vollstandige, paarweise disjunkte) Klassenein-
teilung der Knoten in X. Dann gilt A NB = & und AU B = X. Die Menge aller Kanten,
deren Endpunkte verschiedenen Klassen angehoren, heifit Schnitt S. Enthdlt S genau
eine Kante eines Geriistes G, so heiffit S Fundamentalschnitt beziglich G. Die (orien-
tierte) Geriistkante eines Fundamentalschnittes S erzeugt eine Orientierung von S: Fine
Kante aus S, deren Startpunkt (Zielpunkt) zur selben Klasse gehort wie der Startpunkt
der Geriistkante, heifit positiv (negativ) orientiert beziiglich S. Ein Kreis, der genau eine
Kante des Cogeriistes H(G) enthdlt, heifst Fundamentalkreis beziglich G.

Die Definition 2.4 fithrt sofort auf die folgenden Eigenschaften:

e Die Herausnahme der Kanten eines Fundamentalschnittes aus I' erhéht die Kompo-
nentenzahl von I" um Eins.

e Fundamentalkreise zu einem Geriist G sind stets voneinander unabhéngig, weil jede
Cogeriistkante zu genau einem solchen Kreis gehort.

Definition 2.5 Fin Graph heifst kontrahierter Graph, wenn er keinen bindren Weg
enthdlt.

Ein kontrahierter Graph I';, kann aus einem Graphen I erzeugt werden, indem alle binédren
Wege bis auf deren Endpunkte (d.h. alle zu einem bindren Weg gehérenden Kanten und
zweiwertigen Knoten) entfernt und durch jeweils eine einzelne Kante ersetzt werden.

2.1.2 Analytische Darstellung von Graphen

Bei einem orientierten Graphen I' = {X 4L f} ordnet die Inzidenzfunktion jeder Kante
u € U eindeutig ein geordnetes Paar voneinander verschiedener Knoten Xg, X, € X zu,
wobei Xg den Startknoten und X, den Zielknoten bezeichnet. Mit beliebiger (aber fes-
ter) Durchnummerierung der Knoten (k = 1,..., N) und Kanten (j = 1, ..., B) lésst sich
dieser als Topologie bezeichnete Zusammenhang durch die Knoten-Kanten-Inzidenzmatriz
a = (a*;) beschreiben. Thre Elemente sind definiert durch

+1 , Knoten k ist Startknoten der Kante j,
a"; =< —1, Knoten k ist Zielknoten der Kante j, (2.1)
0 , Knoten k ist nicht inzident mit Kante j.

Im Folgenden soll die Indexmenge zur Nummerierung der Kanten des Graphen I' mit
demselben Symbol I' bezeichnet werden:
u;, 1 € I': Kante des Graphen T

Weiterhin sollen die Indexmengen zur Nummerierung von Geriist- und Cogeriistkanten
sowie von Fundamentalschnitten und -kreisen durch die Symbole der entsprechenden Sub-
graphen bezeichnet werden:

uj, J € G: Kante des Gertistes G;

Sj, j € G: Fundamentalschnitt zur Geriistkante u;;
u;, 1 € H: Kante des Cogeriistes H;

M;, v+ € H: Fundamentalkreis zur Cogeriistkante ;.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen zuerst die Kanten in H und dann die
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Kanten in G fortlaufend nummeriert werden:

e H: i=1,...,1;

ieG: i=I+1,.. B (2.2)

Die Inzidenz der Kanten von I' mit dem Fundamentalschnittsystem zu G wird durch die
Fundamentalschnittmatriz (FSM) @ = (Q;’) beschrieben. Thre Elemente sind definiert
durch

+1, u; € S}, u; positiv orientiert bzgl. S;
Q7 =< —1,u; €85}, u; negativ orientiert bzgl. S; 3, i€l,j€G.
0 , Uy ¢ Sj
Die Inzidenz der Kanten von I' mit dem Fundamentalkreissystem zu H(G) wird durch
die Fundamentalkreismatriz (FKM) A = (A%;) beschrieben. Deren Elemente sind definiert
durch
. +1, u; € M, u; positiv orientiert bzgl. M;
Ay =< —1,u; € Mj, u; negativ orientiert bzgl. M; », ¢e€l',j€ H.
0 , Uj ¢ Mj
Mit der Nummerierung (2.2) haben die FSM und die FKM die Gestalt:
0= Q'] }y ieH A_[05] ) ieH
T} ieG T 4] Y iedG
S~—— S~——
jea jeH

(2.3)

Zwischen der FKM A und der FSM @ besteht die (z.B. in elektrischen Systemen aus der
Leistungsbilanz V;I* = 0 folgende) Beziehung

so dass in Matrixschreibweise gilt:
ATQ =o.

Die Matrizen AT und @ sind somit zueinander orthogonal.

2.1.3 Einige Eigenschaften

Die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix a = (a*;) besteht aus N Zeilen (k= 1,...,N) und B
Spalten (j = 1,..., B) mit N < B. Ihr Rang ist rang(a*;) = N — p. Die Spaltennummern
einer beliebigen reguléren (N — p)-reihigen Untermatrix von a*; definieren die Kanten-
nummern eines Geriistes G von I' (vgl. [20]). Dann lésst sich ein linearer Vektorraum der
Dimension |H| =1= B — N + p > 0 definieren:
a¥;a? =0, jerl.

Durch Streichung von genau p unabhiingigen Zeilen aus a”; entsteht die so genannte re-
duzierte Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix a; (' = 1,...,N —p; j = 1,..., B). Diese lisst
sich zerlegen geméfl

K oG — K 5 K g2 : ;
a’jx) =a"; 2 + a2 =0, j1 € H, jo € G,
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wobei a"/’IjQ'eine quadratische Matrix mit vollem Rang ist (rang(a*;,) = N — p). Mit der
Inversen a’?, von a¥;, wird

J2 _ _ g2 oK
r? = —apa” ot

und daraus schlieBSlich

gt = Ay, iel, j, € H,
mit
A=(aiy=| O |} i=hc
—CLJQkICL 1 } ZZJQGG

und rang(A) = B — N + p. Die so konstruierte Matrix A ist gerade die Fundamental-
kreismatrix (vgl. [211]). Auf diese Weise lassen sich bei Kenntnis der Topologie (a*;) zu
jedem Geriist G von I' die Fundamentalmatrizen A und ) bestimmen.

2.2 Mehrkorpersysteme

Die Dynamik von Mehrkorpersystemen wird in der Literatur ausfiihrlich behandelt (z.B.
[175, 203, 213]). Im Folgenden werden Begriffe und Bezeichnungen aus der analytischen
Starrkorpermechanik in Lagrange’scher Formulierung in Anlehnung an [28, 128, 132, 133]
zusammengestellt.

Definition 2.6 Unter einem Mehrkorpersystem (MKS) wird — in der vorliegenden Ar-
beit — eine endliche Menge starrer Korper verstanden, die in den euklidischen Raum E3
eingebettet sind. Die Korper konnen untereinander und mit einem (raumfesten) Funda-
ment geometrisch und/oder physikalisch gekoppelt sein.

Eine geometrische Kopplung resultiert in Zwangskréften (Reaktionen). Eine physikalische
Kopplung wird durch eingeprigte Kréifte/Momente beschrieben.

Die hier getroffene Einschrankung ,starre Korper® kann selbstverstédndlich fallen ge-
lassen werden. Ein MKS darf auch flexible Kérper enthalten, wobei dann das elastische
Verschiebungsfeld durch Ritz- Ansdtze mathematisch diskretisiert wird und damit ein Sys-
tem mit endlichem Freiheitsgrad entsteht.

2.2.1 Topologie

MKS besitzen topologische, kinematische und konstitutive Eigenschaften. Topologie und
Kinematik werden zusammen als Struktur bezeichnet. Zu den topologischen Eigenschaf-
ten gehoren die Anzahl der zum MKS zédhlenden Korper sowie die Informationen, welche
Korper iiber Gelenke geometrisch miteinander gekoppelt sind. Eine symbolische Darstel-
lung der Topologie kann zweckméflig durch Graphen erfolgen. Dabei wird jeder Korper
durch einen Knoten und jedes Gelenk durch eine Kante représentiert. Die Endpunkte
einer jeden Kante stehen somit fiir die beiden Korper, die durch das Gelenk geometrisch
gekoppelt sind. Diese Topologiedarstellung wird als Reprdsentation mittels Graphen be-
zeichnet.



16 Kapitel 2. Theoretische Grundlagen

Zur Beschreibung der Topologie wird zunéchst von MKS mit kinematischer Baum-
struktur (d.h. offene, verzweigte kinematische Ketten, Topologiegraph enthélt keine Krei-
se) ausgegangen. Dabei kann ein MKS (und damit der Topologiegraph) aus mehreren
Baumen bestehen. Ein (nicht zum MKS gehorender) ,Bezugskorper® B, diene als In-
ertialsystem. Er wird als Fundament bezeichnet. Alle Koérper des MKS werden mit By,
k=1,..., K (K — Anzahl der Korper) folgendermafien nummeriert:

e Alle Knoten B; des Baumes, der By enthilt, werden so nummeriert, dass fiir alle
Knoten B; des Weges zwischen By und By gilt: 0 <7 < k < K.

o Auf jedem Bj-freien Baum wird ein , ausgezeichneter® Knoten B; gewéhlt und alle
anderen Knoten B, dieses Baumes werden so nummeriert, dass fiir alle Knoten B;
des Weges zwischen B; und By, gilt: j <i <k < K.

Diese Vorschrift induziert eine Abbildung L : {k} — {L(k)} der Art, dass jedem k genau
ein L(k) mit L(k) < k, zugeordnet ist. L(k) ist die niedrigste der Nummern von Kérpern,
die mit By, durch ein Gelenk geometrisch gekoppelt sind. Der Korper By, ) heifit Vorginger
von Bj. Fiir einen ,ausgezeichneten® Korper B; (eines By-freien Baumes) gelte L(j) = 0.
Ein solcher Korper ist mit dem Fundament B iiber ein so genanntes ,freies Gelenk“
verbunden. L(k) heiBt Zusammenhangsvektor des MKS und beschreibt dessen Topologie
eindeutig.

MKS, die keine kinematische Baumstruktur aufweisen, sind durch mindestens eine ki-
nematische Schleife gekennzeichnet. Solche Systeme konnen durch virtuelles ,, Aufschnei-
den“ genau eines Gelenks je kinematischer Schleife zunéchst in MKS mit Baumstruktur
iiberfithrt werden. Diese Gelenke heiflen Schlieigelenke. Die geometrischen Kopplungen
infolge der SchlieBgelenke werden durch zusétzliche Bindungen zwischen den gekoppelten
Korpern beriicksichtigt (vgl. hierzu Abschnitt 2.2.4). Zur vollstdndigen Beschreibung der
Topologie solcher Systeme wird neben dem Zusammenhangsvektor fiir jedes Schlieflge-
lenk ein ungeordnetes Paar (B;, B;), 4,j € 1,..., K, von Nummern der beteiligten Kérper
eingefiihrt.

Die Vorteile der Topologie-Reprasentation mittels Graphen sind vielfiltig (siehe z.B.
[236]). So kénnen bekannte Eigenschaften und Verfahren aus der Graphentheorie direkt
fir MKS angewendet werden (Fundamentalkreise, Euler’scher Polyedersatz, systemati-
sche Aufzdhlung). Der grofite Vorteil ist allerdings die Identifizierbarkeit der Topologie
verschiedener MKS. Gerade beim Entwurf mechanischer Systeme sind durch so genannte
Isomorphiebetrachtungen unnotige Mehrfachentwicklungen vermeidbar. Gleichzeitig kann
durch systematische Aufzéhlung aller Moglichkeiten unter gewissen Rahmenbedingungen
(z.B. Anzahl der Korper, Anzahl der kinematischen Schleifen) die Auswahl einer geeigne-
ten Topologie erleichtert werden (vgl. [150, 151, 244]).

Zur symbolischen Darstellung der Topologie eines MKS koénnen auch andere Methoden
genutzt werden. Weit verbreitet ist die so genannte Strukturdarstellung (z.B. [29, 47, 158,
191, 236]). Hier wird jeder Korper durch ein (unregelméBiges, eventuell auch konkaves)
Polygon représentiert, das genau so viele Ecken (Endpunkte) hat, wie der Kérper Gelenke
besitzt. Da jedes Gelenk genau zwei Korper geometrisch miteinander koppelt, miissen
immer zwei Endpunkte verschiedener Polygone zusammenfallen. Eine solche Darstellung
ermoglicht eine schnelle Erfassung der Bewegungsmoglichkeiten eines MKS und damit ein
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einfaches Versténdnis der Funktion. Sie ist besonders geeignet fiir ebene Systeme, d.h.
fiir solche MKS, deren Korper sich sdmtlich in einem zweidimensionalen Unterraum des
euklidischen Anschauungsraumes E? bewegen. Diese Topologiedarstellung soll hier nicht
weiter verfolgt werden.

2.2.2 Kinematik

Es bezeichne (O, ¢(,)) ein raumfestes orthonormiertes Dreibein im Ursprung O des Inerti-
alkoordinatensystems fixiert. Sei weiterhin S der Massenmittelpunkt eines freien starren
Korpers und es bezeichne (S, €;) ein korperfestes orthonormiertes Dreibein. Die Lage von

S im Inertialkoordinatensystem sei angegeben durch den Ortsvektor R = O—S> Ein belie-
biger Punkt P des Kérpers habe die kérperfesten Koordinaten £°. Dann wird die Lage von
P (und damit die Lage des starren Korpers selbst) im Inertialsystem beschrieben durch
den Ortsvektor

— . —
OP =t =R+&'¢, R=05=X"ey), & =E"e, (2.5)

(X — Schwerpunktkoordinaten, £; —  Drehmatrix“). Die X und E;") hingen lokal
umkehrbar eindeutig von jeweils drei Parametern ab — X von drei Verschiebungen
und E;™ von drei Drehungen. Diese heifen Starrkérperkoordinaten und seien mit z°
(s =1,...,6) bezeichnet.

Die Lage eines MKS mit K Korpern By wird durch alle )k((’”) und gi(’") (k=1,...,K)
beschrieben. Die zugehérigen Starrkdrperkoordinaten z* sind dann infolge der im Allge-
meinen vorhandenen Gelenke nicht unabhéingig voneinander. Die Geometrie eines jeden
Gelenks bewirkt gewisse FEinschrankungen der Bewegungsmoglichkeiten der beiden durch
dieses Gelenk miteinander verbundenen starren Korper. Der Grad dieser Einschréankung
wird durch den Gelenkfreiheitsgrad bestimmt. Dann kann die Kinematik des MKS fol-
gendermaflen definiert werden:

Definition 2.7 Ein MKS hat den endlichen Freiheitsgrad n, wenn die Menge £; der zur
Zeit t moglichen Lagen des MKS eineindeutig auf ein Gebiet D C R" gemdf

&:{f:f@VWWﬁHﬁHMﬁEDCR@ (2.6)
abgebildet werden kann.

Der Vektor ¢ = (¢%) = (¢',...,q") € D heifit reprisentierender Punkt und R™ Konfigu-
rationenraum des MKS. Die ¢!, ..., ¢" heifien generalisierte Koordinaten des MKS. Der
Freiheitsgrad n ist identisch mit der Anzahl der generalisierten Koordinaten und somit mit
der Anzahl der unabhéngigen Bewegungsmoglichkeiten. Stetige, stiickweise zweimal stetig
differenzierbare Funktionen g = ¢(t) beschreiben eine Bewegung des MKS. Das 2n-Tupel
(4, q) heiBt Zustand (auch Bewegungszustand) des MKS.

Ein MKS heifit holonom, wenn zwischen den generalisierten Koordinaten keine nichtin-
tegrablen differenziellen Bindungen bestehen, andernfalls anholonom. Ein MKS heifit skle-
ronom, wenn keine Starrkorperkoordinate z* explizite Funktion der Zeit t ist, sonst rheo-
nom. Im Folgenden werden stets holonome MKS betrachtet, falls nicht ausdriicklich anders
vermerkt.
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2.2.3 Kinetik

In diesem Abschnitt wird die Kinetik von MKS unter Verwendung von Minimalkoor-
dinaten erldutert. Es wird somit vorausgesetzt, dass entweder das MKS Baumstruktur
aufweist oder — bei Existenz kinematischer Schleifen — eine entsprechende Anzahl Koordi-
naten mit Hilfe der Zwangsbedingungen vollstindig (und global) eliminiert werden kann.
Die Verwendung von Nicht-Minimalkoordinaten wird in Abschnitt 2.2.4 behandelt.

2.2.3.1 Konstitutive Gleichungen

—_
—

Die an den starren Koérpern angreifenden eingepriagten Krifte seien mit d¢(§) (£ € =, = —
Menge aller materiellen Punkte des MKS) und die entsprechend zugeordneten generali-
sierten Kréfte mit (), bezeichnet. Dann gilt

Qr =S 0rdt

(S steht fiir ,Summation® iiber alle { € Z). Fiir Einzelkrifte € ist Q. = ), 8,45&-. Die
konstitutiven Gleichungen eines MKS seien durch

de = de(&; v, t) = k(& &, v, 8)dV

(k — Volumenkraftdichte, dV' — Volumenelement) mit hinreichend glatten Funktionen k
und letztlich durch

Qm = QH((L q, t)
gegeben.

2.2.3.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

Die Bewegung eines MKS kann als die Bewegung seines repréisentierenden Punktes im
n-dimensionalen Konfigurationenraum R™ betrachtet werden.

Definition 2.8 FEine wvirtuelle Verschiebung eines MKS ist die Menge differenzieller
Anderungen der Ortsvektoren ¢ (und damit der Starrkorperkoordinaten %5) 2u - einer

(willkirlichen) Variation 6" der generalisierten Koordinaten ¢ bei fester Zeit t:
{ocloe=auwag}  vew {opl0p" = O oar}.

Die Kinetik des MKS wird dann durch das Prinzip der virtuellen Arbeit in Lagrange’scher

Fassung bestimmt:

Axiom 2.9 Unter allen moglichen Bewegungen eines MKS ist die tatsdichlich eintretende
Bewegung dadurch gekennzeichnet, dass zu jeder Zeit t gilt

0A:=S8dc(de—tdm) =0  fir alle virtuellen ot (2.7)

(S — ,Summation® tiber alle materiellen Punkte £ € =, dt — eingeprdgte Krifte belie-
. . . . . 2

biger Verteilung, v(&,q,t) — Ortsvektor des materiellen Punktes &, t = %t = jﬁt, dm —

Massenelement).



2.2. Mehrkorpersysteme 19

Mit der kinetischen Energie eines MKS

T(q,q,t) :== %/tZ dm (2.8)

und St dt = SO, vdtig" = Q. 0g" folgt aus (2.7)
§A = [— (@T)# 0,T + Qﬁ] 5" =0 Vg~
Somit lauten die (Lagrange’schen) Bewegungsgleichungen eines MKS

(E)HT) — 9.7 = Q.. (2.9)

2.2.3.3 Zustandsfunktionen

Folgende additive Zerlegung der generalisierten Kréfte in vier Klassen mit bestimmten
Eigenschaften erweist sich als zweckméfig:

Q=0QY + QY + QY + QY. (2.10)

Dabei sollen Q,({O) als Gradient im Konfigurationenraum, Q,g) als Variationsableitung eines
verallgemeinerten Potenzials und Q,(f) als Gradient im Geschwindigkeitsraum darstellbar
sein:

QY = QYV(q1t) = —-0.U(q1), (2.11a)
QY = QMG q.t) = 6:V(4,q.1), (2.11b)

Die Funktionen U, V und D heiflen in dieser Reihenfolge Potenzial, verallgemeinertes (gy-
roskopisches) Potenzial und Rayleigh’sche Dissipationsfunktion. Sie sind Zustandsfunktio-
nen des MKS. Alle Anteile der @), die nicht durch diese Zustandsfunktionen dargestellt
werden konnen oder sollen, werden in Q,(f) (,,sonstige” Anteile der generalisierten Kréfte)
zusammengefasst. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Klassenzu-
gehorigkeit (Integrabilitdtsbedingungen) sowie die Ermittlung der Zustandsfunktionen
wurden z.B. in [131] und in anderer Form bereits von HELMHOLTZ in [83] angegeben.
Beide Darstellungen sind im Anhang, Abschnitt A.1, nochmals kurz wiedergegeben.

2.2.3.4 Struktur der Lagrange’schen Gleichungen

Sei t der Ortsvektor eines beliebigen materiellen Punktes eines MKS und t = d,.t¢" + Opt
dessen Geschwindigkeit. Dann ist nach (2.8) die kinetische Energie T" eines holonomen
MKS eine quadratische Funktion in den ¢ und es gilt T'=T, + Ty + Ty (T; — in den
generalisierten Geschwindigkeiten homogenes Polynom i-ten Grades, ¢ = 0, 1, 2). Sie habe
die Form

Gop(q,1)d%¢" (2.12)

1 o L1 1
T = S3u(a:t)q @ + Gro(q, )" + 5900(¢,1) = 5
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mit x, A € J (J — Indexmenge der generalisierten Koordinaten), ¢° = ¢t und o, 3 € J U {0}.
Dabei ist

K
Jop = ) _(mBa XV X Y + 990, B,V E,") = gsa (2.13)

k=1

()k((i))k((i) — %((i)‘)lg(j)g(i)(j)? gi(r)gj(r) = gi(r)gj(sm(r)(s)7 m— Masse des Korpers By, qzij _
Binet’scher Trégheitstensor des Korpers By). Der Querstrich in (2.13) dient lediglich der
Unterscheidung der Koeffizienten (go5) der kinetischen Energie von denen der spéter ver-
wendeten Lagrange-Funktion (dort: g,.g). Fiir skleronome MKS entfallen das lineare und
das Absolutglied (7' = T5) und es gilt gu» = gur(q). Eine ableitungsfreie Generierung der
Jap 1st ebenfalls moglich. Darauf soll aber in dieser Arbeit nicht ndher eingegangen werden.
Ausfiihrliche Erlduterungen hierzu finden sich z.B. in [132].

Die (Lagrange’schen) Bewegungsgleichungen (2.9) lauten mit (2.12) in ihrer expliziten
Form

Gux (0, 1) + Thap(q,1)d%¢° = Qu(d, g, 1). (2.14)

Dabei bezeichnet g,y die symmetrische und positiv definite verallgemeinerte Massenma-

trix, fmg = % (0aGrp + 089xa — OxJap) = I'xpa sind die Christoffel-Symbole erster Art und

K
— (%) @ L Zpfe () (r)
Q= (K0, + Lario, g0 )
k=1
(K @) — resultierende am Korper By, eingeprigte Kraft, M?% — schiefsymmetrischer Tensor

des am Korper By, eingeprigten resultierenden Momentes) sind die generalisierten Kréfte.
Mit der Zerlegung geméaf (2.10) mit (2.11) kann eine Lagrange-Funktion

A, q,t) =T -U-V (2.15)
eingefiihrt werden. Dann erhélt (2.9) die Form
(@A)' —9A+d.D=Q. (2.16)

Die Bewegungen eines MKS werden dann beschrieben durch die Losungen ¢(t) der La-

grange’schen Gleichungen (2.16). Das Funktionentripel {A,D,Q,gs)} ist ein mathemati-
sches Modell des MKS. Bei Nichtexistenz von ,sonstigen“ Kraftanteilen existiert ein La-
grange’sches Modell {A, D,0} = {A, D} des MKS.

Die Lagrange-Funktion (2.15) hat wegen (2.12) (und wegen (A.3a) und (A.4), siehe
Anhang A) die explizite Form

9ap(q,1)d*¢". (2.17)

N~

1 . e 1
A = S9a(gt)d @+ grolq, )" + 590(a,1) =

Dabei gilt gop = Gap, falls a,5#0 (d.h. gun = Gsn). Zusammen mit der Dissipati-
onsfunktion D = %sag(q, t)¢%¢” lauten somit die Lagrange’schen Gleichungen explizit

(Thap = % (Ongrp + 089ka — Onbap) = Lrpa)

9ex (@, 1) + Trap(4,1)0%¢° + 80a(q, 1) = QW) (¢, ¢, 1). (2.18)
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Somit sind alle gemdfl (2.11) mittels Zustandsfunktionen darstellbaren Anteile der
generalisierten Kréfte auf der linken Seite von (2.18) enthalten.

Bemerkungen:

Die kinetische Energie eines MKS ist eine positiv definite quadratische Funktion in
den (absoluten) Starrkérpergeschwindigkeiten :};is der beteiligten Korper und deshalb
auch in den generalisierten Geschwindigkeiten ¢. Somit kann fiir jedes MKS durch das
Linienelement

ds® == g.\(q,t) dg" dg* = 0.0\T dg" dg* (2.19)

fiir jedes feste t im Konfigurationenraum R™ eine von der Zeit abhéngige Riemann’sche
Metrik g.a(q,t) eingefithrt werden. Der R™ erfihrt somit eine (zeitabhéngige) Maflbestim-
mung durch die kinetische Energie des MKS. Der fiir jedes t so metrisierte Konfiguratio-
nenraum ist ein (quasi ,atmender®) Riemann’scher Raum V;*. Die I';,(q,t) (K, A\, 0 € J)
sind die Christoffel-Symbole erster Art. Die Bewegung eines rheonomen MKS kann als
eine Trajektorie in einem (n + 1)-dimensionalen Ereignisraum V™! aufgefasst werden.
Im skleronomen Fall ist g.» = gxa(q) und der Riemann’sche Raum V™ ist zeitunabhéngig
(nicht atmend).

Die Metrisierung des Konfigurationenraumes ermoglicht die Verwendung von Begrif-
fen, Definitionen und Bezeichnungen der Riemann’schen Geometrie bei der Untersuchung
von MKS (und spéter von EMS). Es konnen diverse differenzialgeometrische Methoden zur
Untersuchung der Dynamik solcher Systeme angewendet werden. Ausfiihrliche Erlaute-
rungen hierzu finden sich z.B. in [131].

2.2.4 Mehrkorpersysteme mit zusétzlichen Bindungen

Mehrkorpersysteme mit zusédtzlichen Bindungen sind dadurch charakterisiert, dass ihre
Topologie nicht durch eine Baumstruktur dargestellt werden kann. Solche Systeme werden
auch als ,Constrained Mechanical Systems“ (CMS) bezeichnet. Sie sind durch die Exis-
tenz von kinematischen Schleifen und entsprechenden zusétzlichen Zwangsbedingungen
gekennzeichnet. Falls mit Hilfe dieser Zwangsbedingungen eine entsprechende Anzahl von
Koordinaten global eliminiert werden kann, ist weiterhin eine Modellierung mit einem
Minimalsatz von Bewegungsgleichungen moglich. Falls jedoch eine komplette Elimination
nicht durchgefiithrt werden kann oder soll, so erfordert die Modellierung die Beriicksichti-
gung der zusétzlichen Zwangsbedingungen in Form von algebraischen Gleichungen neben
den Bewegungsdifferenzialgleichungen. Die Herleitung der CMS-Modellgleichungen kann
dann z.B. mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren erfolgen.

2.2.4.1 Zuséatzliche Bindungen

Es sei wieder J die Indexmenge der generalisierten Koordinaten und es gelte x, A € J und
a,B € JU{0} (¢" =t). Die zusiitzlichen Bindungen infolge kinematischer Schleifen des
MKS kénnen als geometrische (holonome) — eventuell rheonome — Bindungen

h(q,t) =0, on € Jop, o} = rmn, (2.20)
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(Je, — Indexmenge der holonomen Bindungen) und/oder als nichtintegrable kinematische
(anholonome) — hier nur skleronome — Bindungen

h’aaﬁ(Q)qH - 07 0q € Jcaa |{0a}| = T'ma, (221)

(J., — Indexmenge der anholonomen Bindungen) gegeben sein. (Die Nichtintegrabilitét
der differenziellen Bindungen gelte unter Beriicksichtigung der vorhandenen geometrischen
Bindungen des MKS.) Weiterhin sei

for, = { 0o, 01 =0y, (2.22)

hO'aH , 01 = Og, a = R,

mit dem Rang rang(f%.) = rm <N, T'm := T'mh + T'ma, in einem gewissen Gebiet D C R”
(d.h., es sollen keine abhéingigen Bindungen auftreten). Dann definiert die Gesamtheit
aller kinematischen (holonomen und anholonomen) Bindungen im Punkt ¢ des CMS-
Konfigurationenraumes eine (n — r,,)-dimensionale Hyperebene E, = mittels

fealg )¢ = [*u(q: 1)q" + fo(q,t) = 0. (2.23)

Die Ableitungen der kinematischen Zwangsbedingungen (2.23) nach der Zeit t
heiflen dynamische Zwangsbedingungen (Bindungen auf Beschleunigungsebene). Mit

")/Qlaﬁ = 8ﬂf91a gilt
(f@laqa)' _ f@laq'a + ,Yglaﬂqaq-ﬁ = 0. (224)

Der Freiheitsgrad des CMS im Groflen ist n — r,,,, im Kleinen n —r,,. Fir r,, =0
heifit das CMS holonom, andernfalls anholonom. Auf eine ausfiihrliche Diskussion der
Problematik Anholonomitéit und der damit verbundenen kinematischen Steuerbarkeit
soll hier nicht eingegangen werden. Dazu wird auf die einschlidgige Literatur (siehe z.B.
[15, 100, 149, 174]) verwiesen.

2.2.4.2 Bewegungsgleichungen

Nach dem Lagrange’schen Befreiungsprinzip entsprechen den Bindungen (2.23) gewisse
(generalisierte) Reaktionskrifte R,.. Damit werden die Lagrange’schen Bewegungsglei-
chungen (2.16) fiir ein CMS zu

(8HA>' A+ 9.D=QD +R,. (2.25)

Bei idealen Bindungen steht der Vektor R, senkrecht auf der Hyperebene E, und ist
eine Linearkombination der r,, (n-dimensionalen) Normalenvektoren f¢', (o1 = 1,...,7u;
k=1,...,n). Somit lassen sich die Reaktionen mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren
Ao, Wie folgt darstellen

R = Xp, f%%. (2.26)
Die Gleichungen (2.25) lauten folglich in expliziter Form

Gerd 4 Trapd®@® + 50ad® = Q) + N, 2. (2.27)
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Sie heiflen Lagrange’sche Gleichungen gemischten Typs. Bei bekanntem Bewegungszu-
stand (¢, q) des CMS konnen mit (2.27) und (2.24) die Beschleunigungen ¢*(¢) und die
Lagrange-Multiplikatoren \,, () gemé8

gﬁ)\(f\ - fglm)\gl - QE@S) - Fmaﬁqaqﬁ - qu'a, (228&)
FHag = —"asg"q’ (2.28b)

bestimmt werden. Zur Einhaltung der Bindungen auf Lage- und Geschwindigkeitsebene
ist eine entsprechende Stabilisierung z.B. mittels Projektion (][4, 30]) oder Regularisierung
([8]) notwendig. Mit den Bezeichnungen

6= [ 2 <fmﬁ>T]’ o :[—QA]

(f*5) 0
und
(Q ) o Qf(iS) - Fnaﬁqaqﬂ - Squ'a
=" 05G%¢°
ergibt sich fiir (2.28) die Form

GabXb - Qa-

Weil die Submatrizen in Gy jeweils von vollem Rang sind (rang(g..) = n,
rang(f*)) = rm), ist G4 nicht nur symmetrisch, sondern auch regulér (aber nicht positiv
definit) und somit invertierbar. Mit X® = G*Q, (G : G*G). = §2) sind dann zu jedem
festen Zeitpunkt ¢ die Beschleunigungen §(¢), die Lagrange-Multiplikatoren A, (¢) und
schliefflich auch die generalisierten Reaktionen

R (t) == Ao, (1) [* x(q(t))

eindeutig bestimmt.

2.3 Elektrische Systeme

Die Anwendung des Lagrange-Formalismus auf elektrische Systeme (ES) mit konzentrier-
ten Parametern basiert auf dem Konzept des Multipols und dessen Représentation durch
abstrakte Zweipole. Weiterhin finden die Kirchhoff-Theorie und das Prinzip der virtuel-
len Arbeit Anwendung. Die folgende Darstellung ist vor allem angelehnt an die Arbeiten
(131, 142, 144].

2.3.1 Repriasentierender Graph

Definition 2.10 Unter einem elektrischen System (ES) wird eine endliche Menge rdum-
lich abgegrenzter Objekte (elektrische Bauelemente) verstanden, in denen elektrodyna-
mische (gelegentlich auch elektro-magnetodynamische) Vorginge ablaufen. Jedes Bauele-
ment besitzt endlich viele Anschlussklemmen. Durch verlustfreie Verbindungen (ideale
Drihte*) zwischen zwei oder mehreren solcher Anschlussklemmen konnen die Bauele-
mente miteinander galvanisch gekoppelt sein.
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Das interne dynamische Verhalten eines elektrischen Bauelements (Induktor, Resistor,
Kondensator usw.) sei durch externe Messungen (mit idealen Messinstrumenten) an des-
sen n Anschlussklemmen beschreibbar. Das Bauelement kann somit als ,,Blackbox* be-
trachtet werden.

Ein Bauelement mit zwei Klemmen heifit elektrischer Zweipol. Jeder Zweipol defi-
niert einen Zweig des ES. Die gemessenen physikalischen GroBen V' (¢) und 1(¢) werden
Zweigspannung und Zweigstrom genannt. Deren mathematischer Zusammenhang heif3t
Zweigrelation. Er wird z.B. in Form einer Konstitutivgleichung dargestellt. Ein Bauele-
ment mit n Anschlussklemmen, n > 2, heifit elektrischer Multipol oder elektrischer n-Pol.
Seine elektrischen Eigenschaften werden charakterisiert durch die Menge aller Relationen
der (g) Spannungen zwischen je zwei Klemmen und den n am Multipol ein- bzw. aus-
flieBenden Stromen. Die an einem n-Pol ausfithrbaren (g) externen Spannungsmessungen
definieren einen vollstdndigen Messgraphen '/, dessen Knoten die Klemmen des n-Pols
und dessen Kanten fiktive Zweipole reprisentieren. Durch Vorgabe der Spannungen und
Strome in einem beliebigen Geriist des Messgraphen sind aufgrund der Kirchhoff’schen
Gesetze gleichzeitig alle anderen Zweigspannungen und -strome eindeutig bestimmt. So-
mit kann jeder n-Pol durch n — 1 fiktive Zweipole repréasentiert werden, die gerade mit
einem Gertiist von I['); zusammenfallen. Der entsprechende Subgraph ist also ein Baum
mit n Knoten und n — 1 Kanten. Die Zweigrelationen der fiktiven Zweipole sind definiert
durch die elektrischen Figenschaften des gesamten Multipols. In jeder dieser Zweigre-
lationen koénnen deshalb neben den ,zweigeigenen® elektrischen Gréfien V(t) und ()
auch solche Groflen aus anderen fiktiven Zweipolen desselben n-Pols auftreten. Reale und
fiktive Zweipole werden zusammen abstrakte Zweipole genannt. Das komplette ES kann
somit durch ein (endliches) Netzwerk von abstrakten Zweipolen repréisentiert werden (sie-
he auch [36, 137]). Ein solches Netzwerk kann auch aus mehreren Komponenten bestehen,
die untereinander galvanisch nicht gekoppelt sind.

Die galvanische Kopplung der abstrakten Zweipole definiert die Topologie des ES. Die
symbolische Darstellung der Topologie eines ES erfolgt zweckméfBigerweise durch einen
Graphen I', dessen Kanten die abstrakten Zweipole und dessen Knoten die galvanischen
Kopplungen zwischen zwei oder mehr Anschlussklemmen reprisentieren. Dieser Graph
heiflt reprasentierender Graph des elektrischen Netzwerkes — gelegentlich verkiirzt auch
Netzwerkgraph. Er besteht aus ebenso vielen Komponenten wie das elektrische Netzwerk.

2.3.2 Kirchhoff’sche Gesetze

Der représentierende Graph I' eines elektrischen Netzwerkes habe B Kanten, N Knoten
und p Komponenten. Es bezeichne G ein beliebiges (aber festes) Geriist von I' und H
sei das Cogeriist zu G in I'. Die dazu gehtérende Fundamentalkreismatrix heifle A und
die entsprechende Fundamentalschnittmatrix heifle (). Dann lauten die Kirchhoff’schen
Gesetze

ALV =0, icl, peH, (2.29a)
Q"I = 0, jel, vegad. (2.29b)

Gleichung (2.29a) entspricht dem ,Maschensatz“ und (2.29b) dem , Knotensatz“. Beide
linearen Gleichungssysteme sind von maximalem Rang (|H| = rang(A) = B — N + p und
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|G| = rang(Q) = N — p). Zusammen mit den B Zweigrelationen der abstrakten Zweipole
bilden sie ein System von 2B Gleichungen fiir die B Zweigspannungen V;(¢) und die B
Zweigstrome I'(t) (jeweils ¢ € T'). Aus der Auflosbarkeit dieses Gleichungssystems resul-
tieren drei wesentlich verschiedene Moglichkeiten fiir die Einfithrung generalisierter Ko-
ordinaten fiir ein ES. In dieser Arbeit werden stets elektrische ,Ladungen® (Zeitintegrale
elektrischer Strome) als generalisierte Koordinaten verwendet. Dieser Modellierungsansatz
heiit Ladungsformulierung. Eine Lagrange’sche Formulierung der Bewegungsgleichungen
eines ES ist ebenfalls unter Verwendung von , Fliissen® (Zeitintegrale elektrischer Span-
nungen) bzw. von Ladungen und Fliissen moglich. Diese Ansétze heiflen Flussformulierung
bzw. gemischte Formulierung. Sie werden in [220] bzw. [221] ausfiihrlich behandelt und
sollen hier nicht weiter verfolgt werden.

Zunichst kann (2.29b) mit (2.3) nach den Stromen in den Geriistzweigen aufgelost
werden. Wegen Q,'I* = 6/I' + Q;'I’ =0,k €T, i,l € G, j € H, folgt I' = —Q,'I’, i € G,
J € H. Mit (2.4) ergibt sich daraus [' = A"; I/, i € G, j € H. Das heifit mit (2.3), dass
jeder Zweigstrom I7 = ¢/, j € T, sich als eine Linearkombination der Stréme im Cogeriist
g", p € H, darstellen lésst:

¢ = A ,q", jeTl, ucH. (2.30)

Analog sind alle Zweigladungen ¢/, j € I', Linearkombinationen der Cogeriistladungen ¢*,
we H:

g =A,q", jeTl, ucH. (2.31)

Die Menge aller Zweigladungen {¢’, j € T'} heifit eine Lage des ES. Die Gleichungen (2.30)
bzw. (2.31) heiflen Maschentransformation. In Sinne der analytischen Mechanik definieren
sie die Kinematik eines ES.

2.3.3 Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen eines ES unter Verwendung von
Minimalkoordinaten hergeleitet. Dazu wird vorausgesetzt, dass zwischen allen im Netz-
werk eventuell vorhandenen Stromquellen keine linearen Abhéngigkeiten bestehen. (ES
mit linear abhéngigen idealen Stromquellen sind physikalisch nicht sinnvoll und sollen des-
halb hier nicht betrachtet werden.) Dann l&sst sich fiir das ES ein Modell mit der minimal
moglichen Anzahl von Differenzialgleichungen finden, weil die kinematischen Zwangsbe-
dingungen (Knotensatz) und die rheonomen Bindungen infolge Stromquellen vollstindig
eliminiert werden konnen.

2.3.3.1 Generalisierte Koordinaten

Wegen (2.30) bzw. (2.31) erscheint es zweckméaBig, fiir das Netzwerk aus abstrakten Zwei-
polen ein stromquellenfreies Geriist zu wéhlen. Alle Stromquellen liegen dann im Cogertist
und erzeugen eine Zerlegung der Indexmenge

H = H*UH,, (2.32)



26 Kapitel 2. Theoretische Grundlagen

H* : Cogeriistkanten ohne Stromquellen,
Hy : Cogeriistkanten mit Stromquellen.

Im Weiteren sollen nur solche Stromquellen verwendet werden, die nur explizit von
der Zeit t abhingige Funktionen sind (eigentliche Stromquellen). Die Zerlegung (2.32)
impliziert das Vorhandensein maximal einer Stromquelle in jedem Fundamentalkreis. Die
Maschentransformation (2.30) lautet mit (2.32)

¢ =AW +gg(t) = A" + Ay (t),  jeT, pweH', po€Hy,  (2.33)
und aus (2.31) wird mit (2.32)
¥ = A + @) = g+ Agg™(0),  JET, pe ', e Hy  (234)

In (2.33) bezeichnet ¢)(t) = A7,,¢"(t) den Stromanteil des Zweiges j infolge aller im
Netzwerk vorhandenen Stromquellen. In (2.34) steht ¢/(¢) fiir den entsprechenden La-
dungsanteil.

Die Michtigkeit der Teilmenge H* sei mit m bezeichnet (m := |H| — |Hy|). Dann
bestimmen alle Ladungen ¢’, die zur Zeit ¢ fiir alle Knoten k& den Knotensatz in integrierter
Form (a*; @ = 0, a*; — Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix gemif (2.1)) erfiillen, die Menge

L = {q_j | q_j = Ajuqu + Ajuoquoa q" e Rm} (2'35)

aller zur Zeit ¢t moglichen Lagen des ES. Durch (2.35) wird eine eineindeutige Abbildung
von £; auf den R™ definiert. Da zwischen den ¢* keine differenziellen Bindungen beste-
hen, heiBt das ES holonom mit dem Quasifreiheitsgrad m (vgl. auch unten angefiihrte
Bemerkung). Der Vektor ¢ = (¢*), p € H*, heifit reprdsentierender Punkt und R™ Kon-
figurationenraum des ES (¢ € R™). Die ¢* heiBen (topologisch generierte) generalisierte
Koordinaten des ES. Sie bilden eine Minimalmenge generalisierter Koordinaten fiir ein ES
in Ladungsformulierung. Stetige, stiickweise zweimal stetig differenzierbare Funktionen
q = q(t) beschreiben eine ,Bewegung“ des ES, d.h. eine zeitliche Abfolge von moglichen
Lagen. Das 2m-Tupel (¢, q) heifit Zustand (auch Bewegungszustand) des ES. Besitzt das
ES mindestens eine Stromquelle, so ist Hy # (), und das ES heifit rheonom, andernfalls
skleronom.

Bemerkung:

In den in Abschnitt 2.3.2 erwdhnten Modellansétzen mittels Flussformulierung oder ge-
mischter Formulierung ergeben sich im Allgemeinen andere Freiheitsgrade als bei der hier
erlduterten Ladungsformulierung. Dieser Sachverhalt ist einer der Griinde fiir die Wahl
des Terminus ,,Quasi“freiheitsgrad. Ein anderer wird spéter angegeben (siehe Abschnitt
2.3.3.6). Die Tatsache, dass verschiedene Modellierungen ein und desselben Systems
unterschiedliche Freiheitsgrade nach sich ziehen, ist jedoch nicht auf ES beschrankt. Auch
in der analytischen Mechanik ist es moglich, statt der ,klassischerweise verwendeten
(kovarianten) Lagekoordinaten (Verschiebungen und Drehungen) die (kontravarianten)
Impulse als generalisierte Koordinaten vorzusehen (siche z.B. [228]). Ebenso ist eine
gemischte Formulierung denkbar. Diese Modellierungszugénge werden jedoch nur duflerst
selten benutzt.
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2.3.3.2 Konstitutive Gleichungen

Unter der Voraussetzung, dass die Zweigrelationen der abstrakten Zweipole nach den
Spannungen bzw. Fliissen auflosbar sind, konnen die Ladungen und deren Zeitableitungen
(Strome) als unabhéngige Variablen betrachtet werden. Im Fall von Stromquellen sollen
die Zweigrelationen gegeben sein durch

¢ =g(t).  j€ Ho. (2.36)
Andernfalls seien die Zweigrelationen gegeben in der Form

Beide Funktionen f; und gg seien hinreichend oft differenzierbar. Die Gleichungen (2.36)
und (2.37) sind im Sinne der analytischen Mechanik die konstitutiven Gleichungen des
ES.

2.3.3.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Die Bewegung eines ES kann als die Bewegung seines représentierenden Punktes im m-
dimensionalen Konfigurationenraum R™ betrachtet werden.

Definition 2.11 FEine virtuelle Verschiebung eines ES ist definiert als die Menge der dif-
ferenziellen Anderungen der Zweigladungen ¢, j € T, zu einer (willkiirlichen) Variation
0g" der generalisierten Koordinaten q*, € H*, bei fester Zeit t:

{64 | 67 = A ,.6¢"} .

(Wegen A7, = §/ fiir alle j,v € H ist 6¢7 = 0 fiir alle j € Hy.)

Zusammen mit den in den vorhergehenden Abschnitten eingefiihrten Begriffen lassen
sich die Bewegungsgleichungen eines ES (in Analogie zur analytischen Mechanik) durch
Anwendung des Prinzip der virtuellen Arbeit gewinnen.

Axiom 2.12 Unter allen mdoglichen Bewegungen eines ES ist die tatsdchlich eintretende
Bewegung dadurch gekennzeichnet, dass zu jeder Zeit t gilt

§A = -V;6¢ =0 fiir alle virtuellen 0q". (2.38)
Wegen V;0q' = V; A', 0¢" ist (2.38) &dquivalent mit dem Kirchhoff’schen Maschensatz
(2.29%).

Mit der Indexmengenzerlegung (2.32) und der Maschentransformation (2.34) (bzw.
(2.33)) konnen die rheonomen Bindungen infolge Stromquellen leicht eliminiert werden.
Die Zeitverlaufe der Ladungen ¢"°(t) und Strome ¢#°(t) der stromquellenbehafteten Fun-
damentalkreise g, o € Hop, sind durch die Funktionen (2.36) festgelegt. Fiir diese Ma-
schen folgt aus (2.29a) zunichst A’ V; = A7, V; + A*, )V, =0,i€T,j € G, k€ H, und
daraus wegen A%, Vi = 6% Vi, = V},, mit (2.4) schlieBlich

Vuo - _Ajuov} = Quoj V; to € Ho, jJ€G.

Deshalb bestimmt (2.29a) fiir diese Maschen lediglich die Spannungen iber den Strom-
quellen. Bei Verwendung von Minimalkoordinaten gehoren somit die Gleichungen (2.29a)
fiir u € Hy nicht zu den Bewegungsgleichungen. Die aus (2.38) resultierenden Bewegungs-
gleichungen sind somit Lagrange’sche Gleichungen zweiter Art, d.h., die Anzahl der Be-
wegungsgleichungen ist die minimal mogliche.
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2.3.3.4 Zustandsfunktionen

Falls im Folgenden nicht ausdriicklich anders vermerkt, durchlaufen lateinische Indizes I"
und griechische H*.

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen eines ES in Lagrange’scher Form aus
dem Prinzip der virtuellen Arbeit ist die Einhaltung gewisser notwendiger und hinreichen-
der Bedingungen fiir die Maschenspannungen v,,(¢, ¢, ¢,t) bezliglich der Existenz eines
kinetischen Potenzials erster Art A = A(¢, ¢) notwendig. Solche Bedingungen hat HELM-
HOLTZ angegeben (siehe [83]). Ihre Herleitung wird der Vollsténdigkeit halber im Anhang,
Abschnitt A.2 wiederholt. Diese Bedingungen ermoglichen die Definition von elektrischen
Bauelementen mit gewissen physikalischen Eigenschaften: Die Spannungen eines (strom-
quellenfreien) Zweiges i lassen sich stets (aber nicht eindeutig) geméf

V=V v v Oy v+ v, ier\m, (2:39)
mit

VI =, = W(G, 1),

v = vi%q,q.0),

Vi = v,

Vio = Vio(t)

zerlegen. Die entsprechenden elektrischen Bauelemente heifien — in der in (2.39) ge-
nannten Reihenfolge — Induktor, (quasilinearer) Resistor, Kondensator und Spannungs-

quelle. Die Vi(s) verkorpern diejenigen (,sonstigen®) Spannungsanteile, die keinem der
vier Bauelemente zugeordnet werden konnen oder sollen. Die Spannungsanteile der qua-
silinearen Resistoren ergeben sich aus in den Stromen linearen Zweigrelationen, d.h.

Vi(R) = R;;(q,t)¢’. Spannungsanteile infolge evtl. auftretender nicht(quasi)linearer Re-

sistoren seien in den sonstigen Anteilen Vi(s) enthalten. Im Weiteren werden die den
quasilinearen Resistoren entsprechenden Anteile der Maschenspannungen dargestellt als
o = Ai“‘/;(R) =1uw(q,t)¢" + su(q,t) (siche auch Anhang, Abschnitt A.2).

Unter diesen Voraussetzungen konnen die folgenden Zustandsfunktionen eingefiihrt
werden (vgl. Anhang, Abschnitt A.2): magnetische Coenergie W . elektrische Energie W,
verallgemeinertes (gyroskopisches) Potenzial V" und Rayleigh’sche Dissipationsfunktion

D = D(q4,q,t). Mit der Lagrange-Funktion

A, q,t) == W), =W, = V" (2.40)
lauten dann die Bewegungsgleichungen in Lagrange’scher Form

(8:A) = Buh + 8,0 = Q. (2.41)
wobei in Q,(Ls) = —Ai#Vi(s) diejenigen Maschenspannungen zusammengefasst sind, die

nicht durch A oder D dargestellt werden kénnen oder sollen.

Die Funktionen A und D sind Zustandsfunktionen des ES. Das Funktionentri-
pel {A,D,QELS)} ist ein mathematisches Modell des ES. Fiir jedes solche Modell gel-
ten die Bewegungsgleichungen gemif (2.41). Gemifl (2.39) existiert stets das triviale
Modell {0, O,Q,(LS)} (Kirchhoff-Modell). Demgegeniiber heifit {A, D,0} = {A, D} ein La-
grange’sches Modell des ES.
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2.3.3.5 Ein Lagrange’sches Modell fiir ES

Ein Lagrange’sches Modell eines ES ist realisierbar, falls in (2.39) die ,;sonstigen“ Span-
nungsanteile Vi(s) verschwinden und nur quasilineare Resistoren auftreten, von denen le-
diglich der symmetrische Anteil explizit zeitabhéngig sein darf (so genannte rheolineare
Resistoren). Ein solches Lagrange’sches Modell wird im Folgenden fiir konventionelle,
elektrisch lineare ES (RLC-Netzwerke mit Spannungs- und Stromquellen) aufgestellt. Die
Konstitutivgleichungen des ES seien gegeben durch

V= v® Ly ® Ly oy (2.42)

Jeder dieser Spannungsanteile lasse sich durch entsprechende Konstitutivparameter
gemaf

VP = Wy, W(G,t) = Lij ()@ + Wio(t),

(2

Vi(R) — p%.j(t)éj’ (2.43)
VO = Cytd + Vs
Vio = Vio(t)
darstellen. Dabei soll (zur Erfiilllung der Integrabilitdtsbedingungen) gelten
Lij = Ly, Cij = Cj;, OoRyij) = 0. (2.44a—)

Die Konstitutivparameter werden folgendermaflen bezeichnet: L;;(t) — Matrix der In-
duktivitdten (auch abkiirzend Induktormatrix), W, (¢) — explizit zeitabhéngige magne-
tische Fliisse infolge Permanentmagneten, R;;(t) — Resistormatrix, C;;(t) — inverse Ma-

trix der Teilkapazitéiten, Vi(oc) — Spannungen infolge Anfangsladungen von Kondensato-
ren, Vio(t) — Spannungsquellen. Die inverse Matrix der Teilkapazititen C;; wird definiert
durch C;;C7*% = §F fiir alle kondensatorbehafteten Zweige 4, j, k und durch C;; = 0 fiir alle
kondensatorfreien Zweige i (mit j € I'). Dabei ist ¢ := C*V, fiir j = k die Ladung auf
einem Kondensator mit der (Teil-)Kapazitit C7*, {iber dem die Spannung V}, abfillt. Fiir
j # k vermittelt die Teil- oder ,,Gegen“kapazitit C/* den wechselseitigen Einfluss eines
elektrischen Feldes zwischen den Kondensatoren der Zweige j und k.

Die Konstitutivparameter in (2.43) seien jeweils beliebig gegeben, und geméfl (2.36)
gelte weiterhin ¢ () := g{(¢) fiir alle ¢ € Hy. Die vorausgesetzte Symmetrie der induktiven
und kapazitiven Konstitutivparameter (L;;, C;;) ist — innerhalb der Kirchhoff-Theorie —
direkte Folge der Symmetrie des Permeabilitéts- und des Dielektrizitéatstensors.

Wegen (2.44a,b) sind die Integrablhtatsbedmgungen (A.7) und (A.9) (vgl. Anhang,
Abschnitt A.2) erfiillt und mit gj(t) = A7, g5°(t) bzw. ¢ (t) = AT, gb° () (jeweils po € Hp)
ergibt sich fiir die magnetische Coenergie

Wilit) = S AALLy (060 + A [Ly () + V()] d* +
(2.45)

n %Lij(t)%(t)-i-\piﬂ(t) Go(t)
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und fiir die elektrische Energie

1 .. . , .
We(g,t) = §AluAquij (t)q"q" + A’y [Oij(t)Qé(t) + VA 4+ Vi) ¢ +
X | o | (2.46)
565080 + Vi + valo)] o

Rheolineare Resistoren erfiillen (A.11) und wegen (2.44c) gilt auch (A.13). Diesen Bau-
elementen kénnen deshalb das gyroskopische Potenzial

1. .
Vg, q) = —A WA Ring"q = —EAZMA]VR[mq”q“ (2.47)

und die Dissipationsfunktion
D(g,t) == §Al AT, R d"q” + ARy @) () ¢ (2.48)

zugeordnet werden (siehe ebenfalls Anhang, Abschnitt A.2). Zur Gewinnung der explizi-
ten Bewegungsgleichungen wird in (2.41) lediglich die Variationsableitung der Lagrange-
Funktion bendtigt. Wegen §,,F'(t) = 0 kann deshalb im Folgenden auf die rein zeitabhéngi-
gen (durch Unterstreichung gekennzeichneten) Terme in (2.45) und (2.46) verzichtet wer-
den. Somit kann das Lagrange-Modell {A, D} eines elektrisch linearen ES gemé8

A(g,q,t) = %AiuAju [Lij (t)d"q" — Rujq"q” — Cij(t)quqy} +
+ 45, L[ OR0) + wo)] ¢ = [Culd(®) + Vi + Violt)] ¢}
D(G,t) = AT AT R (G + ARy ()4

aufgestellt werden.

2.3.3.6 Struktur der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen

Die Struktur der Bewegungsgleichungen (2.41) héngt wesentlich von den auf den einzelnen
Zweigen vorhandenen elektrischen Bauelementen ab. Ein ES kann induktorfreie Funda-
mentalkreise enthalten, welche zunéchst auf Differenzialgleichungen erster Ordnung fithren
(strukturelle Singularitiat der Induktormatrix). Weiterhin sind sogar gleichzeitig induktor-
und kondensatorfreie bzw. auch gleichzeitig induktor- und resistorfreie Fundamentalkrei-
se moglich. Solche Maschen liefern Gleichungen nullter Ordnung, d.h. algebraische Glei-
chungen fiir Stréome bzw. Ladungen. Folglich ist die Ordnung der Bewegungsgleichungen
kleiner oder gleich 2m. Diese Tatsache begriindet im Wesentlichen die Wahl des Terminus
»Quasi“freiheitsgrad fiir die Méachtigkeit der Menge H* (neben den Ausfithrungen in der
Bemerkung zu Abschnitt 2.3.3.1).

Falls Gleichungen nullter Ordnung auftreten, stellen diese infolge der elektrisch linea-
ren Konstitutivgleichungen (2.42) stets lineare Zwangsbedingungen fiir gewisse Maschen-
stréme oder Maschenladungen dar. Diese Zwangsbedingungen kénnen deshalb einfach zur
Elimination einer entsprechenden Anzahl von Maschenstrémen und/oder Maschenladun-
gen verwendet werden. Deshalb kann auch in diesem Fall die Modellierung des ES mit
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einem minimalen Satz von Koordinaten erfolgen. Eine geeignete Zerlegung der Indexmen-
ge H* und die sich daraus ergebenden Bewegungsgleichungen sind in Abschnitt 4.1.3.1
angegeben.

Die hier im Weiteren dargestellten Betrachtungen zur Struktur der Lagrange’schen Be-
wegungsgleichungen basieren zunéchst auf Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, d.h.
dem Vorhandensein von ausschlieflich induktorbehafteten Fundamentalkreisen. Das im
vorhergehenden Abschnitt 2.3.3.5 hergeleitete Lagrange-Modell {A, D} eines ES verwen-
det Zustandsfunktionen, die maximal quadratisch in den ¢ sind. Diese lassen sich also
darstellen als

1 1 |
A= §g;wq“q + guog" + 5900, D = §qu“q + 5,4",

wobei wegen (2.40) die Koeffizienten durch (2.45-2.48) bestimmt sind:

G (t) = Lu(t) = A AT, Li(t),

guo(gst) = %AiuAjuR[mqV + A% [Li(D)d5(8) + Wio(1)]

goola,1) = =A% { AL, Cy(a” +2 |Cy®ab(®) + Vi + Vio()] } o,
suw(t) = ALAT Ry (L),

su(t) = Al Ri; ()%(t)

Im Folgenden sei p,v,w € H* und a,8 € H*U{0} ( =t). Dann lauten die La-
grange’schen Gleichungen mit I' 5 = —(3,1 9u3 + 08940 — 0u903) = I'ypa in expliziter Form

g/wéjy + Fuaﬁqaq + S/u/qy + Sp = 0. (249)
Dabei ist (wegen g0 = gop)

F/u/w = Oa
1 1 .. . .
F/LVO = F;},OV = 5 (auguo - auguo + aog;w) - §AIMAJV (Ll](t) + R[w}) ’
1
I u00 = O0oGuo — 5@900

= AL ALCL() g + A, (Lij (1@ t) + Lij ()@ (L) + \i/,-o(t)> +
A (CHORB0) + VD + Violt))

Die Gleichungen (2.49) kénnen mit 7, := 0ol + 1w (Wobei 1y, := A" A7, R;;),
Cu = ATy AT, Cyj und Tp = A', (Lijéié + (Lij + Rij)dg + Cujah + Wi + Vi + V;0> auch
in der Form

l/u/éjy + f/wqy + C;qu + 6u0 =0 (250)
dargestellt werden.
Bemerkungen:
Fiir jedes ES mit positiv definitem [, kann durch das Linienelement ds, definiert durch

ds? = g,,(t) dg" dg” = 9,0,W, dq" dq” (2.51)
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fiir jedes feste ¢ im Konfigurationenraum R™ eine von der Zeit abhéingige Riemann’sche
Metrik g, (t) eingefithrt werden. Der R™ erfihrt somit eine (zeitabhéngige) Mafbestim-
mung durch die magnetische Coenergie des ES. Eine solche Metrisierung des Konfigura-
tionenraumes ermdoglicht die Verwendung von Begriffen, Definitionen und Bezeichnungen
der Riemann’schen Geometrie bei der Untersuchung von ES. Diese Tatsache ist besonders
wichtig fiir die Untersuchung von elektromechanischen Systemen (siehe Kapitel 3), weil
dadurch eine einheitliche Betrachtungsweise fiir das Gesamtsystem ermoglicht wird.

Die magnetische Coenergie eines ES nach (2.45) ist wegen (2.33) eine quadratische
Funktion in den Zweigstromen ¢/ durch die im Netzwerk vorhandenen Induktoren. Wegen
der generellen Nichtnegativitdt der magnetischen Coenergie ist somit die Matrix der
Induktivititen L;; stets positiv semidefinit (aber nicht notwendigerweise positiv definit!).
Gleiches gilt fiir die Matrix der generalisierten (auf die Fundamentalkreise bezogenen)
Induktivitédten [,,. Ein Rangabfall kann verschiedene Ursachen haben:

(a) Singularitdten infolge der modellabhéngig variablen Matrixelemente (oft nur

zeitweilig auftretend, deshalb auch als momentane Singularititen bezeichnet),

(b) linear abhéngige Zeilen oder Spalten,

(¢c) Zeilen oder Spalten mit ausschlielich Null-Elementen.

Momentane Singularititen nach (a) werden in dieser Arbeit nicht betrachtet. Sie
sind durch eine leichte Modellmodifikation (Matrixregularisierung durch Addition von
vergleichsweise kleinen Werten in der Hauptdiagonalen) behebbar. Ein (permanenter)
Rangabfall nach (b) kann bei ungiinstiger Wahl des Geriistes fiir den elektrischen Netz-
werkgraphen auftreten. Eine solche Singularitét ist durch eine verdnderte Geriistwahl
in einen Rangabfall nach (¢) wandelbar. Eine Singularitdt nach (c) tritt aufgrund der
Verteilung der Bauelemente im elektrischen Netzwerk auf. Ein solcher Rangabfall wird
deshalb in der weiteren Arbeit als strukturell bezeichnet. Falls [, einen strukturellen
Rangabfall aufweist (rang(l,,) < m infolge Abwesenheit von Induktoren in einigen Fun-
damentalkreisen des ES), ist eine Metrisierung des Konfigurationenraumes mittels (2.51)
nicht moglich. Bei Aufstellung der ES-Bewegungsgleichungen geméf (2.50) ergeben sich
Ordnungsreduktionen der urspriinglichen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung. Ein
Modell des ES unter Anwendung des Lagrange-Formalismus kann trotzdem aufgestellt
werden. Dazu wird eine Klasseneinteilung der generalisierten Koordinaten ¢ eingefiihrt,
die die Existenz von Induktoren in den Fundamentalkreisen (und danach die Existenz
von Resistoren in den induktorfreien Maschen) beriicksichtigt. N#here Ausfithrungen
dazu finden sich in Abschnitt 4.1.

Die elektrische Energie eines ES nach (2.46) ist wegen (2.34) eine quadratische Funk-
tion in den Zweigladungen ¢’ der im Netzwerk vorhandenen Kondensatoren. Wegen der
generellen Nichtnegativitit der elektrischen Energie ist somit die inverse Matrix der Teil-
kapazitdten C;; ebenfalls stets positiv semidefinit. Gleiches gilt fiir die generalisierte (auf
die Fundamentalkreise bezogene) inverse Matrix der Teilkapazititen c,, .

Der Energieverlust eines ES infolge Dissipation ergibt sich aus der Leistung P der
resistiven Spannungsanteile Vi(R) gemaf

P —Vi(R)Cji-

Wegen (2.43) ist P eine quadratische Funktion in den Stromen der resistorbehafteten
Zweige und bei ausschliefllicher Verwendung von reziproken Resistoren stets nicht posi-
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tiv. Somit ist die Resistormatrix R;; positiv semidefinit. Gleiches gilt fiir die Matrix der
generalisierten (auf die Fundamentalkreise bezogenen) Resistoren 7.

2.3.4 Bewegungsgleichungen in Nicht-Minimalkoordinaten

In diesem Abschnitt erfolgt die Darstellung der Bewegungsgleichungen eines ES unter der
Annahme, dass die rheonomen Bindungen infolge Stromquellen nicht eliminiert werden
sollen. Vielmehr sollen diese Bindungen mittels Reaktionsspannungen befriedigt werden,
die sich nach dem Lagrange’schen Befreiungsprinzip ergeben. Dieser Modellierungsansatz
ist somit dem in Abschnitt 2.2.4 fiir mechanische Systeme mit zuséitzlichen Bindungen
(CMS) dargestellten vergleichbar. Er soll deshalb als ,,CES“-Modellierung (Constrained
Electrical System) bezeichnet werden. Auch hier erfolgt die Herleitung der Modellglei-
chungen mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren.

Der Vorteil dieser Herangehensweise ist der Wegfall der Einschrankung, dass in jedem
Fundamentalkreis nur héchstens eine Stromquelle vorhanden sein darf. Diese Eigenschaft
erweist sich als giinstig bei der spéteren Behandlung von strukturvariablen Systemen
(sieche Abschnitt 5.3.6). Fiir eine eindeutige Losbarkeit des Systems der Bewegungsglei-
chungen wird allerdings ebenso wie in Abschnitt 2.3.3 vorausgesetzt, dass die im ES
vorhandenen Stromquellen keine linearen Abhéngigkeiten aufweisen. Das stellt insofern
keine Einschrinkung dar, als dass ES mit linear abhéngigen Stromquellen physikalisch
nicht sinnvoll sind.

2.3.4.1 Generalisierte Koordinaten

Im Gegensatz zur Modellierung mit Minimalkoordinaten (Abschnitt 2.3.3) wird hier fiir
den repréasentierenden Graphen des elektrischen Netzwerkes ein nicht notwendigerweise
stromquellenfreies Geriist G gewiihlt. Das entsprechende Cogeriist H(G) habe m# Kanten
(m# :=|H|). Die Menge aller (Geriist- und Cogeriist-)Kanten mit Stromquellen sei mit
I'y bezeichnet. Dann kann folgende Indexmengenzerlegung der Kanten des elektrischen
Netzwerkes erfolgen:

I = I'*uly, (2.52)
I'# : Kanten ohne Stromquellen,

[y : Kanten mit Stromquellen.

Die Anzahl der Kanten mit Stromquellen sei rg:=|I'g|. Da zundchst nur ES mit
fixer Struktur und nicht schaltenden Bauelementen betrachtet werden, darf die Anzahl
der Stromquellen die der Fundamentalkreise nicht iibersteigen. Somit gilt 1o < m#. Alle
Maschenladungen ¢*, u € H, werden als generalisierte Koordinaten verwendet, die dann
noch — bei Existenz von Stromquellen — ry rheonomen Bindungen geniigen miissen.

Bemerkung:

Im Gegensatz zur Modellierung in Abschnitt 2.3.3 wird hier keine Unterscheidung
in stromquellenfreie und stromquellenbehaftete Cogeriistkanten vorgenommen. In der
Indexmengenzerlegung (2.32) gilt somit

H():Q).
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Deshalb ist bei Bezug auf Gleichungen der Minimalkoordinaten-Formulierung zu beach-
ten, dass grundsitzlich die explizit angegebenen Strom- und Ladungsanteile eines Zweiges
infolge aller vorhandenen Stromquellen entfallen (¢ () = 0, ¢)(t) = 0). Gleiches gilt fiir
die Zeitableitung der Strome (i(t) = 0). Die entsprechenden Anteile sind aufgrund der
Modellierung mittels Nicht-Minimalkoordinaten bereits in den generalisierten Koordina-
ten ¢" und deren Zeitableitungen enthalten.

2.3.4.2 Rheonome Bindungen

Die rheonomen Bindungen infolge Stromquellen seien definiert durch
ho(g,t) = ¢ — g (t) =0,  jo €T, (2.53)

wobei cjéo (t) die durch die Stromquelle im Zweig j, produzierte Quellenladung (Zeitintegral
des Quellenstromes) ist. Damit sind die Bindungen (2.53) stets holonom. (Anholonome
Bindungen konnten z.B. auftreten, wenn — im Vergleich zu (2.36) — allgemeinere Strom-
quellen mit Zweigrelationen der Form ¢’ = ¢°(q,q,t) zugelassen wiirden.) Mit (2.31)
ergeben sich aus (2.53) rheonome (elektrisch lineare) Bindungen fiir die generalisierten
Koordinaten

W(gt) = APug" — @) =0, jo€To, pel. (2:54)

Analog zu (2.22) gilt offensichtlich f7°, := 9,h’ = A%, und somit 9,f”°, =0
(o € HU{0}). Somit lassen sich — in Anlehnung an den entsprechenden Begriff aus der
analytischen Mechanik — die dynamischen Zwangsbedingungen aus (2.54) leicht durch
zweifaches Ableiten nach der Zeit ¢ zu

hio(g,t) = AP " — §°(t) = 0 (2.55)

ermitteln. Wegen der Unabhingigkeit der Stromquellen hat A%, vollen Rang
(rang(A%,) = ro) und (2.54) definiert eine (m* — r)-dimensionale Hyperebene E,, im
R™ . Alle Zweigladungen ¢/, die zur Zeit ¢ fiir alle Knoten k& den Knotensatz in integrier-
ter Form (a*; @ = 0, a*; — Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix gemi8 (2.1)) und fiir j = jo
gleichzeitig die Bindungen (2.53) erfiillen, bestimmen die Menge

g ={d @ = A", jET, ¢ €, CR™} (2:56)

aller zur Zeit t moglichen Lagen des ES. Der Freiheitsgrad des ES ist somit
m :=m# —ry = |H| — |[y|. Die ¢*, u € H, bilden eine nichtminimale Menge von genera-
lisierten Koordinaten.

2.3.4.3 Bewegungsgleichungen

Nach dem Lagrange’schen Befreiungsprinzip entsprechen den Bindungen (2.54) gewis-
se (generalisierte) Reaktionsspannungen R,,. Damit wird aus den Lagrange’schen Bewe-
gungsgleichungen (2.41) eines ES bei Verwendung der CES-Formulierung

(M) =AM +8,D =QF + R, pel. (2.57)
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Bei idealen Bindungen steht der Vektor R, senkrecht auf der Hyperebene E,, und ist ei-

ne Linearkombination der ry (m#-dimensionalen) Normalenvektoren %, (jo =1,...,ro;
p=1,...,m"). Somit lassen sich die Reaktionsspannungen mit Hilfe von Lagrange-
Multiplikatoren \;, darstellen gemaf3

Ry, = Ny [ = Nig A, io € Tp. (2.58)

Sei VigSQ) die iiber einer Stromquelle im Zweig iy (als Reaktion auf den von der Quelle
in das restliche Netzwerk eingespeisten Strom) messbare Spannung. Bei unabhéngigen
Stromquellen gilt dann gerade

V;E]SQ) Y

io-
Mit (2.58) lauten die Gleichungen (2.57) in expliziter Form (vgl. (2.49))
9@ + Tpapd®d® + suwd” = Q1) + Ny A, (2.59)

(wegen Ho = 0 gilt hier T 00 = A%, A7,Ciiq" + A, (Wi + VY + Vi) sowie s, = 0) oder
in der zu (2.50) analogen Darstellung (jetzt ohne ,sonstige“ Spannungsanteile)

l/wéjy + f/wqy + C;wqy + /{}/LO = AioAiou (260)

mit 0,0 := A’ (lilio + V;(OC) + V}g) an Stelle von 7, (vgl. Bemerkung in Abschnitt 2.3.4.1).

Die Gleichungen (2.59) bzw. (2.60) konnen analog zur analytischen Mechanik als La-
grange’sche Gleichungen gemischten Typs bezeichnet werden. Bei bekanntem Bewegungs-
zustand (¢, q) des ES konnen mit (2.60) und (2.55) die zweiten zeitlichen Ableitungen
der Maschenladungen ¢#(t) (die ,,Beschleunigungen®) und die Lagrange-Multiplikatoren
iy () gemaf

.y ’L . ~ 3% v A~
l,uuq _AO/,L)\i(] = —Twq — Cuwq — Uyo,

- (2.61)
A% = 4o (t)

bestimmt werden. Zur Einhaltung der Bindungen auf Ladungs- und Stromniveau ist ei-
ne Stabilisierung mittels Projektion oder Regularisierung ([4, 8, 30]) notwendig. Mit den
Bezeichnungen

6w = [ <A%>T]’ o= 7]

(A%)) 0 i
und
= =T qu - C;wqy - 73#0
(Qa) = g o9
qp (t)
ergibt sich fiir (2.61) die Form
G X’ = Q,.

Die Matrix A%, hat vollen Rang, d.h., wenn [,,, regulér ist, gilt das auch fiir Gg. Diese ist
damit invertierbar (und gleichzeitig symmetrisch). Mit X° = G*Q, (G® : G*Gy. = 6%)
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sind dann zu jedem festen Zeitpunkt ¢ die ,Beschleunigungen“ ¢”(¢), die Lagrange-
Multiplikatoren A, () (somit die Spannungen tiber den Stromquellen) und schlielich auch
die generalisierten Reaktionsspannungen

Ry(t) = A (2) Aiou

eindeutig bestimmt. Falls /,,, strukturell singulér ist, muss eine entsprechende Klassenein-
teilung der generalisierten Koordinaten vorgenommen werden. Nahere Ausfithrungen dazu
finden sich in Abschnitt 4.1.3.2. Der Fall einer momentanen Singularitét, die aufgrund der
Zeitabhéngigkeit von [, auftreten kann, wird hier nicht behandelt.



Kapitel 3

Einheitliche mathematische
Modellierung elektromechanischer
Systeme

In diesem Kapitel wird eine Methode zur einheitlichen mathematischen Modellierung elek-
tromechanischer Systeme (EMS) dargestellt. Sie basiert durchgehend auf dem Lagrange-
Formalismus und stellt somit eine Vereinheitlichung der in Kapitel 2 vorgestellten Model-
lierung von (rein mechanischen) Mehrkorpersystemen (MKS) und rein elektrischen Syste-
men (ES) dar. Beide Doménen erscheinen in EMS als so genannte Teilsysteme, zwischen
denen im Allgemeinen Wechselwirkungen bestehen. Beide Teilsysteme eines EMS sind
charakterisiert durch physikalische Objekte mit uberwiegend doménenspezifischen Eigen-
schaften. Das mechanische Teilsystem (MTS) besteht aus Starrkorpern, den dazugehori-
gen geometrischen Kopplungen (Gelenken) und den auftretenden Kréiften/Momenten.
Letztere konnen allerdings auch elektromagnetischen Ursprungs sein. Zum elektrischen
Teilsystem (ETS) gehoren die vorhandenen Bauelemente (Multipole beschrieben durch
abstrakte Zweipole) und deren galvanische Kopplung. In den Zweipolrelationen diirfen
jedoch auch mechanische Koordinaten (in geeigneter Weise) auftreten.

Die physikalischen Vorgénge, die iiber solche in rein mechanischen bzw. rein elektri-
schen Systemen hinausgehen, sind die — fiir EMS charakteristischen — Wechselwirkun-
gen zwischen bewegten massebehafteten Koérpern und elektromagnetischen Feldern. Die-
se finden ihren Ausdruck in konstitutiven Gleichungen, die zunéchst die Kopplung von
(Kontinuums-)Mechanik und Maxwell-Theorie beschreiben. In dieser Arbeit werden je-
doch ausschlieilich EMS betrachtet, die sich durch Kopplung von Starrkérpermechanik
(MKS mit endlichem Freiheitsgrad) und Kirchhoff-Theorie (als quasi-stationére Niaherung
der Maxwell-Theorie) beschreiben lassen.

Definition 3.1 FEine endliche Menge physikalischer Objekte, die gleichzeitig Figenschaf-
ten von Starrkorpern und elektrischen Multipolen aufweisen und zwischen denen mecha-
nische, elektrische und elektromagneto-mechanische (d.h. domdineniibergreifende) Wech-
selwirkungen auftreten konnen, heifit diskretes EMS.

Im Folgenden werden einige Begriffe aus der analytischen Starrkérpermechanik (To-
pologie, Kinematik, Kinetik) auf EMS iibertragen (Abschnitt 3.1). Die einheitlichen

37
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EMS-Bewegungsgleichungen werden zunéchst fiir MTS mit kinematischer Baumstruk-
tur und ETS in Minimalkoordinaten-Formulierung aus dem Prinzip der virtuellen Ar-
beit in Lagrange’scher Fassung abgeleitet (Abschnitt 3.2). Schliefllich erfolgt die Er-
weiterung auf EMS mit zusétzlichen Bindungen (CEMS, d.h. MTS mit kinematischen
Schleifen und/oder ETS in Nicht-Minimalkoordinaten) mit der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren (Abschnitt 3.3).

Fiir weiterfithrende detaillierte Erlauterungen z.B. beziiglich der auftretenden elektro-
mechanischen Wechselwirkungen und deren Ordnung oder beziiglich einer ausfiihrlichen
Leistungsbilanz sei auf die Literatur verwiesen ([143], [144] bzw. [36], [131]).

3.1 Topologie/Kinematik

Die Topologie eines EMS ist bestimmt durch die Topologie des mechanischen und des elek-
trischen Teilsystems. Sie setzt sich damit aus dem Zusammenhangsvektor des MTS (im
Fall eines CMS als mechanisches Teilsystem zusétzlich aus den SchlieBgelenkinformatio-
nen) und der Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix des ETS zusammen. Die Topologien beider
Teilsysteme sind unabhéngig voneinander mittels zweier Graphen darstellbar. Die symbo-
lische Darstellung der Topologie des gesamten EMS erfolgt somit durch einen Graphen mit
mindestens zwei Komponenten. Mindestens eine Komponente reprisentiert Korper (Kno-
ten) und Gelenke (Kanten) des MTS. Ebenfalls mindestens eine Komponente reprisentiert
Punkte stets gleichen elektrischen Potenzials (Knoten) und abstrakte Zweipole (Kanten)
des ETS.

Die Kinematik eines EMS ist bestimmt einerseits durch die geometrischen Bindun-
gen der starren Korper und andererseits durch die Maschentransformation des elektri-
schen Netzwerkes abstrakter Zweipole. Die Menge {J;CS, q'} der Starrkérperkoordinaten z°,

s=1,...,6, k=1,..., K (K — Anzahl der starren Kérper) und der Zweigladungen ¢,
i € I' (I — représentierender Graph des Zweipol-Netzwerkes) heifit eine Lage des EMS. Im
Folgenden wird zur Beschreibung des ETS die Ladungsformulierung in Minimalkoordina-
ten verwendet (siehe Abschnitt 2.3.3). Alle zur Zeit ¢ den Zwangsbedingungen des EMS
(geometrische Bindungen des MTS und Knotensatz/Maschentransformation des ETS)
geniigenden Starrkorperkoordinaten z* und Zweigladungen ¢* bestimmen die Menge

e, =205, o os=1,...,6; k=1,....K; ieT;
== {% 7 q=Auq"+qt) " (@5 ¢") eR™™ ke, peH } (3.1)
der zur Zeit t mdglichen Lagen. Dabei ist J die Indexmenge der generalisierten ,,me-
chanischen“ Koordinaten ¢ und wie in Abschnitt 2.3 bezeichnet H* den stromquellen-
freien Teil des Cogeriistes H von I' und damit gleichzeitig die Indexmenge der generali-
sierten , elektrischen“ Koordinaten ¢/ (in Minimalkoordinaten-Formulierung). Offensicht-
lich gilt J N H* = (. Die Menge £; ist nach (3.1) eineindeutig abbildbar auf ein Gebiet
D Cc R"™ n:=|J|, m:=|H*|. Deshalb heiit (n + m) Quasifreiheitsgrad des EMS. Der
Vektor ¢ = (¢%) = (¢*, ¢) heit reprisentierender Punkt und R™ ™™ Konfigurationenraum
des EMS. Die ¢" und ¢* sind die generalisierten Koordinaten des EMS. Die Funktio-
nen ¢ = ¢(t) seien stetig und stiickweise zweimal stetig differenzierbar. Sie beschreiben
eine Bewegung des EMS (im Sinne einer zeitlichen Abfolge von moglichen Lagen). Die
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Aggregation (q,q) heifit Zustand (auch Bewegungszustand) des EMS. Das EMS heifit
holonom, falls die g keinen nichtintegrablen differenziellen Bindungen unterliegen, sonst
anholonom. Das MTS heifit anholonom, wenn nichtintegrable Bindungen gemifl (2.21)
auftreten. Ein ETS mit den in Abschnitt 2.3.3.2 zugelassenen konstitutiven Gleichungen
ist stets holonom. (Anholonome Bindungen kénnten z.B. auftreten, wenn — im Vergleich
zu (2.36) — allgemeinere Stromquellen mit Zweigrelationen der Form @ = ¢(¢%, ¢, t) zu-
gelassen wiirden.) Im Folgenden werden — falls nicht ausdriicklich anders vermerkt — nur
holonome EMS betrachtet. Das EMS heifit skleronom, falls in (3.1) die Zeit ¢ nicht expli-
zit auftritt (d.h. nur zeitunabhéngige geometrische Bindungen, keine Stromquellen), sonst
rheonom.

Zwecks Verkiirzung der Schreibweise werden — falls nicht explizit anders angegeben —
im Weiteren einige Indexbezeichnungen fest den hier angegebenen Indexmengen zugeord-
net: k,\, 0,0 € J; 1,5 €5 p,v,w € H*; a,b,c € JU H*. Dariiber hinaus wird mit ¢ =
gelegentlich «, 3,7 € JU H* U {0} verwendet.

3.2 Kinetik elektromechanischer Systeme

3.2.1 Konstitutive Gleichungen

Wie im Abschnitt 2.2.3 fiir MKS bereits eingefiihrt seien d¢(€) die an den starren Korpern
des EMS angreifenden eingepriagten Krifte und (analog zu Abschnitt 2.3.3) V; die Span-
nungen der abstrakten Zweipole. Die zugeordneten generalisierten Kréafte und Spannun-
gen (Maschenspannungen) seien mit @), und v, bezeichnet. (Beide zusammen werden
gelegentlich auch verallgemeinerte , Krifte“ des EMS genannt.) Dann gilt

Q. := S 0.rdt, vy, 1= Ai#‘/}. (3.2)
Die konstitutiven Gleichungen eines EMS seien letztlich durch

QH - Qﬁ(qca qc’ t)a U/J = Uu<qcv qca qc’ t) (33)

mit hinreichend glatten Funktionen @), v, gegeben. Infolge der Verwendung von Minimal-
koordinaten fiir das ETS gilt die Maschentransformation (2.33), und der Kirchhoff’sche
Maschensatz fiir die stromquellenbehafteten Fundamentalkreise ((2.29a) mit u € Hy) lie-
fert keinen Beitrag zu den Bewegungsgleichungen. Somit kénnen die konstitutiven Glei-
chungen von Stromquellen separat behandelt werden. Falls in (3.3) mechanische und elek-
trische Koordinaten (¢* und ¢”) oder deren Ableitungen nach der Zeit ¢ simultan auftreten,
existiert eine Kopplung zwischen mechanischen und elektrischen Phénomenen (einseitige
elektromechanische Kopplung oder elektromechanische Wechselwirkung).

3.2.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

Die Bewegung des EMS kann als die Bewegung seines reprasentierenden Punktes im
(n + m)-dimensionalen Konfigurationenraum R™"*™ betrachtet werden.
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Definition 3.2 Eine wvirtuelle Verschiebung eines EMS ist die Menge differenzieller
Anderungen der Starrkorperkoordinaten T* und Zweigladungen g zu einer (willkiirlichen)

Variation 6q* = (0q*, 0q") bei fester Zeit t:
{5@3, 53 | 6F° = 0uT°S4", 6T = A'ySats oq° beliebig} . (3.4)

Die Bewegungsgleichungen eines EMS lassen sich durch Anwendung des Prinzips der
virtuellen Arbeit in Lagrange’scher Fassung gewinnen. Damit wird — in Anlehnung an
den Begriff aus der analytischen Mechanik — die ,, Kinetik“ eines EMS festgelegt.

Axiom 3.3 Unter allen moglichen Bewegungen eines EMS ist die tatsdichlich eintretende
Bewegung dadurch gekennzeichnet, dass zu jeder Zeit t gilt

§'A = S v (de —tdm) — V;6¢4' =0 fiir alle virtuellen &, 5q (3.5)

(S — ,Summation® iber alle materiellen Punkte £ € =, dt — eingepraigte Krifte beliebi-
. . 2

ger Verteilung, t(§,q",t) — Ortsvektor des materiellen Punktes £, t = %t = #t, dm —

Massenelement, V; — Spannungen der abstrakten Zweipole).

Mit der kinetischen Energie des EMS (bzw. MTS)

1 /.
T, q°,t) = 3 /t2 dm

und

Sordt =S 0.vdtog” = Q. 0q", Viéq =V, Aiu 0¢" = v, 0g"
wird aus (3.5)

A = [— (&;T)-—I— 0.T + QK] 8¢" —v,0¢" =0 Y oq", 0gH.

Wegen der Willkiirlichkeit der d¢”, dg* folgen daraus die Bewegungsgleichungen des EMS
zunachst als ,mechanische* Lagrange’sche Gleichungen und Kirchhoff’sche Maschenglei-
chungen

(@T)'— 0.7 =Qn, v, =0. (3.6)

3.2.3 Zustandsfunktionen

Die Herleitung der EMS-Bewegungsgleichungen in Lagrange’scher und damit einheitlicher
Form erfordert die Darstellbarkeit der @, v, mittels zweier Zustandsfunktionen €(q, ¢,t)
und D(Q7 4, t)

Qi = 8.8 - 8.0 = (8.2) = 0,0 - 4D, (3.7)

wobei die verallgemeinerten , Kréifte® ()7 des EMS sich zusammensetzen aus generalisier-
ten mechanischen Kréften und generalisierten elektrischen Spannungen

. Q., a=rkeJ
Q. .—{ v, a=peH (3.8)
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(geeignete Zidhlweise bei der Indizierung vorausgesetzt!). Daraus folgen gewisse Struk-
turaussagen beziiglich der @, v, und €2, die hier nicht ndher erldutert werden sollen
(siche z.B. [143] oder [144]). Sie ergeben schliefllich

Q:=—V+V mit ¥=UG"q¢t) und V(4,q,t):=walqt)q*+ wolq,t).

Die Zustandsfunktion ¥ héngt somit nicht von den generalisierten , mechanischen® Ge-
schwindigkeiten ¢* ab. Damit erscheint eine additive Zerlegung der Q* (analog zu (2.10))
sinnvoll:

QH = Qf($0) + Q + QH + QH Y (3 9)
_ S A () RN € § RN ) BN () '
Up = Yy — U U U U s

wobei die Anteile aufler QE;S), U(S) durch drei Zustandsfunktionen ¥, V', D geméfl

V=00,  o=-08,V, Q;’— QY= 0,v)
;(1)_ _5M‘/’ Qn == (le): 5av) (310)

o= 8,0, QY ——(‘LD (QP=-9,D)

ausgedriickt werden. Alle (sonstigen) Kraft- und Spannungsanteile, die nicht mittels Zu-
standsfunktionen W, V', D in der in (3.10) angegebenen Weise dargestellt werden kénnen
oder sollen, werden in QE;S) bzw. vaS) zusammengefasst. Diese Klasseneinteilung ist hin-
reichend fiir die Darstellbarkeit der Q, v, geméf (3.7). Die Bedingungen fiir die Klas-
senzugehorigkeit der Kraft- und Spannungsanteile sowie die konkrete Berechnung der
Zustandsfunktionen W, V., D (und damit auch ) finden sich im Anhang, Abschnitte
A.3.1 bzw. A.3.2.

Mit (3.10) lésst sich unter Beachtung von 9,7 =0, 6HTE 0 und O, ¥ =0 eine

Lagrange-Funktion geméf3
AN=T-Q=T(G",¢,t)+ V(" q¢t) — V(i q1) (3.11)
einfithren. Mit dieser und (3.7) kann (3.6) in Lagrange’scher Form dargestellt werden:
(azA)' — 8,A +d,D = 0. (3.12)

In (3.11) bezeichnet T die kinetische Energie, die Zustandsfunktionen ¥ das magneto-
mechanische Copotenzial (auch ,magnetische Coenergie“) und V das wverallgemeinerte
Potenzial. Die Zustandsfunktion D in (3.12) heifit Rayleigh’sche Dissipationsfunktion. Bei
gegebenen @), v, kénnen ¥, V und D berechnet werden (sieche Anhang, Abschnitt A.3.2).
Die restlichen (sonstigen) Anteile der generalisierten Kréfte und Spannungen QY ,([9)
aus der Klasseneinteilung (3.9) erscheinen auf der rechten Seite von (3.12). Somit lauten

die kompletten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen eines EMS schliellich
(z’aaA)' —9A+8,D = Q). (3.13)
mit

Q(s) — QI&S), a=kr€EJ
—vaS), a=pe H".
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Lagrange-Funktion A und Dissipationsfunktion D bestimmen zusammen mit Q((IS) iiber
einen wohldefinierten (vom konkreten EMS unabhéngigen) Formalismus die Bewegungs-

gleichungen des EMS. Somit ist das Funktionentripel {A,D,Q,(IS)} ein mathematisches

Modell des EMS. Geméf (3.13) existiert stets das triviale Modell {70, Q,(IS)}. Das Funk-
tionentupel {A, D,0} = {A, D} heifit Lagrange’sches Modell des EMS.

3.2.4 Ein Lagrange’sches Modell fiir EMS
3.2.4.1 Spezielle Konstitutivgleichungen

Ein Lagrange’sches Modell eines EMS ist genau dann realisierbar, wenn Lagrange’sche
Modelle beider Teilsysteme unter Beachtung der elektromechanischen Wechselwirkungen
aufgestellt werden konnen. Das heifit, dass alle ,,sonstigen Anteile der generalisierten
Krifte und Spannungen identisch verschwinden miissen (Q,(QS) =0, vf[q) =0), bzw. gleich-
bedeutend, dass alle im MTS wirkenden Kréfte (rein mechanisch erzeugte, elektromagne-
tisch erzeugte) als auch alle Maschenspannungen mittels Zustandsfunktionen darstellbar
sein miissen.

Im Folgenden wird ein Lagrange’sches Modell fiir EMS mit speziellen konstitutiven
Gleichungen des ETS aufgestellt. Wie sich zeigt, sind damit EMS behandelbar, deren ETS
aus konventionellen, elektrisch linearen RLC-Netzwerken mit Strom- und Spannungsquel-
len besteht. Die Modellierung des ETS erfolgt dabei in Minimalkoordinaten geméfl Ab-
schnitt 2.3.3. Analog zu (2.42) seien die Konstitutivgleichungen des ETS gegeben durch

allerdings jetzt mit einer von der aktuellen Lage des MTS abhéngigen Darstellung

VD = Wy, W= Ly 0§ 4 Uz, t), Ly = Ly,

VB = Rz 0, Ry = const., (3.15)
VO = Cy(a, ) + CulT, 1), Cy = Cy |
Vio = Vz (t)

(z = (z°) — Starrkérperkoordinaten des MTS, Cjo — mechanisch erzeugte Spannungen in-

folge Elektrete). Die Konstitutivparameter der Induktoren, Kondensatoren, Permanent-
magnete und Elektrete sowie der symmetrische Anteil der Resistoren (zugelassen sind nur
quasilineare) diirfen somit Funktionen der mechanischen Starrkérperkoordinaten und der
Zeit sein.

3.2.4.2 Maschenspannungen

Zunéchst werden sdmtliche im ETS auftretenden Maschenspannungen mittels der Zu-
standsfunktionen ¥, V und D ausgedriickt.

Infolge der ausschlieflichen Betrachtung diskreter EMS und damit der Anwendung
der Kirchhoff-Theorie (als quasistationidre Naherung der Maxwell-Gleichungen) hiangt das
magnetomechanische Copotenzial ¥ nicht von den Ladungen ¢ ab. Deshalb wird in (3.10)

U,SO) = —0,V = 0. Mit der Klasseneinteilung (3.9) und den in Abschnitt 3.2.3 erwéhnten
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Strukturaussagen ([143], [144]) folgt daraus eine Zerlegung der Maschenspannungen v,
geméf

vy = 1/}# + vf}) + vff)
mit

¢u = Aiu\pi = luV(qa>t)qy+¢u0(qa>t)a

U;(Ll) = wyuqy + C#u(qga t)qy + Cuo(q(T? t) + Uno <t)’
o = suld 03 + 5,(d7, 1),

wobei folgende, auf Fundamentalkreise bezogene Konstitutivparameter (,, konstitutive Ma-
schenparameter®) verwendet werden:

l;w = AiuAjVLij [j(qga t)a t]a
¢M0 = A?M{Lij [iﬂ(qa> t)’ t]q(]J (t) + Wio ["E(qg’ t)» t]}>
Wy = A%MAJ'VR[U} )
Cuv == A%MAJVOij[j(qgat)at']a (316&)
CHU = A?M{Cij [f(qg> t)’ t]q(]J (t) + Cio ["E(qa’ t)» t”?
’ng = AIM‘/;Q (t),
S T A%MAJVR(U) [f(qg7 t)a t]a .
s = ARGy, 1), ] + Ryjy b (1)
Spéter werden auch die Abkiirzungen
Tw = S+ W = AiuAjV(R(ij)(qg> t) + Ryij)), (3.16b)
wy, = Cuo+ vu = AL[Cy5 (g7, £)qy(t) + Cio(q, t) + Vio(t)]
verwendet. Die v,-Anteile kénnen dann dargestellt werden mittels
y=0,¥, o) =-=5,VE 0P =9,D, (3.17)

wobei (-)) denjenigen Anteil der jeweiligen Zustandsfunktion bezeichnet, aus dem sich
die Maschenspannungen geméf (3.17) vollstéindig ableiten lassen (d.h. §,(V — V(D) = 0).
Die entsprechenden Zustandsfunktionsanteile lauten (siche Anhang, Abschnitt A.3.2)

1 v o : T (O
U o= iluy(qg,t)q“q +¢u0(q ’t)q“_{_\Ij(q ’t)> (3.18&)

Ve = WfD(g)¢ + wi (¢° 1)

14

]_ 57 ]. o v o ~ (e o
= S0wd"d + 56w (@ 0" + [Gola”,t) +v0(t)] ¢ + &7 (a7, 1), (3.18b)

€ 1 g b A g by
DD = 5*‘5#1/((1 )d"q" + s,(q7,t)¢" (3.18¢)
mit

S / Q9 (¢, t)dg" und &\ = — / QW (q7,t) dg". (3.19)
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Die Struktur der ,,Absolut“anteile U und &)éel) der Zustandsfunktionen (nicht expli-
zit abhéngig von elektrischen Koordinaten) ldsst sich ermitteln (siche Anhang, Ab-
schnitt A.3.2). Es ergibt sich schliefilich

X ]- -7 -7 o .7

V(e 1) = SLi(a” 8)do()go(t) + Yio(a”, 1)o (1), (3.20a)
~ (e o 1 o i g o 7 7
W(() l)(q 1) = §Cij(q ) a0q + Ciolq®, 1) g0 + Vio(t)gp- (3.20b)

3.2.4.3 Kraftgesetze

Die generalisierten Krifte ). sind eine Superposition aus Anteilen rein mechanischen
Ursprungs und elektrischen Ursprungs

Q= QU + QL.

Fiir die Kréfte rein mechanischen Ursprungs Q(;”@) kann die Zustandsfunktion ¥ wegen
(3.18a) keinen Anteil liefern. Dann kénnen folgende Kraftgesetze zugelassen werden:

Q,(Qme) = §,.Vm) _ 9. Dme) — —ro (7, )0 — re0(q, 1)
Mit 7.y := Wk und unter der Voraussetzung dywyx + Ozwyy + Oxwy, = 0 ist
20 Tw0 = Oowien

ein vollstandig integrables partielles Differenzialgleichungssystem, aus dem sich eine spe-
zielle Losung 7o bestimmen lédsst (vgl. [144]). Dann konnen aus

20pw = wxe,  20pwi" =g (3.21)

die Funktionen w!™® und wéme) berechnet werden. Damit und mit s, := 7.9 — Txo,
Skx 1= T(x)) ergeben sich diejenigen Anteile der Zustandsfunktionen V' und D, aus de-

nen die rein mechanischen Kréfte hervorgehen, zu

Ve g O + o),
(me) 1 o PN o ‘K <322)
D = 55a(¢7 )00 + su(d”, 1)4"

~ Die Krifte elektrischen Ursprungs Q,(fl) lassen sich aus (3.18) ableiten. Wegen
0, D) = 0 ergeben sie sich zu

QW = 5, (U -V = 9.V 45,V

Die ,, Absolut“anteile ¥ und d)((]ez) der verwendeten Zustandsfunktionen in (3.18) liefern

noch entsprechende Anteile Q,(QO) und Q,(Ql) der generalisierten Krifte. Mit (3.19) folgt aus
(3.20)

~ 1 i g N
Q,(QO)@UJ) = ianLij<qut)QOQ(]]+an\Iji0<q 1) do,

3 1 o .
Q,(ﬁl)(qgat) = —iancij(q(’»t)%qg)—ancio(qa>t)QS-
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Schliefllich ldsst sich mit (3.11) sowie (2.12), (3.18) und (3.22) ein Lagrange’sches
Modell {A, D} des EMS formulieren. Wegen g, = ¢,x = 0 und s,, = s, = 0 lautet es

A = T+T—ym _yle
1 e .1 1. ., ) ~
= 59md ¢ + Grod" + 5900 + Sl d"q” + Vuod" + ¥ —

_ w,gme)qﬁ _ w(()me) _ wl(fl)q# _ w(()d)’ (3.23)
D = Dme) 1 ple)
1

e b1 o .
= §mq“qA + 5xd" + 55w d"d + sud”

mit g.x, Gro, Goo gemaB (2.13) des mechanischen Teilsystems, wi™, w(()me) gemif (3.21)

und w”, w{® gemsB (3.18b).

3.2.5 Struktur der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen

Aus (3.23) folgt, dass beide Zustandsfunktionen des Lagrange’schen Modells {A, D} qua-
dratisch in ¢* sind:
1 o3 1 o
A= 590(0.0)4°¢", D= 5sapla, 1)4°¢".
Wegen (aaA) = (gaﬁq‘ﬂ)‘ = gabqb + a’ygaﬁqﬁqw und aaA = %@gﬁyqﬁcﬂ sowie 6aD = Saﬁq"g
ergeben sich mit I'y5, = %(c%gm + 0y9ap — 0ugpy) = '4yp die Lagrange’schen Gleichungen
(3.12) in expliziter Form zu

9ao(¢,1)§" + Tapy (4, 1)4°§" + s4pq” = 0. (3.24)
Dabei ist

Gab ‘= 3aabA = Gba-
Mit A =T + ¥ — V sowie goy = 0,0zT und g, = 0,0,V = I, folgt

(9ab) = { o gSy } : (3.25)

d.h., ga ist direkte Summe der beiden Matrizen g.x und g, ((gap) = (gsr) D (gu)). We-
gen der quasi-stationdren Néherung der Maxwell-Theorie (0,¥ = 0) ist g, unabhéngig
von ¢*. Wenn g, regulér ist, dann ist g,, ebenfalls reguldr (wegen der positiven Defi-
nitheit der kinetischen Energie T ist g, immer reguldr). Unter diesen Voraussetzungen
definiert gq,(¢7,t) eine im Allgemeinen zeitabhéngige Riemann’sche Metrik im R"* und
die T'ype(q7,t) sind die Christoffelsymbole erster Art.

Wegen (3.25) lasst sich (3.24) zerlegen in zwei Systeme von Differenzialgleichungen.
Die ,,mechanischen“ Gleichungen sind durch das Auftreten mechanischer Beschleunigun-
gen (¢*) und die ,elektrischen* Gleichungen durch das Auftreten der zeitlichen Ablei-
tungen der elektrischen Strome als ,,Beschleunigungen“ der elektrischen Ladungen (g*)



46 Kapitel 3. Einheitliche mathematische Modellierung elektromechanischer Systeme

gekennzeichnet. Die Anfithrungsstriche sollen verdeutlichen, dass beide Systeme ebenso
Zustandsvariable des jeweils anderen Systems enthalten. Sie beschreiben also nicht nur
doménenspezifische Verhéltnisse sondern ebenso doméneniibergreifende physikalische Ef-
fekte (die elektromechanischen Wechselwirkungen).

Fiir die in den ,,mechanischen* Gleichungen auftretenden Christoffelsymbole I',;. gilt

1
Fm\ =3 (a/\gn + 0, G\ — afﬁg)\ ) s
£ 2 ¢ Y ) (3.26a)

FH v — Fm/ = O, Fm/w = __an vw — __anluw
A A 5 g 9

und fiir die in den ,elektrischen® Gleichungen auftretenden I',. gilt

1
5w, Thww =0. (3.26b)

Die Zerlegung von (3.24) in ,,mechanische* und ,elektrische® Gleichungen gemifl (3.25)
liefert somit

1
F;L)\g = 07 F/,L)\l/ - F;w)\ = iaAg,uu -

. N 1 o .
gm\q)\ + Fn)\gq)\qg - § kGvwd 4 + (QFHbO + Smb)qb + FI{OO + S0 = 07

(3.27)
guudy + a)\g;wq/\qy + <2F,ub0 + Sub)qb + F,LLOO + Suo = 0.

Die Gleichungen (3.27) sind die expliziten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen des
Gesamt-EMS in ,,doménenorientierter Darstellung. Diese Struktur der Lagrange’schen
Gleichungen resultiert aus (3.24) formal durch eine Klasseneinteilung der generalisier-
ten Koordinaten ¢ = (¢%,¢*) geméf (3.9) in Verbindung mit der Darstellung des g¢*-
unabhéngigen Maftensors g, als direkte Summe von g,,) und g,,,. Die Gleichungen (5.27)
stellen den Ausgangspunkt fiir alle weiteren Untersuchungen von EMS in dieser Arbeit
dar.

Einige Terme in (3.27) haben eine einfache physikalische Bedeutung. Bekanntermafen
steht zum Beispiel g, fiir die (generalisierten) mechanischen Beschleunigungskrifte und
[20G*¢? enthélt rein mechanische Coriolis- und Zentrifugalterme. Weiterhin verkérpert
%8,{ 9w’ ¢ generalisierte mechanische Kriifte elektrischer Herkunft (Lorentz-Kréfte). Der
Term g,,G” beschreibt induzierte Spannungen infolge Stroménderungen und 9yg,,,¢*¢”
definiert Coriolis-Spannungen.

Die in (3.27) auftretenden Christoffel-Symbole T'0 und I'ygo berechnen sich aus
den Zustandsfunktionen T', U, V wegen 9,T =0, 9,0,V =0 (siche (3.18b)), gxw =0,
9,0,V = 0 (siche (3.22)), 8,0,¥; = 0 (siche (3.18a)), 900, Vi = 0 (siche (3.18b)) zu:

1. . . . ) 1 .
Lixo = §aOaKaAT2 - a[na)\]Tl - a[/\an}‘/la Lo = _58581/\1/17

Lroo = 000 (Th — Vi) — 0:(To + Yo — Vo),
1 . . . .
Fuvo = —Tevo, Lo = iaoauau% — OOy Vi, [0 = 000, %1 + 0, Vb.

Hierbei bezeichnen T;, ¥;, V; (1 = 0,1, 2) jeweils in den generalisierten Geschwindigkeiten
¢* homogene Polynome i-ten Grades (vgl. Anhang, Abschnitt A.3.2.4). Sie sind (2.12),
(3.18a) bzw. (A.25) zu entnehmen.
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Spéater wird gelegentlich eine vereinfachte Form der Bewegungsgleichungen (3.27) ver-
wendet. Dabei werden in den ,mechanischen® Gleichungen in Anlehnung an die Form
(2.14) die rein mechanischen generalisierten Krifte in Q" und die elektromagnetisch

erzeugten Krifte in Q,(fl) zusammengefasst. Es ergibt sich rein formal

QU = (20 +s57) ¢ - i) - 5 (3.282)
1 e e . e &
Q) = 30hgnd’d® — (2050 + ) @~ TiG) — sl (3.28b)

In den ,elektrischen” Gleichungen werden die Terme nach den Ableitungen der generali-
sierten elektrischen Koordinaten sortiert. Die Bewegungsgleichungen lauten dann

gm(qu t)qA + FHAQ<qg7 t)quQ - Q;(qu) (q'0'7 q0'7 t) - Q;&el) <q07 qw7 qwa t) - 07 (329&)
l/u/(qa> t)qy + fuv(qaa q°, t)qy + Cuv(qaa t)qy + 75;10((}07 q°, t) = 0, (3'29b)

wobei gilt
l,uu - AiuAjuLij(qga t)7
f/u/ = axl;qu + aol;w + AiuAjVRij(qga t)a
CMV = AIMAJVC”'(QU, t), (330)
’Euﬂ = a)\’lvbﬂo(qga t)qA + 80¢M0(qga t)+

+ ARy (07, )@ (1) + Cis(a”, 1) () + Cio(q°, ) + Vio(t)]

(mit Y0 = A'u[Li;(q7, )do (t) + Tio(q”, 1)])-

Auch in EMS ist die magnetische Coenergie W eine quadratische Funktion in
den Zweigstromen durch die im Netzwerk vorhandenen Induktoren (vgl. Anhang, Ab-
schnitt A.3.2.1). Wegen der generellen Nichtnegativitdt der magnetischen Coenergie sind
somit L;; und [, positiv semidefinit. Fiir (3.29b) gelten deshalb die Ausfithrungen in Ab-
schnitt 2.3.3.6 beziiglich Rangabfall der Koeffizientenmatrix [, in gleicher Weise. Auch
hier ist eine Ordnungsreduktion bzw. Entartung der Differenzialgleichungen oder eine
lineare Abhéngigkeit der Koeffizienten moglich. Bei strukturellem Rangabfall infolge Ab-
wesenheit von Induktoren wird eine Klasseneinteilung der generalisierten Koordinaten ¢
eingefiihrt, die die Existenz zunéchst von Induktoren in Fundamentalkreisen und danach
von Resistoren in den induktorfreien Maschen beriicksichtigt. Néhere Ausfithrungen dazu
finden sich in Abschnitt 4.1.3.1.

Ein klassisches Beispiel fiir eine permanent vorliegende lineare Abhéngigkeit der Koeffi-
zienten (und damit fiir einen Rangabfall nach (b), siche Bemerkungen in Abschnitt 2.3.3.6)
ist das Modell in erster Naherung des elektrischen Teilsystems der in der Antriebstechnik
weit verbreiteten Dreiphasenmaschine. Hier macht eine Klasseneinteilung der generali-
sierten Koordinaten keinen Sinn. Stattdessen kann entweder eine Matrixregularisierung
mit zusatzlichen (vergleichsweise kleinen) Induktivitéten in der Hauptdiagonale oder eine
geeignete Koordinatentransformation vorgenommen werden (vgl. hierzu z.B. Kapitel 8 in
[36]).
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3.3 EMS mit zusitzlichen Bindungen

In diesem Abschnitt wird die einheitliche Modellierung eines EMS mit zusétzlichen Bin-
dungen vorgestellt. Solche Systeme sollen als CEMS (,,Constrained Electromechanical
Systems®) bezeichnet werden. Die Darstellung basiert auf der CMS-Modellierung fiir
mechanische Systeme (siche Abschnitt 2.2.4) und der CES-Formulierung (mittels Nicht-
Minimalkoordinaten) fiir elektrische Systeme (sieche Abschnitt 2.3.4).

3.3.1 Kinematische und holonome Bindungen des EMS

Als zusétzliche Bindungen sollen nur ,,doménenreine“ Bindungen zugelassen werden, d.h.,
es werden keine Zwangsbedingungen zwischen mechanischen und elektrischen Koordinaten
betrachtet. Die Gesamtheit der EMS-Bindungen zerfillt in (mechanische und elektrische)
holonome rheonome Bindungen (vgl. (2.20) und (2.54))

h’Ch(%t) = Oa Ch € Jch U FOa |{Ch}| =Th, (331)
und in (rein mechanische) anholonome Bindungen (vgl. (2.21))
e (@)q® =0, 04 € Je, [{oa}| = T'ma- (3.32)

In (3.31) gelte hor = ho* (¢, t), oy € J.,, und k7 = h°(¢" 1), jo € T'p. Weiterhin sei

fcl L { aahCh , C1 = Cp,
a

o _ —
hama C1 =04, X =K,

mit rang(f€q) =r < n+m#, r =1, + e, in einem gewissen Gebiet D C R(n+m#) (d.h.,
es sollen in beiden Teilsystemen keine abhéngigen Bindungen auftreten). Dann definiert
die Gesamtheit aller kinematischen (holonomen rheonomen und anholonomen) Bindungen
im Punkt ¢ des CEMS-Konfigurationenraumes eine (n + m# — r)-dimensionale Hyperebe-
ne E, mittels

fa(g, t)g" = 0. (3.33)

Die Ableitungen der kinematischen Zwangsbedingungen (3.33) nach der Zeit ¢ heiflen
dynamische Zwangsbedingungen:

(f61aqa) = fCIaéja + VClaﬁq‘aq‘ﬁ =Y, ’YClaﬁ = aﬁfCIa- (334)

Dabei gilt f¢, =0 (d.h. auch % ,, =0), f°, =0 (d.h. auch 1%,, =0) und weiter
79,5 = 0 (elektrisch lineare Bindungen), weshalb (3.34) schliefilich lautet

o cay f@lﬁq‘n + ,yglm\qnq)\ + Q,Vglﬁoqn + 79100 — 0’ c1 = 01,
(f aq )_ Jo M Joo . — AJo Gt — 50 — — 4 (3'35)
JPuGH 4+ 47000 = A°,G" — gy’ (t) =0 ;€1 = Jo-

Der Freiheitsgrad des CEMS (im Kleinen) ist n + m#* — r.
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3.3.2 Bewegungsgleichungen

Nach dem Lagrange’schen Befreiungsprinzip entsprechen den Bindungen (3.33) gewisse
verallgemeinerte Reaktionskréifte R,. Damit werden die Lagrange’schen Bewegungsglei-
chungen (3.29) zu

g + Tirgd @ — QU = QY = R, (3.36a)
l/wéjy + 7z;wa/ + C;wqy + {)MO = RM (336b)

mit 0,9 = A%, (ifio(q", t)+ Ciolq”,t) + V,-g(t)) an Stelle von 7,9 (vgl. Bemerkung in Ab-

schnitt 2.3.4.1).
Bei idealen Bindungen steht der Vektor R, senkrecht auf der Hyperebene E, und
ist eine Linearkombination der 7 (jetzt (n + m*)-dimensionalen) Normalenvektoren

f%% (ei=1,...,r, a=1,...,n+m¥). Somit lassen sich die Reaktionen mit Hilfe von
Lagrange-Multiplikatoren \., darstellen geméafl
Ra == )\cl fCIa
und die CEMS-Bewegungsgleichungen (3.36) lauten explizit (mit iy € T'y)
Gond® + Tingd*3® = QU = QI = Ag, f2s, (3.37a)
LwG” +Twd” + cuwq” + 00 = NigA*. (3.37b)

Sie heiflen Lagrange’sche Gleichungen gemischten Typs. Bei bekanntem Bewegungs-
zustand (¢,q) des CEMS koénnen mit (3.37) und (3.35) die Beschleunigungen
¢*(t) = (¢*(t), ¢ (t)) und die Lagrange-Multiplikatoren A, (£) = (A, (£), Aio(t)) geméif

gand — [P Ae = QU + QI —T'\,dMde, (3.38a)
fag = ="’ — 29" 0G0 — 7 00, (3.38b)
LG’ — ANy = —Fuwd” — cuwd” — Oy, (3.38c¢)
AP, = @) (3.38d)

bestimmt werden. Zur Einhaltung der Bindungen auf , Lageebene® (d.h. auch Ladungsni-
veau) und ,,Geschwindigkeitsebene“ (d.h. auch Stromniveau) ist eine Stabilisierung not-
wendig. Mit den Bezeichnungen

(gm) (fglﬁ)T 0 0 dA
o (/) 0 0 0 by . —Ag
B I T TS R VT R
0 0 (A%)) 0 —Nig
sowie

QU + QY = Txgi d®
(Qa) == —7'41/\@?’\(?.&;— 2’7'{1/1\/0(?’\ - 7 00
—Twqd — Cwq — Uuo
Gy (t)
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ergibt sich fiir (3.38) die Form
G(ab)(b = Qa

Die verallgemeinerte Massenmatrix g, ist stets regulir. Sowohl f¢!, als auch A%, haben
jeweils vollen Rang. Wenn die Matrix der generalisierten Induktivitéten /,, reguldr ist,
ist G4 somit auch reguldr und folglich invertierbar (und gleichzeitig symmetrisch). Mit
Xt = GhQ, (G®: G®Gy. = §2) sind dann zu jedem festen Zeitpunkt ¢ die Beschleuni-
gungen ¢°(t), die Lagrange-Multiplikatoren A, () und schliellich auch die generalisierten
Reaktionen geméf

Ro(t) == A, () fulq(t)) = { if;fgﬁ::(Q(t)’t)j Z _ Z

eindeutig bestimmt. Falls [, strukturell singulédr ist, muss eine entsprechende Klassen-
einteilung der generalisierten elektrischen Koordinaten vorgenommen werden. Nahere
Ausfiihrungen dazu finden sich in Abschnitt 4.1.3.2. Der Fall einer momentanen Sin-
gularitit — infolge einer bestimmten Lage des mechanischen Teilsystems oder infolge der
Zeitabhangigkeit — wird hier nicht behandelt.



Kapitel 4

Analyse elektromechanischer
Systeme bei fester Struktur

Die Analyse von EMS bei fester Struktur basiert auf dem in Abschnitt 3.2.4 hergeleiteten
Lagrange’sche Modell {A, D}. Die daraus generierten Bewegungsgleichungen werden so-
wohl fiir die dynamische Simulation also auch fiir die Ermittlung von stationdren Lagen
und die lineare Schwingungsanalyse verwendet. Im Unterschied zur allgemeinen Darstel-
lung im vorhergehenden Kapitel werden hier eventuell auftretende Ordnungsreduktionen
bzw. Entartungen der Differenzialgleichungen infolge Abwesenheit gewisser Klassen von
Bauelementen in Zweigen des elektrischen Teilsystems (ETS) berticksichtigt.

4.1 Dynamische Simulation

Das Lagrange’sche Modell {A, D} gemé$ (3.23) bildet die Grundlage fiir eine automatische
Generierung der Bewegungsgleichungen (3.27) bzw. (3.29). Dabei werden die konstitutiven
Maschenparameter nach (3.16) verwendet. Im Folgenden werden gelegentlich diejenigen
Anteile der Zustandsfunktionen ¥ und V(€Y benétigt, die nur infolge Stromquellen entste-
hen und somit keine Funktionen der elektrischen Koordinaten sind (vgl. Abschnitt 3.2.4).
Aus (3.20) ergibt sich die Ersetzung

I ~ (el i -] i J i i i
go ‘= 2\1’ — 2(.0(() ) = Ll]QOQé — CUC]OC]6 + Q\Dioqo — 201'0(]0 — 2‘/1‘0610. (41)

4.1.1 Rein mechanische Krifte

Die Objekte in den ,mechanischen“ Gleichungen in (3.27) zerfallen in rein mechani-
sche und elektrisch erzeugte Krifte. Alle Terme, die nicht von elektrischen Koordinaten
abhingen, bilden die rein mechanischen Krifte. Neben den Triigheitskriften g,.,¢* und den
Coriolis-/Zentrifugaltermen T',.»,¢*¢¢ sind das die in (3.28a) zu Q™ zusammengefassten
Objekte. Diese kénnen im Einzelnen dargestellt werden durch

me 1 _ me me
Ff({,\o) = 5&)9@ — Okgno — a[,\a),g] ), F(m,o) = 0,
me _ me 1 _ me
FE:OO) - a0(9:-@0 - wl(i )) — 5 «Joo + anw((] ),
s = §.0\D5m), sme) — g, sme) g plme)

o1
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4.1.2 Elektrisch erzeugte Kriifte

Die ,,mechanischen“ Gleichungen in (3.27) enthalten Terme, die von den generalisierten
elektrischen Koordinaten (oder deren ersten Zeitableitungen) abhéngig sind, und/oder
Terme, die nur bei Existenz von Stromquellen auftreten. Diese Objekte verkérpern zusétz-
liche, elektrisch (oder elektromagnetisch) erzeugte verallgemeinerte Kréfte. Sie berechnen
sich geméf (3.28b). Bei Verwendung von Minimalkoordinaten fiir das ETS gemdfi Ab-
schnitt 2.3.3 kénnen die Koeffizienten in (3.28b) mit (3.16a) und (4.1) dargestellt werden
durch

anguw = anluwa

Ff(:/\% = 0, Ff(:ulz) = —% Uvo,
M) = 50t d” + 0ot — 50k
So = 0, sk = 0
(v,w € H*). Damit gilt
QW = %@JWC]VC]‘U + 0xu0q” — %aﬁcwq”q” — 0.Coq” + %@gg (4.2)

(v,w € H*). Diese elektrisch erzeugten Kréfte realisieren den Einfluss des elektrischen auf
das mechanische Teilsystem (MTS), d.h. eine Richtung der elektromechanischen Wechsel-
wirkungen. Im Einzelnen entsprechen die Terme %8ﬁlywc]”c]“ Kriften infolge Induktoren,
O0x0q” realisieren Krifte infolge Permanentmagneten (und Kriifte in Induktoren unter
Beteiligung von Stromquellen), %(‘Lcwq”q“ verkérpern durch Kondensatoren vermittelte
Krifte, 0,(,0q" stellen Krifte aufgrund von Elektreten dar (und Krifte in Kondensato-
ren unter Beteiligung von Stromquellen) und schliellich sind %(9,{90 Kréfte, die infolge
Stromquellen auch bei verschwindenden elektrischen Zustandsgréfien auftreten.

Bei Verwendung von Nicht-Minimalkoordinaten sind alle durch Stromquellen verur-
sachten Anteile der Zweigladungen und -strome bereits in den generalisierten elektrischen
Koordinaten (und deren Zeitableitungen) enthalten. Die elektrisch erzeugten Kriifte lassen
sich dann mit (3.16a) unter Beachtung von ¢} (¢) = 0 und ¢}(t) = 0 ermitteln. Insbesondere
lauten einige Koeffizienten in (3.28b) in modifizierter Form

1 ~
el
F,(w()) = _5 NwVOﬂ

el 1 vV ow 7
F,(q)()) = iancqu q +af$C1/0q

mit v,w € H sowie @@,,0 = A", W;0(q°,t) und éyo = A",Cio(¢°,t). Damit gilt fiir die elek-
trisch erzeugten Kriifte (v,w € H)

e 1 U oew Y 1 v, w ;v
Qfgl) = 58511/«)(] q +anw1/0q - §ancqu q — aHCVoq :

Bemerkung:
Krifte infolge Permanentmagneten kénnen aus physikalischen Griinden nur bei gleichzeiti-
ger Existenz von Induktoren auftreten. Diese Tatsache ist in Abschnitt 4.3 von Bedeutung.
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4.1.3 Bewegungsgleichungen des ETS bei strukturellen Singu-
laritidten

4.1.3.1 Formulierung in Minimalkoordinaten

Die Koeffizienten der , elektrischen” Gleichungen in (3.27) lassen sich mit (3.16) darstellen
durch

Guw = l;wa a)xg;w = a/\l/u/a
Foo = —0w Coo = ol + -
pA0 — 9 A0, p0 — 2 0luv Qw;wa (43)
I_‘;100 = C/wqy + 301%0 + CMO + V0,
SH/\ = 0, Swj = 3M3VD§6l), SMO = a.ung) = SN'
Somit lauten die ,,elektrischen* Bewegungsgleichungen
L@ + (O\Lw@ + 0ol + 7)) % + Cu@”+ (4.4)

+ a)\l/{uoq»‘ + 801/1#0 + Spu + C,uO + Vuo = 0.

Gleichung (4.4) ist identisch mit (3.29b) unter Beachtung von (3.30).

Da fast alle Terme in (4.4) Funktionen der mechanischen Koordinaten sein kénnen, ist
der Einfluss des mechanischen auf das elektrische Teilsystem (zweite Richtung der elektro-
mechanischen Wechselwirkungen) in den Gleichungen enthalten. In Abhéngigkeit von der
Struktur und von den Parametern des elektrischen Netzwerkes konnen Terme in (4.4) ver-
schwinden, so dass die ,elektrischen” Bewegungsgleichungen in verschiedene Spezialfille
entarten konnen. Bei der dynamischen Simulation miissen alle méglichen Fille beach-
tet werden. Insbesondere bei Verwendung expliziter Integrationscodes (d.h. Darstellung
der Differenzialgleichungen in der Form 2% = f%(z,t), z = (2*) — Vektor der Zustandsva-
riablen, ¢ — Zeit) sind Unterscheidungen hinsichtlich der jeweils auftretenden héchsten
zeitlichen Ableitung der generalisierten elektrischen Koordinaten zu treffen. Das steht im
Gegensatz zu den ,,mechanischen“ Bewegungsgleichungen, die infolge der positiven De-
finitheit der verallgemeinerten Massenmatrix g, stets eine Beschleunigungskomponente
aufweisen.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass in jedem Fundamentalkreis zumindest eines
der drei Bauelemente Induktor, Resistor oder Kondensator auftritt. Elektrische Teilsyste-
me mit anderen Fundamentalkreisen sollen hier nicht betrachtet werden. Dann erscheint
folgende Indexmengenzerlegung sinnvoll:

H* = H,UHRUH., (4.5)

H; : Indexmenge der Fundamentalkreise mit Induktoren,

Hp : Indexmenge der Fundamentalkreise ohne Induktoren aber mit
Resistoren,

He : Indexmenge der Fundamentalkreise ohne Induktoren und ohne Re-
sistoren (also mit Kondensatoren).
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Da kein Fundamentalkreis gleichzeitig in zwei der drei Indexmengen auftritt, sind
alle drei Indexmengen paarweise disjunkt. Im Weiteren werden folgende Indexbe-
zeichnungen vereinbart pup,vp € Hp, pgr,vgr € Hg und pc,ve € He. Deshalb  gilt
{p} =A{p} U{pr} U{pc}t bzw. (¢") = (¢"*, ¢"7, ¢"°). Gelegentlich werden auch Kom-
binationen der Indexmengen verwendet (z.B. purr € Hp U Hg oder pure € Hr U He).

Die Bewegungsgleichungen der H-Fundamentalkreise enthalten zumindest ¢*-Terme.
Sie sind damit Differenzialgleichungen héchstens zweiter Ordnung. Wenn in der Matrix der
generalisierten Induktivitaten ein struktureller Rangabfall auftritt, dann sind die Mengen
Hpr und He nicht gleichzeitig leer. Die zu diesen Indexmengen gehérenden Bewegungs-
gleichungen enthalten keine §*-Terme. Sie sind damit zunéchst Differenzialgleichungen
hochstens erster Ordnung, d.h., die Koeffizienten der hochsten Ableitungen werden aus
T = T (wegen [, = 0) gebildet. Falls in der Koeffizientenmatrix 7, ebenfalls ein struk-
tureller Rangabfall auftritt (z.B. bei zusétzlicher Abwesenheit von Resistoren in induk-
torfreien Maschen), kann infolge oben genannter Voraussetzung die Indexmenge H¢ nicht
leer sein. Dann entartet ein Teil der Bewegungsgleichungen zu algebraischen Gleichungen
fiir q.

Aus der Zerlegung (4.5) folgt sofort .., = 0 und 7, = 0 und daraus mit (3.30) die
Vereinfachung 7., = 7. Des Weiteren liefert die Klasseneinteilung (4.5), dass [,,,,,
und 7,,,, zumindest nicht strukturell singulér sind. Momentane Singularitéten, die in-
folge der zugelassenen Abhéngigkeiten der Konstitutivparameter von der Lage des MTS
oder der Zeit ¢t auftreten konnen, werden in dieser Arbeit nicht betrachtet. Dann sind [, ,,
und 7,,,, reguldr und somit sogar positiv definit (vgl. hierzu die Bemerkungen in Ab-
schnitt 2.3.3.6). Infolge der oben erwéhnten Voraussetzung ist die Matrix ¢, ebenfalls
zumindest nicht strukturell singuldr und kann deshalb gleichfalls als reguldar und sogar
positiv definit festgestellt werden (siehe ebenfalls die Bemerkungen in Abschnitt 2.3.3.6).
Dann lassen sich die Bewegungsgleichungen des ETS (3.29b) zunéichst darstellen geméis

bipvr @ + Tupop @ 4 Tupwpd”™ + Cupnd” + Ouo = 0, (4.6a)
TMRVLQVL + TMRVRQVR + CMRVqV + 15#1%0 = 0, (4'6b)
Cucvind”™ " + Cuoved”C + Voo = 0. (4.6¢)

Die Gesamtkoeffizientenmatrix vor den , htchsten auftretenden Ableitungen® in (4.6) ("=,
¢"® und ¢"°) ist invertierbar. Die Gleichungen (4.6a) sind im Allgemeinen Differenzial-
gleichungen zweiter Ordnung in ¢"~. Differenzialgleichungen erster Ordnung in ¢** treten
auf, falls in H;-Fundamentalkreisen keine Kondensatoren vorhanden sind (c,,, = 0). Bei
gleichzeitiger Abwesenheit von Kondensatoren und Resistoren in Hp-Fundamentalkreisen
kénnen (falls zusdtzlich 41, , =0 ist) Entartungen zu algebraischen Gleichungen fiir
¢"* (d.h. Zwangsbedingungen fiir Zeitableitungen der Strome) auftreten. Die Gleichungen
(4.6b) stellen Differenzialgleichungen hochstens erster Ordnung in ¢“# dar. Bei zusétzli-
cher Abwesenheit von Kondensatoren treten Entartungen zu algebraischen Gleichungen
fiir ¢"# (d.h. Zwangsbedingungen fiir Strome) auf. Die Gleichungen (4.6¢) sind stets alge-
braische Gleichungen, die Zwangsbedingungen fiir Ladungen realisieren. Deshalb wird im
Weiteren folgende — gegeniiber (4.5) prizisierte — Klasseneinteilung der Fundamentalkreise
des elektrischen Teilsystems verwendet:

HL = HLQUHLlLJHLo, (47&)
Hr = HpriUHpg, (4.7b)
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H, : Indexmenge der Fundamentalkreise mit Induktoren und Kondensatoren
(DGL 2.0. in den Ladungen),

Hyq : Indexmenge der Fundamentalkreise mit Induktoren und Resistoren aber
ohne Kondensatoren (DGL 1.0. in den Stromen),

Hyy : Indexmenge der Fundamentalkreise mit Induktoren, aber weder mit Re-
sistoren noch mit Kondensatoren (algebraische Gleichungen fiir ¢#*),

Hpy @ Indexmenge der Fundamentalkreise ohne Induktoren aber mit Resistoren
und Kondensatoren (DGL 1.0. in den Ladungen),

Hpy : Indexmenge der Fundamentalkreise mit Resistoren, aber weder mit In-
duktoren noch mit Kondensatoren (algebraische Gleichungen fiir ¢##).

Samtliche Indexmengen sind paarweise disjunkt. Zusétzlich werden zur Verkiirzung
der nachfolgenden Ausdriicke folgende Schreibweisen vereinbart:

{pr} = HpUHp, . gleichzeitig induktor- und resistorbehaftete
Fundamentalkreise,

{pe#} := Hro U Hry U He - Maschen mit Kondensatoren,

{ng} =HpUHp : kondensatorbehaftete Fundamentalkreise mit

Induktoren und/oder Resistoren.

Dann gilt 7, ,, = ¢upor = 0 (d.h. auch 7,00, = 0), Lipor = Cupor = 0 und ¢,,,,, = 0 sowie
Cuovir = Cucvpo = Cucvmy = 0- Aus (4.6) ergibt sich somit ein System von Bewegungsglei-
chungen

<y ~ Y ‘U v ~
l,LLL/l/Lq v + T,LLL/VL/q v + r,uLll/Rq n + C,LLL/VC#q c# + U,LLL/O = 07 (48&)

T#Rll‘L'quLlR + C#Rll’c# qVC# + ﬁ#m@ - 0 (48b)

(mit Curyvy =0 ) und ein System von Zwangsbedingungen

lMLOVL éjVL + 6/%00 = 07 (49&)
T“RUVL’RC]VL/R + Z~)MROU = 0, (4.9b)
Cucvepd F + 00 = 0. (4.9¢)

Sei rq¢ = |Hro| + |Hro| + |He| die Anzahl aller algebraischen Gleichungen in (4.9). Dann
verringert sich der Quasifreiheitsgrad des ETS aufgrund der r,o Zwangsbedingungen auf
m* :=m — req. Somit ist m* die Anzahl der Bewegungsgleichungen (4.8).

Aus (4.9) folgt, dass sémtliche moglichen algebraischen Gleichungen stets lineare
Zwangsbedingungen darstellen. Mit ihrer Hilfe lassen sich deshalb die entsprechenden
Maschenladungen oder deren Zeitableitungen leicht eliminieren. Deshalb kann die Mo-
dellierung fiir die dynamische Simulation stets mit einem minimalen Satz von ETS-
Bewegungsgleichungen erfolgen. Das System aus (3.29a) und den Differenzialgleichungen
(4.8) nach Elimination der im ETS auftretenden Zwangsbedingungen (4.9) ist der ent-
sprechende Satz der Bewegungsgleichungen eines diskreten EMS.

Wegen der Indexmengenzerlegungen (4.5) und (4.7) setzt sich der Zustand eines sol-
chen dynamischen Systems aus folgenden Gréfien zusammen: ¢*, ¢*, ¢, ¢“*2, ¢"*'. Die
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Matrix der Koeffizienten vor den héchsten Ableitungen ¢*, §“#/, ¢"#' lautet

Gk 0 0
0 l,LLL/l/L/ T,LLL/VRl
0 0 T#Rl VR1

Infolge der Regularitit von g, I, 1, und 7,,,,, ist das entsprechende Gleichungssystem
invertierbar und kann somit mittels geeigneter Integrationscodes numerisch gelést werden.

4.1.3.2 Formulierung in Nicht-Minimalkoordinaten

Die ,elektrischen* Bewegungs- und Bindungsgleichungen in der CEMS-Formulierung
(3.38) lauten

leijy + f;wqy + C;wqy + 73;10 - Aiou)\ig - 07 (410&)
Al = Gl(t). (4.10D)

In Abhéngigkeit von der Struktur und den Parametern des elektrischen Netzwer-
kes konnen Terme in (4.10a) verschwinden, so dass die ,elektrischen” Bewegungsglei-
chungen in verschiedene Spezialfille entarten konnen. Bei der Formulierung in Nicht-
Minimalkoordinaten miissen fiir die dynamische Simulation — analog zum vorhergehen-
den Abschnitt — entsprechende Unterscheidungen hinsichtlich der héchsten auftretenden
zeitlichen Ableitungen getroffen werden. Zunéchst wird eine Zerlegung in paarweise dis-
junkte Indexmengen dhnlich (4.5) fiir simtliche generalisierten elektrischen Koordinaten
gewahlt:

H = H,UHpUHg, (4.11)

H; : Indexmenge der Fundamentalkreise mit Induktoren,

Hp : Indexmenge der Fundamentalkreise ohne Induktoren aber mit
Resistoren,

He @ Indexmenge der Fundamentalkreise ohne Induktoren und ohne Re-
sistoren (also mit Kondensatoren).

Die bei (4.5) eingefiihrten Indexbezeichnungen werden hier sinngem#fi verwendet.
Wegen 1, =0 und r,,,, = 0 lasst sich dann (4.10a) darstellen geméaf

lNLVquL + fﬂLquyL + TuLuquR + CuLuqy + @pLO - )\iOAiO#L = 0, (4.12&)
7nMRI/LQ‘VL + TMRVRQVR + CuRqu + 'ljuRO - )\ioAmuR == 0, (412b)
Cuovin @™ + Cuoved”C + Vpco — XigA e = 0. (4.12c¢)

Analog zu den Erlauterungen zum Gleichungssystem (4.6) konnen neben den algebrai-
schen Gleichungen fiir ¢"¢ (4.12c¢) auch in (4.12a), (4.12b) Zwangsbedingungen fiir §**
bzw. ¢'® auftreten. Mit einer prézisierten Zerlegung der Indexmengen analog zu (4.7)
zerfallt (4.12) in ein System von Bewegungsgleichungen und ein System von Zwangsbe-
dingungen. Auf eine detaillierte Darstellung wird hier verzichtet. Beide werden spéter
in Abschnitt 4.3.2.1 angegeben. Mit der Anzahl r, aller algebraischen Gleichungen in
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(4.12) und der Anzahl r( aller Stromquellen reduziert sich der ETS-Quasifreiheitsgrad auf
m* = m?* —ry — ruq.

Die zusitzlichen Zwangsbedingungen infolge Stromquellen gem&fi (4.10b) wurden
zunédchst auf ,,Beschleunigungsebene” (d.h. auf dem Niveau der Stromableitungen) for-
muliert. Fiir die Hgz-Fundamentalkreise reicht jedoch eine Darstellung auf ,, Geschwindig-
keitsebene® (Stromniveau) und fiir die Heo-Maschen sogar eine Formulierung auf |, Lage-
ebene“ (Ladungsniveau) aus. Deshalb wird eine Klasseneinteilung der Stromquellen unter
Nutzung der Indexmengenzerlegung (4.11) vorgenommen. Folgende Bezeichnungen und

Vereinbarungen sollen gelten:

e (C-Stromquellen:
— der Stromquellenzweig liegt auf mindestens einem Hc-Fundamentalkreis,
— die entsprechende Indexmenge sei bezeichnet mit ['ye,

e R-Stromquellen:
— der Stromquellenzweig liegt auf keinem Ho-Fundamentalkreis jedoch auf min-
destens einem H g-Fundamentalkreis,
— die entsprechende Indexmenge sei bezeichnet mit ['yg,

e [-Stromquellen:
— der Stromquellenzweig liegt auf keinem Hg- und keinem H p-Fundamentalkreis
(damit jedoch auf mindestens einem Hp-Fundamentalkreis),
— die entsprechende Indexmenge sei bezeichnet mit ['gy.

Wegen der festgelegten Voraussetzung, dass in jedem Fundamentalkreis mindestens eines
der drei Bauelemente Induktor, Resistor oder Kondensator existiert (siche (4.5)), ist die
Indexmengenzerlegung der Stromquellen-Kanten vollstandig und es gilt

Ty = TorUTorUTgc. (4.13)

Gleichzeitig sind die Indexmengen paarweise disjunkt. Bei Verwendung von (4.13) und mit
Jor € Tor, jor € Tor und joc € I'pc kénnen die Zwangsbedingungen infolge Stromquellen
folgendermaflen dargestellt werden:

Afor, g = (1), (4.14a)
Afor,, e+ Aor,, Ve = §or(t), (4.14b)
AP, g7 ATC g ATC g = (1) (4.14c)
Analog zu (3.38c, 3.38d) lisst sich aus (4.12) und (4.14) schlielich folgendes Gleichungs-

system aufstellen:

luLVLéjVL + TuLuRqVR + CMLchVC - AioAiouL = _@MLU - fMLVquL - CMLVLR,qVLR’
Turved”™ + Cupved’© — )\ioAiO#R = ~Vppo — Tupr 4" = Cuporr ™",
Cuoveq™® — )‘ioAiOuc = —Ouc0 — Cucvrnqd ", (4.15)
A, — @),
AjORqu'VR — (j%OR(t) _ AjORqu'VL7

Ajocycql/c — 67600 (t) _ AjocquVL _ AjOCquVR'
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Das System (4.15) besteht aus Differenzial- und algebraischen Gleichungen. Zusammen
mit den ,mechanischen“ Bewegungsgleichungen (3.38a) und den Zwangsbedingungen
(3.38b) bildet (4.15) schlieBlich das Gleichungssystem zur vollstandigen Beschreibung der
Dynamik eines EMS in einer Formulierung in Nicht-Minimalkoordinaten. Die in Abschnitt
4.1.3.1 genannten Regularitiatseigenschaften gelten fiir die hier verwendeten Teilmatrizen
lupvss Tugey und €0, ebenso. Infolge der vorausgesetzten Unabhingigkeit der Strom-
quellen sind die Submatrizen von A’, von vollem Rang. Deshalb ist das Gesamtsystem
invertierbar und kann mittels geeigneter Integrationscodes (d.h. hier: DAE-Solver) nume-
risch gelost werden.

4.2 Statisches Gleichgewicht

In der analytischen Mechanik ist ein wichtiger Aspekt bei der Untersuchung von
Mehrkorpersystemen die Ermittlung von moglichen Ruhelagen (oder statischen Gleichge-
wichtslagen). Eine solche Lage zeichnet sich dadurch aus, dass alle angreifenden Kréfte sich
gerade auftheben, so dass keinerlei Beschleunigungen der zum MKS gehérenden Korper
zu verzeichnen sind. Zusétzlich verschwinden séamtliche Geschwindigkeiten, so dass alle
MKS-Koordinaten konstant bleiben. Eine MKS-Ruhelage ist also durch einen konstant
bleibenden Zustandsvektor — bestehend aus verallgemeinerten Lagekoordinaten (beliebig
konstant) und Geschwindigkeiten (konstant identisch gleich Null) — gekennzeichnet.

Dieses Kapitel behandelt die Ermittlung von statischen Gleichgewichten fiir elektro-
mechanische Systeme. Dazu wird zunéchst der Begriff statischer Gleichgewichtszustand
eines EMS (nicht Gleichgewichtslage!) definiert. Dann wird ein Verfahren zur Berechnung
eines solchen Gleichgewichts mittels Optimierung angegeben.

4.2.1 Begriffsbestimmung

Fiir die Behandlung von statischen Gleichgewichten werden alle explizit zeitabhéngigen
GroBen des EMS (z.B. eingepriagte Krifte, Strom- oder Spannungsquellen) mit ihrem
Wert zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die Berechnung einbezogen und im Weiteren als konstant
vorausgesetzt.

Zunéchst ist die Gleichgewichtslage eines rein mechanischen Systems definiert durch
das Verschwinden sédmtlicher Geschwindigkeiten (¢* = 0) und Beschleunigungen (¢* = 0).
Ubertragen auf EMS wiirde das fiir den elektrischen Teil das identische Verschwinden
aller Maschenstrome ¢* und somit aller Zweigstrome

q' =

bedeuten. Sind zeitabhéngige Spannungs- und/oder Stromquellen im elektrischen Teil
vorhanden, so existiert im Allgemeinen keine solche Ruhelage fiir das gesamte EMS. An-
dererseits sind elektrische Netzwerke ohne Spannungs- und Stromquellen nur selten von
Interesse. Deshalb soll im Weiteren der Begriff statischer Gleichgewichtszustand fiir ein
EMS in einem zu dem Terminus Ruhelage erweiterten Sinne verwendet werden.

Definition 4.1 Unter einem statischen Gleichgewichtszustand eines elektromechani-
schen Systems wird ein Zustand verstanden, der folgende Bedingungen erfillt:
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e das mechanische Teilsystem befindet sich in einer Ruhelage,

e das elektrische Teilsystem fiihrt eine Bewegung aus, die dadurch gekennzeichnet ist,
dass der Zustand des ETS (bestehend aus den Maschengriflen ¢*v', ¢, ¢¥®*) kon-
stant (im Fall von "2 konstant gleich Null) bleibt,

e fir die evtl. wvorhandenen Zwangsbedingungen des ETS soll gelten: §"to =0,
g"’"° = const. , ¢"° = const.

In einem solchen Gleichgewichtszustand eines EMS verschwinden somit alle mechanischen
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

=0, =0 (4.16)

und sowohl alle Maschenstrome in induktorbehafteten Fundamentalkreisen (Indexmengen
Hpo und Hp,) als auch alle Maschenladungen in kondensatorbehafteten Fundamental-
kreisen (Indexmenge Ho# = Hpo U Hgy U He) sind konstant (gleich Null ist zugelassen).
Somit muss gelten

q"r = const., (4.17a)
q"c* = const. (4.17b)

Aufgeschliisselt auf die prazisierte Indexmengenzerlegung nach (4.7) ergibt sich fiir einen
statischen Gleichgewichtszustand eines EMS mit Zwangsbedingungen per definitionem

P =0, @ =0, ¢ = const.,
g = 0, g’z = 0, q’? = const.,
g'rt = 0, g’*' = const. ,
v (), (4.18)
g'Et = 0, q"® = const.,
q"? = const.,
q"¢ = const..

Aus (4.18) folgt die Konstanz (teilweise Nullgleichheit) des gesamten EMS-
Zustandsvektors (bestehend aus ¢*, ¢, ¢z, ¢"*2, ¢"®'). Wegen der bei t = 0 fixierten
Werte der Strom- und Spannungsquellen gilt immer ¢“#° = const. Fiir den Nachweis eines
statischen Gleichgewichts des ETS ist es somit hinreichend, wenn die Zeitableitungen der
Strome in induktorbehafteten Fundamentalkreisen und die Stréome in kondensatorbehaf-
teten Maschen identisch verschwinden. Wenn sich gleichzeitig das MTS in einer Ruhelage
befindet, ist ein statischer Gleichgewichtszustand des gesamten EMS im Sinne von Defi-
nition 4.1 erreicht.

4.2.2 Berechnung mittels Optimierung

Die Ermittlung eines statischen Gleichgewichtszustandes eines EMS erfolgt zweckméBig
mittels Optimierung. Dazu werden fiir das MTS und das ETS je eine quadratische Ziel-
funktion definiert. Beide werden nach energetischen Gesichtspunkten gewichtet und ih-
re Summe wird dann minimiert. Um von den Gréflenordnungen her vergleichbare Ziel-
funktionen zu realisieren, werden einerseits die Metrik des MTS und andererseits die
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Induktivitdtsmatrix und die inverse Matrix der Teilkapazitdten als Wichtungsmatrizen
verwendet. Fiir das mechanische Teilsystem miissen infolge des moglichen Auftretens von
nichtlinearen Kraftkoppelelementen und den daraus resultierenden Schwierigkeiten, des-
sen potenzielle Energie zu bestimmen, die Geschwindigkeiten durch Zusatzbedingungen
auf Null gezwungen werden. Somit ergibt sich als Zielfunktion fiir das M'TS die Beschleu-
nigungsenergie (vgl. auch das GauBl’sche Prinzip des kleinsten Zwanges)

1

Dy = 5g,.i,\q”q‘)‘ mit der Zusatzbedingung ¢° = 0. (4.19)

Da g, positiv definit ist, wird Z,, nicht negativ und genau dann gleich Null, wenn §* = 0
fiir alle k € J ist. Zur Berechnung der Zielfunktion fiir das ETS werden die Zeitableitungen
der Strome in induktorbehafteten Fundamentalkreisen und die Strome in kondensatorbe-
hafteten Maschen herangezogen. Dann kann die Zielfunktion
7 _ ll i L ik Yok 490
e = Sl @G+ Sy 0" d (4.20)
verwendet werden. Infolge des Ausschlusses von momentanen Singularitéiten (siehe Be-
merkungen in Abschnitt 2.3.3.6) ist die Matrix [,,,,, positiv definit. Die Matrix ¢, _,., .,
ist allerdings nur positiv semidefinit. Im Fall einer singuldren Matrix Cugpveoy Muss diese
durch Addition von zusétzlichen, vergleichsweise kleinen Werten auf der Hauptdiagona-
len regularisiert werden. Durch diese Mafinahme verschwindet Z. genau dann, wenn alle
G't und gtc# gleichzeitig verschwinden. Bei zum Zeitpunkt ¢ = 0 fixierten Werten aller
zeitabhéngigen Groflen ist schliellich

ZmZO A qHZO A ZeZO

eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir einen statischen Gleichgewichtszustand
des gesamten EMS. Zu dessen Ermittlung mittels Optimierung kann somit die Gesamt-
zielfunktion

4 = Lpt+ Ze

L 1 R i
= S90Sl @G F SOy 0O 47

2 2 2

unter den Nebenbedingungen ¢ = 0 minimiert werden.

Das hier gezeigte Verfahren zur Bestimmung eines statischen Gleichgewichts eines
EMS trifft keine Aussage iiber den Charakter des gefundenen Zustandes. Das Ergebnis
kann somit sowohl ein stabiles als auch ein instabiles Gleichgewicht des EMS sein. Nédhere
Untersuchungen hierzu kénnen durch eine Analyse der Stérungsgleichungen durchgefiihrt
werden (vgl. Abschnitt 4.3).

4.3 Lineare Schwingungsanalyse

Fiir viele praktische Problemstellungen ist es wichtig, Aussagen iiber das Verhalten ei-
nes Systems in der Umgebung eines konkreten Zustandes zu treffen, z.B. zur Ermittlung
der Eigenfrequenzen des Systems in einem statischen Gleichgewicht oder um einen be-
stimmten Arbeitspunkt (z.B. fur den Reglerentwurf). Als Hilfsmittel hierzu eignen sich
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bei Kenntnis der Bewegungsgleichungen die linearisierten Gleichungen des Systems. Des-
halb soll hier eine Moglichkeit dargestellt werden, die linearisierten Gleichungen eines
elektromechanischen Systems automatisiert zu entwickeln.

4.3.1 EMS ohne Zwangsbedingungen

Der hier dargestellte Zugang zur Linearisierung der EMS-Bewegungsgleichungen baut auf
Untersuchungen zur linearen Schwingungsanalyse fiir Mehrkorpersysteme (MKS) (z.B. in
[54, 84]) auf. Ausgangspunkt sind allerdings die in Kapitel 3 auf der Basis des Lagrange-
Formalismus entwickelten Bewegungsgleichungen des Gesamt-EMS (3.27). Wie in Ab-
schnitt 4.1 bereits erldutert, konnen in den ,elektrischen Gleichungen“ abhéngig von
Struktur und Parametern des elektrischen Teilsystems (ETS) Terme verschwinden, so
dass die urspriinglichen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung in solche erster Ordnung
iibergehen oder gar zu algebraischen Gleichungen entarten koénnen. Die deshalb fiir die
dynamische Simulation notwendige Klasseneinteilung geméf (4.7) kann allerdings bei der
linearen Schwingungsanalyse von EMS ohne Zwangsbedingungen umgangen werden. Dazu
werden zur Modellierung des ETS alle nicht entarteten Differenzialgleichungen als DGLn
erster Ordnung dargestellt.

Fiir die weiteren Betrachtungen sollen die folgenden Indexvereinbarungen gelten. Es
sei k, N, 0,0,& € Jund p,v,w € H*. Zusétzlich zu diesen aus Kapitel 2 bereits bekannten
Indexmengen wird die Indexmenge fiir die Differenzialgleichungen erster Ordnung des ETS
eingefiihrt. Diese sei mit I bezeichnet. Dann gelte ¢, x,n,( € I. Im gesamten Abschnitt
4.3 sei dariiber hinaus a,b € J U I.

Die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen (3.29) fiir ein EMS werden zur besseren
Nachvollziehbarkeit hier noch einmal angefiihrt. Mit den genannten Indexvereinbarungen
gilt

9en(@”, 003" + Tirg(@7,1)6°¢% — QL"(d7,¢%,1) = QK (¢%, 4%, %, 1) = 0, (4.21a)
lul/(qa> t)qy + fuu(qaa q°, t)qy + C/w(qaa t)qy + 75;10((}07 q°, t) = 0. (4'21b)

Wegen der positiven Definitheit von g,y ist (4.21a) immer ein System von Differenzial-
gleichungen zweiter Ordnung. Das System (4.21b) kann jedoch zunéchst aus Differenzial-
gleichungen erster und zweiter Ordnung sowie aus algebraischen Gleichungen (Zwangsbe-
dingungen fiir G, ¢* oder ¢") bestehen. An dieser Stelle seien nur Differenzialgleichungen
erster und zweiter Ordnung zugelassen. Die Auswirkungen von Zwangsbedingungen auf
die Storungsgleichungen werden spéter diskutiert (sieche Abschnitt 4.3.2).

4.3.1.1 Storungsgleichungen

Im Weiteren werden nur die Bewegungsgleichungen aus (4.21b) betrachtet (siehe auch
(4.8)). Diese sollen samtlich durch einen Satz von Differenzialgleichungen erster Ordnung
beschrieben werden. Zu diesem Zweck wird die in Abschnitt 4.1.3 eingefiihrte préizisier-
te Indexmengenzerlegung (4.7) herangezogen. Die Indexmenge H, liefert DGLn zweiter
Ordnung. Die Indexmengen Hj; und Hpg; fiihren auf DGLn erster Ordnung. Bei einer
Darstellung der Bewegungsgleichungen des ETS (4.21b) mittels Differenzialgleichungen
erster Ordnung beziehen sich somit die Elemente der Indexmenge I auf Maschenladun-
gen und -strome der Hpo-Fundamentalkreise, Maschenstrome der Hp;-Fundamentalkreise
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sowie Maschenladungen der Hpgi-Fundamentalkreise. Die Menge [ indiziert damit al-
le ZustandsgroBen des ETS. Thre Méchtigkeit sei mit m; := |I| bezeichnet. Mit x € I,
fr2 € Hro, piry € Hpy und ppy € Hpy gilt

{¢*} ={¢"*ru{g"™yu{g uf{g"}. (4.22)

Die Ho-Differenzialgleichungen werden in DGLn erster Ordnung transformiert. Die H ;-
und H g -Differenzialgleichungen gehen direkt in die Darstellung des ETS ein.

Mit der der Darstellung (4.22) zugrunde liegenden Klasseneinteilung der Fundamen-
talkreise folgt aus (4.2), dass die elektrisch erzeugten Krifte nicht von Maschenstromen
in Hp,-Fundamentalkreisen abhéngen konnen, da definitionsgeméf in solchen Maschen
keine Induktoren vorhanden sind (l,, = 0 und somit 1,5 = 0, siche Bemerkung in Ab-
schnitt 4.1.2). Vielmehr konnen sie lediglich Funktionen der Maschenstréme in Hp-
Fundamentalkreisen (Hpo U Hp) und — wegen des Ausschlusses von Zwangsbedingungen —
Funktionen der Maschenladungen in Hp - und Hgi-Fundamentalkreisen des ETS sein. Da-
mit ergeben sich die Bewegungsgleichungen des EMS unter Darstellung des elektrischen

Teilsystems mittels Differenzialgleichungen erster Ordnung (im Weiteren gelegentlich als
ETS-DGLn bezeichnet) zu

9 (@7 DG + Targ(q”, )30 = QU (§%,¢%, 1) + Q¥ (¢7, ¢, 1) (4.23a)
BLPX(Q.UJ qOJ t)qx = b¢<qg7 qga q777 t) (423b)

(mit K, A, 0,0 € J und ¢, x,n € I). Eine Darstellung der Matrix B, und des Vektors b,
findet sich im Anhang, Abschnitt B.1.

Bei der linearen Schwingungsanalyse eines EMS kann also von den Gleichungen (4.23)
ausgegangen werden. Das Systemverhalten soll in der Néahe einer ungestorten Refe-
renzlosung ¢%(t) untersucht werden. Mittels der Transformation ¢* — ¢* = ¢* + x lassen
sich fiir kleine Storungen z* die Terme in (4.23) in bekannter Weise linear approximieren
(2¢ bzw. 2* — Stérung einer mechanischen Koordinate bzw. Geschwindigkeit, 2¢ — Stérung
einer elektrischen Zustandsgrofie):

gHA(qOJ t)q)\ + gmf(qga t)xﬁ + afgmA(qga t)q)\xga
Taro(@7, )33 = Taro(q7,1)4*6% + 2T ore(q7, )0 + 0eT o7, 1) ¢,

Q’(Qme) (q 7.q°, t) = Q;(qu) (qga q, t) + a‘le(qu) (q-a’ q, t)ajg + an/(qu) (q-a’ q°, t)x£7
QNG q"t) = QD(¢7, q"t) + 3Q D (q%, ¢", )t + 0. QD (¢7, ¢", t)a*,

Boy(G7,07,1)§X = Box(7,¢°,1)0* + Boc(§7, 7, 1) + 0 By (47, 7, 1) 3° +
+a€Bsox(qU>qUat)qX37§>
bo(G7,G%,q",t) = by(¢7,q¢7,q"t) + agb(p(qg, q°,q", )i + 0cby (47, q7, ¢", t)a® +
+ b, (47,47, ", t)at.

Unter Hinzunahme von zusétzlichen kleinen generalisierten Storkraften ®,(¢%,q¢%,q",t)
und Stoérspannungen ®,(¢7, ¢, ¢",t) folgen damit aus den Bewegungsgleichungen (4.23)
die EMS-Storungsgleichungen
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gﬁgifg + (21—‘,{){@/\ — 3§Q2m6)> i’€ +
+ (Oegerd + OeTongdi? = BeQU™) = QLY ) af = 0.QDa¢ = @, (424)

Bt + (@B@Xq'x - 85@,) i + (agB¢XqX - agbw) o€ — Oebyat = B,

Diese Gleichungen stellen ein System rheolinearer Differenzialgleichungen fiir die Stérun-
gen z% dar. Bei festgehaltenem Systemzustand (¢7,¢%,q") konnen sie verwendet wer-
den, um den Einfluss von verallgemeinerten Storkriften auf das Verhalten des Gesamt-
EMS zu untersuchen. Zu diesem Zweck kann bei gegebenen Storkréften ®,(¢%,q7%, ¢",t)
und Stérspannungen ®,(¢%,¢%,¢",t) das System (4.24) mittels numerischer Integration
gelost werden. Eine Untersuchung der Storbewegungen um eine Nominaltrajektorie ist
durch gleichzeitige numerische Integration der EMS-Bewegungsgleichungen und der EMS-
Storungsgleichungen moglich. Dazu kénnen wahlweise die Bewegungsgleichungen nach
(3.29) oder — bei vorhandenen strukturellen Singularitédten im ETS — nach (3.29a) und
(4.6) verwendet werden. Die aktuelle Losung der Bewegungsgleichungen wird in jedem
Integrationsschritt neu in die Stérungsgleichungen eingesetzt.

Die EMS-Storungsgleichungen (4.24) sind im Anhang, Abschnitt B.2.1, nochmals dar-
gestellt. Die dort verwendete Form ergibt sich bei deren Herleitung mittels linearer Appro-
ximation aus (3.27). Diese Darstellung hat den Vorteil, dass die Struktur der Bewegungs-
gleichungen erhalten bleibt. Sie ist allerdings nur bei reguldrer Induktormatrix einsetzbar.

4.3.1.2 Modalanalyse

Falls sich das EMS in einem statischen Gleichgewichtszustand befindet (vgl. Definition
4.1), konnen die Untersuchung des Eigenschwingungsverhaltens oder die Ermittlung von
Storbewegungen infolge Anfangsstorungen mittels Modalanalyse erfolgen. Dazu werden
die Gleichungen (4.24) ohne zusétzliche Storkriifte (¢, = 0) verwendet. Wegen (4.18) ist
ein statisches Gleichgewicht eines EMS dadurch gekennzeichnet, dass dessen Zustandsvek-
tor konstant bleibt, d.h., dass die zeitlichen Ableitungen aller Zustandsgrofien identisch
verschwinden. Deshalb gelten zusitzlich die Vereinfachungen ¢* =0, ¢* =0 und ¢¥ =0
und aus (4.24) folgt

gﬁgifg — a‘gQ,({me)jZ& — (8,5@([”6) + 8562,(51)> SB€ - 674@(;”3:4 = O,

. (4.25)
BSOC:Z"JC — 8§b<p:i:5 — 8§b<p:1:5 — acwac = 0.

Bei festgehaltenem Systemzustand (47, ¢7, ¢, t) lasst sich der schwingungsfihige Teil von
(4.25) in der Form

Gap(1) 3 + dop (1) + cop(t)z” = 0 (4.26)

darstellen. Dabei kann d,;, als verallgemeinerte Dampfungsmatrix und c,;, als verallgemei-
nerte , Steifigkeitsmatrix* betrachtet werden. Zur Untersuchung der Gleichungen (4.26)
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sei der Vektor der Zustandsvariablen und seine erste Ableitung bezeichnet mit

¢ T
(@)= = | @)= @
x¢ z"

Dann lauten die linearisierten Bewegungsgleichungen (4.25)
i = A%l (4.27)

wobei fiir die Systemmatrix A%, gilt

PO g (asQEeme)Jr (95Q£eel)> 70 Q"
(A%) = 5 0 0 . (4.28)
B ch,, B"%0ch,, B b,

In A%, verkorpern die einzelnen Submatrizen ganz bestimmte Systemeigenschaften. Bei

(A1) (Ar2) :
mit
(An) (An) ) |

QY = 0). Fiir EMS entspricht diese Submatrix der Systemmatrix des mechanischen Teil-
systems ergéanzt um die (durch gestorte mechanische Koordinaten beeinflussten) elektrisch

einem rein mechanischen System existiert nur die Submatrix (

erzeugten Krifte (8562,(5”). Bei einem rein elektrischen System existiert nur die Submatrix
(Ass), wobei in B" und b, keine mechanischen GroBen auftreten. Fiir EMS entspricht
diese Submatrix der Systemmatrix des elektrischen Teilsystems unter Einbeziehung der
Abhéngigkeiten der elektrischen Konstitutivparameter von der Referenzlosung des me-
chanischen Teilsystems. Die Submatrizen ( (As1) (As2) ) und (Ajz) verkorpern schliefl-
lich die elektromechanischen Wechselwirkungen der Eigenschwingungen oder Storungen
untereinander. Die Submatrix ( (As;) (As2) ) fixiert den Einfluss der Stérungen in den
mechanischen Koordinaten oder Geschwindigkeiten auf die ersten zeitlichen Ableitungen
der elektrischen Zustandsgrofien, wogegen in (A;3) die Einwirkung der Stérungen von
elektrischen Zustandsgréfien auf die Storungen der mechanischen Beschleunigungen zum
Ausdruck kommt.

Zum Aufbau der Systemmatrix gemifl (4.28) sind neben der Invertierung der stets
positiv definiten verallgemeinerten Massenmatrix des mechanischen Teilmodells und der
Invertierung der laut Voraussetzungen ebenfalls positiv definiten Koeffizientenmatrix B,
der linken Seiten der ETS-Differenzialgleichungen weiterhin diverse partielle Ableitungen
der verallgemeinerten mechanischen Kréfte und des Vektors b, der rechten Seiten der
ETS-DGLn zu bilden. Das kann zweckméfig mittels numerischer Differenziation erfolgen.
Schliefllich werden die Eigenwerte der Matrix A%, und die zugehorigen Eigenvektoren
bestimmt. Der schwingungsfihige Teil des gesamten EMS erzeugt paarweise konjugiert
komplexe Eigenwerte, aus denen sich die Eigenfrequenzen und Abklingkonstanten sofort
ablesen lassen (siche z.B. [84]). Aus dem nicht schwingungsfihigen Teil des gesamten EMS
entstehen einzelne reelle Eigenwerte mit jeweils einem Eigenvektor. Aus diesen lassen sich
die entsprechenden Zeitkonstanten unmittelbar ablesen.

Die Modalanalyse eines EMS ohne Zwangsbedingungen lésst sich also durch Untersu-
chung der Systemmatrix A%, nach (4.28) durchfiihren. Dabei wird von einer einheitlichen
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Modellierung unter Beriicksichtigung der elektromechanischen Wechselwirkungen ausge-
gangen. Die so durchgefithrte Modalanalyse liefert somit Ergebnisse fiir das EMS als
Gesamtsystem.

Im Anhang, Abschnitt B.2.2 ist die Systemmatrix A%, nochmals dargestellt. Die dort
verwendete Form ergibt sich bei der Herleitung aus (3.27) bei reguldrer Induktormatrix
unter Erhaltung der Struktur der Bewegungsgleichungen.

4.3.2 EMS mit Zwangsbedingungen

In diesem Abschnitt werden die linearisierten Gleichungen fiir EMS mit Zwangsbedin-
gungen hergeleitet. Ausgangspunkt sind die in Abschnitt 3.3 entwickelten Bewegungs-
gleichungen (3.37) fiir solche Systeme. Es sollen folgende Indexvereinbarungen gelten:
Kk, A\ 0,06 € Jund p,v,w, v e H.

4.3.2.1 Bewegungsgleichungen und Bindungen

Es seien holonome rheonome Bindungen gem#f (3.31) innerhalb des MTS zugelassen.

Diese sollen unabhéngig voneinander sein, d.h. rang(9.h% (q%,t)) = [{o1}| = 7. Die zu-
gehorigen kinematischen Zwangsbedingungen lauten nach (3.33)

fa(g”,1)¢" =0 (4.29)

(01 € Jo, U, € JU{0}). Fiir das ETS wird die Formulierung in Minimalkoordinaten
gewihlt. Sollen Storungen von Stromquellen untersucht werden, so konnen diese geméif3
der Maschentransformationen (2.33) bzw. (2.34) zu den Fundamentalkreisstromen bzw.
-ladungen hinzuaddiert werden. Solche Storungen werden deshalb aus den folgenden Be-
trachtungen ausgeschlossen.

Wie bereits in Abschnitt 4.1 festgestellt, konnen in den ,elektrischen Gleichungen*
Terme verschwinden, so dass die urspriinglichen Differenzialgleichungen auch zu alge-
braischen Gleichungen entarten konnen. Diese stellen dann weitere Zwangsbedingungen
dar, die gesondert behandelt werden miissen. Die Anwendung der Indexmengenzerlegung
(4.11) ergibt zunéchst eine Kombination der ,,mechanischen“ Bewegungsgleichungen nach
(3.37a) und der ,elektrischen Bewegungsgleichungen nach (4.12):

Iard + Tng@™ @ — QU — QY — A, /. = 0, (4.30a)
Lugor @+ Tpgo @7 + g @™ + Cupnd” + B0 0, (4.30b)
T#RVLRQVLR + C#Rl/qy + 7D,uRO = 07 (4.306)

Cuorvd” + Uuco = 0. (4.30d)

Die Gleichungen (4.30a) sind stets Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, wihrend
(4.30d) immer Zwangsbedingungen fiir ¢* darstellen. Fiir (4.30b) und (4.30c) sind Ent-
artungen moglich. Mit einer analog zu (4.7) prézisierten Indexmengenzerlegung wird aus
(4.30) ein System von Bewegungsgleichungen

gm@lﬂ + Fﬁ)\gq)\qg _ QEmE) _ Q,(fl) _ )\Q1fgln — 0’ (431&)
ign @+ T @+ Tppwnd”™ + Cupvy €% + 00 = 0, (4.31D)

umivprd ™™ + Cupivos ¢’ + Oy = 0 (4.31c)
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(mit Curavpy = 0) und ein System von Zwangsbedingungen
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4.3.2.2 Storungsgleichungen

Das Verhalten des Gesamtsystems (4.31), (4.32) soll in der Néhe einer ungestorten Re-
ferenzlosung ¢*(t) untersucht werden. Mittels der Transformationen ¢* — ¢* = ¢* + z“
sowie Ay, = Ay = A, + &,y lassen sich fiir kleine Stérungen der Koordinaten 2% und klei-
ne Storungen der Reaktionen &, alle Terme in (4.31), (4.32) in bekannter Weise linear
approximieren (z¢ bzw. @¢ — Stérung einer mechanischen Koordinate bzw. Geschwindig-

keit, 27 bzw. #¥ — Stérung einer elektrischen Ladung bzw. eines elektrischen Stromes)

Ao () (77, 1)
lHLVL (qa’ t)qVL
Py (07,07, 0)3"

7nML/VR (qa’ t)éVR

T“RVL/R (qa’ t)q VLR

C#l’c# (qgv t)q_VC#
ﬁuLO(éaa qaa t)

@NRCO(QJ’ t)
h@l (60'7 t)

Unter Hinzunahme
(47,97, ¢V, q°r2, q¥R 1)

von zusatzlichen

G (@7 )G + Gue(¢7, )7 + Oegin(q7, 1) 2,

Trag(q”, 1)61 4% + 2T pae(q7, 1) i + 9 arg(q7, )47 %",
QU (47, 7, t) + 0eQU") (47, ¢7, )3 + Q") (47, ¢°, )2t
QY (q%, 4%, q*,t) + 0eQ (¢, 47, ¢* t)a* +

+ 09, Q" (q%, 4%, ¢, )" + 0,Q(q°, ¢, ¢°, )",

Mo (1) F2 (g7, ) + € f2u(07, 1) 4 Ay (D)0 f (g, 1),
Ligvr (@7 )G 4 Lupo (47,03 + Oelyuy, (47, 1)§ 25,
Py (07507 00 + Ty, (07,47, 8)37 +

4 Oefpy 0, (07, 67 )G 06+ ey, (6747, 1)G7 25,

Tppvr (@7 04 + 79507, t)j:ﬁR’ + 0Ty v (47, t)qVRfféa
Taroy (@ )+ Typo o (47, 1) VR +

+ 0T, 1 (47 t)g rmas,

Cug (47, 0)0°% + Cuo oy (a7, 8)27F + Oecin, (a7, t)g % 2,
Bu,0(4%, 47 1) + Oty 0(47. 47, )3 + Oebyyo(d” q7 )2k,
@MRCO(qU7 t) + aﬁﬁuRcﬂ(qaa t):vf’

he(q°,t) + 0:h° (¢°, t)xg.

kleinen  generalisierten  Storkréften
und Stérspannungen  ®,(¢%,q¢%, ¢, ¢¥2, g5, t) folgen

damit aus den Bewegungsgleichungen (4.31) die Stérungsgleichungen

e + (2rm§q'A _ 8§ng6>) i€ — 9y, QD ¢

+ (Degori® + AT rngd® = 06QU™) — Q) a — 9, QN2 —

_)‘Qlaffglﬁxf_gglfglm = q)m
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9 e - A . - .9 .9
luLlﬂLx b+ (afrﬂy’/yq Yt afvuyﬂ) it t g0, % Y+ Tppor® ®+

+ (aﬁlﬂL’VL iij + aff#L’VL’ qul + afrﬂL’VquR + afcﬂL’Vc# qu# + afﬁﬂL’()) xﬁ +

Oon
+CHL/190#:B c = q)HL/’

YR YWL'R Vo# 3 3 Vo —
Tup19pp® + (afrﬂRlVL/Rq +a§CMR1VC#q c +a§UMR10 r°+ Cumﬁc#x @ - q)um'

Diese Gleichungen sind noch im kompletten (n +m)-dimensionalen Konfigurationenraum
des EMS formuliert. Zusétzlich ergeben sich aus den Zwangsbedingungen (4.32) die Bin-
dungsgleichungen fiir die Stérungen

afhmxf — fglgxf
e P . . N
l/LLOﬂLx b+ afvuLOUng + (aéluLoVLqVL + afvuLoo)ng

G Vi1t ~ f
Turo9p T LR+ (afruRoVL/Rq R+ afvuROO)x

Y

Y

0
0
0
Crcd 4 alc# 4 (afcucl’c# qo* + 8§@uc0> 2t = 0

Mit Hilfe der Bindungsgleichungen werden jetzt die Storungsgleichungen auf einen
Unterraum des EMS-Konfigurationenraumes fiir die unabhéngigen Storungen transfor-
miert. Dieser hat die Dimension n —r,,, + m — r,g = n — rpn +m*. Fiir die mechani-
schen Bindungen gemif (4.29) gilt wegen ihrer Unabhéngigkeit [{o1}| = mmn < [{k}| =n
und rang(f? ) = rm. Die Matrix f', besitzt deshalb eine Partitionierung

fglfi = (fglm | fglm)

mit rang(f%.,) = rmn. Im Weiteren werden die abhéngigen mechanischen Koordinaten
mit dem Subindex 1 (z.B. ¢"') und die unabhéngigen mit dem Subindex 2 (z.B. ¢*?)
gekennzeichnet. Fiir die Bindungsgleichungen der mechanischen Stérungen folgt dann

fglgxf — f@lglel + f@lEQI& =0

und mit der Inversen f&, gemifl f&, o), = 5§11 lassen sich die abhéingigen mechanischen
Storungen wie folgt darstellen:

28 = _ffl glfglggif&-
Mit
(Fﬁﬁ ) = |: _fmglfm& } } KR = K1
2

5“252 } R = Ko
gilt fiir die mechanischen Stérungen und deren Ableitungen
& = ngz((f’ t)x@,
"té = F§€2j3§2 + (aﬁFgfzq% + 80F€§2):B€2,
i = FE% 4 2(0,F 4" + 00Fs,)i® +
+ (000 F e, "¢ + 2000 F¢,¢" + 0000 F¢,) 2%,
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Die Matrix F*, ist orthogonales Komplement zu f&¢, d.h., es gilt f&1:F¢:, = 0. Die ,elek-
trischen® Bindungsgleichungen (Anzahl r,) lassen sich nach den abhéngigen elektrischen
Storungen umstellen

.9 9 [ w9, A . . N

o = [TroRro l“LO'lngx P+ afvuLOOQIjg + (aéluLoquVL + 851)%00):1:5} )
.9 9 [ KV YL 0

79r0  —  _pURoMRO T iino® iy &R + (aﬁruRoVL/RqVLR + 8§U#R00)x5:| 7

pve = —dowe C#Cﬂélﬁé + (afcﬂcuc# gt + (9517#@)%5]

(Lupovro> Throdros Cucve sind invertierbar). Multiplikation der ,mechanischen® Storungs-
gleichungen mit dem o.g. orthogonalen Komplement und Substitution der #¢, i¢, 2¢ sowie
Einsetzen der abhédngigen ,elektrischen® Stérungen in die entsprechenden Stérungsglei-
chungen ergibt ein Differenzialgleichungssystem der Form

562 762 (m.e) 0 (m,m) 762 (m.e) WH9pp _
kot T + dHQ & + dﬁz o r + kHQ &2 + kHQﬂLR o (I)”?’
* FOu ;IR (e,m) €2 i (e,m) 26 9~
:U‘L"&L’ + T#L/ﬂm + d /52 + T,u ”91/ k ,52 + C;L ,ﬂux ¢ = (I);LLU
* U R1 19L/ ( m) 52 19 _
Tup 9™ + 7AlﬁRlﬁ / T Pume® + CuR 0T = Dy

Die aufgefiihrten Koeffizienten sind im Anhang, Abschnitt B.3.1, ausfiihrlich dargestellt.
Diese Gleichungen stellen ein System rheolinearer Differenzialgleichungen fiir die Stérun-
gen x%2, g% g¥r2 ¥Rt dar. Damit sind analog zu Abschnitt 4.3.1.1 Untersuchungen
zum Einfluss von generalisierten Storkraften und Storspannungen und die Ermittlung
von Storbewegungen um eine Nominaltrajektorie auch fiir EMS mit Zwangsbedingungen
moglich.

4.3.2.3 Modalanalyse

Zur Untersuchung des Eigenschwingungsverhaltens und zur Ermittlung von Stérbewe-
gungen um einen statischen Gleichgewichtszustand bei vorgegebenen Anfangsstorun-
gen werden die EMS-Storungsgleichungen mit folgenden Vereinfachungen verwendet:
®,=0,7=0,¢"=0,3v =0, ¢ =0, ¢** = 0. Ein Verschwinden der ¢**' wird nicht
verlangt (siehe Definition eines statischen Gleichgewichtszustandes eines EMS in Ab-
schnitt 4.2). Weiterhin gilt bei einer Modalanalyse wegen des festgehaltenen Systemzu-
standes F*, = const. Dann wird aus den EMS-Storungsgleichungen das folgende System

5 (m,e) 19 (m,m) g (m,e) 19 o

gﬁQ{Qx * + dnggg 2+ dn 19L L+ kmgfg 4+ kHQﬂLR o= 0’
, 19 (e,m) , (e,;m) 9=

;L/ﬁ /‘T o +r# O R1+d &t €2+TH WL ' +k L&l €2+Cu ngx ¢ =0,
* .0 i (e;m) s 9

Tupiop T i + TNRl'&L’ P+ pum& * 4 CALRli9 ¢ =0

mit den Koeflizienten

Grots = gﬁfFﬁfﬂF&&Q»

diet = =0 QUM PR e,
df;:’l;i) = _aﬂLQfﬁel)F’Q527
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Die Koeflizienten [*

w9 g 9RO Tppds P priYr? | pridp
den Storungsgleichungen unverdandert. Sie sind im Anhang, Abschnitt B.3.1, aufgefiihrt.

] 1 i KHLO 4 HRO 4 HRO A HC g 1
Dort sind auch die Abkiirzungen Lo, 7 piro, 7 oo ¢ e und ¢,/¢ definiert. Der Vektor

der Zustandsvariablen und seine erste Ableitung lauten jetzt

r r Chuprdy, bleiben gegeniiber

i FA2
xEQ jj>\2
21 SHLL
()= ° (@)=
VL2 ’ Fhre
292 pHL2
VR MR

Fiir die linearisierten Bewegungsgleichungen der Form (4.27) ergibt sich folgende Struktur
der Systemmatrix

) (Aw2) (Az) (Awa) (Ais) (Ase)
(622) (0 (0 (0 (0) (0)
) (As2) (Asz) (Aza) (Aszs) (Ase)
) (Aas)  (Ass) (Ase)
(0 0)  (0) (5:2) (0)  (0)
(AGI) (AGQ) <A63) <A64 <A65) (Aﬁﬁ)

mit den Submatrizen
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wobei [#@L/RRL = [*@LrHLy T Yrirrt jst. Nach dem Aufstellen der Systemmatrix A%,

konnen deren Figenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren bestimmt werden. Der
schwingungsfiahige Teil des gesamten EMS erzeugt paarweise konjugiert komplexe Eigen-
werte. Alle Differenzialgleichungen erster Ordnung (Indexmengen Hp; und Hpg;) liefern
einzelne reelle Eigenwerte mit jeweils einem Eigenvektor. Sie gehoéren zum nicht schwin-
gungsfihigen Teil des EMS.

Die Modalanalyse eines EMS mit Zwangsbedingungen lasst sich also durch Untersu-
chung der dargestellten Systemmatrix A%, durchfiihren. Infolge der einheitlichen Model-
lierung unter Beriicksichtigung der elektromechanischen Wechselwirkungen sind die Er-
gebnisse fiir das EMS als Gesamtsystem giiltig.



Kapitel 5

Analyse elektromechanischer
Systeme bei variabler Struktur

Elektromechanische Systeme mit variabler Struktur sind heterogene Systeme, deren Topo-
logie oder Kinematik einer gewissen Veradnderlichkeit unterliegen. Diese Strukturvariabi-
litdt kann im mechanischen und/oder im elektrischen Teilsystem auftreten. Deshalb wird
in diesem Kapitel ein Zugang zur Modellierung solcher Systeme erlautert, der gleicher-
mafen fiir beide Doménen und somit auch fiir doméneniibergreifende Phdnomene geeig-
net ist. Dieser Zugang basiert einerseits auf dem in den Kapiteln 2 und 3 dargestellten
Lagrange-Formalismus fiir elektrische bzw. elektromechanische Systeme und andererseits
auf dem linearen Komplementaritiatsproblem (LCP). Zu Definition und Lésungsmoglich-
keiten des LCP in Kurzform sei auf den Anhang C verwiesen. Ausfiihrliche Informationen
finden sich z.B. in [26] und [161].

Damit wird die in der vorliegenden Arbeit verfolgte einheitliche mathematische Mo-
dellierung von EMS auch auf Systeme mit variabler Struktur ausgedehnt.

5.1 Strukturvariabilitit und unilaterale Bindungen

Die Bewegung eines EMS (siehe Festlegung in Abschnitt 3.1) ist ein stetiger Vorgang,
der durch hinreichend glatte Funktionen ¢(¢) beschrieben werden kann. Die Struktur des
EMS bleibt dabei konstant (und natiirlich auch der Freiheitsgrad). Unter einer Struktur-
veranderung soll dagegen stets ein unstetiger Vorgang verstanden werden, der zu einem
bestimmten Zeitpunkt erfolgt. Vor und nach diesem Zeitpunkt liegen stetige Bewegungs-
vorgénge, die fiir ein mindestens endliches Zeitintervall andauern. Die Strukturveréinde-
rung selbst soll in einem unendlich kurzen Zeitintervall erfolgen. Diese Idealisierung der
realen physikalischen Vorgénge ist in vielen Féllen gerechtfertigt. Im Allgemeinen wird
ein solcher unstetiger Vorgang mit einer Anderung des Freiheitsgrades verbunden sein.
Im Weiteren wird deshalb auch der Begriff , momentaner Freiheitsgrad* verwendet.

Eine innerhalb eines EMS auftretende wunilaterale Bindung ist gekennzeichnet durch
eine Einschrinkung des Konfigurationenraumes R™*" auf einen Halbraum. Sie wird durch
eine entsprechende Zulassigkeitsbedingung f(¢®*) > 0 definiert. Solange f(¢®) > 0 gilt, ist
die Einschrankung nicht aktiv. Der Freiheitsgrad eines EMS ohne Zwangsbedingungen
ist (n +m). Wenn die Grenzbedingung f(q*) = 0 erreicht wird, wird die Einschrédnkung

71
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aktiviert. Falls dariiber hinaus gleichzeitig die Funktionalableitung f'(¢*) < 0 wird, tre-
ten entsprechende Reaktionen (mechanische Krifte/Momente oder elektrische Spannun-
gen) auf. Der Freiheitsgrad verringert sich um (mindestens) Eins. Die dann giiltige Ein-
schriankung des Konfigurationenraumes kann nur unter Einhaltung der Zuldssigkeitsbe-
dingung wieder aufgehoben werden. In diesem Fall erhoht sich der Freiheitsgrad wieder
auf (n +m).

Typische strukturvariable Mehrkérpersysteme (MKS) sind z.B. durch das Aktivie-
ren/Deaktivieren von mechanischen Anschliigen, den Ubergang zwischen Haft- und Gleit-
reibung oder durch Aufeinandertreffen/Separieren von Kontaktflichen charakterisiert.
Solche Phanomene sind interpretierbar entweder als Verinderung des Freiheitsgrades eines
Gelenks und damit der Kinematik des MKS oder als Verdnderung seiner Topologie. Der
letztere Fall entspricht einer zeitweiligen Entartung eines Gelenks zum , freien“ Gelenk
mit dem Freiheitsgrad sechs. Beide Phénomene konnen als unilaterale Bindungen be-
schrieben werden. Jeder der genannten unstetigen Vorgénge entspricht einem Aktivieren
bzw. Deaktivieren der zugehorigen Einschrankung.

Strukturvariable elektrische Systeme (ES) sind durch das Auftreten von Schaltbau-
elementen gekennzeichnet. Solche Bauelemente sind durch zwei Zustédnde (auch Schalt-
zustinde) — Schalter ,gedffnet” und Schalter ,geschlossen — charakterisiert. Im Hin-
blick auf die beabsichtigte Verwendung eines einheitlichen Zugangs zur Modellierung von
Strukturvariabilitdt in mechanischer und elektrischer Domdne bietet sich eine Verhaltens-
beschreibung auch der elektrischen Schaltbauelemente als unilaterale Bindungen an. Der
Ubergang von einem zum anderen Schaltzustand eines solchen Bauelementes bedeutet
zunéchst das Entfernen/Hinzufiigen eines Zweiges und damit eine Verdnderung der Topo-
logie des elektrischen Netzwerkes (siche Abschnitt 2.3.1). Dieser Ubergang ist aber ebenso
durch Hinzufiigen /Entfernen einer Stromquelle mit dem Wert Null beschreibbar, wobei die
Topologie erhalten bleibt (Hinzufiigen bedeutet Schalter 6ffnen, Entfernen heifit Schalter
schlieBen). Das entspricht dem Hinzufiigen/Entfernen von rheonomen Bindungen und da-
mit einer Verdnderung der Kinematik des ES (siche Abschnitt 2.3.2). Diese Phéanomene
sind ebenfalls durch unilaterale Bindungen beschreibbar. Das Hinzufiigen bzw. Entfer-
nen einer Nullstrom-Quelle entspricht dem Aktivieren bzw. Deaktivieren der zugehorigen
Einschréankung.

Die Beschreibung und Untersuchung strukturvariabler Systeme mittels unilateraler
Bindungen ldsst sich in folgende Teilprobleme gliedern:

e Beschreibung der unilateralen Bindungen,
e Herleitung der Bewegungsgleichungen und Zwangsbedingungen,
e Formulierung der Indikatoren zur Ermittlung des Schaltzeitpunktes,

e Auswahl einer neuen erlaubten Struktur unter Beriicksichtigung der entsprechenden
Erhaltungsséitze zum Schaltzeitpunkt.

5.2 Strukturvariabilitit bei mechanischen Systemen

In der vorliegenden Arbeit soll auf die Beschreibung von strukturvariablen mechani-
schen Systemen nur sehr kurz eingegangen werden. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung
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der Behandlung solcher Systeme findet sich z.B. bei GLOCKER [67]. Dort werden so-
wohl das Aufeinandertreffen (Stof) und Separieren von Korperkontaktflichen als auch
Haft-/Gleitreibungsaufgaben behandelt. Zur Beschreibung dieser Schaltphédnomene wer-
den neben anderen Moglichkeiten (variationelle Ungleichungen, Inklusionen) auch Kom-
plementaritatsbedingungen verwendet. Diese fithren im Weiteren auf die Anwendung des
LCP zur Strukturauswahl.

Bei Kontaktproblemen erfolgt die Beschreibung der unilateralen Bindungen iiber eine
geschlossene Definition der Kérperkonturen und deren Einsatz zur Bestimmung der jeweils
aktuellen Kontaktpunkte. Als Indikatorfunktionen werden die aktuellen Absténde der
potenziellen Korperkontaktpunkte (bei getrennten Kérpern) bzw. die Kontaktkrifte in
Normalenrichtung (bei kontaktierenden Kérpern) eingesetzt. Zur Aufstellung eines LCP
sind neben den Kontaktkréften sémtliche Relativbeschleunigungen in Normalenrichtung
zu formulieren.

Bei Haft-/Gleitreibungsaufgaben werden die unilateralen Bindungen nach dem Cou-
lomb’schen Reibgesetz definiert. Als Indikatorfunktionen dienen die (tangentialen) Rela-
tivgeschwindigkeiten bzw. die Haftkraftreserven. Zur Aufstellung eines LCP sind neben
den Haftkraftreserven die (tangentialen) Relativbeschleunigungen zu ermitteln. Dies ge-
lingt iiber eine Zerlegung der auf Beschleunigungsebene formulierten Reibkennlinie in zwei
Teilkennlinien.

Oftmals treten bei MKS auch kombinierte Kontakt-/Reibprobleme (auch als kombi-
nierte Normal-/Tangentialprobleme bezeichnet) auf. Diese sollen hier nicht niher betrach-
tet werden. Sie werden ebenfalls ausfiihrlich in [67] behandelt.

5.2.1 Das Kontaktproblem

&y

Bild 5.1: Kontakt zweier Korper Bild 5.2: Kontakt als unilate-
rale Bindung

Als Kontakt wird die Beriihrung der Oberflichen zweier Korper bezeichnet. In dieser
Arbeit sollen beispielhaft die beiden Zustandsiibergénge des Abhebens (d.h. von Kontakt
zu Separation) und des Aufeinandertreffens (d.h. von Separation zu Kontakt) betrachtet
werden. Fiir letzteren Zustandsiibergang ist allerdings nur ein sanftes Aufsetzen bei ste-
tig bleibenden Geschwindigkeiten erlaubt. Ein Aufsetzen mit Geschwindigkeitsspriingen
fithrt auf Stoprobleme, die in der Literatur ausfiihrlich behandelt werden aber iiber den
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Rahmen dieser Arbeit hinausgehen wiirden. GLOCKER zeigt in [67], dass solche Proble-
me durch eine Formulierung mittels unilateraler Bindungen und die LCP-Aufstellung zur
Strukturfindung ebenfalls 16sbar sind.

Wenn zwischen zwei Kérpern ein Kontakt moglich ist, dann sei der Vektor des kiirzes-
ten Abstandes zwischen beiden Kérpern mit gy bezeichnet und gy sei dessen skalarer
Wert (siche Bild 5.1). Bei glatten Oberflachen (keine Ecken, keine Kanten) steht gy stets
senkrecht auf beiden Oberflichenkonturen. Der Einheitsvektor in Normalenrichtung n sei
senkrecht auf der Oberfliche des Korpers By in Richtung dessen Korperinneren definiert.
Deshalb gilt mit den geméfl (2.5) beschriebenen Ortsvektoren

g =1

P B F‘Fp = gnm-

Unter der idealisierenden Starrkérperannahme koénnen beide Korper nicht ineinander ein-
dringen. Deshalb muss stets

gn >0

gelten. Fiir gy = 0 kontaktieren beide Korper. Durch diese zusétzliche Bindung im mecha-
nischen System kann in Normalenrichtung eine zusétzliche Kraft (Kontaktkraft) auftreten.
Die auf den Korper By wirkende Kraft sei §x (siche Bild 5.1) und Ay ihr skalarer Wert.
Dann ist

SN = )\Nﬂ.

Der Kraftskalar Ay sei als positiv vereinbart, wenn §x als Druckkraft wirkt. Die entspre-
chende Gegenkraft nach dem Prinzip actio gleich reactio soll am Kérper B, angreifen. Bei
fehlender Adhésion zwischen den kontaktierenden Korpern muss dann stets

Ay >0

gelten. Bei separierten Korpern kann keine Kontaktkraft auftreten. Damit kann das Kon-
taktproblem als unilaterale Bindung mittels zweier Ungleichungen und einer Komplemen-
taritdtsbedingung geméfl

gy >0, An >0, gnAN =0

beschrieben werden (vgl. Bild 5.2).
Sei I die Indexmenge aller moglichen Kontakte eines MKS und es gelte i € I. Dann
lassen sich alle Kontaktgesetze des MKS durch

beschreiben. Mit (5.1) sind gleichzeitig die Zustandsbedingungen definiert, d.h. die Be-
dingungen, die zur Erhaltung des jeweils aktuellen Schaltzustandes des MKS eingehalten
werden miissen. Eine eventuelle Verletzung einer dieser Bedingungen kann mittels In-
dikatorfunktionen detektiert werden. Beim i-ten Kontaktproblem werden bei separierten
Korpern der Normalenabstand g% bzw. bei kontaktierenden Kérpern die Kontaktkraft Ay;
als Indikatorfunktionen verwendet. Ein Nulldurchgang einer solchen Groéfe zeigt einen po-
tenziellen Strukturwechsel an. Zur Ermittlung der neuen erlaubten Struktur muss dann
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ein LCP aufgestellt werden. Dabei sind alle (potenziellen) Kontakte zu beriicksichtigen,
deren Normalenabstand momentan verschwindet (g% = 0). Diese Kontakte seien in der In-
dexmenge [k zusammengefasst und werden als ,,schaltbar® bezeichnet. Es gilt I C k.
Zur LCP-Aufstellung muss wegen der in den Bewegungsgleichungen (2.18) auftretenden
Beschleunigungen das Kontaktgesetz (5.1) von der Lageebene auf die Beschleunigungs-
ebene iiberfiihrt werden. Ein bestehender Kontakt ¢ kann nur bei verschwindender Re-
lativbeschleunigung in Normalenrichtung (g4 = 0) erhalten bleiben. Andererseits ist ein
Abheben nur bei verschwindender (resultierender) Kontaktkraft (Ax; = 0) moglich. Aus

(5.1) folgt deshalb
gv=>0,  Ani>0,  gydw=0 (B, i€ ks (5.2)

Mit (5.2) sind die Zuldssigkeitsbedingungen festgelegt, unter denen die neue erlaubte
Struktur gefunden werden muss. Die Variablen g4 und Ay; heilen dann i-tes Paar kom-
plementérer Variablen.

Der skalare Wert des Normalenabstandes der beiden (potenziellen) Kontaktpunkte
eines Kontaktes ¢ lasse sich als Funktion der generalisierten Koordinaten ausdriicken als

gn = hiy(q).
Daraus folgt mit
wio(¢7) = Ochi(¢7), K EJ, (5.3)

zunéchst fiir die Relativgeschwindigkeit in Normalenrichtung ¢4 = w';, (¢”)¢" und daraus
fiir die Relativbeschleunigung in Normalenrichtung

-1

Gy = Wi (¢7)§" + D (47, q7). (5.4)
Im Fall von kontaktierenden Korpern gilt
gn = hiv(a”) = 0.

Diese geometrischen skleronomen Bindungen kénnen als zusétzliche Zwangsbedingungen
geméafl Abschnitt 2.2.4 verstanden werden. Die Kontaktkréifte sind dann gerade die den
Bindungen entsprechenden Reaktionen. Infolge dieser Kontaktkréfte wirken in den Ge-
lenken des MKS gewisse generalisierte Reaktionen. Diese lauten wegen (5.3)

7
RI{ - wNHANZ

Deshalb konnen die Bewegungsgleichungen analog zu (2.28a) dargestellt werden in der
Form

gn)\q.)\ - w};VH)\Ni = QE{S) - Fmaﬁqaqﬁ - Snaqa = @H- (55)

Aus (5.4) und (5.5) lassen sich die unbekannten generalisierten Beschleunigungen eli-
minieren. Schliefflich lauten die Relativbeschleunigungen in Normalenrichtung fiir alle
schaltbaren Kontakte

g - % A& ] ~q % AR A
Iy = Wn\g "Wy AN T Wy + Wi g Q

W]i\[j)\Nj —+ /Ll_)};\f7 Z,j - IKS' (56)
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Die Objekte W und @) sind aus dem Zustand des MKS bekannt. Deshalb stellen die
Gleichungen (5.6) zusammen mit den Bedingungen (5.2) ein LCP mit den komplementdren
Variablen g% und Ay; dar. Fiir unabhéingige Kontaktprobleme ist W,/ positiv definit und
das LCP hat eine eindeutige Losung. Voneinander abhéngige Kontakte werden z.B. in
[67], [72] und [212] behandelt und sollen hier nicht betrachtet werden.

5.2.2 Das Reibproblem

O

4 B, Ay A
PP
| KH'\
Py N £
\ .>
-8
P>t T
—— \__XH
8T Bk
Bild 5.3: Coulomb’sche Reibung Bild 5.4: Reibkennlinie

Bei MKS kann Reibung in Gelenken oder bei momentan kontaktierenden Koérpern in
Erscheinung treten. Bei einem konkreten Reibproblem sind stets zwei Korper beteiligt
(siehe Bild 5.3), die sich zu einer Reibpaarung zusammenfinden. Infolge der verschiedenen
geometrischen Formen von Gelenken und Korpern sind verschiedene Reibpaarungen denk-
bar (Reibfliche, Reiblinie, Reibpunkt). Im Weiteren ist die Abhéngigkeit der Reibkraft
von der Relativgeschwindigkeit in Tangentialrichtung der beiden (die Paarung bildenden)
Oberflachenteile von Interesse. Durch Betrachtung je eines korperfesten zur Reibpaarung
gehorenden Punktes kann diese Geschwindigkeit ermittelt werden zu

gr = }Ek - I;fp = grt
(t — Einheitsvektor in Richtung der Relativbewegung des Korpers By in Bezug auf Korper
B,, gr — skalarer Wert der Relativgeschwindigkeit). Die auf den Korper By, wirkende
Reibkraft §r habe den skalaren Wert Ay, d.h., es gilt

ST = )\Tt.

Die entsprechende Gegenkraft nach dem Prinzip actio gleich reactio soll am Kérper B,
angreifen.

Die oft getroffene Annahme von trockener Reibung fiithrt auf die Reibkennlinie aus
Bild 5.4. Diese stellt das Reibproblem auf Geschwindigkeitsebene dar und ist durch drei
Bereiche gekennzeichnet: Gleiten in negative Richtung, Haften und Gleiten in positive
Richtung. Der Zustand Haften zeichnet sich durch eine verschwindende Relativgeschwin-
digkeit in Tangentialrichtung ¢gr = 0 aus. Dabei kénnen Tangentialkréfte Ap iibertra-
gen werden, die betragsméBig nicht grofer als die Haftkraft Ay (siehe Bild 5.4) sind
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(IAr| < Am). Die Haftkraft selbst ergibt sich aus der zwischen den Reibflichen wirkenden
Normalkraft (als Gelenkreaktion in Normalenrichtung oder als Kontaktkraft) mit dem
Haftreibungskoeffizienten pg zu

AH = HoAN.

Im Zustand Gleiten gilt g7 # 0 und die Tangentialkraft wirkt entgegengesetzt zur Gleit-
richtung (Bild 5.4). Das Reibgesetz kann damit zunéchst durch die zwei Zusténde

gr=0 A |Ar| <Am bzw.
gr #0 N Ar = Ar(gr)

dargestellt werden. Ein potenzieller Ubergang von Gleiten nach Haften wird durch einen
Nulldurchgang der Relativgeschwindigkeit ¢ detektiert. Mittels Uberwachung der , Haft-
kraftreserve“ Ay — |Ar| kann ein potenzieller Ubergang von Haften nach Gleiten erkannt
werden. In beiden Fillen gilt fiir die Ermittlung des neuen Reibzustandes gr = 0. Deshalb
muss eine Uberfithrung des Reibgesetzes auf die Beschleunigungsebene vorgenommen wer-
den. Der Zustand Haften kann nur bei verschwindender Relativbeschleunigung aufrechter-
halten werden. Beim Ubergang nach Gleiten miissen Geschwindigkeit und Beschleunigung
das gleiche Vorzeichen aufweisen. Daraus folgt die Darstellung (siche Bild 5.5)

gr=0 A |Ar| < Am = gr =0,
gT:O VAN )\T:)\H>O - QTSO,
gT:O N )\T:_AH<0 - gTZO

Erf
Y
Dy Ar
7\’_H > éT(,)‘ k 7\‘.H
Bild 5.5: Reibkennlinie auf Beschleu- Bild 5.6: Reibung als unilaterale
nigungsebene Bindungen

Zur Formulierung von komplementéren Bedingungen ist eine Zerlegung der Reibkenn-
linie aus Bild 5.5 notwendig. Im Weiteren sei g dargestellt durch seinen positiven Teil
gem#B Gr(1) = 1(gr + |jr|) und seinen negativen Teil geméB Gr—y = 1(gr — |gr|). Somit
gilt stets g4y = 0 und gr—y < 0 sowie grygr(—) = 0. Dann kann die Relativbeschleuni-
gung als

gr = gr(+) T gr(-) (5.7)
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ausgedriickt werden und die Reibkennlinie nach Bild 5.5 zerfillt in zwei Kennlinien geméaf
Bild 5.6. Jetzt lassen sich beide Teilreibkennlinien als unilaterale Bindungen beschreiben.
Dazu werden die gerichteten Haftkraftreserven in positive Richtung (obere Kennlinie in
Bild 5.6) und in negative Richtung (untere Kennlinie in Bild 5.6) definiert:

Ap = Ar— (—poAN) = poAn + Ar,

5.8
Am = —(Ar — oAN) = HoAN — Ar. (5:8)

Dann lassen sich die beiden Reibkennlinien in Bild 5.6 durch folgende Bedingungen be-
schreiben

gry = 0, Aty > 0, grAmp =0,
Jgr—) <0, At > 0, Gr(—)Amn = 0.

Die Variablen g7y und Az, bzw. gr—y und Ap, heiflen dann Paare komplementérer Va-
riablen.

Sei Ir die Indexmenge aller moglichen Reibpaarungen eines MKS und es gelte ¢ € Ig.
Dann lassen sich alle Reibgesetze des MKS auf Beschleunigungsebene durch

g g 5.9
9I7r(-) <0, Atni > 0, QT(_))\TM =0 (¥ (5:9)

beschreiben. Die Relativgeschwindigkeit in Tangentialrichtung eines Reibpaares ¢ lasse
sich als Funktion der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten ausdriicken als

gr = wp(¢°)d",  KeJ
Fiir die Relativbeschleunigung in Tangentialrichtung bzw. deren Anteile gilt dann
gr = wp,(q°)§" + w7 (@7, ¢°). (5.10)

Wie weiter oben erwéahnt, sind fiir das Auffinden einer neuen erlaubten Struktur alle
,potenziell haftenden* Reibpaare (g4 = 0) zu beriicksichtigen. Diese werden im Weiteren
als ,,schaltbar® bezeichnet. Die entsprechende Indexmenge sei Irg. Dann gilt Irs C Ijg.
Die fiir diese Reibpaare geltenden kinematischen skleronomen Bindungen ¢ = w?. ¢" = 0
konnen als zusétzliche Zwangsbedingungen gemafi Abschnitt 2.2.4 verstanden werden.
Dann sind die Tangentialkrifte gerade die den Bindungen entsprechenden Reaktionen
und die in den (nicht haftenden) Gelenken wirkenden generalisierten Reaktionen lauten

R, = w%ﬁ)\Ti, 1 € Igs.
Analog zu den Bewegungsgleichungen (2.28a) gilt somit

gn)\qA - w%f{)\Ti = QE@S) - Fnaﬁqaqﬁ - Snaqa = QH' (511)

Aus (5.10) und (5.11) lassen sich die unbekannten generalisierten Beschleunigungen elimi-
nieren und fiir die Relativbeschleunigungen in Tangentialrichtung aller schaltbaren Reib-
paare ergibt sich

T S i i AR
gr = wp\g wpArj + W + wpy g Qu,

W;‘«j)\Tj + U_)éﬂ, 1,7 € Igs. (512)
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Falls W/ regulir ist, liefert schlieflich Umstellen von (5.12) nach A, (mit Wy W, = %)
und Anwendung von (5.7) und (5.8) fiir jedes Igs-Reibpaar

Apj = podn; + Wrji (§p — wh)

= Wiy (gé“(—i-) + ﬁ?r(_)) + Wy, (5.13a)
Anj = poinj — Wrji (§7 — o)
= —Wry (ng(H + Q%ﬂ(_)) + W 5, (5.13b)

wobei ’LZ)ij = ILLQ)\N]' — WTji’LD% und ’LZJT,”‘ = ILLQ)\N]' + WTji’LI)%« gllt Die ObJekte WTjia ’LZ)ij
und Wy, ; sind aus dem Zustand des MKS bekannt. Deshalb stellen die Gleichungen (5.13)
zusammen mit den Bedingungen (5.9) ein LCP mit den komplementéren Variablen Ag,;,
A1 und 971y 970 dar.

Fiir unabhingige Reibprobleme ist W;7 in (5.12) von vollem Rang, somit invertierbar
und die Gleichungen (5.13) existieren. Fiir abhéngige Reibpaare ist ein LCP in dieser
Form im Allgemeinen nicht moglich. Eine fiir solche Reibpaare geeignete Darstellung
mittels weiterer Zerlegung der Reibkennlinie wird z.B. in [67], [72] und [212] angegeben.

5.3 Strukturvariabilitit bei elektrischen Systemen

In der Elektrotechnik sind Schaltbauelemente weit verbreitet. Zu diesen Bauelementen
gehoren einerseits alle Arten von hand- oder fernbetétigten Schaltern (z.B. Handschalter,
Taster, Relais) aber andererseits auch solche Bauelemente, deren Verhalten bei idealisier-
ter Betrachtung dem eines Schalters entspricht — im Weiteren als ,,idealisierte Schalter*
bezeichnet. Besonders in der Leistungselektronik werden solche ,idealisierten Schalter®
sehr oft verwendet. Dazu gehoren z.B. Leistungsdioden, Leistungstransistoren (bipolare,
FET, IGBT), Thyristoren, GTO usw. Eine Idealisierung solcher Bauelemente ist immer
dann gerechtfertigt, wenn wéihrend des Betriebes hauptséichlich gewisse Arbeitspunkte
eingenommen werden und der Ubergang zwischen diesen fiir das Gesamtverhalten der
elektrischen Schaltung keinen oder nur einen sehr geringen Einfluss hat. Sehr oft liegen
diese Arbeitspunkte derart, dass entweder die Spannung iiber dem Bauelement oder der
Strom durch dieses nahezu verschwindet und somit in erster Naherung Null gesetzt werden
kann.

Im Weiteren wird fiir die ,,idealisierten Schalter* zwischen selbststeuerndem und fremd-
gesteuertem Schaltverhalten unterschieden. Dabei soll ein selbststeuernder Schalter da-
durch charakterisiert sein, dass Schaltzustandsiibergéinge sich in Abhéngigkeit von den
die jeweilige unilaterale Bindung definierenden physikalischen Grofien (Zweigstrom durch
den Schalter, Zweigspannung iiber dem Schalter) ereignen. Bei fremdgesteuertem Schalt-
verhalten liegt keine solche Abhéngigkeit vor, sondern der Schaltvorgang wird durch an-
dere (duflere) Strome oder Spannungen oder andere physikalische Groflen (moglicherweise
auch in expliziter Abhéngigkeit von der Zeit t) initiiert. In diesem Sinne zeigt eine Di-
ode stets ein selbststeuerndes Schaltverhalten, wihrend ein Schalttransistor immer einer
Fremdsteuerung unterliegt. Der Thyristor ist ein Beispiel fiir ein Bauelement, dass beide
Phé&nomene in sich vereinigt. Die oben erwéhnten hand- oder fernbetétigten Schalter sind
stets fremdgesteuert. In der Mechanik treten fremdgesteuerte unilaterale Bindungen z.B.
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bei wahlweise einschaltbaren Arretierungen oder Anschlégen auf. Beispiele fiir selbststeu-
ernde unstetige Vorginge sind Korperkontakte oder der Ubergang zwischen Haft- und
Gleitreibung.

Im Folgenden wird die Modellierung von elektrischen Schaltbauelementen durch
Ausnutzung der bauelementeigenen Komplementarititseigenschaften erlautert. Das
ermoglicht eine Beschreibung mittels unilateraler Bindungen. Dabei wird das Verhalten
des Schalters in beiden Arbeitspunkten durch entsprechende Ersatz-Bauelemente nachge-
bildet. Im Fall eines Schaltzustandsiibergangs wird unter Beachtung der aktuellen Lage
des ES vor dem Schalten durch Aufstellen und Losen eines LCP fiir alle selbststeuernden
Schalter ein neuer erlaubter Schaltzustand fiir das gesamte ES ermittelt. Dieser Schalt-
zustand bestimmt die nach dem Schaltzeitpunkt zu verwendenden Ersatz-Bauelemente.

Analog zu Abschnitt 4.1.3 wird auch im Folgenden vorausgesetzt, dass in jedem Fun-
damentalkreis zumindest ein Induktor oder ein Resistor oder ein Kondensator auftritt.
Elektrische Teilsysteme mit anderen Fundamentalkreisen werden hier nicht betrachtet.

5.3.1 Komplementire Schaltzustéinde

Jedes elektrische Schaltbauelement hat zwei (idealisierte) Schalt- oder Betriebszusténde
(siehe Bild 5.7):

e Schalter gevffnet (verschwindender Strom, beliebiger Spannungsabfall), Bauelement
entspricht einem Isolator,

e Schalter geschlossen (verschwindender Spannungsabfall, beliebiger Strom), Bauele-
ment entspricht einem Kurzschluss.

Deshalb konnen die in Bild 5.8 vereinbarten elektrischen Grofien, die Spannung Vi iiber
dem Schalter und der Strom ¢ durch den Schalter, als komplementire Variablen aufge-
fasst werden und es gilt

Vi =0 (¥).

clliNe £
—

Sperren Leiten _/ (?s

(geoffnet) (geschlossen) = —ceg@gEme====""" L >

Bild 5.7: Schaltzustande eines elek- Bild 5.8: Elektrische Grofien am
trischen Schalters elektrischen Schalter

Eine Moglichkeit zur Einbeziehung von Schaltbauelementen in die in Abschnitt 2.3
zusammengefasste Lagrange-basierte ES-Theorie besteht darin, die Schalter je nach aktu-
ellem Schaltzustand entweder durch einen Kurzschluss oder einen Isolator zu ersetzen. In
beiden Féllen wird der Schalter aus dem elektrischen Netzwerk herausgelost und entweder
werden seine Klemmen kurzgeschlossen oder der komplette Zweig wird aus dem Modell
entfernt. Der Nachteil dieser Methode ist, dass die Topologie des elektrischen Teilsystems
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vom jeweils aktuellen Schaltzustand abhéngt. Bei jeder Schaltzustandsdnderung miisste
somit die komplette Topologieanalyse ausgefiihrt, die neuen Bewegungsgleichungen auf-
gestellt und die Zustandsvariablen des ES konsistent von der alten auf die neue Struktur
tiberfithrt werden (Energieerhaltung).

Ein andere Moglichkeit zur Behandlung von Schaltbauelementen innerhalb der
Lagrange-basierten ES-Theorie ist die Beschreibung der Schaltzusténde mittels unilate-
raler Bindungen. Wegen der hier verwendeten Ladungsformulierung fiir ES entspricht
ein gedffneter Schalter einer aktiven Einschrinkung des Konfigurationenraumes R™
(Zweigstrom verschwindet) und ein geschlossener Schalter einer inaktiven Einschrankung
(Zweigstrom beliebig). Eine unilaterale Bindung mit aktiver Einschrinkung wird durch
den Einsatz einer fiktiven Stromquelle mit dem Wert Null (Nullstrom-Quelle) umgesetzt.
Dieses Bauelement wirkt wie ein Isolator und der Zweig muss nicht aus dem elektrischen
Netzwerk entfernt werden. Ein geschlossener Schalter wird auch hier durch einen Kurz-
schluss modelliert. Somit bleibt die Topologie des elektrischen Netzwerkes erhalten. Weil
Existenz und Verteilung der Stromquellen als kinematische (rheonome) Zwangsbedingun-
gen (im Sinne der Kinematik von Mehrkorpersystemen) betrachtet werden kénnen, muss
also nur die ,Kinematik“ des elektrischen Teilsystems in Abhéngigkeit von dem jeweils
aktuellen Schaltzustand veréindert werden. Das hat den Vorteil, dass alle Kirchhoff’schen
Maschengleichungen des elektrischen Teilsystems erhalten bleiben. Jede Umschaltung ei-
nes Schalters resultiert in einer Aktivierung/Deaktivierung der unilateralen Bindung (d.h.
der zugehorigen Einschrinkung) und somit einem Wechsel zum entsprechenden Schalter-
Ersatzmodell.

Im Weiteren wird die Indexmenge aller Kanten mit Schaltern des elektrischen Netz-
werkes mit I'g bezeichnet. Es sei rg := |['g|. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann
festgelegt werden, dass stets maximal ein Schaltbauelement auf einer Kante liegt. Dann ist
rg gleichzeitig die Anzahl der Schalter im elektrischen Netzwerk. Unter Beriicksichtigung
der komplementéren Schaltzustéinde zerfillt die Menge I'g in folgende zwei Teilmengen

I's = TI'sxUlg, (5.14)

I'sx : Kanten mit geschlossenen (stromfiihrenden) Schaltern (Vi = 0),
['so : Kanten mit gedffneten (stromlosen) Schaltern (g° = 0).

Jedes Element aus I's gehort somit — abhéngig von seinem aktuellen Schaltzustand —
entweder zu I'gy oder zu I'sg, weshalb beide Teilmengen disjunkt sind (I'gx N Tgg = 0).
Im Fall V, =¢* =0 kann der Schalter beliecbig entweder I'gy oder I'gy zugeordnet
werden. Weiterhin gilt |Ig«| + [I'so| = |I's| = rg, d.h., die Méchtigkeiten der Teilmengen
(auch die leere Menge ist moglich) hiangen zwar vom aktuellen Zustand des elektrischen
Systems ab, aber ihre Summe bleibt stets konstant gleich der Anzahl der vorhandenen
Schaltbauelemente.

5.3.2 Fremdgesteuerte/selbststeuernde Schalter

Fremdsteuerung eines Schaltbauelementes heifit, dass dessen Schaltzustand abhéngig ist
von duferen Einfliissen. Bei ES konnen das zweigfremde elektrische Grofien sein. Es ist
aber auch eine beliebige Zeitabhéngigkeit und damit eine Steuerung durch beliebige (nicht



82 Kapitel 5. Analyse elektromechanischer Systeme bei variabler Struktur

durch das Modell erfasste) Ereignisse denkbar. In jedem Fall wird der aktuelle Schaltzu-
stand eines solchen Schalters unabhéingig von Zweigstrom oder Zweigspannung des durch
ihn ,geschalteten” Zweiges eingenommen.

Die aktuelle Struktur (d.h. insbesondere die aktuelle , Kinematik®) des durch fremd-
gesteuerte Schalter gebildeten elektrischen Teilnetzwerkes ist somit stets eindeutig be-
stimmt. Bei Verwendung des Modellierungsansatzes mit Nicht-Minimalkoordinaten (vgl.
Abschnitt 5.3.6) lassen sich stets die entsprechenden Bewegungsgleichungen aufstellen und
die Schalter-Observablen bestimmen. Falls die Zweigstréme durch fremdgesteuerte Schal-
ter nicht linear abhéngig sind, ist auch eine Modellierung mittels Minimalkoordinaten
(vgl. Abschnitt 5.3.5) moglich.

Unter einem selbststeuernden Schalter wird ein Schaltbauelement verstanden, das sei-
nen aktuellen Schaltzustand in Abhéngigkeit von den zum ,,geschalteten® Zweig gehoren-
den elektrischen Grofien einnimmt. Die Beibehaltung des jeweils aktuellen Schaltzustandes
ist somit an gewisse Bedingungen — die Schaltzustandsbedingungen — gekniipft. Umge-
kehrt wird eine Verletzung dieser Zustandsbedingungen unweigerlich zu einem Wechsel
des aktuellen Schaltzustandes fithren. Die dann notwendige Auswahl einer neuen erlaub-
ten Struktur muss fiir alle selbststeuernden Schaltbauelemente gleichzeitig erfolgen. Dabei
ist die simultane Giiltigkeit der Bedingungen aller im elektrischen Netzwerk vorhandenen
unilateralen Bindungen zu beachten.

Der Wechsel des Schaltzustandes eines fremdgesteuerten Schalters hat keinen direkten
(d.h. unmittelbaren) Einfluss auf die Schaltzustinde der anderen eventuell im elektri-
schen Netzwerk vorhandenen fremdgesteuerten Schalter. Ein solcher Einfluss kann nur
mittelbar erfolgen und zwar genau dann, wenn das Umschalten eines Schalters elektrische
Groflen derart verdndert, dass diese wiederum Schaltzustandswechsel bei fremdgesteuer-
ten Schaltern bewirken. Wenn jedoch in einer Komponente des elektrischen Netzwerkes
sowohl fremdgesteuerte als auch selbststeuernde Schaltbauelemente vorhanden sind, kann
das Umschalten eines fremdgesteuerten Schalters die aktuellen Schaltzusténde der selbst-
steuernden Schalter beeinflussen. Ein entsprechender Schaltzustandswechsel eines selbst-
steuernden Schalters kann zeitgleich mit dem Umschalten des fremdgesteuerten Schalters
oder auch zu einem spéteren Zeitpunkt erfolgen. Eine solche Kausalkette entsteht immer
dann, wenn fremdgesteuerte Schalter die Zweiggréfien von selbststeuernden Schaltern ent-
sprechend beeinflussen.

Fiir fremdgesteuerte Schalter sind neben der Aufstellung der Bewegungsgleichungen
und der Ermittlung der Schalter-Observablen keine weitergehenden Betrachtungen (z.B.
beziiglich Strukturauswahl zu einem Schaltzeitpunkt) notwendig. Die Existenz von selbst-
steuernden Schaltbauelementen in einem elektrischen Netzwerk erfordert jedoch dariiber
hinaus weiteren Aufwand bei deren Modellierung. Das betrifft sowohl die Uberpriifung
der Einhaltung der gerade aktuellen Schaltzustandsbedingungen als auch die Aufstel-
lung und vollstéandige Beriicksichtigung der Zuléssigkeitskriterien fiir die Strukturaus-
wahl. Wéhrend einer numerischen Integration deutet eine Verletzung einer der gerade
aktuellen Schaltzustandsbedingungen das Erreichen eines potenziellen Schaltzeitpunktes
an. Ein solches Ereignis kann iiber so genannte Indikatorfunktionen detektiert werden.
Dazu bietet sich z.B. die Verwendung eines Integrationscodes mit zusétzlich eingebautem
Rootfinder an ([17, 86, 179, 214]). Ein solcher Integrationscode erméglicht das Anhalten
der numerischen Integration innerhalb einer bestimmten e-Umgebung um den Nulldurch-
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gang einer solchen Indikatorfunktion. Dann kénnen die erforderlichen Mafinahmen zur
Sicherung eines konsistenten Uberganges vom aktuellen Schaltzustand zu einem neuen
erlaubten Schaltzustand des gesamten elektrischen Netzwerkes erfolgen (siehe Abschnitte
5.3.5.4 und 5.3.6.4).

5.3.3 Die Diode als selbststeuernder Schalter
5.3.3.1 Zustandsbedingungen/Indikatorfunktionen

Das Schaltsymbol einer Diode mit der Richtungsvereinbarung der Zweiggroflen zeigt
Bild 5.9. Die (idealisierte) Schaltkennlinie einer Diode ist in Bild 5.10 enthalten. Eine sol-
che ,Schaltdiode® verkdrpert ein selbststeuerndes Schaltbauelement. Aus der Schaltkenn-

v, q’
~— X\
> \
qS

Bild 5.9: Schaltsymbol einer Diode Bild 5.10: Kennlinie einer Schaltdiode

linie ldsst sich ableiten, dass die beiden ZweiggroBen (Zweigspannung V; und Zweigstrom
q°*) als komplementire Variablen aufgefasst werden kénnen, denn es gilt immer

Vig'=0 (¥). (5.15)

Aus Bild 5.10 folgt, dass der Strom durch die Diode niemals negativ und die Spannung
iiber der Diode niemals positiv wird. Somit lassen sich die Zustandsbedingungen unter
Verwendung komplementérer Variablen formulieren. Zusétzlich zu (5.15) gilt

V,<0, ¢ >0. (5.16)

Dabei steht die Zustandsbedingung ¢ * > 0 (mit gleichzeitig V, = 0) fiir eine stromfiihrende
Diode (d.h. ,,Schalter geschlossen“) und V, < 0 (mit gleichzeitig q¢* = 0) bedeutet eine
gesperrte Diode (d.h. ,,Schalter gedffnet*). Mit der Teilmengenzerlegung (5.14) konnen fiir
alle im Netzwerk enthaltenen Dioden die beiden Indikatorfunktionen angegeben werden:

e Diode in I'gy: Indikatorfunktion lautet fg. = ¢°,
e Diode in I'gg: Indikatorfunktion lautet fgq = —Vi.

Wiéhrend einer numerischen Integration muss — abhéngig vom jeweils aktuellen
Schaltzustand — eine der beiden Indikatorfunktionen fiir die Ermittlung eines poten-
ziellen Schaltzeitpunktes iiberwacht werden. Die Ermittlung der dazu notwendigen
Schalter-Observablen ist in den Abschnitten 5.3.5.3 bzw. 5.3.6.3 angegeben. Beide
Indikatorfunktionen sind bei Einhaltung der jeweils giiltigen Zustandsbedingung positiv.
Ein Nulldurchgang zu negativen Werten hin zeigt eine Verletzung der entsprechenden
Bedingung an.
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Bemerkung:

In den Indexmengenzerlegungen (4.5) bzw. (4.11) sind jeweils Hc-Fundamentalkreise
enthalten. Die zugehorigen ,, Bewegungsgleichungen® (4.6¢) bzw. (4.12¢) sind algebraische
Gleichungen fiir die Ladungen. Ein Maschenstrom fiir einen solchen Fundamentalkreis
kann nur unter bestimmten Voraussetzungen ermittelt werden (z.B. durch totale Zeit-
ableitung von (4.6¢)). Fiir diodenbehaftete Zweige, die mit solchen Fundamentalkreisen
inzident sind, kann deshalb ein Zweigstrom als Indikatorfunktion im Allgemeinen nicht
beobachtet werden. Trotzdem ist natiirlich durch diese Dioden ein Ladungstransport nur
in positive ,,Strom“richtung moglich. Von Interesse ist deshalb das Vorzeichen des ,,Stro-
mes“. Dieses kann iiber eine Differenzbildung der Ladungen zweier aufeinander folgender
Integrationszeitpunkte 7,1 und 7; unter Beriicksichtigung der Integrationsrichtung
erfolgen geméfl

AG =7 (1i) — ¢ (1i=1)] sgn(mi — Tiz1). (5.17)

Fiir eine entsprechende I'g.-Diode wird dann die Indikatorfunktion ersetzt durch
f Sx = Aqs

5.3.3.2 Zuliassigkeitskriterien/Schaltbarkeit

Zur Ermittlung einer erlaubten Struktur miissen folgende Bedingungen fiir sémtliche Di-
oden gleichzeitig erfiillt sein:

~V,>0, >0 V.¢=0. (5.18)

Diese Bedingungen sind als Zuldssigkeitskriterien fiir die Strukturauswahl zu verstehen.
Dabei sind alle diejenigen selbststeuernden Schalter zu beriicksichtigen, fiir die unter Be-
achtung von Stetigkeitsbedingungen ein Zustandswechsel moglich ist. Solche Schaltbau-
elemente werden im Folgenden abkiirzend als ,,schaltbar® bezeichnet. Da sich bestimmte
Zulassigkeitskriterien verschiedener selbststeuernden Schalter durchaus auch widerspre-
chen konnen, liefert das Auffinden einer erlaubten Struktur ein kombinatorisches Problem.
Dieses Problem kann als ein LCP in Standardform ([26], [161]) formuliert werden. Dazu
miissen die Bedingungen (5.18) fiir alle schaltbaren Dioden in die Formulierung aufge-
nommen werden. Die Losung des LCP bestimmt dann fiir genau diese Dioden die neuen
Schaltzusténde.

Zur Bestimmung der Schaltbarkeit einer Diode ist die Existenz und Verteilung von In-
duktoren im elektrischen Netzwerk von Bedeutung. In der vorliegenden Arbeit sollen nur
stetige Anderungen der Stréme durch Induktoren zugelassen werden. ES mit sprungformi-
gen Stroménderungen in Induktoren werden hier nicht betrachtet. Damit muss die Er-
haltung der magnetischen Energie in einem Induktor auch bei sich ereignenden Schalt-
zustandsiibergéngen stets gegeben sein. Fiir die Schaltbarkeit von Dioden ergeben sich
daraus folgende Aussagen:

e Eine Diode, deren Zweigstrom ¢* vollstiindig durch Induktoren flieBt (simtliche Fun-
damentalkreise, die die Kante der Diode enthalten, sind induktorbehaftet), ist genau
dann schaltbar, wenn ¢ = 0 gilt.
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e Eine Diode, deren Zweigstrom nicht vollstdndig durch Induktoren flieft (mindestens
ein Fundamentalkreis der die Kante der Diode enthaltenden Maschen ist induktor-
frei), ist immer schaltbar.

Mit der Teilmengenzerlegung (5.14) lassen sich die komplementidren Bedingungen
(5.18) zunéchst folgendermaBen formulieren:

Vi=0 A @©>0 Vs e gy,

. (519)
V>0 AN =0 Vs e Tlg.

Daraus koénnen entsprechende Zuléssigkeitskriterien fiir die Strukturauswahl abgelei-
tet werden. Eine I'gy-Diode im Zweig s wird bei einer LCP-Losung mit ¢* > 0 im
stromfithrenden Schaltzustand (Schalter geschlossen) verbleiben, wihrend sie bei einer
LCP-Losung mit —V; > 0 in den blockierenden Modus (Schalter gedffnet) wechselt. Um-
gekehrt wird eine I'gg-Diode fiir —V, > 0 weiterhin blockieren, withrend sie fiir ¢ > 0 in
den stromfiithrenden Schaltzustand wechselt. Falls das LCP fiir eine Diode die Losung
V, = ¢ = 0 ermittelt, so sind beide Schaltzustinde gleichberechtigt. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann diese Diode im alten Schaltzustand verbleiben (oder im Fall des
Integrationsstarts einem beliebigen Schaltzustand zugeordnet werden). Zum néchstmogli-
chen Zeitpunkt ist allerdings erneut zu priifen, ob ein Wechsel im weiteren Verlauf der
numerischen Integration erfolgt. Die Zuléssigkeitskriterien lauten schliellich

sETg A=V, >0ANGF =0 = s+ I'gp,

s€l'gg A VSZO/\C?>O — s I'gy. (520)

Die Variablen —V, und ¢* bilden fiir jedes s ein Paar komplementérer Variablen.

Da in den Bewegungsgleichungen (4.6) bzw. (4.12) bei Existenz von Induktoren auch
,Beschleunigungsterme* (¢”) auftreten, miissen die komplementéren Bedingungen (5.19)
noch von der , Geschwindigkeitsebene“ (Stromniveau) auf die ,Beschleunigungsebene*
(Stromableitungsniveau) transformiert werden. In diesen Féllen miissen die Stetigkeitsbe-
dingungen infolge der vorhandenen Induktoren beachtet werden. Bei Induktorenprésenz
kann erstens eine Diode im Zweig s nur dann vom blockierenden zum leitenden Zu-
stand iibergehen (,,Schalter schliefen®), wenn bei verschwindendem Spannungsabfall V
der Strom ¢° von Null aus nur zu positiven Werten hin anwachsen kann. Somit muss fiir
einen solchen Schaltzustandwechsel neben ¢* = 0 gleichzeitig ¢ > 0 gelten. Zweitens ist
cin Ubergang vom leitenden zum Blockiermodus (,,Schalter 6ffnen®) nur bei verschwin-
dendem Strom moglich (Stetigkeitsbedingung) und wenn gleichzeitig die Spannung iiber
der Diode von Null aus nur zu negativen Werten hin fallen kann. Deshalb muss fiir einen
solchen Schaltzustandwechsel ¢ =0, ¢° = 0 und V, < 0 gefordert werden. Damit folgen
aus (5.19) die komplementéren Bedingungen auf Stromableitungsniveau

Vi=0 A GF=0AG>0 Vse€Tgy,

V20 A F#=0A§F=0 VseTlg, (5:21)
Die zugehorigen Zuléssigkeitskriterien fiir die Strukturauswahl lauten dann
s€lgy AN =Vo>0ANFE=0AGF =0 = s+ [y, (5.22)

s€lgy A Vo=0AGFE=0AgG >0 — s+ Igy.
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In diesem Fall bilden die Variablen —V, und ¢* Paare komplementérer Variabler.

Bemerkung:

Analog zur Bemerkung im vorhergehenden Abschnitt sind fiir Dioden in He-
Fundamentalkreisen auch entsprechende komplementire Bedingungen zu definieren.
Diese lassen sich mit der Differenzbildung gemif (5.17) auf Ladungsniveau formulieren:

Ve=0 A AF >0 Vs e gy,

(5.23)
-Vi>20 A A =0 Vs e .
Die zugehorigen Zuléssigkeitskriterien fiir die Strukturauswahl lauten dann
s€lgu N =Vy>0ANAGF =0 — s g, (5.24)

s€lgg N Vo=0ANAG >0 = s gy

und die Paare komplementérer Variablen bestehen aus —V; und Ag®.

5.3.4 Andere selbststeuernde Schaltbauelemente

In diesem Abschnitt soll kurz auf die Modellierung anderer selbststeuernder Schalter (au-
Ber der Diode) eingegangen werden. Zunéchst wird eine um den Durchbruchbereich er-
weiterte Diodenmodellierung présentiert. Eine solche Darstellung ist bei der Betrachtung
von Zener- oder Z-Dioden notwendig. Weiterhin wird der Thyristor als ein in der Leis-
tungselektronik oft verwendetes Bauelement vorgestellt. Er stellt eine Kombination von
selbststeuerndem und fremdgesteuertem Schalter dar.

Bauelemente wie Schalttransistoren (bipolare, FET, IGBT) gehoren zur Klasse der
fremdgesteuerten Schalter. Sie werden hier nicht ndher betrachtet, weil fiir solche Bau-
elemente weder die Formulierung von Indikatorfunktionen noch eine Beriicksichtigung bei
der Aufstellung eines LCP zur Strukturfindung notwendig ist.

5.3.4.1 Die Zenerdiode

Das Schaltsymbol einer Zener- oder Z-Diode mit der Richtungsvereinbarung der Zweig-
grofen zeigt Bild 5.11. Eine solche Diode hat drei Schaltzusténde: den Durchlassbereich
(Leiten in positive Richtung), den Sperrbereich und den Durchbruchbereich (Leiten in
negative Richtung). Die drei Bereiche sind im Zustandsdiagramm in Bild 5.12 wieder-
gegeben. In der idealisierten Kennlinie in Bild 5.13 verkérpert jedes Geradenstiick einen
Schaltzustand. Der Ubergang zwischen jeweils zwei Schaltzustédnden (an den ,,Schaltpunk-
ten“ Vi =0 und V; = V,,) erfolgt in Abhéngigkeit von den Zweiggréen Spannung und
Strom. Deshalb ist eine Z-Diode ein selbststeuerndes Schaltbauelement.

Zur Formulierung von komplementéren Bedingungen (und damit unilateralen Bindun-
gen) ist eine Zerlegung der Schaltkennlinie aus Bild 5.13 notwendig. Dazu werden zwei
Hilfsvariable eingefiihrt. Im Weiteren sei ¢° dargestellt durch seinen positiven Teil gemifl

=S

Tty = 5(¢° +1¢°|) und seinen negativen Teil gemiB éf_) = 1(¢° —|¢°]). Somit gilt stets

LS iy

qyy = 0 und c}f_) < 0 sowie cj‘("’ @y = 0. Dann kann der Zweigstrom als

7 =q + a0 (5.25)
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Durchbruch Durchlass

/\ (negativ leitend) (positiv leitend)

S I IO

q Sperren

Bild 5.11: Schaltsymbol einer Bild 5.12: Schaltzustédnde einer Zenerdiode
Zenerdiode

ausgedriickt werden und die Schaltkennlinie nach Bild 5.13 zerféllt in zwei Teilkennlinien
gemafl Bild 5.14. Beide Teilkennlinien besitzen dann jeweils einen , Schaltpunkt® und

q f+)]

>
| V.
-5
v, 40}
>
| v,
Durchbruch

Bild 5.13: Kennlinie einer Zenerdiode Bild 5.14: Zenerdiode als unilaterale
Bindungen

sind somit durch unilaterale Bindungen beschreibbar. Die obere Kennlinie in Bild 5.14
(Schaltpunkt bei V; = 0) ist identisch mit der einer Schaltdiode (siche Abschnitt 5.3.3).
Der Schaltpunkt der unteren Kennlinie liegt bei V, = V,,. Damit lassen sich die beiden
Teilkennlinien einer Z-Diode durch folgende Bedingungen beschreiben

i, 20, VS0 a0 (2

Mit Einfiihrung der ,Spannungsreserven“ (Betrige der Differenzen zu beiden Schaltpunk-
ten)

‘/ps - _VSJ
Vns - ‘/s_‘/zs

lauten die komplementéren Bedingungen fiir die Z-Diode schliellich

CTE_,.) Z 07 ‘/ps Z 07 q(+ ps - 0 (Z')
q€_) S 07 Vns Z O, CI( ns - 0 (2')

Diese sind gleichzeitig die Zustandsbedingungen, die mittels Indikatorfunktionen iiber-

priift werden miissen.
Bei der Strukturfindung mittels LCP sind fiir jede schaltbare Z-Diode stets zwei Paare
komplementérer Variablen als Zuléssigkeitskriterien zu beriicksichtigen. In Abhéngigkeit
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von der Zugehorigkeit des Zweiges zu den verschiedenen Fundamentalkreisklassen nach
(4.5) bzw. (4.11) wird das erste Paar von Vj,s und einer der Variablen ¢¢,,. ¢{,) oder Ag;,,
gebildet, wihrend das zweite Paar aus Vj,, und einer der Variablen Q_"(S_), cjf_) oder A,

besteht (vgl. hierzu die entsprechenden Erlduterungen zur Diode im Abschnitt 5.3.3).

5.3.4.2 Der Thyristor

In Bild 5.15 ist das Schaltsymbol eines Thyristors mit den zugehorigen Zweiggréfen dar-
gestellt. Ein solches Bauelement besitzt drei Klemmen und wird deshalb durch zwei fiktive
Zweipole modelliert (vgl. Abschnitt 2.3). Bild 5.16 zeigt den représentierenden Netzwerk-
graphen mit den entsprechenden Zweiggroflen. In der Leistungselektronik kann in guter
Niherung der Zweigstrom ¢¢ = 0 gesetzt werden. Der Durchbruchbereich wird (im Ge-
gensatz zur Z-Diode im vorhergehenden Abschnitt) hier nicht betrachtet.

G

Bild 5.15: Schaltsymbol eines Thy- Bild 5.16: Représentierender Graph
ristors eines Thyristors

Ein Thyristor besitzt drei Kennlinienbereiche: den Durchlassbereich, den Sperrbereich
und den Blockierbereich. Seine idealisierte Kennlinie zeigt Bild 5.17. Die einzelnen Kenn-
linienbereiche sind durch Geradenstiicke charakterisiert. Die verschiedenen Moglichkeiten
des Ubergangs zwischen jeweils zwei Bereichen sind im Zustandsdiagramm in Bild 5.18
wiedergegeben. Im Sperr- und im Blockierbereich gilt jeweils fiir den Zweigstrom zwischen

Leiten
74 Leiten Léschen Zinden
A - h
/ \ Vi O
Sperren Blockieren Sperren Blockieren

Bild 5.17: Kennlinie eines Thyristors Bild 5.18: Schaltzusténde eines Thy-
ristors

den Klemmen A und K ¢° = 0. Beide Bereiche entsprechen deshalb dem Schaltzustand
soperren”. Ein Ubergang zwischen beiden Bereichen ist in beide Richtungen moglich. Die-
ser wird bei einem Nulldurchgang der Zweigspannung V; vollzogen. Da sich aber hierbei
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der Schaltzustand des Thyristors nicht &ndert, hat ein solches Ereignis keine Konsequen-
zen fiir den Schaltzustand des Gesamtsystems. Im Durchlassbereich gilt fiir die Zweigspan-
nung zwischen den Klemmen A und K stets Vi = 0. Dieser Bereich entspricht somit dem
Schaltzustand ,,Leiten*. Laut Bild 5.18 ist der Durchlassbereich nur aus dem Blockier-
bereich heraus erreichbar. Ein solcher Bereichsiibergang wird als Ziinden des Thyristors
bezeichnet und ist mit einem Wechsel des Schaltzustandes (von Sperren nach Leiten)
verbunden. Das Ziinden erfolgt durch eine positive Spannung zwischen den Klemmen G
und K des Thyristors. Diese Spannung V, ist keine Zweigspannung des ,geschalteten®
Zweiges zwischen den Klemmen A und K. Deshalb ist dieser Schaltzustandswechsel ein
fremdgesteuerter. Wie schon in Abschnitt 5.3.2 erldutert, kann ein Zustandswechsel ei-
nes fremdgesteuerten Schaltbauelementes bei Existenz von selbststeuernden schaltbaren
Schaltern im Netzwerk Konsequenzen fiir deren Schaltzustéinde haben. Deshalb ist in die-
sem Fall die Aufstellung und Losung eines LCP fiir alle schaltbaren Schalter erforderlich.

Der entgegengesetzte Schaltzustandsiibergang (von Leiten nach Sperren) erfolgt dann,
wenn der Zweigstrom ¢° einen gewissen Haltestrom % unterschreitet. Dieser Schaltzu-
standswechsel passiert somit in Abhéngigkeit von einer Zweiggrofle, d.h., ein leitender
Thyristor ist (nur in diesem Schaltzustand!) ein selbststeuerndes Schaltbauelement. Die
entsprechende Zustandsbedingung (fiir den Erhalt des Zustandes Leiten) heifit ¢* > ¢%.
Somit kann fiir einen leitenden Thyristor ein potenzieller Schaltzeitpunkt mittels Null-
durchgang der Indikatorfunktion

f Sx — és - CT%I
detektiert werden.

Da der Zustandswechsel von Leiten nach Sperren bei Unterschreitung des Hal-
testromes unabhéngig von der Zweigspannung V, erfolgt, ist eine Formulierung von
komplementédren Bedingungen fiir den Thyristor nicht moglich. Falls im Gesamtnetzwerk
andere schaltbare Schalter vorhanden sind, so muss zu einem potenziellem Schalt-
zeitpunkt fiir diese ein LCP aufgestellt und gelost werden. Eine Beriicksichtigung des
Thyristorstromes ¢ in diesem LCP ist jedoch nicht notwendig, weil die entsprechende
Komplementérbedingung fiir die Spannung V; nicht existiert.

Bemerkung:

Ein GTO (Gate-turn-off-Thyristor) ist ein Thyristor mit einer zusétzlichen speziellen
Eigenschaft. Ein solcher Thyristor kann iiber einen negativen Steuerstrom an der
Klemme G abgeschaltet (geloscht) werden. Zu den in Bild 5.18 gezeigten grundsétzlich
moglichen Schaltzustandsiibergéngen eines Thyristors kommt somit beim GTO noch
ein moglicher Ubergang von , Leiten“ nach ,,Blockieren® unter der Bezeichnung ,,aktives
Loschen® hinzu. Alle anderen Ausfithrungen zur Modellierung eines Thyristors mittels
unilateraler Bindungen sind unveréndert giiltig.

5.3.5 Modellierung in Minimalkoordinaten

In diesem Abschnitt wird die Modellierung unilateraler Bindungen infolge Schaltbau-
elemente bei Verwendung von Minimalkoordinaten durch eine schaltzustandsabhéngige
Charakterisierung der Fundamentalkreise, die entsprechende Aufstellung der Bewegungs-
gleichungen und die Bestimmung der Schalter-Observablen erlautert. Schliellich wird im
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Abschnitt 5.3.5.4 fiir selbststeuernde Schalter die Aufstellung des LCP zur Bestimmung
der neuen Struktur dargestellt.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass alle Zweigstrome durch Schalter und Stromquel-
len nicht linear abhéngig sind. Dann ist eine Problemformulierung in Minimalkoordinaten
(siche Abschnitt 2.3.3) moglich. Der Fall der Nichterfiillbarkeit dieser Voraussetzung wird
im Abschnitt 5.3.6 behandelt.

5.3.5.1 Charakterisierung der Fundamentalkreise

Sei 7y die Anzahl der im Netzwerk existierenden Stromquellen und rg die Anzahl der im
Netzwerk vorhandenen Schaltbauelemente. Die Anzahl der Cogertistkanten |H | ist gleich-
bedeutend mit der Anzahl der im Netzwerkgraphen vorhandenen unabhéngigen Maschen
(siche Abschnitt 2.3). Dann gilt 7o + ¢ < |H|. Unter der genannten Voraussetzung ist es
somit immer moglich, ein Geriist G auf dem représentierenden Graphen I' des elektrischen
Netzwerkes zu wihlen, das weder Stromquellen noch Schalter enthélt. Alle Stromquellen
und Schalter liegen dann im Cogeriist H und die Menge der Cogeriistkanten zerfillt in
drei paarweise disjunkte Teilmengen:

H = H*UHyUHg, (5.26)

H* : Cogeriistkanten ohne Stromquellen und ohne Schalter,
Hy : Cogeriistkanten mit Stromquellen, ohne Schalter,
Hg : Cogeriistkanten mit Schaltern, ohne Stromquellen

mit |Hy| =79 und |Hg| = rg. Wegen der zwei moglichen Schaltzustéande eines Schalters
kann die Indexmenge Hg wiederum in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt werden:

Hs = Hgy U Hgp, (5.27)

Hgy : Cogeriistkanten mit geschlossenen (stromfithrenden) Schaltern,

Hgg : Cogeriistkanten mit gedffneten (stromlosen) Schaltern.

Bei der Modellierung in Minimalkoordinaten gelten somit infolge des stromquellen-
und schalterfreien Geriistes fiir die Indexmengen aus (5.14) folgende Identitéiten:
FS = Hs, FSX = HSX und FSO = Hso.

5.3.5.2 Bewegungsgleichungen

Die Indexmenge der generalisierten Koordinaten ¢* eines strukturvariablen ES setzt sich
zusammen aus den Indexmengen der Cogeriistkanten ohne Stromquellen und ohne Schal-
ter H* und der Cogeriistkanten mit geschlossenen Schaltern (d.h. ohne fiktive Stromquel-
len) Hgy. Mit (5.26) und (5.27) folgt deshalb aus der Maschentransformation (2.33)

7 = A"+ A g (t), jeT, peH " UHgy, o€ HyU Hgy. (5.28)

Die Méchtigkeit m; := |H*| + |Hgx| ist dann der momentane Freiheitsgrad des ES. Sie
entspricht der zum Zeitpunkt ¢ aktuell giiltigen (weil schaltzustandsabhéngigen) Anzahl
der Bewegungsgleichungen.
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Die elektrischen Konstitutivgleichungen (2.39) enthalten so genannte , sonstige* Span-
nungsanteile Vi(s). In diesen Anteilen konnen die Spannungen iiber den Schaltbauelemen-
ten (V, = Vi(SBE), s = 1) untergebracht werden. Aus (2.39) wird demzufolge

In den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen (2.41) erscheinen somit auf der rechten Seite
in den Q,(Ls) zunédchst ebenfalls Spannungsanteile infolge von Schaltbauelementen

_U£SBE) _ _Ai#vi(SBE)' (5.30)

Weil iiber geschlossenen Schaltern kein Spannungsabfall zugelassen wird (ideale Schalter),
gilt in (5.29) allerdings Vi(SBE) = 0 fiir alle i € Hg. Die Q&S)—Spannungsanteile verschwin-
den somit fiir alle Hg.-Fundamentalkreise ebenso wie fiir die H*-Fundamentalkreise und
damit gerade fiir alle Bewegungsgleichungen. Deshalb gelten fiir die jeweils aktuelle Ki-
nematik (d.h. fir den aktuellen Schaltzustand des ES) die Bewegungsgleichungen des
Lagrange-Modells {A, D} eines elektrisch linearen ES. Bei nicht strukturell singulérer In-
duktormatrix ergibt sich z.B. fiir alle Fundamentalkreise ohne (reale oder fiktive) Strom-
quellen analog zu (2.50)

LiwG” + 7Twd” + cwq” + 00 =0, v € H U Hgy. (5.31)

Falls in [, — bzw. in [, und gleichzeitig in 7, — strukturelle Rangabfélle auftreten, muss
fiir die Bewegungsgleichungen (5.31) die in Abschnitt 4.1.3.1 eingefiihrte Klasseneinteilung
verwendet werden. Analog zu (4.5) sei dann

H*UHgy, = H,UHgU H. (5.32)

Bei sinngeméfler Verwendung der Indexbezeichnungen (up,vy € Hp, pur,vgr € Hgr und
pe € He) lauten die Bewegungsgleichungen (4.6):

ZMLVLqVL + fMLVLqWL + ruLuquR + Cuy/qy + ’5;@0 O, (533&)
P+ Tppopd”™ + Cupp@” + O = 0, (5.33b)
Cucrqd” +Vpo = 0 (5.33¢)

5.3.5.3 Schalter-Observable

Die Schalter-Observablen fiir geschlossene Schalter sind die Zweigstrome ¢° in den ent-
sprechenden Kanten ig. Da alle Schalter sich im Cogeriist befinden, gilt

Ais,u:é;sa iS7M€HS7
und wegen (5.26) auch
Aisﬂo = O, ig € Hs, Mo € H,.
Geméf der Maschentransformation (5.28) wird somit fiir alle geschlossenen Schalter

q* =q",  is=p€ Hgx. (5.34)
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In allen Hp- und Hg-Fundamentalkreisen geméafi (5.32) konnen somit die Zweigstrome
durch geschlossene Schalter bei Losung von (5.33) mittels numerischer Integration leicht
berechnet werden. In Hgo-Fundamentalkreisen werden bei geschlossenen Schaltern statt
der Zweigstrome die Stromvorzeichen aus Ladungsdifferenzen geméf (5.17) ermittelt und
als Schalter-Observable verwendet.

Fiir geoffnete Schalter sind die Schalter-Observablen die Zweigspannungen Vi(SSBE) der
entsprechenden Kanten ig. Mit (5.29) und (5.30) liefert der Kirchhoff’sche Maschensatz

fir die Hg-Fundamentalkreise
luuqy + f/u/qw + CWC]V + {)MO = _U/SSBE), n e Hg, ve H*U Hgy. (535)

(Die konstitutiven Maschenparameter I, 7, €y, Uy0 wurden bei (2.50) angegeben.) Da
alle Schalter im Cogeriist liegen, gilt

und weiter fiir alle geoffneten Schalter
U/SSBE) = ‘/iEJSBE)’ n= ig € HSO (537)
(fiir geschlossene Schalter gilt vaSBE) =0 wegen Vi(SSBE) = 0). Die Maschenspannungen

U0 = Upo(t) in (5.35) umfassen (neben anderen auch) alle Spannungsanteile, die aufgrund
der realen Stromquellen im elektrischen Netzwerk in den anderen Bauelementen auftreten.
Die fiktiven Nullstrom-Quellen liefern keine derartigen Spannungsanteile. Somit kénnen
aus (5.35) mit (5.37) die Spannungsabfille Vi(SSBE), is € Hgp, tiber den gedffneten Schal-
tern ermittelt werden.

Bemerkung:

Die Modellierung eines strukturvariablen ES mittels Minimalkoordinaten fiithrt zu ei-
ner variablen Indexmenge der generalisierten Koordinaten. Alle Maschenladungen der
H*-Fundamentalkreise gehoren permanent zu den generalisierten Koordinaten. Die Zu-
gehorigkeit der Maschenladungen der Hg-Fundamentalkreise zu den generalisierten Koor-
dinaten ist abhéngig vom jeweiligen Schaltzustand der entsprechenden Schaltbauelemente.
Die Ladungen der Hg,-Fundamentalkreise stellen ,,zeitweilige“ generalisierte Koordinaten
dar, die der Hgo-Fundamentalkreise jedoch gerade nicht.

5.3.5.4 Strukturauswahl mittels LCP

In diesem Abschnitt wird die Aufstellung des linearen Komplementaritdtsproblems bei
Modellierung mittels Minimalkoordinaten erldautert. Ein solches LCP muss bei Existenz
von selbststeuernden Schaltern zu jedem potenziellen Schaltzeitpunkt fiir alle zu diesem
Zeitpunkt schaltbaren Schalter generiert werden. Ein potenzieller Schaltzeitpunkt liegt bei
jedem Nulldurchgang einer Indikatorfunktion vor. Ob und welche Schalter ihren aktuellen
Schaltzustand wechseln, ergibt sich aus der Losung des LCP. Grundlegende Informationen
zur Definition eines LCP und zu Existenz und Eindeutigkeit der LCP-Losung sind im
Anhang C enthalten.

Die Strukturauswahl erfolgt unter Beachtung der in Abschnitt 4.1.3.1 eingefiihrten Zer-
legung der Indexmengen der permanenten generalisierten Koordinaten H* gemif (4.5).
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Unter Hinzunahme aller schalterbehafteten Fundamentalkreise Hg ist dann folgende In-
dexmengenzerlegung moglich

H*"UHs = H UHRrRUHq. (5.38)

Im Folgenden werden die sinngeméflen Indexbezeichnungen (up,vy € Hp, pgr,vg € Hg
und  pco,ve € He sowie wvpg € Hp U Hg) verwendet. Die Auswahl aller H*-
Fundamentalkreise aus (5.33) und die Zerlegung des Kirchhoff’schen Maschensatzes fiir
die Hg-Maschen (5.35) gemaf (5.38) liefern dann

bipo, (DG 4 g g (DG + (g + Buo(t) = —vSPP), (5.39a)

rlU%VLR(t)(f + C#Ry(t)qy + 73#1?,0 (t) = _UA(LiBE)’ (539b)

C#cv<t)qy + 73#c(](lf) = _U,SiBE) (5.39(3)

mit vaSBE) = 0 fiir alle p € H*. Auflésung nach den hochsten auftretenden Ableitungen
G"*, ¢"* bzw. nach den Maschenladungen ¢"¢ ergibt

l#LVLdVL + T#LVRQVR + C,LLLchyC - _U,ELSLVBE) - (f,LLLl/Lq.VL + C,LLLVLRQVLR + 6#140) s (540&)

TMRVRQVR + C#RVquC - _UlsiBE) - (rpRquyL + C,uRuLRqVLR + 6#1%0) ) (540b)

Cucl/cqyc - _UfliBE) _ (C#CVLunLR 4 ﬁ#co) ) (5.406)

Wie bereits in Abschnitt 4.1.3.1 festgestellt wurde, ist die Gesamtkoeffizientenmatrix
der linken Seite in (5.40) invertierbar. Im Weiteren konnen die Komplementaritétsei-
genschaften der Schalter in Hgo-Fundamentalkreisen ausgenutzt werden. Fiir geschlos-
sene Schalter in diesen Fundamentalkreisen (Indexmenge Hey) und fiir He-Maschen
ohne Stromquellen und ohne Schaltbauelemente (Indexmenge Hf) ergibt (5.40c) mit
tox € Hox U HE wegen va‘zﬁE) = 0 stets Zwangsbedingungen fiir die Ladungen. Mit

Coyved”C = Cuoyvoy @F F Cucyreo@”° folgt aus (5.40c) fiir diese Ladungen
quc* — _oxkox (C#C*VLqu/LR 4 Cuc ycoql/co 4 ﬁ#c*o) . (541)

Bei gedffneten Schaltern in He-Fundamentalkreisen (Indexmenge Heg) kann kein Strom
fliefen und es gilt ¢"¢° = const. Die Hgg-Ladungen ergeben sich somit aus den entspre-
chenden, zum aktuell letzten Schaltzeitpunkt ¢, ermittelten Hoy-Ladungen geméafl

qycoltztsl-‘ro = ql/c* |tsl_0 = const. (542)

Wiéhrend einer numerischen Integration sind deshalb stets alle ¢*¢ aus der Zeitevolution
des ES bekannt. Damit lassen sich aus (5.39¢) die Hco-Maschenspannungen v,([sz) infolge

geoffneter Schaltbauelemente zu

U/(LifE) - _(CHCOVqV + Z~)Mcoﬂ) (5.43)
und daraus mit (5.36) die Zweigspannungen Vi(SSBE) iiber den gedffneten Schaltern
leicht bestimmen. Zu einem potenziellen Schaltzeitpunkt sind alle Schalter in He-
Fundamentalkreisen infolge der Abwesenheit von Induktoren stets schaltbar. Wegen (5.41)
und (5.43) sind jedoch die neuen Schaltzustédnde der Schalter in He-Fundamentalkreisen
aus dem Systemzustand vor dem potenziellen Schaltzeitpunkt immer bekannt. Fiir die



94 Kapitel 5. Analyse elektromechanischer Systeme bei variabler Struktur

Hp- und Hgr-Maschen kann (5.40) unter Beachtung von (5.41) und (5.42) (d.h., alle ¢*©
sind bekannt) folgendermafien dargestellt werden

l#LVLqVL + T#LVRQVR = _UiiBE) - <f#LVquL + C#LVLRQVLR + C#Lllcqyc + ﬁ#LO) ’ (5.44&)
T#RVRQVR = _Ul(lsl;tBE) o (r#RVquL + C#R”LquLR + C#Rycqyc + 6#120) . (544b)

Die auf den linken Seiten dieses Systems erscheinenden jeweils hochsten auftreten-
den Zeitableitungen der elektrischen generalisierten Koordinaten seien in einem Vektor

T
(g") = (¢"*,¢"")" zusammengefasst. Weiterhin sei (U,SSBE)> = (U,([iBE), v,ﬁBE)) der Vek-

tor der negativen Maschenspannungen iiber den Schaltbauelementen. Unter Verwendung
von

= ) = () )

und

(") = —(B") ( (Furon @ + Cuyod” + Ts0) )

(TNRWL QWL + C#quw + 6#120)

kann (5.44) als ein LCP-geeignetes Gleichungssystem der Form (C.1) (siche Anhang C)
gemaf

g’ = —B”“vflSBE) + b, v, € H, U Hg, (5.45)

dargestellt werden. In (5.45) sind sowohl B** als auch b aus dem Zustand des ES bekannt.
Da alle Schalter sich im Cogeriist befinden, gilt weiterhin fiir die zeitliche Ableitung der

Strome durch Schalter in H;-Fundamentalkreisen bzw. fiir die Strome durch Schalter in
Hpr-Maschen

q—‘jSL — AjSLVLq'l/L — 5115%']'%7 Jsr. € HsN Hp, und

! | , (5.46)
Fer = ARG = 005G, Jsr € Hs N Hp.
Damit und mit 375 = (§55%, @s#)" und (5.36) folgt aus (5.45) schlieBlich
gjs — _AJ'SVBVMAiSMViéSBE) + AJs b
— 5BV 4 sisy
—BIsisySPE) 4 s, (5.47)

Ein potenzieller Schaltzeitpunkt sei mit ¢; bezeichnet. Die Indexmenge aller Co-
geriistkanten mit zu diesem Zeitpunkt schaltbaren Schaltern sei mit H§(ts) bezeichnet.
Dann gilt Hi(ts) € Hg. Zu einem potenziellen Schaltzeitpunkt muss die Menge HE (1)
unter Beachtung der Indexmengen-Zerlegung (5.38) ermittelt werden. Aus der Men-
ge der Fundamentalkreise mit Schaltern und Induktoren Hg;, = Hg N Hy gehoren aus
Stetigkeitsgriinden nur jene Maschen mit ¢* = 0 zu H§(ts), nicht jedoch jene Maschen
mit ¢” > 0. Die Fundamentalkreise mit Schaltern aber ohne Induktoren (jedoch mit Re-
sistoren) Hgp = Hg N Hp gehdren ohne Ausnahme zu H(ts), weil die ¢*® die hochsten
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auftretenden Zeitableitungen in (5.44b) sind. Damit gilt Hgr C HE(t;) C Hg. Fiir alle
Fundamentalkreise mit bei ¢, nicht schaltbaren Schaltern verschwinden die Maschenspan-
nungen infolge Schalter, d.h. ULSBE) =0 fir alle p € Hg\ H(ts). Somit liefert (5.47)
zusammen mit den komplementéren Bedingungen der jeweiligen Schaltbauelemente (z.B.

geméf (5.19) und (5.21) bei Dioden) fiir alle schaltbaren Schalter

gjs — —BjsiSVi(SSBE) + pis (5.48)
mit
g >0, VIR >0, gV =0 (B, Vjse Hit).  (5.49)

Die Gleichungen (5.48) zusammen mit den Bedingungen (5.49) stellen ein LCP mit den

komplementiren Variablen §/s und —Vj(SSBE) dar. Wegen der positiven Definitheit von

[erz und rvErE sind BY* und damit schlieBlich auch B7sis ebenfalls positiv definit. Sie sind
somit so genannte P-Matrizen und das LCP besitzt genau eine Losung (vgl. Anhang C).
Diese Losung bestimmt die neue kinematische Struktur (den neuen Schaltzustand) des
ES ab dem Zeitpunkt ¢, + 0. Die Indexmenge aller Schaltbauelemente Hgy U Hgr wird
geméf der Zuléssigkeitskriterien (z.B. (5.20) und (5.22) fiir Dioden) neu zerlegt in die der
geschlossenen Schalter (Hgyx (ts 4+ 0)) und die der gedffneten (Hgo(ts + 0)). Falls die LCP-

Losung fiir ein Schaltbauelement g/s = -V; SSBE) = ( liefert, sind beide Teilmengen gleich-
berechtigt und es kann zum Zeitpunkt ¢, nicht entschieden werden, ob der Schaltzustand
gewechselt wird oder nicht. In diesem Fall kann die numerische Integration zunéchst mit
dem noch aktuellen Schaltzustand weitergefithrt werden. Allerdings muss zum endgiilti-
gen Auffinden der neuen Struktur zum néichstmoglichen Zeitpunkt ¢, + At wiederum ein
LCP fiir alle Schalter, die zum Zeitpunkt ¢, schaltbar waren und somit zur Indexmenge
H(ts) gehorten, aufgestellt und gelost werden.

SchlieBlich ist H* U Hgy die vollstéindige Indexmenge der zur neuen Struktur gehoren-
den generalisierten elektrischen Koordinaten. Der Satz der Bewegungsgleichungen (5.33)
muss entsprechend neu aufgestellt werden. Die (fiktiven) Stromquellen liefern (aufier
den Spannungen iiber den Schaltern) keinen Beitrag zu den Zweigspannungen wegen
c}%s (t) =0 fir alle jg € Hgo. Die zu beobachtenden Indikatorfunktionen ergeben sich
aus der neuen Struktur in Abhéngigkeit der vorhandenen Schaltbauelemente, wobei
die Schalter-Stromobservablen aus den Maschenstromen geméf (5.34) und die Schalter-
Spannungsobservablen aus Maschen-Spannungsbilanzen gemaf (5.35) mit (5.36) ermittelt
werden kdnnen.

5.3.5.5 Spezialfille
Regulire Induktormatrix

Wenn die Matrix der Zweiginduktivitdten L,; regulédr ist, dann ist die Matrix der ge-
neralisierten Induktivitdten [, ebenfalls reguldr und sogar positiv definit (siche Ab-
schnitt 2.3.3.6). In (5.38) gilt dann Hg = He = 0, d.h., esist {u} = {pr}. Die Gleichungen
(5.39) reduzieren sich auf (5.39a) und (5.44) wird zu

luudy = _U;SSBE) - (f;wqy + C;wqy + 73;10) .
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Mit LIsis = 0J51VHG7s  sowie WS = —8IS1M (7 + Cuwq® + Tu0) (17" jeweils  gemiB
L™ = 65) lautet das LCP (5.48, 5.49) schliefilich

Y Js — Y

PV =0 (L),

Keine Induktoren, regulire Resistormatrix

Im Fall vollstédndiger Abwesenheit von Induktoren gilt in (5.38) H;, = (). Bei voll besetzter
Matrix der Zweigresistoren R;; und ausschliefllicher Verwendung von reziproken Resisto-
ren ist R;; und somit auch r,, regulér und sogar positiv definit (siche Abschnitt 2.3.3.6).
Dann gilt He =0 und es ist {u} = {ugr}. Die Gleichungen (5.39) reduzieren sich auf
(5.39b) und (5.44) wird zu

Tuuqy = _U;(LSBE) - (C;wqy + 6u0) :
Mit Risis = §isrviis sowie bs = —6I51"M (Cpwq® + Tyo) (1" jeweils gemaB r,r = 62)

lautet das LCP (5.48, 5.49) schlieflich

qjs — _RjSiSVi(SSBE) + Bjs’ q*js’ —V;»(SSBE) >0, ijs Vj(SSBE) =0 (Z)

5.3.6 Modellierung in Nicht-Minimalkoordinaten

Alternativ zur Problemformulierung in Minimalkoordinaten ist stets eine Beschreibung in
Nicht-Minimalkoordinaten méglich. Im Unterschied zur Formulierung in Minimalkoordi-
naten (Abschnitt 5.3.5) wird hier die Voraussetzung, dass alle Schaltbauelemente im Co-
geriist liegen, nicht benotigt. Vielmehr sind alle Kanten des elektrischen Netzwerkgraphen
fiir Schaltbauelemente zugelassen. Gelegentlich ist die in 5.3.5 genannte Voraussetzung
nicht linear abhéngiger Zweigstrome durch Stromquellen und Schaltbauelemente nicht
erfiillbar. In einem solchen Fall ist eine Problemformulierung in Nicht-Minimalkoordinaten
unumgéanglich. Insbesondere lassen sich mit diesem Zugang elektrische Schaltungen be-
schreiben, die mehr Schaltbauelemente als Fundamentalkreise enthalten, fiir deren Schal-
terstrome somit stets lineare Abhéngigkeiten existieren. Ein Beispiel dafiir ist der be-
kannte Graetz-Gleichrichter (siehe Bild 5.19). Hier sind die Zweigstrome durch die vier
Dioden nicht unabhéngig voneinander. Die Formulierung in Nicht-Minimalkoordinaten
hat gleichzeitig den Vorteil, dass kein Wechsel zwischen generalisierten Koordinaten und
Zwangsbedingungen mehr auftritt.

In diesem Abschnitt wird deshalb die Modellierung der unilateralen Bindungen in-
folge Schaltbauelemente bei Verwendung von Nicht-Minimalkoordinaten erldutert. Da-
zu erfolgt die schaltzustandsabhingige Charakterisierung der Zweige, die entsprechende
Aufstellung der Bewegungsgleichungen und die Bestimmung der Schalter-Observablen.
SchlieBlich wird im Abschnitt 5.3.6.4 fiir selbststeuernde Schalter die Aufstellung des
LCP zur Bestimmung der neuen Struktur dargestellt.

Bemerkung:

Der Verzicht auf den Wechsel zwischen generalisierten Koordinaten und Zwangsbedingun-
gen in der Formulierung in Nicht-Minimalkoordinaten entspricht in der Mechanik dem
Verzicht auf Kartenwechsel bei der Auswahl unabhéngiger Koordinaten.
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©

Bild 5.19: Gleichrichterschaltung nach Graetz

5.3.6.1 Charakterisierung der Zweige

Wie bereits in Abschnitt 2.3.4 erldutert, werden bei der Modellierung eines ES in Nicht-
Minimalkoordinaten alle Ladungen ¢", pu € H, als generalisierte Koordinaten verwen-
det. Diese miissen bei Existenz von Stromquellen noch gewissen rheonomen Bindungen
geniigen. Sei I'g die Indexmenge der (Geriist- oder Cogeriist-)Kanten mit Stromquellen
(ro := |Iy]) und I's die Indexmenge der (Geriist- oder Cogeriist-)Kanten mit Schaltbau-
elementen (rg := |I's|). Dann zerfillt die Menge der Kanten des Netzwerkgraphen I' in
drei paarweise disjunkte Teilmengen:

I = I'*ulyuly, (5.50)

['# : Kanten ohne Stromquellen und ohne Schalter,
[y : Kanten mit Stromquellen, ohne Schalter,
['s : Kanten mit Schaltern, ohne Stromquellen.

Wegen der zwei moglichen Schaltzustdnde eines Schalters kann die Indexmenge I'g
— wie bereits in Abschnitt 5.3.1 mit (5.14) eingefithrt — wiederum in zwei disjunkte
Teilmengen zerlegt werden:

I's = DgxUTDg, (5.51)

['s» : Kanten mit geschlossenen (stromfiihrenden) Schaltern,
['so : Kanten mit gedffneten Schaltern.

Es gilt T'gx NT'go=0 und die Summe der Michtigkeiten der Teilmengen Dbleibt
stets konstant |Ugx| + [T'so| = |T's| = rs.

Neben den bisher eingefiihrten Indexmengen sei im Folgenden Hg die Indexmenge
der Cogertistkanten, deren zugeordnete Fundamentalkreise mindestens eine (Gertist- oder
Cogeriist-) Kante mit einem Schaltbauelement aufweisen (d.h. A7, = 0 fiir gleichzeitig
Js € 'sund p € H\Hs)
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5.3.6.2 Bewegungsgleichungen mit Zwangsbedingungen

Die rheonomen Bindungen infolge realer Stromquellen sind durch (2.53) definiert. Analog
dazu ergeben sich die zeitweiligen rheonomen Bindungen infolge gedffneter Schalter — und
damit fiktiver Nullstrom-Quellen (g3°(¢) =0, @°(t) = const.) — gemif

W Q) =q° —@° =0,  js €Tso, (5.52)
bzw. unter Verwendung generalisierter Koordinaten
Ws(q) = A%, ¢" —q@° =0,  js€Tls, peH. (5.53)

Die fiir gedffnete Schalter giiltigen Zweigladungen cjés werden zum aktuell letzten Schalt-
zeitpunkt tg gemdB @°|i>t,, 40 = @ |t,,—0 = const. ermittelt. Aus (5.53) folgen die dyna-
mischen Zwangsbedingungen

his(q) = A’s " = 0. (5.54)

Nach dem Lagrange’schen Befreiungsprinzip entsprechen den Bindungen (5.53) gewisse
Reaktionsspannungen RS . Damit lauten die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen (2.57)
unter Beachtung von realen und fiktiven Stromquellen

(8A) = 0A+8,D = QP + R, + RS, peH. (5.55)

Bei idealen Bindungen lassen sich die generalisierten Reaktionsspannungen Ri mit, Hilfe
von Lagrange-Multiplikatoren darstellen. Einem gedffneten Schalter auf dem Zweig ig
wird der Lagrange-Multiplikator A;, zugeordnet. Bei nicht linear abhéngigen Schaltern

(SBE) _ _

verkorpert er gerade die tiber dem Schalter messbare Spannung V| = —\g, die quasi

eine Reaktion auf den von der Nullstrom-Quelle erzwungenen Nullstrom darstellt (vgl.
Abschnitt 2.3.4.3). Die generalisierten Reaktionsspannungen ergeben sich zu

R, = N A, g €Tlg. (5.56)

(Fiir geschlossene Schalter verschwinden die Reaktionsspannungen, d.h. \;, = 0 fiir alle
ig € I'sx.) Die Gleichungen (5.55) lauten schliefllich in expliziter Form

G+ Tuapd®@” + rund” + 10 = Q) + Mg A + N\ A%, (5.57)

(ip € Ty, ig € T'sp) oder in der zu (2.60) analogen Darstellung (jetzt ohne ,,sonstige Span-
nungsanteile)

LG + TG’ + @’ + D0 = Nig A + N A™S . (5.58)

Bei nicht strukturell singuldrer Matrix der generalisierten Induktivitdten [, lassen sich
damit analog zu (2.61) bei bekanntem Bewegungszustand (¢, ¢) des ES die zweiten zeitli-
chen Ableitungen der Maschenladungen ¢*(¢) und die Lagrange-Multiplikatoren fiir reale
und fiktive Stromquellen \;,(t), \ig(t) geméaf

l#l’qv B )‘ioAiOM - )‘isAiS# = —Twq" —cuwq” — @LO;
Ado — §(t), (5.59)
Ajsuijy - 0
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bestimmen. Wenn A%, und A%, jeweils vollen Rang aufweisen, ist die Koeffizienten-
matrix auf der linken Seite von (5.59) reguldr und folglich invertierbar. Fiir die realen
Stromquellen wurde Unabhéngigkeit vorausgesetzt, d.h., A™, ist stets von vollem Rang.
Fiir die Zweigstrome durch die im ES vorhandenen Schaltbauelemente ist eine lineare
Abhéngigkeit durchaus zugelassen. Das gilt zundchst auch fiir die Kantenmenge I'gq aller
in einem bestimmten Schaltzustand des ES getffneten Schalter. Falls allerdings tatséachlich
die Strome durch zwei oder mehr gedffnete Schalter linear abhéngig sind, existiert min-
destens ein Fundamentalschnitt S mit S C I'gg. Somit zerfillt die entsprechende Kompo-
nente eines solchen ES zwangsldufig in mindestens zwei Subkomponenten. Nun ist jedoch
eine Spannungsmessung zwischen zwei verschiedenen Komponenten eines ES physikalisch
nicht sinnvoll (eine Potenzialdifferenz zwischen galvanisch getrennten Knoten ist nicht
definiert). Deshalb sollen ES mit selbststeuernden, linear abhingigen I'so-Schaltern (d.h.
mit linear abhéngigen Schaltern, die alle gleichzeitig gedffnet sind) hier nicht zugelassen
werden. Fiir fremdgesteuerte Schalter ist eine lineare Abhéngigkeit weiterhin uneinge-
schrinkt moglich. Der im letzteren Fall auftretende Rangabfall in A’ ,, wird kompensiert
durch Wegfall einer entsprechenden Anzahl von generalisierten Koordinaten infolge des
Zerfalls der entsprechenden Netzwerkkomponente in mehrere Subkomponenten. Dadurch
wird in (5.59) die Anzahl der Gleichungen entsprechend verringert und die reduzierte
Koeffizientenmatrix ist schlieflich regular.

Falls in [, — bzw. in [,, und gleichzeitig in 7,, — strukturelle Rangabfille auftre-
ten, miissen die in Abschnitt 4.1.3.2 eingefiihrte Klasseneinteilung (4.11) fiir die Funda-
mentalkreise und die ebenfalls dort eingefiihrte Klasseneinteilung (4.13) fiir die (realen)
Stromquellen verwendet werden. Weiterhin wird fiir die Indexmenge der schalterbehafte-
ten Kanten des Netzwerkgraphen folgende Klasseneinteilung eingefiihrt

I's = TI'se UT'spUT'se, (5.60)
I's;, : Kanten, die ausschlieSlich mit induktorbehafteten Fundamental-
kreisen inzident sind,

['sgr : Kanten, die mit mindestens einem induktorfreien aber gleichzeitig
resistorbehafteten Fundamentalkreis inzident sind,

I'sc : Kanten, die mit mindestens einem induktor- und gleichzeitig resis-
torfreien Fundamentalkreis inzident sind.

Die Teilmengen sind paarweise disjunkt und es sei jsr, € I'sy, jsr € I'sg und jso € I'se.
Mit dieser Indizierung kann (4.15) um die Zwangsbedingungen infolge Schaltbauelemente
erweitert werden:

l#LVLqVL + T#LVRQVR + C#LchyC - )‘ioAiO#L - )‘iSAiS#L = _@#LO - fuLVquL - C#LVLquLR7
TMRVRQVR + CMRchVC - )‘ioAiOMR B )\iSAiSHR = _{)MRU o TMRVLQVL B CMRVLRQVLR’
Cuoved™® — AioAiOMc - )‘isAiSMc = —Uu0 = Cucvprd ™",
(5.61a)
AJor " §'r _ 5%01:’
AjORVRq'VR — (j%OR _ AjORuLQVL7 (5.61b)

j ve __ =JoC j v j v
AJocycq (o q{) _Ajocqu L _A]OCVRq R7



100 Kapitel 5. Analyse elektromechanischer Systeme bei variabler Struktur

JsL  sVL _

A qu - 07
JSR VR — JSR VL
A uRC] = —A vrd

Jjsc ve __ Fisc Jjsc v Jjsc VR
A€, 47 = q°C — A9, ¢ — AISC g,

(5.61c)

5.3.6.3 Schalter-Observable

Die Schalterobservablen fiir geschlossene Schalter sind die Zweigstréme ¢*s in den ent-
sprechenden Kanten ig. Diese ergeben sich nach der Maschentransformation (2.30) zu

q;is = A"Suq'“, 1s €lgy, pe Hs. (562)

In allen Hy- und Hpg-Fundamentalkreisen geméf (4.11) kénnen somit die Zweigstrome
durch geschlossene Schalter bei Losung von (5.61) mittels numerischer Integration leicht
berechnet werden. In Ho-Fundamentalkreisen werden bei geschlossenen Schaltern statt
der Zweigstrome die Stromvorzeichen aus Ladungsdifferenzen geméf (5.17) ermittelt und
als Schalter-Observable verwendet.

Fiir geoffnete Schalter sind die Schalter-Observablen die Zweigspannungen Vi(SSBE) der
entsprechenden Kanten ig. Die Maschenspannungen infolge von Schaltbauelementen sind
eine Linearkombination der Zweigspannungen iiber den getffneten Schaltern:

vPE) = Al VISPE) g e Tg, e Hs.

Deshalb gilt

) i SBE
RS — Ay A%, — —o{SEE) _ __gis 1/(5BP)
Wegen der im vorhergehenden Abschnitt postulierten Einschrinkung beziiglich der linea-
ren Abhéingigkeiten der Schaltbauelemente ist A, von vollem Rang und es gilt fiir die
Schalter-Zweigspannungen
V(SBE) _

18 - T g

(5.63)

5.3.6.4 Strukturauswahl mittels LCP

In diesem Abschnitt wird die Aufstellung des linearen Komplementaritdtsproblems bei
Modellierung mittels Nicht-Minimalkoordinaten erldautert. Ein solches LCP muss bei Exis-
tenz von selbststeuernden Schaltern zu jedem potenziellen Schaltzeitpunkt fiir alle zu
diesem Zeitpunkt schaltbaren Schalter generiert werden. Ein potenzieller Schaltzeitpunkt
liegt bei jedem Nulldurchgang einer Indikatorfunktion vor. Ob und welche Schalter ihren
aktuellen Schaltzustand wechseln, ergibt sich aus der Losung des LCP. Grundlegende In-
formationen zur Definition eines LCP und zu Existenz und Eindeutigkeit der LCP-Losung
sind im Anhang C enthalten.

Die Strukturauswahl erfolgt unter Beachtung der in Abschnitt 4.1.3.2 eingefiihrten
Zerlegung der Indexmengen der generalisierten Koordinaten H geméf (4.11), der strom-
quellenbehafteten Zweige I'y geméfl (4.13) und der schalterbehafteten Zweige I's geméifl
(5.60). Ausgangspunkt sind die Bewegungsgleichungen des CES (5.61a). Deren Auflésung
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nach den hochsten auftretenden Ableitungen ¢¥%, ¢“® bzw. nach den Maschenladungen
q"c liefert die Darstellung

Lipon @+ Thpn@”® + Cupre @ = Mg A%y = (Fupin @ + Cuprpn@”*®+  (5.64a)
+ B0 — AigA®p, )

Purond”™ + Cune @ = NigAun — (Punn @ + Cupornd”™+  (5.64b)
+ Do — NigA%n)

Cueved® = NigA e — (Cucvrnd”™ "+ (5.64c)

+ @MCO - )‘ioAiOMc) :

Wie bereits in Abschnitt 4.1.3.2 festgestellt, ist die Gesamtkoeffizientenmatrix der linken
Seite in (5.64) invertierbar. Mit

luzon) Tugon) (Cunve) \

(BWL) - (O) (TMRVR) (CHRVC)
©) 0 (cuore)

(Irene) (_lyLuLTHLVRTVRuR) (lyLuL(THLVRTVRuRCHRVC _Cuwc)cycuc)

o R GCD (S 5 (5.69
(0) (0) (creke)

(ZVLALL) (BVLNR) (BVLALC)

L ey (o)

(0) 0)  (e7ere)

und
(bVL) (fﬂLl’Lq:VL + CuLVLRqVLR + ?#LO - )‘ioA%O#L)
(byR) = _(BVM) (T#RVLqVL + CuRVLRqVLR + Uugo - )‘ioAm#R)
(") (Cucvind”™ + uco — Nig A e

kann (5.64) in der Form

— (lVLMLAiSML + BVLMRAiSMR + BVLHCAiSMC) )‘is + VL, (5.66&)

§’" = (rURERA'S, 4 BYRRCA'S | ) N 4 bR, (5.66b)

¢°c = chMcAiSMC)\iS + pre (5.660)
geschrieben werden. Wegen (5.60) gilt zundchst mit ig € I's, isy € I'sp, isr € [gr,
isc € I'sc

Ais/i)‘is = AiSLM)‘iSL + AiSRli)‘iSR + Aisc/ﬁ)‘isc’

woraus sich bei gleichzeitiger Beachtung von (4.11) ergibt

A?SHL )\iS = A%SLML AiSL + Ai,SRNL AiSR + AiSCuL Aisc’ ML € HL’
AI.SMR)\ZS - AI.SRMRA%'SR + AISCMR,Aisca pr € Hp, (5'67)
Azs#c)‘is - Alsc‘uc )‘isca He € HC'
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Weiterhin folgt mit der Klasseneinteilung (5.60) aus (2.30) (bzw. deren zeitlicher Ablei-
tung) und (2.31) fir alle schalterbehafteten Zweige

éjSL —  AJst " g'r,
éjSR _ AjSRVLq'VL _{_AJ'SRVRQ'VR’ (5.68)
q—jsc — AjchLqVL +AjscquVR _|_Ajscycql/c'

Mit (5.67) lésst sich (5.66) darstellen in der Form

qu — lVLMLAiSLHL)\iSL + (lVLMLAiSRuL + BVLMRAiSRMR) )\iSR +

4 (lVL#LAisc#L + BVL#RAiSCuR + BVL#CAiSC#C) Aisc +bL, (5.69&)
un — T”R#RAiSR#R)\iSR + (TVR#RAiSC#R + BVR#CAiSC#C) )‘isc + bl/R7 (5'69[))
O = ORCAlse N+ be. (5.69¢)

Ersetzen der Maschengrofien auf der linken Seite des Systems (5.69) durch die entspre-
chenden Zweiggroflen gemaf (5.68) ergibt

('jJSL — A]SL'VLZVL#LAlsL#'L)\iSL + |
_{_AJ‘SLVL (ZVLNLAZISRML + BVLHRAZ.SRMR) AiSR + |
_|_AJSLVL (lVL#LAlsc#L + BVLALRAISC#R + BVL#CATSC#C) )‘isc +
_|_AjSLyLbVL7
éjSR — AJ'SRVRTVRMRAiSRMR)\iSR_i_
_|_AjSRyR (TVR#RAiSCuR + BVR#CAiSC#C) )‘isc +
+AjSRVRbVR _i_AjSRVLqVL’
Cjjsc — AjscycchucAiscuc)\ _{_A]'scycbl/c +AjscquVR +AjSCVLqVL

isc

und mit entsprechend einzufithrenden Abkiirzungen folgt daraus schliefllich

Q*']'SL — [:jSLiSLAiSL + BjSLiSR)\iSR + BjSLiSC)\iSC + l;jSL’ (5‘7()&)
q;jSR — RjSRiSR)\iSR + BjSRisc)\iSC 4 bjSR7 (5.70b)
gise = (iscisey, y jsc. (5.70c)

In (5.70) sind alle L, R, C, B, b und zusitzlich wegen der algebraischen Gleichungen
(5.64c) noch die @3¢ aus dem Zustand des ES bekannt. Bei der Aufstellung eines LCP zu
einem potenziellen Schaltzeitpunkt ¢, muss in ['go-Schaltern das Vorzeichen des Zweigstro-
mes statt des Stromes selbst verwendet werden. Dieses Vorzeichen wird wieder iiber Dif-
ferenzbildung geméf (5.17) ermittelt. Aus (5.70) folgt dann (mit 7; = t5)

s = f/jSLiSL)\iSL + EJSLiSR)\iSR + -éjSLisc)\isc 4 [}jSL7 (5.71a)
éjSR — RjSRiSRAiSR + BjSRiscAisc + bjSR’ (5.71b)
qusc (Tz) — C’jscisc)\isc + pisc _ qjsc(n_l). (5.710)

Die Indexmenge aller zu einem potenziellen Schaltzeitpunkt ¢ schaltbaren Schalter sei
I'%(ts). Dann gilt T'%(ts) C I's. Zu einem potenziellen Schaltzeitpunkt muss die Menge
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I'%(ts) unter Beachtung der Indexmengen-Zerlegung (4.11) ermittelt werden. Sie setzt
sich zundchst aus allen Schaltbauelementen auf I's;-Kanten mit ¢/st = 0 (Stetigkeits-
bedingung) und allen Schaltern auf I'sg-Kanten zusammen. Weiterhin gehoren formal
alle Schalter auf I'gso-Kanten dazu. Das bedeutet gleichzeitig, dass alle nicht schaltba-
ren Schaltbauelemente auf ' -Kanten liegen. Fiir diese Schalter verschwinden somit
stets die Zweigspannungen und deshalb auch alle entsprechenden zweigbezogenen Re-
aktionsspannungen (Vi(SSBE) = —\ig =0 fiir alle ig € I's \ I'Y(¢5)). Falls in einem Hge-
Fundamentalkreis nur ein selbststeuernder Schalter existiert, so ist dessen neuer Schaltzu-
stand bereits aus dem Systemzustand heraus festgelegt. Bei Hinzunahme dieses Schalters
bei der LCP-Aufstellung wird der schon bekannte Schaltzustand eben noch einmal ermit-
telt. Bei mehreren selbststeuernden Schaltern in einem Hgo-Fundamentalkreis ist deren

Beriicksichtigung bei Aufstellung des LCP unumgénglich. Mit

, (@) (Xis.)
ge=1 @) ). As=| (M)
(Ag’s9) (Aise)
und
( zjsm'u> Bisvisr ) ( Bistisc bist
Bisis — (0) Risrisr Bisrisc 7 bis — bisr
(0) (0) (Viscisc bisc

liefert somit (5.71) zusammen mit den komplementidren Bedingungen der jeweiligen
Schaltbauelemente (z.B. geméafi (5.19), (5.21) und (5.23) bei Dioden) fiir alle schaltba-
ren Schalter

§'s = Bisis \;, + b's (5.72)
mit
g5>0,  Ng=0,  gFNg=0(E), Js €Tt (5.73)

Die Gleichungen (5.72) und die Bedingungen (5.73) stellen ein LCP mit den komple-
mentiren Variablen gs und );, dar. Wegen der getroffenen Voraussetzungen sind [V+Z
rvEkE und ¢¥et¢ in (5.65) positiv definit. Falls die Zweigstrome durch die schaltbaren
Schalter nicht linear abhingig sind, ist A%s,, js € I's, v € Hg, von vollem Rang (und
somit auch die entsprechenden Submatrizen in (5.67) und (5.68)). Dann sind L/stist,
Risrisk und CUscise in (5.70) ebenfalls positiv definit, somit auch die Matrix B7s% und
das LCP besitzt genau eine Losung. Falls A%, nicht vollen Rang hat, tritt in B7sis ein
Rangabfall auf. Die Losung des entsprechenden LCP ist dann, wenn sie existiert, ein-
deutig beziiglich g’s nicht aber beziiglich \;,. In beiden Fillen bestimmt eine Losung des
LCP die neue kinematische Struktur (den neuen Schaltzustand) des ES ab dem Zeitpunkt
ts + 0. Die Indexmenge aller Schaltbauelemente I's wird geméafl den Zuléssigkeitskriterien
(z.B. (5.20), (5.22) und (5.24) fiir Dioden) neu zerlegt in die der geschlossenen Schalter
(Tsx (ts+0)) und die der gedffneten (I'so(ts+0)). Falls die LCP-Losung fiir ein Schaltbau-
element g/s = \;, = 0 liefert, sind fiir diesen Schalter beide Teilmengen gleichberechtigt
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und es kann zum Zeitpunkt ¢, nicht entschieden werden, ob der Schaltzustand gewechselt
wird oder nicht. In diesem Fall kann die numerische Integration zundchst mit dem noch
aktuellen Schaltzustand weitergefiihrt werden. Allerdings muss zum endgiiltigen Auffin-
den der neuen Struktur zum n#chstmoglichen Zeitpunkt ¢, + At wiederum ein LCP fiir
alle Schalter, die zum Zeitpunkt ¢4 schaltbar waren (und somit Elemente der Indexmenge
I'%(ts) waren), aufgestellt und gelost werden. Die zu beobachtenden Indikatorfunktionen
ergeben sich aus der neuen Struktur in Abhéngigkeit der vorhandenen Schaltbauelemen-
te. Fiir I'g;- und I'gp-Schalter errechnen sich die Schalter-Stromobservablen aus den Ma-
schenstromen geméaf (5.62). Fiir I'go-Schalter lassen sich die Schalter-Stromvorzeichen
(als ,,Strom“-Observable) aus der Differenzbildung gemé8 (5.17) ermitteln. Die Schalter-
Spannungsobservablen schliefllich ergeben sich fiir alle Schalterklassen aus den Reaktions-
spannungen geméf (5.63).

5.3.6.5 Spezialfille

Regulire Induktormatrix

Die Matrix der Zweiginduktivitdten L;; sei regulér. Dann ist [,, ebenfalls reguldr und
sogar positiv definit. In (4.11) gilt dann Hg = He = () und somit {u} = {ur}. Weiterhin
gllt in (413) FOR = FOC = Q) und in (560) FSR = FSC = Q) (und damit {Zs} = {ZSL}) Die
Gleichungen (5.61) reduzieren sich auf (5.59) und (5.64) wird zu

L@ = XNig Ay — (Fud” + cuwd” + D0 — NigA,) .
Mit Lisis = Ads "t A%, sowie b = —ATS 1M (P + CwG® + Buo — NigA™,,) (I jeweils
gemiB 1" = 67) lautet das LCP (5.72, 5.73) schliefilich

§5 = LN + 15, §5, 05 >0, @5, =0 (%),

Keine Induktoren, regulire Resistormatrix

Im Fall der vollstindigen Abwesenheit von Induktoren gilt in (4.11) Hy = (). Weiterhin
sei r,, reguldr und positiv definit. Dann ist Ho = 0 und {u} = {ug}. Die Gleichungen
(5.61) reduzieren sich auf

Tuuqy - )\ioAiou - )\isAiSu = _C;wqy - ZA}/LO’
Ajqulf = ééoa
A% ¥ - 0

und (5.64) wird zu
Pund” = Nig A" — (Cud” + B0 — NigA™,) -

Mit RIsis = AJs,pvr Als | sowie b5 = — AI9 ¥ (¢,,q” + D0 — Aig A ,,) (17 jeweils gemiB
ruwr”? = 0y) lautet das LCP (5.72, 5.73) schliellich

q;jS - stis)\is + 6jS7 q;js7 )\JS 2 07 q_jS )\]S = O (Z)
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5.4 Strukturvariabilitit bei EMS

Nachdem die Behandlung von Strukturvariabilitdt mittels unilateraler Bindungen fiir
MKS fiir wichtige Félle kurz wiederholt und fiir ES ausfiihrlich dargestellt wurde,
sind alle notwendigen Methoden und Verfahren zur Beschreibung von strukturvariablen
EMS bereitgestellt. Im Unterschied zu den Ausfithrungen der Abschnitte 5.2 und 5.3
miissen bei EMS die kompletten Bewegungsgleichungen inklusive aller elektromechani-
schen Wechselwirkungen zur Betrachtung herangezogen werden. Im Weiteren sollen so-
wohl ,,doménenspezifische” als auch ,,doméneniibergreifende“ Schaltphédnomene zugelas-
sen werden. Doménenspezifische unstetige Vorgénge sind durch physikalische Grofien einer
Doméne charakterisiert. Der Begriff doméneniibergreifend bedeutet bei EMS, dass eine
Beschreibung die Verwendung von mechanischen und elektrischen Groflen erfordert. Ins-
gesamt sind somit drei Systemklassen denkbar:

e EMS mit Strukturvariabilitdt im mechanischen Teilsystem (MTS),
e EMS mit Strukturvariabilitdt im elektrischen Teilsystem (ETS),
e EMS mit Strukturvariabilitdt in beiden Teilsystemen.

Die erste Klasse léasst sich mit den Methoden aus Abschnitt 5.2 behandeln. Eine unilate-
rale Bindung wird durch zwei mechanische Groéfien beschrieben. Als Indikatorfunktionen
dienen ebenfalls zwei physikalische Groflen des MTS. Fiir die Aufstellung des LCP sind
die Bewegungsgleichungen des ETS infolge der rein mechanischen Zwangsbedingungen
nicht von Interesse. In den MTS-Bewegungsgleichungen geméf (5.5) bzw. (5.11) (und
damit spéter in den wk) treten zusitzlich generalisierte Krifte elektrischen Ursprungs
auf. Diese sind aber trotz einer eventuell notwendigen Zerlegung der Fundamentalkreis-
Indexmengen geméf (4.5) oder (4.11) aus dem Zustand des ETS bekannt (siche (4.2)).
Auf die aus den Bindungen abgeleiteten Relativbeschleunigungen in Normalenrichtung
(5.4) bzw. (5.10) hat das ETS keinen Einfluss. Deshalb sind (5.6) mit (5.2) bzw. (5.13)
mit (5.9) auch hier jeweils LCP mit den (mechanischen) komplementéren Variablen als
einzig unbekannte Groflen.

Fiir die zweite Klasse sind die erforderlichen Methoden in Abschnitt 5.3 bereitge-
stellt. Die Beschreibung einer unilateralen Bindung erfolgt durch zwei elektrische Groflen.
Als Indikatorfunktionen werden ebenfalls zwei physikalische Groflen des ETS verwendet.
Die MTS-Bewegungsgleichungen (d.h. deren Struktur, mechanische Konstitutivparame-
ter) spielen bei der Aufstellung des LCP keine Rolle. Allerdings geht der aktuelle Zustand
des MTS in die ETS-Bewegungsgleichungen ein (vgl. Kapitel 3). Deshalb sind in (5.48)
die Objekte B7s's und &S bzw. in (5.72) die Objekte Bisis und s vom Zustand des
Gesamt-EMS abhéngig. Bei Losung der EMS-Bewegungsgleichungen iiber numerische In-
tegration ist dieser zu jedem Zeitpunkt bekannt. Beide Formulierungen (d.h. (5.48) mit
(5.49) bzw. (5.72) mit (5.73)) bilden deshalb jeweils LCP mit (jetzt elektrischen) kom-
plementédren Variablen als einzig unbekannte Gréflen. Die in Abschnitt 5.3 getroffenen
Feststellungen zur Losbarkeit sind dadurch nicht betroffen. Zwei Anwendungsbeispiele
zum Thema Strukturvariabilitdt im ETS finden sich im Abschnitt 7.1.

In der dritten Klasse treten unstetige Vorgédnge sowohl im MTS als auch im ETS auf.
Diese kénnen unabhéngig voneinander sein oder auch in direktem Zusammenhang mit-
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einander stehen z.B. dann, wenn ein mechanischer Kontakt gleichzeitig einen elektrischen
Kontakt auslost (fremdgesteuerter elektrischer Schalter). Letztere Phanomene kénnen al-
lerdings durch jeweils (mindestens) eine unilaterale Bindung im MTS und im ETS be-
schrieben werden. Damit entstammen beide Groflen eines Paares komplementérer Varia-
blen stets derselben Doméne. Die Gesamtheit aller Bindungsgleichungen zerfdllt in rein
mechanische und rein elektrische. Damit ist die dritte Klasse unstetiger Vorgénge durch
eine Kombination der Methoden aus den Abschnitten 5.2 und 5.3 behandelbar. Infol-
ge der auftretenden Wechselwirkungen kann allerdings jede Anderung der MTS-Struktur
oder des ETS-Schaltzustandes auch eine ,,doméneniibergreifende Wirkung haben. Diese
kann zeitlich verzogert oder auch sofort (d.h. zeitgleich mit dem urspriinglichen unste-
tigen Vorgang) eintreten. Deshalb muss bei einem potenziellem Schaltzeitpunkt ¢4 stets
ein gemeinsames LCP des Gesamt-EMS aufgestellt werden. Dabei ist es unerheblich, ob
eine Verletzung der Zustandsbedingungen durch eine mechanische oder eine elektrische
Indikatorfunktion detektiert wurde. Dieses LCP enthélt die komplementéren Variablen al-
ler zum Zeitpunkt ¢4 schaltbaren (mechanischen und elektrischen) Schaltphdnomene. Ein
Anwendungsbeispiel zum Thema Strukturvariabilitdt in EMS (in beiden Teilsystemen)
findet sich im Abschnitt 7.3.2.



Kapitel 6

Inverse Problemstellungen

6.1 Einleitung

Nach der Vorstellung der Modellierung und verschiedener Methoden zur Analyse von
mechatronischen Systemen werden nun einige Aspekte der Synthese (d.h. des Entwurfs)
solcher Systeme betrachtet. Das Hauptaugenmerk liegt dabei wieder auf der einheitlichen
mathematischen Modellierung elektromechanischer Systeme und den sich daraus erge-
benden Moglichkeiten beziiglich einer Synthese. Die bei der Konzeption der Struktur, der
Parameter und des dynamischen Verhaltens von EMS hauptséchlich zu bearbeitenden
Aufgabenstellungen werden deshalb als inverse Probleme verstanden.

6.1.1 Begriffe

Die folgenden Ausfithrungen zur Synthese von EMS stiitzen sich im Wesentlichen auf
Begriffe aus der analytischen Mechanik. Deshalb werden hier einige Begriffe wiederholt
bzw. neu eingefiihrt.

Die Begriffe Topologie und Kinematik (und damit die Struktur) eines EMS — bzw.
seiner beiden Teilsysteme MTS und ETS — wurden in den Kapiteln 2 und 3 ausfiihr-
lich erldutert. Alle anderen Eigenschaften des MTS (z.B. geometrische Abmessungen der
Korper, verwendete Materialien, Dampfungseffekte, Kennlinien der Kraftkoppelelemen-
te) werden als dessen konstitutive Parameter bezeichnet. Die konstitutiven Parameter des
ETS sind die Eigenschaften und Parameter der elektrischen Bauelemente, die sich letztlich
ebenfalls aus geometrischen Abmessungen und Materialeigenschaften ergeben. Struktur
und Konstitutivparameter zusammen werden Layout eines EMS genannt. Sie bestimmen
eine gewisse Auslegung (eine Instanz) eines solchen Systems. Damit gehoren zum Layout
eines EMS die Gesamtheit aller topologischen, kinematischen und konstitutiven Parame-
ter seiner beiden Teilsysteme.

Die aus der klassischen Mechanik bekannte inverse Aufgabe der Dynamik, d.h. die
Berechnung eingeprigter Kréfte bei bekanntem Bewegungsgesetz und fester Struktur,
wird kurz mit inverser Dynamik bezeichnet. Im Fall elektromechanischer Systeme handelt
es sich dabei um die Ermittlung von eingepriagten Kriften/Momenten bzw. elektrischen
Spannungen, unter deren Einfluss mechanische und elektrische Koordinaten eine vorge-
gebene Zeitgeschichte durchlaufen. Die inverse Dynamik ist eine wichtige Teilaufgabe der
weit umfangreicheren Klasse der inversen Problemstellungen der Dynamik. Unter inver-
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sen Problemstellungen wird die Wahl eines bestimmten Layouts (oder einer Teilmenge
der Layout-Parameter) zur Erfiilllung bestimmter Systemeigenschaften verstanden. Ge-
sucht sind somit Konfigurationen eines Systems derart, dass dessen Bewegungsgleichun-
gen Losungen mit bestimmten qualitativen und/oder quantitativen Eigenschaften zulassen
(Systemsynthese). Diese Aufgaben lassen sich in drei Kategorien einteilen:

e Entwurf einer Struktur (Topologie und Kinematik),
e Bestimmung der Konstitutivparameter,
e Steuerung des EMS.

Der Strukturentwurf soll in dieser Arbeit nicht nédher betrachtet werden. Im folgenden
Kapitel werden lediglich einige grundsétzliche Gedanken geduflert, die die Einordnung
der nachfolgend aufgefiithrten Methoden erleichtern. Diese Methoden gehen von einer fest
gegebenen (oder per Entwurf gefundenen) Struktur aus und gehoren zur zweiten bzw.
dritten Kategorie. Sie werden in den Kapiteln 6.2 und 6.3 behandelt.

6.1.2 Strukturentwurf

Der Strukturentwurf kann als inverse Problemstellung bei variabler Struktur aufgefasst
werden. Solche Fragestellungen treten auf, wenn verschiedene Optionen beziiglich Topo-
logie und/oder Kinematik eines Systems untersucht werden sollen, um das finale Layout
optimal zu gestalten. Ein solches Vorgehen soll hier unter Topologiesynthese bzw. Kinema-
tiksynthese verstanden werden. Demgegeniiber wird in der Literatur unter Topologie- oder
Strukturoptimierung die FEM-gestiitzte Berechnung der Form eines starren oder elasti-
schen Korpers zur Minimierung der mechanischen Spannungen innerhalb des Korpers
verstanden, und mit Optimierung der Kinematik (manchmal auch als Kinematiksynthese
bezeichnet!) ist oft nichts anderes als die Optimierung von geometrischen Parametern zur
Realisierung bestimmter statischer Eigenschaften gemeint. Beide Aufgaben gehéren nach
der in dieser Arbeit bevorzugten Begriffswelt zum Entwurf bei gegebener Struktur (siehe
Abschnitt 6.2).

Die Veranschaulichung der Struktur eines EMS erfolgt zweckméBigerweise mittels zwei-
er reprisentierender Graphen (jeweils fiir MTS und ETS). Ein Graph Z, der ein MTS mit
K Korpern (inklusive Fundament) repréisentiert, besteht dabei aus ebenfalls K Knoten.
Jedes zwischen zwei Korpern existierende Gelenk wird durch eine entsprechende Kante
dargestellt (Anzahl sei g). Unter der Voraussetzung, dass die Bindungen der Gelenke un-
abhéngig voneinander sind (Jacobi-Matrix habe vollen Rang) und redundante Bewegun-
gen ausgeschlossen werden, ergibt sich der Freiheitsgrad des MTS nach der so genannten
Griibler-Formel

g g
Fre=n=06(K—1)=> (6= f;)=6(K—g—1)+>_f;
j=1 j=1

wobei mit f; der Gelenkfreiheitsgrad des j-ten Gelenks bezeichnet wird. Mit der Summe
aller Gelenkfreiheitsgrade F, und der Anzahl der unabhéngigen kinematischen Schleifen L
(esgilt L =g — K + 1) wird dann n = F,; — 6L. Ein Graph I, der ein ETS mit B Zweigen,
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N Potenzialknoten und p Komponenten reprisentiert, besteht aus B Kanten, N Knoten
und p Komponenten. Er besitzt [ = B — N + p voneinander unabhéngige Kreise. Mit der
Anzahl S der im ETS existierenden Stromquellen ergibt sich der Quasifreiheitsgrad des
ETS zu

Fy=m=1-S=B—N+p—S5.

Die (abstrakte) Synthese der Topologie und Kinematik wurde in der Literatur bis-
her nur selten untersucht. Anfénge fiir mechanische Systeme (z.B. in der Mechanismen-
theorie) sind etwa in [150, 151, 236, 244] zu finden. Sie behandeln GesetzméBigkeiten
und Darstellungsmoglichkeiten bei variabler Struktur. Ausgehend von wenigen Vorgaben
(z.B. Freiheitsgrad und Anzahl der kinematischen Schleifen) werden unter Nutzung von
Werkzeugen der Graphentheorie (vollstdndige Aufzéhlung unter gewissen Bedingungen,
Isomorphiebetrachtungen) alle denkbaren Strukturen bestimmt, um eine systematische
Vorgehensweise beim Mechanismendesign zu ermoglichen (siehe auch [23, 49, 187, 232]).
Eine Anwendung solcher Algorithmen zunéchst auf elektrische und dann auf elektrome-
chanische Systeme erscheint denkbar, soll aber in der vorliegenden Arbeit nicht untersucht
werden.

6.2 Nichtlineare Optimierung

In diesem Abschnitt werden inverse Problemstellungen unter der Voraussetzung einer fes-
ten Struktur betrachtet. Feste Struktur bedeutet dabei, dass Topologie und Kinematik
sowohl des MTS und als auch des ETS gegeben sind und nicht mehr verdndert werden
sollen. Fiir das finale Layout sind somit noch die Konstitutivparameter des Systems zu
bestimmen. Meistens handelt es sich dabei um einen gewissen Teil der geometrischen
und materialtechnischen Eigenschaften. Theoretisch kénnen aber auch sdmtliche Kon-
stitutivparameter noch unbekannt sein. Solche Problemstellungen fithren auf die (evtl.
mehrkriterielle) nichtlineare Parameteroptimierung als ein Entwurfswerkzeug.

Ziel einer Parameteroptimierung ist die optimale Anpassung der geometrischen
und/oder Materialparameter an statische und/oder dynamische Eigenschaften des Ge-
samtsystems. Die vorzugebenden Systemeigenschaften werden iiblicherweise entweder als
zu minimierende (zeitunabhéngige) Zielfunktionen

J(ry) — min

(ry — statische und dynamische Kennwerte) oder als zu minimierende (von der System-
dynamik anhéingige) Zielfunktionale (z.B. Integralkriterien)

JG*(t),q"(t),q"(t), rx] — min

formuliert. Dabei miissen die Optimierungsvariablen, d.h. die zu bestimmenden geometri-
schen und/oder konstitutiven Systemparameter s,, p = 1,..., P, nicht unbedingt explizit
im Zielfunktional auftreten. Sie konnen ebenso implizit enthalten sein (z.B. ¢* = ¢%(s,, ),
i = 1,(sp, t)). Eventuell zu beachtende Einschrankungen (z.B. erlaubter Arbeitsbereich,
zuldssige Konstruktionsparameter, maximale Kriifte oder Strome) konnen als Gleichungs-
und/oder Ungleichungsnebenbedingungen (GNB, UNB) in die Optimierung einflieBen. Die
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Parameteroptimierung selbst wird dann je nach Optimierungskriterium mit der entspre-
chenden Simulationsaufgabe (vgl. Kapitel 4) gekoppelt. Das heifit, im Entwurfswerkzeug
wird wahrend der Parameteroptimierung fiir jede notwendige Berechnung des Zielfunktio-
nals ein Simulationslauf (entweder die numerische Integration der Bewegungsgleichungen,
die Ermittlung eines statischen Gleichgewichtszustandes oder die Modalanalyse der linea-
risierten Gleichungen) gestartet und aufgrund des ermittelten Wertes des Zielfunktionals
mit Hilfe der zugrunde liegenden Optimierungsstrategie der néchste Satz der Optimie-
rungsvariablen gewahlt. Der Iterationszyklus wird solange durchgefiihrt, bis das Zielfunk-
tional ein lokales Minimum erreicht. Durch die Behandlung des EMS als ein einheitliches
System (siehe Kapitel 3 und 4) wird stets der Einfluss der Optimierungsparameter auf
beide Teilsysteme beriicksichtigt. Damit werden automatisch alle Probleme ausgeschaltet,
die durch eine (sonst iibliche) iterative Optimierung der separierten Teilsysteme entstehen.

Eine sichere Methode, das iiblicherweise interessierende globale Minimum zu errei-
chen, existiert bekanntermaflen nicht. Algorithmen, die das globale Minimum mit grofler
Wahrscheinlichkeit treffen (Evolutionsstrategien, Simulated Annealing), benétigen eine
drastisch hohere Anzahl von Zielfunktionalberechnungen als klassische Optimierungsver-
fahren. Deshalb sind solche Strategien fiir eine Parameteroptimierung auf der Basis der
numerischen Integration oder der Gleichgewichtsermittlung nur schwer einsetzbar. Sie
sind allerdings denkbar, falls die Zielfunktionalberechnung mittels Modalanalyse erfolgt,
weil diese im Allgemeinen deutlich weniger Zeit benétigt als die anderen Simulationsauf-
gaben. Welches lokale Minimum von dem Optimierungsalgorithmus gefunden wird, hingt
in starkem Mafle von der Anfangskonfiguration der Optimierungsvariablen ab. Durch ge-
eignete Wahl dieser Initialisierung ,,in der Ndhe* des vermuteten globalen Minimums kann
somit ein gewisser Einfluss auf das Optimierungsergebnis ausgeiibt werden. Dazu ist aller-
dings entweder a priori-Wissen iiber das Verhalten des untersuchten Systems notig, oder
es werden vor der eigentlichen Optimierung Parametervariationen durchgefiihrt, die den
zuldssigen Bereich rasterartig abtasten und somit eine grobe Vorstellung vom Zielfunk-
tionalgebirge vermitteln.

In der Literatur ist eine Vielzahl von Optimierungsmethoden zu finden. Sie kénnen
nach verschiedenen Merkmalen klassifiziert werden, z.B.

e nach der Art der Anwendung in statische, dynamische und stochastische Verfahren,

e nach der Anzahl der Zielfunktionale (oder Zielfunktionen) in einkriterielle und mul-
tikriterielle Methoden,

e nach der Anzahl der Optimierungsparameter in eindimensionale und mehrdimen-
sionale Suchstrategien,

e oder nach der Moglichkeit der Vorgabe von GNB und/oder UNB.

Fiir Optimierung von Konstitutivparametern sind vor allem statische Verfahren von Be-
deutung. Ob ein- oder multikriterielle bzw. ein- oder mehrdimensionale Methoden zum
Einsatz kommen, héngt von der konkreten Problemstellung ab. Wichtig ist allerdings,
dass GNB und UNB vorgegeben werden kénnen, weil beim Systementwurf oft gewisse Be-
schrankungen von geometrischen Parametern oder Materialeigenschaften beachtet werden
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miissen. Weiterhin kénnen bei ungiinstigen Parameterkonstellationen extrem lange Simu-
lationszeiten oder gar unsinnige Ergebnisse auftreten. Deshalb fiihrt in manchen Féllen
das oft verwendete Verfahren der GNB- und UNB-Formulierung mittels Straffunktionen
zu einem ungiinstigen Konvergenzverhalten.

Auf die einzelnen Methoden soll hier nicht eingegangen werden. Sie werden in der
Literatur ausfiihrlich besprochen (z.B. [51, 173, 217]). Fiir die Behandlung der in der vor-
liegenden Arbeit angefiihrten Testbeispiele (siehe Abschnitt 7.3.3) wurden ein Gradienten-
und ein Variable-Metrik-Verfahren implementiert. Letzteres basiert auf der Approxima-
tion der inversen Hesse-Matrix nach Davidon, Fletcher und Powell [52]. Zur Minimie-
rung entlang der jeweiligen Suchrichtung (eindimensionale Minimumsuche) kommt der
bekannte Algorithmus des Goldenen Schnittes zum Einsatz. Beide Verfahren der mehr-
dimensionalen Suche erlauben allerdings keine direkte Formulierung von beliebigen GNB
oder UNB. Deshalb erfolgte die Beriicksichtigung von Nebenbedingungen iiber die For-
mulierung von Straffunktionen. Diese Methode hat den Vorteil, dass der Startvektor nicht
notwendigerweise im zuldssigen Bereich liegen muss. Alternative Moglichkeiten wéren ei-
nerseits eine Formulierung der Optimalitdtsbedingung durch Erweiterung des Zielfunktio-
nals mit Lagrange-Multiplikatoren fiir die GNB und mit Kuhn-Tucker-Multiplikatoren fiir
die UNB (z.B. in [173]) oder andererseits die Verwendung eines gedampften Gaufl-Newton-
Verfahrens (z.B. in [217]). Diese Methoden wurden allerdings nicht nidher untersucht.

6.3 Nichtlineare dynamische Steuerung

In diesem Abschnitt wird die Thematik der inversen Problemstellungen bei festem Layout
(d.h. bei vollstéindig vorgegebenem System) behandelt. Hier werden neben der Struktur
auch die Konstitutivparameter (mit Ausnahme gewisser eingeprigter Krifte/Momente
und elektrischer Spannungen) als fixe Vorgaben betrachtet. Diese Herangehensweise fiihrt
auf Fragen der geeigneten Ansteuerung des Gesamtsystems zur Einhaltung gewisser Vor-
gaben fiir dessen Bewegung. Dabei kommen im Allgemeinen sowohl Vorgaben fiir die
zeitliche Abfolge von mechanischen und/oder elektrischen Koordinaten als auch gewisse
Abhéngigkeiten der Koordinaten untereinander in Betracht. In der vorliegenden Arbeit
werden nur solche Vorgaben zugelassen, die sich als explizit zeitabhédngige Sollwerte fiir
die generalisierten Koordinaten darstellen lassen. Die Ansteuerung des Systems erfolgt
unter Verwendung einer Lyapunov-stabilen Regelstrategie.

6.3.1 Bewegungsgleichungen

Die hier dargestellte Vorgehensweise fiir eine nichtlineare dynamische Steuerung von EMS
baut auf einer z.B. in [136, 138, 140, 141, 160] vorgestellten Methode fiir MKS auf.
Diese ist nur fiir Systeme ohne zuséitzliche Bindungen geeignet. Deshalb wird im Fol-
genden fiir das ETS die Formulierung in Minimalkoordinaten verwendet. Da das MTS
ebenfalls keine zusétzlichen Zwangsbedingungen aufweisen darf, muss es entweder eine
Baumstruktur besitzen oder alle kinematischen Schleifen miissen bei der Aufstellung der
MTS-Bewegungsgleichungen eliminierbar sein. Falls doch nicht eliminierbare Zwangsbe-
dingungen auftreten, kann eine Regelstrategie eingesetzt werden, die der hier vorgestellten
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ghnlich ist. Diese soll allerdings in der vorliegenden Arbeit nicht ndher betrachtet werden.
Fiir MKS wurde ein solcher Regler z.B. in [90, 139, 160] angegeben.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer Lyapunov-stabilen nichtlinearen dynamischen
Steuerung ist das mathematische Modell {A,D,Qgs)} eines EMS. Die ,,sonstigen“ ver-
allgemeinerten Kréfte Q((IS) kénnen ohne Einschrankung fiir die weitere Vorgehenswei-
se auf den rechten Seiten der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen zugelassen wer-
den. Weiterhin werden wieder die im Kapitel 3 eingefithrten Indexbezeichnungen fiir
bestimmte Indexmengen verwendet: k, A\, 0,0 € J; 1,5 € I'; p,v,w € H*; a,b,c € JU H*,
a,3,v € JUH*U{0} (¢° =t). Die Bewegungsgleichungen (3.24) lauten dann

9ab (@7, 1)@ + Tapy (65, 1)3°4" + sa5(q7, 1)d” = QL (4, ¢, t)

bzw. mit der Abkiirzung Qa = Q((IS) — Sapq’

gabqb + Faﬁ'yqﬁqﬁy = Qa' (61)

Die in [138], [140], [141] fir MKS vorausgesetzte Nichtexistenz rheonomer Zwangsbe-
dingungen wird hier fiir das Gesamt-EMS fallen gelassen. Somit sind fiir die kinetische
Energie des MTS auch nicht quadratische Terme (d.h. Linear- und Absolutterme) in den
generalisierten Geschwindigkeiten zugelassen und im ETS diirfen auch Stromquellen auf-
treten. Aus (6.1) folgt dann wegen g, = gir @ gy sowie Iy, = Tpr =0, Iy, = 0 und
F/u/w =0 (Hllt FM)\W == FM‘UA)

gn)\ij/\ + FHAQQ'AQ'Q + Fnququ + 2Fnb0qb + FHOO == C?m (62&)
9w’ + 20w @ ¢ + 20 0G" + Tuoo = Qu (6.2b)

Aus diesen Gleichungen lassen sich durch Ersetzen von I'y,,, und I';,),, gemé$ (3.26) (sowie
bei verschwindenden ,sonstigen® verallgemeinerten Kriiften) die in (3.27) dargestellten
Lagrange’schen Gleichungen des EMS folgern. Im Weiteren wird allerdings die kiirzere
Schreibweise nach (6.2) verwendet. Fiir das ETS kommt die Formulierung in Minimalko-
ordinaten zur Anwendung.

6.3.2 Voronetz-Gleichungen

Bei Betrachtung der inversen Dynamik von EMS kénnen Sollvorgaben sowohl fiir mecha-
nische als auch fiir elektrische Koordinaten vorliegen. Dann sind verallgemeinerte Kréfte
(d.h. mechanische Gelenkkréfte und -momente sowie elektrische Maschenspannungen) zu
errechnen, die die tatséchliche Bewegung des représentierenden Punktes ¢ = (¢%) im Kon-
figurationenraum R"*™ des EMS auf einem durch gewisse vorgegebene Bedingungen fest-
gelegten Unterraum steuern.

Sei J; die Indexmenge derjenigen generalisierten mechanischen Koordinaten, mit de-
ren Hilfe eine rheonome Untermannigfaltigkeit definiert wird, auf der sich das EMS durch
dynamische Steuerung aufhalten soll. Sei analog Hi die Indexmenge derjenigen genera-
lisierten elektrischen Koordinaten, die dynamisch gesteuert werden sollen. Weiterhin sei
ny = |Ji| (n1 <n) und my := |Hf| (my; < m). Dann gilt J; C J und Hy C H*. Der Un-
terraum des R™™ sei definiert durch

[ =q" —q'(t) =0, a; € Jy U HY. (6.3)
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Dabei ist q3'(t) der Sollzeitverlauf der generalisierten Koordinate ¢*'. Die Gleichungen
(6.3) stellen somit lineare entkoppelte rheonome Gleichungen dar. Mit ny :=n —ny und
mgy :=m — my definiert (6.3) eine (ny + ms)-dimensionale Untermannigfaltigkeit R"2*™2
des EMS-Konfigurationenraumes. Sei J, = J \ J; und Hy = H* \ H{. Im Weiteren deutet
der Subindex 1 stets auf eine dynamisch zu steuernde generalisierte Koordinate und der
Subindex 2 steht fiir eine generalisierte Koordinate, die durch die Steuerung nicht beein-
flusst werden soll (gelegentlich auch verkiirzend unabhéngige Koordinate genannt). Seien
Ry = Moy [, [%q = 0,f™, die zusétzlichen verallgemeinerten Kréfte/Spannungen, die
als Reaktionen auf die Bindungen (6.3) auftreten. Dann gilt R,, = 0 und die Bewegungs-
gleichungen (6.1) zerfallen in zwei Teilsysteme

galbqb + Fmﬁ’yq‘ﬁqﬂy = Qa1 + Rap
gagbijb + FagﬁvqﬂqV - Qag'

Umgekehrt konnen die R,, auch als Steuerkrifte fiir das EMS aufgefasst werden derart,
dass sich das EMS auf dem durch (6.3) definierten Unterraum aufhalten soll. Die Zerlegung
in dynamisch zu steuernde und unabhéngige Koordinaten ergibt fiir (6.2a) und (6.2b)

Grnd® + Trnno@d® + Tippw@”d” + 20 006" + Tosoo = Quy + Ry, (6.4a)
GranG + Trpng@6° + Tyuw@”d” + 2000@" + Tigoo = Qry (6.4b)
Gunv@” + 200006 + 20000 + Tooo = Quuy + Ry (6.4c)
Guard” + 2T 30000 + 2T 000" + oo = Q- (6.4d)

Hier sind R,, zusitzliche generalisierte mechanische Kréfte, die genau in den Gelenken
der dynamisch zu steuernden mechanischen Koordinaten ¢"' eingeprigt werden. Analog
bezeichnen R, zusétzliche generalisierte elektrische Spannungen (Maschenspannungen),
die genau in den Fundamentalkreisen der dynamisch zu steuernden elektrischen Koordi-
naten ¢"' eingespeist werden. Bei einer kinematischen Steuerung des Gesamt-EMS geméif3
(6.3) sind die R,, gerade die verallgemeinerten Reaktionen. Sie konnen deshalb aus (6.4)
ermittelt werden. Dazu werden gleichzeitig fiir alle in J; enthaltenen generalisierten me-
chanischen Koordinaten die Zeitverldufe gemés ¢"' = ¢;* (¢) und fiir alle in H} enthaltenen
generalisierten elektrischen Koordinaten die Zeitverlaufe gemifl ¢"* = ¢h" (t) vorgegeben.
Der Vektor der EMS-Koordinaten wird ersetzt durch (¢*) = (¢5*(t), ¢**) und die Dynamik
der vorherigen ,,R™"*™-Maschine“ reduziert sich auf die Dynamik einer ,, R"2*™2_Maschine*
(underactuated system). Wegen ga,p@® = Gayp, (o' (t) + Gagp, @ folgen aus (6.4b) und (6.4d)
die Bewegungsgleichungen unter kinematischer Steuerung

gnzkzéjAQ + F@)\Qqug + Fnzququ + QFnzbﬂqb + Fr-ezOO = an — ko qgl (t)> (6'53)
gugugijw + QPuQAquqw + 2Pu2b0qb + F,LLQOO = Quz - gugul QSl (t) (65b)

(mit (¢") = (¢5*(t),q") und (¢*) = (¢4 (t),¢"?)). Die Gleichungen (6.5) konnen in
Anlehnung an die bekannten Gleichungen der analytischen Mechanik als ,,Voronetz-
Gleichungen“ der . elektromechanischen R™*™2-Maschine“ bezeichnet werden. Die
Matrix g, ist stets symmetrisch und positiv definit. Damit gelten beide Eigenschaften
auch fiir g,,», (siche Anhang D.1.1). Weiterhin wird hier vorausgesetzt, dass die Matrix
der generalisierten Induktivitdten g,, = [, reguldr und somit positiv definit ist (vgl.
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Bemerkungen in Abschnitt 2.3.3.6). Der Fall einer singuldren Induktormatrix wird in
Abschnitt 6.3.5 behandelt. Wegen ihrer Symmetrie ist bei reguldrem {,,, auch g,,., = 450,
reguldr und positiv definit (siche Anhang D.1.1) und (6.5) kann nach den zweiten
zeitlichen Ableitungen der unabhingigen EMS-Koordinaten aufgelost werden. Mit ¢?292
als der Inversen von g, lassen sich die verallgemeinerten Reaktionen mittels (6.4a),
(6.4c) und (6.5) wegen gu,5G° = oy, G0 (1) + Gay, G ermitteln zu

Rm = Rm(qc2> qCQa t)
G ot () + Trino@™d® + Ty’ @ + 20s100¢" + Tisoo — Quy +
+ gﬁl)\gg)\QHQ [QHQ - anquAqg - anququ - ZFRQbOQb - FHQOO -

- gHQ)\lqé\l (t)] )

(6.6a)

Rm = Rm (QCQa qC2’ t)
= Guun o' () + 2020 ¢ + 2004”4 Tpyoo — Quuy + (6.6b)
+ g,LLlllgnglu2 Q;LQ - 2Fp2Aquqw - zrugboqb - F,LLQOO - g,LLQZ/lqz]/l (t):| N

Wegen der hier verwendeten Ersetzung (¢%) = (¢o*(t),¢*) représentiert (6.6) die
inverse Dynamik einer , R"27™2-Maschine®.

6.3.3 Erweiterter PD-Regler

Die gemédf (6.6) ermittelten generalisierten Krifte R,, und Spannungen R, werden
jetzt fiir eine dynamische Steuerung des Gesamt-EMS verwendet. Wenn alle berechne-
ten Krifte und Spannungen gleichzeitig in den entsprechenden Gelenken eingeprigt bzw.
in die betreffenden Maschen eingespeist werden, sollte (bei geeigneten Startwerten) der
repriasentierende Punkt ¢* der R™"™-Maschine auf der mittels (6.3) definierten R™2+™2-
Untermannigfaltigkeit verbleiben. Das gilt allerdings nur zu Beginn des Steuervorgangs.
Mit zeitlichem Fortschritt wird ¢* in zunechmendem Mafle den R™2"2-Raum verlassen.
Bei einer dynamischen Simulation sind die Griinde dafiir numerische Integrationsfehler
und Instabilitdten. Bei der dynamischen Steuerung eines realen Systems kénnen a prio-
ri unbekannte Storungen auftreten. Ebenso sind die Parameter des realen Systems nur
mit gewissen Fehlern messbar, weshalb das Modell zur Berechnung der verallgemeinerten
Reaktionen mit nur ndherungsweise bekannten Konstitutivparametern auskommen muss.
Beide Tatsachen fithren unweigerlich zum Wegdriften des représentierenden Punktes von
der Sollmannigfaltigkeit. Bei ungeeigneten Startwerten, d.h., falls sich das System etwa
schon zu Beginn des Steuervorgangs nicht auf der Untermannigfaltigkeit befindet, ist eine
Steuerung mit den geméfl (6.6) ermittelten verallgemeinerten Krifte R,, ginzlich un-
geeignet. Aus diesen Griinden miissen die R,, fiir eine sinnvolle dynamische Steuerung
des EMS geeignet modifiziert werden. Diese Modifikation muss eine Stabilisierung der
Steuerung zur Folge haben.

Einfache Stabilisierungsmafinahmen, die aus der Theorie der Regelungstechnik be-
kannt sind, sind so genannte P- oder PD-Regler (Regler mit Proportionalriickfiihrung der
Regelabweichung oder mit kombinierter proportionaler/differenzieller Riickfithrung). Die-
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se sind sehr gut fiir lineare Systeme geeignet. Fiir nichtlineare Systeme sind sie in einem
durch Linearisierung festgelegten Arbeitspunkt ebenfalls gut anwendbar. Sei die Abwei-
chung zwischen tatséchlichem und vorgegebenem Wert der Koordinate ¢** bezeichnet mit

e = q" —q5' (t) (6.7)
und deren erste zeitliche Ableitung mit

M 1= 4" — gy (1). (6.8)
Dann lautet z.B. ein PD-Regler

RIP = — Ky, 6" — Coyp e (6.9)

mit frei wéahlbaren Matrizen K,p,, Cap, (symmetrisch und positiv definit) der
Verstarkungsfaktoren (so genannte Gain-Matrizen). Das komplette nichtlineare System
1st dann in der Ndhe des Arbeitspunktes lokal stabil.

In der nichtlinearen Regelungstheorie werden Stabilitdtsuntersuchungen oft an Hand
von Lyapunov-Funktionen durchgefiihrt. Solche Funktionen sind verallgemeinerte Ener-
giefunktionen mit bestimmten Eigenschaften. Eine Definition wird im folgenden Abschnitt
angegeben. Gelingt die explizite Konstruktion einer solchen Lyapunov-Funktion, so ist die
globale Stabilitdt des geregelten Systems nachgewiesen. In (6.9) ist kein so genannter , feed
forward“-Term zur nichtlinearen Kompensation enthalten. Fiir nichttriviale Trajektorien
bei nichtlinearen Systemen ist somit ein solcher Regler ungeeignet. Fine Entwurfsmdoglich-
keit fiir einen global stabilen Regler besteht in der Kombination von verallgemeinerten
Kriften auf der Grundlage der inversen Systemdynamik mit einem PD-Regler gemif (6.9).
Diese Vorgehensweise — als erweiterter PD-Regler bezeichnet — ist fiir MKS aus der Robo-
tersteuerung (z.B. [160]) bekannt. Die nichtlineare ,feed forward“-Komponente approxi-
miert die generalisierten Reaktionen, wihrend die lineare Riickkopplung die Abweichun-
gen der MKS-Lage von der Sollmannigfaltigkeit korrigiert. Ein solches Regelgesetz soll
hier fiir EMS vorgestellt werden. Wie sich zeigen wird, ist infolge der elektromechani-
schen Wechselwirkungen ein einfaches ,, Kopieren“ des mechanischen Reglers auf das ETS
und die Anwendung zweier entkoppelter Regler zur dynamischen Steuerung des EMS nicht
ausreichend! Das in der vorliegenden Arbeit entworfene Regelgesetz stellt vielmehr eine
Verallgemeinerung des bisher fiir MKS verwendeten erweiterten PD-Reglers dar.

Fiir eine dynamische Steuerung muss die in (6.6) enthaltene inverse Systemdynamik
aus dem Zustand des Gesamt-EMS ermittelt werden. Deshalb wird zunéchst in (6.6) die
teilweise Ersetzung des Vektors der EMS-Koordinaten zuriick genommen, d.h., im Wei-
teren wird (6.6) mit (¢%) = (¢**, ¢*) verwendet. Die Sollvorgabe als Zeitfunktion wird
nur dort eingesetzt, wo ausdriicklich gy*(t) verwendet wird. Aus Griinden der spéteren
Konstruierbarkeit einer Lyapunov-Funktion werden dariiber hinaus folgende leichte Mo-
difikationen verwendet (mit I',n, = 'y ):

Duined @ +— FnlAlquQSl(t)+F51A29ngA27
L@@ DupnwG?685 (8) + Daynpwdd”,
206" — Trono (@01 (1) + @) + 20%0000™ + 20k,00¢", (6.10)
0@ @ Tunwd®d0 () + Tinnnwd®d™ + Thynnod®d6t () + Tipnsod®d”,
20006”20000 4 oo (5 (1) + @) + 2T, 004"
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Durch diese Modifikationen flieflen teilweise die zeitlichen Ableitungen ¢g'(¢) der Sollvor-
gaben fiir die dynamisch zu steuernden Koordinaten statt der Geschwindigkeiten ¢** der
gesteuerten Koordinaten selbst in die inverse Dynamik des EMS ein. Da die Sollvorga-
ben als Zeitverlauf bekannt sind, sind diese Ersetzungen stets durchfiihrbar. Mit (6.10)
ergeben sich aus der (additiven) Kombination von (6.6) und (6.9) modifizierte verallge-
meinerte Kréfte, die als Steuerkréfte Verwendung finden sollen. Diese lauten

Rﬁl = Rfﬁl (q'c’ qc’ t)
= Grkin (qaa t)éjé\l (t) + sz\w(qga t)QQQSl (t) + sz\zg(qga t)ng'/\Q +

+ Liinw(07,8)4765" (8) + Trpnaw (@7, 176" + Tunio(g”, 1) ( (1) + ‘?M> +
+ 21—‘51)\20(6107 t)qAQ + QFHU/O(qg) t)qy + FIﬂUO(qC? t) - Qfﬁl (qcﬁ qc7 t) + (611&)
+ Grixo (qga t)gAQRQ (qga t) Qﬁz (qc’ qc’ t) - FHQ/\.Q(qU’ t)qug_

- Fﬁsz<qg7 t)quw - 2FH250<QU7 t)qb - FHQOO(qC7 t) — Gk (q07 t)%h <t)] -

A A
— Kz €0 — Cypn e

RMI = RMI (qc’ qc’ t)
= G (qg7 t)ijgl (t) + Fu1>\1w<qg7 t)qwqé\l( ) + Fu1A2w<q t)qw /' +

+ Li10(47,4)4%40" (1) + Tiinso(q:1)4°4" + 28 uin0(q7, t)q +
+ Dunolq”,8) (66 (1) + ¢ ) + 200n0la” 16" + Tyaonla”, 1) —
- Qm (qca q° t) +
G (6709 (0" 1) | Quad,0° 1) = 247,034~

= 20,00(4% 1)G" = Tpia00(4°, 1) = Guawn (47, 1) " ()| —

_ V1 41
K#ll/le Cull/le .

(6.11b)

Beide Teilregler bestehen aus einer nichtlinearen ,,feed forward“-Kompensation (das sind
alle nicht dreifach unterstrichenen Terme) und einer linearen PD-Riickkopplung (alle drei-
fach unterstrichenen Terme). Die einfach und doppelt unterstrichenen Terme verdeutlichen
die durch (6.10) erfolgten Modifikationen zur Berechnung der Steuerkrifte gegeniiber den
nach (6.6) ermittelten Reaktionskraften.

Die Vorwértskompensation in (6.11) basiert auf der inversen Dynamik des Gesamt-
EMS als einheitliches System und beinhaltet deshalb alle elektromechanischen Wechselwir-
kungen. Durch diese Vorwértssteuerung bewegt sich das System auf oder in der Ndhe der
Sollmannigfaltigkeit. Die lineare Riickfiihrung in (6.11) ist durch die beiden Gain-Matrizen
K, fiir den Geschwindigkeitsfehler und C,,;, fiir die Lageabweichung charakterisiert.
Beide Matrizen seien direkte Summen der entsprechenden Riickkopplungen der beiden
Teilregler, d.h., es gelte (Kq,p,) = (Kxn,) @ (K, ) und (Copp,) = (Ciiny) @ (Cpywy ). Bed
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geeigneter Wahl der Verstarkungsfaktoren (d.h. der Matrixelemente) kann die Abwei-
chung des reprisentierenden Punktes ¢* von der R"2"™2-Untermannigfaltigkeit reduziert
werden.

Aus (6.11) geht hervor, dass beide Teilregler die Kenntnis des kompletten Zustandes
des EMS (d.h. (¢%) = (¢**,¢*) und (¢*) = (¢**, ¢**)) erfordern. Sie sind damit beziiglich
der Istwerte nicht entkoppelbar. Dariiber hinaus ist es notwendig, die Sollzeitverlaufe mit
den jeweils ersten beiden Zeitableitungen (d.h. g5 (¢), ¢o* () und Gy* (¢)) einzubeziehen. Da-
bei fillt auf, dass der mechanische Teilregler nicht nur die mechanischen Sollwerte sondern
zumindest — falls [';,,,, nicht identisch verschwindet — auch die elektrischen Sollstrome
do* (t) bendtigt (doppelt unterstrichener Term in (6.11a)). Umgekehrt miissen beim elektri-
schen Teilregler nicht nur die elektrischen Sollwerte sondern zumindest — falls I',,, ., nicht
identisch verschwindet — auch die mechanischen Sollgeschwindigkeiten ¢;*(t) einbezogen
werden (doppelt unterstrichener Term in (6.11b)). Wenn also die generalisierte Indukti-
vitét einer zu steuernden elektrischen Koordinate (Mascheninduktivitéit) eine Funktion
einer ebenfalls zu steuernden mechanischen Koordinate ist (d.h. 'y 0 = —0k,lw Z 0
bzw. gleichbedeutend Iy, x,, = O, {0 # 0), so sind beide Teilregler auch beziiglich der
Sollwerte miteinander verkoppelt. Das bedeutet, dass die elektromechanischen Wechsel-
wirkungen des EMS sich in einer ,, Wechselwirkung der Sollwerte“ widerspiegeln. In jedem
Fall ist eine doménenspezifische Regelung des kompletten EMS nicht erfolgreich. In dieser
Erkenntnis wird wieder der Vorteil der einheitlichen mathematischen EMS-Modellierung
deutlich. Ohne ein solches Modell wére die hier vorgestellte Regelstrategie undenkbar.

Ein Anwendungsbeispiel zu dem hier vorgestellten erweiterten PD-Regler findet sich
in Abschnitt 7.2.

6.3.4 Lyapunov-Funktion

Der Nachweis der globalen Stabilitdt des hier vorgeschlagenen erweiterten PD-Reglers ist
durch explizite Konstruktion einer Lyapunov-Funktion moglich (siehe z.B. [80, 129, 130,
160]). Eine solche soll in diesem Abschnitt angegeben werden. Dazu wird die Fehlerdyna-
mik des geregelten Systems ermittelt. Zunéchst werden die Ersetzungen

g“l)\l = Gk T gnl)\ggAQHQ.gng)\l; (612&)
.é/ulq = gulul - gu1uzgy2u29u21/1 (612b)
eingefithrt. Beide Matrizen sind symmetrisch und positiv definit (siehe Anhang D.1.1).
Ersetzen der Reaktionen R,, in den Bewegungsgleichungen (6.4) durch die Steuerkréfte

R,, nach (6.11) liefert unter Beachtung von (6.5) sowie (6.7), (6.8) und den daraus abge-
leiteten Beschleunigungsfehlern é* := ¢§* — §g' (¢) schlieBlich

gmhé)\l + (FR1A1QQQ + Fm)\lﬂ + Km/\l) é/\l + quwqwé”l + C,m\le/\l = O, (613&)
g#lyléyl + (Pulqug + F,LL1V10 + K#ll/l) et + FulAlwqwé)\l + Cull/leyl = 0. (613b)

Die Gleichungen (6.13) legen das dynamische Verhalten der Regelabweichungen
(e™) = (e, et) fest. Sie beschreiben somit die Fehlertrajektorie des Systems (6.4)
bei Steuerung mit den Kréften (6.11). Die Matrix @, reprisentiert eine Metrik
der durch die dynamische Steuerung erreichbaren Untermannigfaltigkeit des EMS-
Konfigurationenraumes.
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Definition 6.1 Sei §* = f%y,t) ein Differenzialgleichungssystem (o0.B.d.A. mit
f40,t) =0), fir das eine nichttriviale Losung y(t) = y*(t) existiert. Diese Lisung heifit
stabil (im Sinne von Lyapunov) an der Stelle ty, wenn fir alle € >0 ein 0(ty,e) > 0
existiert, so dass gilt

ly(to)l| <0 = [lyMll <e  Vi>to.

Die Losung heifit gleichmafig stabil, wenn 6 = () unabhingig von ty ist. Die Losung
heifst asymptotisch stabil, wenn ein §(tg) > 0 existiert, so dass gilt

ly(to)ll < 6(to) = tliréloy(t) =0.

Definition 6.2 Sei §* = f%y,t) ein Differenzialgleichungssystem (o0.B.d.A. mit
f*(0,t) =0), fir das eine nichttriviale Losung y(t) = y*(t) ezistiert. Eine skalare
stetig differenzierbare Funktion V (y,t) heifst Lyapunov-Funktion, wenn sie entlang der
Trajektorie folgende Eigenschaften erfillt:

e V(0,t) =0,
e V(y,t)>0 Vy#0,
o V(y,t) <0 Vy#0.

Eine Lyapunov-Funktion ist — mit Blick auf die Leistungsbilanz H >0, H <0 (H —
Hamilton-Funktion) — eine verallgemeinerte Energiefunktion mit gewissen Eigenschaften.
Sie kann zur Entscheidung beziiglich Stabilitéit eines dynamischen Systems herangezogen
werden. Es gilt folgender Satz (direkte Methode von Lyapunov, siehe auch [53, 99, 177,
242]):

Satz 6.3 Wenn zu einem gegebenen dynamischen System y* = f%(y,t) eine Lyapunov-
Funktion gemdf Definition 6.2 konstruiert werden kann, so ist das System stabil (im Sinne
von Lyapunov, siehe Definition 6.1) mit der Ruhelage yg = 0. Falls zusdtzlich V (y,t) < 0
fiir alle y # 0 gilt, so ist das System asymptotisch stabil.

Ein Beweis dieses Satzes ist z.B. in [193] gegeben. Ubertragen auf das Differenzialglei-
chungssystem (6.13) bedeutet der Satz 6.3, dass ein Stabilitdtsnachweis durch Konstruk-
tion einer Fehlerzustandsfunktion V'(é, e, t) als Lyapunov-Funktion erfolgen kann. Die ge-
suchte Funktion ist die Summe der Hamilton-Funktionen beider Gleichungen in (6.13)
ergdnzt um zwei so genannte Cross-Terme:

Vo= V{(e™, e t)
L. K1 s 1 K1 A1 L, SU1 V1 1 B V1 (6 14)
- §g,ﬂ,\le e + 50,.@1)\16 e + §gume evt + 50,“,,16 eVl + )

o K1 jA1 o 1501
+embrn €™ e + Eefuy e en.

Die Cross-Terme sind durch kleine positive Ergénzungsfaktoren €,, und e, charakterisiert.
Offensichtlich bleibt die Fehlerzustandsfunktion stets positiv, solange nicht alle é* und
e gleichzeitig verschwinden und die Elemente der Gain-Matrizen Cy,y,, C,,,, geniigend
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grofl sind. Deshalb sind die erste und zweite Eigenschaft aus Definition 6.2 erfiillt. Zur
Uberpriifung der dritten dort genannten Eigenschaft muss die totale Zeitableitung von
(6.14) entlang der Fehlertrajektorie gebildet werden. Die ausfiihrliche Herleitung von 1%
unter Verwendung von (6.13) ist in Anhang D.2 enthalten. Mit den Abkiirzungen

Govi = Gr12d " Grane, (6.15)

— vapu2
G#l”l - g#lllzg 9#21/1

ergibt sich unter Ausnutzung einiger Schiefsymmetrie-Eigenschaften schliellich

. 1. . e 1. . .
V= (Kﬁl)\l + iGﬁlAl - 6mgﬁ1>\1) € 16/\1 - (Kﬂlvl + iGﬂlVl - 589#11/1) efre” —

- EmC,ﬂ,\le’“e)‘l —eCpete” +

. (6.16)
+ém [(gm)q - FN1A19QQ - I_‘1%1/\10 - Km)q) eméh - mewqweméyl] +

& Y 11 sV1 ‘w1 A1
+ e, [(gum —Lpi0q® = Tpivio — KH1V1> e —T'ynwgiee } .

Die Koeffizientenmatrizen bei é¢®1é* und é#1é”! sind symmetrisch. Sie sind gleichzei-
tig negativ definit, wenn die Elemente der Gain-Matrizen K, ), und K,,,, geniigend
gro} gewidhlt werden. Die Darstellung (6.16) ist eine quadratische Form in den é* und
e™. Wie in Anhang D.1.2 dargelegt, ldsst sich die negative Semidefinitheit von (6.16)
fir geniigend grofie Elemente der Gain-Matrizen Cj, 5, und C,,,, mittels quadratischer
Ergénzung nachweisen. Damit wird also die Zeitableitung der Fehlerzustandsfunktion fiir
geeignet gewéhlte Gain-Matrizen (und Ergénzungsfaktoren) stets nicht positiv. Deshalb
ist fiir die Fehlerzustandsfunktion nach (6.14) auch die dritte Eigenschaft aus Definition
6.2 erfiillt. Sie ist damit eine Lyapunov-Funktion fiir die Fehlerdynamik (6.13) und die
globale Stabilitdt des Regelgesetzes (6.11) ist fiir geeignete Gain-Matrizen nachgewiesen.

6.3.5 Dynamische Steuerung bei strukturellen Singularititen

Wie in Kapitel 4.1 bereits ausfiihrlich dargestellt, konnen z.B. infolge der moglichen Ab-
wesenheit von Bauelementen strukturelle Singularititen in der Induktor- und/oder der
Resistormatrix auftreten. Deshalb soll in diesem Abschnitt ein erweiterter PD-Regler un-
ter Beachtung der entsprechend notwendigen Klasseneinteilung der Fundamentalkreise
geméf (4.5) angegeben werden. Zur Unterscheidung der dort eingefiihrten Indexmengen
werden wieder die schon bekannten Subindizes verwendet, d.h., es gilt up € Hp, ugr € Hg,
to € Heo usw. Gelegentlich wird auch eine Darstellung verwendet, die auf eine Vereinigung
zweier Indexmengen verweist (z.B. ppp € H, U Hg usw.). Aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit wird im Folgenden zur Unterscheidung der dynamisch zu steuernden und der
unabhéngigen generalisierten Koordinaten der bisher verwendete untere Subindex ohne
weitere Konsequenzen durch einen oberen Subindex ersetzt, d.h., es gilt jetzt x' € J; und
pt € Hi bzw. k* € Jy und p? € Hj.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer Lyapunov-stabilen Regelstrategie ist wie-
derum das mathematische Modell {A, D, Q,(IS)} eines EMS. Fiir die ,sonstigen® ver-
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allgemeinerten Kréfte Q,(Is) gelten jetzt gewisse Einschrankungen. Sie diirfen nur vom
Zustand des EMS unter Beachtung der Indexmengen Hjp, Hr und Hg abhéngig
sein ( ) = Qf{g)(q'”, q", g, g"e gt L)) Weiterhin werde verkiirzend by, € J U Hj sowie
brr € JU H; U Hj, verwendet. Dann wird aus den Bewegungsgleichungen (6.2) unter
Beachtung von ¢u..0 =0, I'ivpow =0, Tivno0 =0, Thporw =0, Tinwpe =0, Lo =0,
Iyrero =0, 'y = 0 zunéchst rein formal

gn)\ijA + FﬁquAqg + Fm/LwL ququ + 2FHbL0qu + FHOO - @m
guLl/LC'jVL + QFML)\quAqu + QFMLbLROC]bLR + F/LLOO = Q/LL7

2FMRVLRUQVLR+FMR00 = QMR’
Lucoo = Que-

Sei QMR, = QMR + S’ = QE[S,;) — Supo (vgl. Definition von Q. bei (6.1)). Dann folgt dar-

aus wegen s,,,., = 0 und Qvuc = Q;(zsc)

Ierd + Tirg@ 0 + Trvgon 6767 + 20, 06" + Taoo = Qs (6.17a)
Gupon @ + 20 4y 3o, @G5 + 2T 0, p0d™ % 4+ Thpoo = Quys (6.17b)
Spronn @ 4+ 2T 00 4 Ty = O, (6.17¢)

Tucoo = QW) (6.17d)

GeméB (4.3) gilt in den Hpg-Fundamentalkreisen wegen der vorausgesetzten Nicht-
existenz von Induktoren Ty, .0 = 2,0, ,. Deshalb kann in (6.17c) wegen (3.16b)
Spavin ¥ 20 ppvin0 = Tupuen gesetzt werden. In den He-Maschen gilt geméf (4.3)

LYoo = Cuovq” + Cueo + Vuco.  Mit Quc = Q,(LSC) — Cue0 — Upeo  stellt (6.17d)  deshalb
Zwangsbedingungen fir die Ladungen dar:

C#cyqy - Q#C’

Die Zerlegung geméf (6.3) in dynamisch zu steuernde und unabhéngige generalisierte
Koordinaten — hier allerdings mit oberen Subindizes — liefert dann

gnlz\q./\ + Ffﬁl/\gq‘/\qlg + FnluLquVLq‘UL + 2Fn1bL0qu + Ff$100 = in + Rnla (618&

)

Gr2ad™ + Trzng@ 4@ + Ty 746" + 20 2, 00" + Dazgp = Que, (6.18b)
Gt v @+ 20130, 0047 4 2014, 000" + Ctoo = Qui + R, (6.18¢)
G2 @ + 20250, 4 + 202y 00" + T2 = Qe (6.18d)

Pt @+ Do = Qu + Ry, (6.18¢)

Puad + Tz = Qua, (6.18f)

Cund” = Qu, + R, (6.18g)

)

v
C;ﬂcyq - Q;ﬂc

Bei einer kinematischen Steuerung gemiB (6.3) gilt gu22G® = gr2nr@d (£) + grza2® und
1

I/l . . U . . .
920,07 = G201 Go" (1) + gu;i,,%q”i sowie 1z, 4" = 12,14, (t) + TM%V%QVIQ? und schliellich

1/1
Cuzwed” = Cuzpr 6o (1) + cﬂzcl%q”%. Aus (6.18b), (6.18d), (6.18f) und (6.18h) folgen dann
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die Voronetz-Gleichungen des EMS unter Beriicksichtigung von strukturellen Singula-
ritdten

22 - e ) < !
9,#/\261)\ + Ff-e?qu)\qg + FHQVLqu Lq 4 QFHQbLﬂqu + 1—‘1%200 = Q 2 - gNQ/\IQS\ (t)a

9 1
G220+ 20200, G + 2024, 00" + Tyzg0 = Q2 LVLQSL(t),
ru%l/%q Vi + Tu%qu E FM%OO - Q/ﬁ? uRy}?qV (t)a

2 _ 1
2 l/g qyc + CMQCVLRqVLR = Q/LQC /LCVC q(l)/c (t)

(mit (¢") = (¢§' (),¢"") und (¢*) = (¢} (t),q“Q)). Die Koeffizientenmatrizen bei den

(']"\2, ('j”% und q”% sind jeweils reguldr und positiv definit (vgl. dazu die Bemerkungen
in Abschnitt 2.3.3.6 sowie Anhang D.1.1). Gleiches werde fiir die Koefﬁzientenmatrix
T2 bei & vorausgesetzt. Mit den entsprechenden Inversen ¢* g”%“%, rEME und

rere sowie mit gop® = garprdy (1) + a2 T und”® = T do (t)+m}?u1%ci”% und

1
ve _ vE 2 . . .
Cutved” = Cututdo (t) + ¢,u1,2,¢°¢ lassen sich die generalisierten Reaktionen der kinema-
tischen Steuerung ermitteln zu

Rnl = gnlAldél (t) + PnlquAqg + FnluLququwL + 2FH15L0qu + 1_‘/4100 - in +
2,2 [ % - e .
+ gein2g’ [QHQ - FHQ,\QC]/\CIQ — D2y, 747" — QFn%Loqu— (6.20a)

— Dy200 — 9;-;2,\1%\1(15)] ;
Ry = gulLuiqgi (t) + 2F,LL1L)\qu)\QWL + QFulLbLRoquR + 100 — QuulL +
+ G2 g 0 [Q#i — 202 5, G — 2T, 00— (6.20b)
- Fu’ioo g;LLl/LQO (t)} )
Ry = Tu}%u}%qg}% () + 7y, @+ Lo — Qu}% +

V2,2 A v .V}% (620C)
T2 TR [ng = 720,47 = Tyz00 = 721 o (t)] ,

1 _
_ Vo VLR __
R = i@ () + 4 Quy, +

T (6.20d)
+ Gtz cte {Q/ﬂc = ™~ Cuzup o (t)} '

Unter Beachtung von (6.7) und (6.8) wird fiir die Koordinaten ¢®' und ¢ in bewihrter
Weise eine lineare PD-Riickfithrung nach (6.9) vorgesehen. Fiir die q“}%—Koordinaten ist
ein reiner Proportional-Regler geméf3

RP1 = —Ch 1€R
KR

HRVR

ausreichend. Fiir die Ho-Fundamentalkreise ist keine Riickfiihrung notwendig, da (6.18g)
und (6.18h) Zwangsbedingungen fiir die Ladungen darstellen. Der erweiterte PD-Regler
fiir das Gesamt-EMS ist wieder eine Kombination von nichtlinearer Vorsteuerung und
linearer Riickfithrung. Aus Griinden der spéteren Konstruierbarkeit einer Lyapunov-
Funktion werden jetzt folgende Modifikationen verwendet:
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) - Lol L2
Fnl)\QquQ = Fnl)\lgnga\ (t) + FH1>\QQqu>\ s
. cwr oV cwr 12
FﬁlewL ququ = FﬁluiwL quQ(l)/L (t) + FﬁluiwL quqVL7
. 0 By )\2 .
zrmlbLoqu — Fnl)\lo (qé\ (t) + qA ) + 2PH1)\20q>\ + 2F/~:11/L0qu7 (621)
- cwr AL sy 22 .o VL SN
2]__‘/1‘%)\qu)‘qu — F‘u‘i)\lequqé‘ (t) + F#}JAQWLQWL(]A —|— FN}JV}JQqQQ(I;L (t) + F/‘LEV%QquyL7

. . vl 1 L2 X
2Fu1LbLRoquR = 2I‘/LlL/\Oq)\ + FulLuio (qu (t) + qu> + 2FM1LV%quL + 2Pu1LVR()qVR'

Dann lautet das Regelgesetz

1
R. = il qé\l (t) + F,{l)\lgng'é‘l (t) + F,Ql)\zgq'quQ —+ leylleLq'qugL(t) +

+ ]‘—‘Hll/%wL quqV% + FnlAlﬂ (C]())\1 (t) + q>‘1> + 21—‘&1)\20(})\2 + QFH1VLOQVL +
+ Fnloo - @nl + gnl)\QgAQHQ [QRQ - FHQAQQAQQ - FKQVLquVquL_ (622&)

. 1
— 2Fn2bL0qu — Th200 — Gr2rdy ()] —

Y 1
—K,{1>\1e’\ —C’,€1>\1e’\,

.Ut cwr AL cwr A2 .o Uk
= Gt o (8) + Tt e, 600 () 4 Tt aew, 606 + Tt G%0" () +

vl v v
+ Fuil/%gng‘yi + QFMIL/\OQA + FulLyio <QOL(t) + q £> + QF/LILV%Oq % +
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+gp}:u%g LEL [Qy% - 2F;LQL)\qu q - Zry%bLROq -
A
- FM%OO - gu%l/iQOL(t)} -
1 A
~ K & ~ Gy
_ L . A
R/ﬁ}{ = Tu}%u}%QOR(t) + TM}QVLQ L 4+ FH’}QOO — Qu}% + (6 09 )
V2.2 ~ W L 1 . C
+ ru}{uér iR [Qu% - ru%qu b= FM%OO - Tu%u}%qOR (t):| - Ou}%yl R,
_ 1 y _
R,ulc = C/,LlcuéYQOC (t) + C;Llcl/LRq bR — Qﬂlc + (6 22d)

2,2 = 1/1
VEEG _ VLR __ e}
+CuLz,C [ng Cuzwynd €z Qo (t)} :

Alle vier Teilregler beinhalten eine nichtlineare feed forward“-Kompensation und
in Abhéangigkeit von der Klassenzugehorigkeit der jeweiligen dynamisch zu steuern-
den Koordinate eine lineare PD- oder P-Riickfiithrung oder keine Riickkopplung. Die
einfach und doppelt unterstrichenen Terme verdeutlichen die durch (6.21) erfolgten
Modifikationen zur Berechnung der Steuerkrifte gegeniiber den nach (6.20) ermittelten
Reaktionskraften. Doppelte Unterstreichungen kennzeichnen wieder doméneniibergrei-
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fende Einfliisse der Sollwerte. Bei der Ermittlung der Fehlerdynamik aus (6.22) werden
folgende Ersetzungen verwendet

v . )\252

Jeial 7= Gent = Guixeg " greal, (6.23a)
v L V2 2

guil/i = gyiui - gulLl/%g L Lgu%uia (623b)
o . V2 2

Tulpl = Tulyl —Tpl,2r R RT’AL%{V}%, (6.236)
o L V2,2

C‘ulcyé = Culcyé — Culcl%c c CCuQCVé' (6.23d)

Die Matrizen g,1,1, §#1L Vi und é% VL sind positiv definit, weil g,.», g, und c,, symmetrisch
und positiv definit sind (sieche Anhang D.1.1). Falls r,,, symmetrisch ist, ist Tt ebenfalls
symmetrisch und positiv definit, falls nicht, so muss fiir 7*% v1, Positive Definitheit hier
verlangt werden. Ersetzen der Reaktionen R, in den Bewegungsgleichungen (6.18) durch
die Steuerkriifte R, nach (6.22) liefert mit (6.7), (6.8) und den Beschleunigungsfehlern

e = §or — c'jgi (t) fiir die Fehlerdynamik

o Al . Y . 1 AL
geini€” + (FHIAIQqQ 4+ Ting + Kﬁl)\l) e’ + Fﬁ1yiquwL€VL + Cane” =

1 1
r SVR YR —
TM}%V}%G +C’H}%V}%€
1
1,1 e’c =

0
9 Ll 0 1 cwp AL 1
L L L —
Jurvie —i—(l_‘#lLl,qu +Fuiyio+KﬂlLyllJ e +F#1LA1qu e +C#1L”£e 0,
0
0

¢

Beziehung (6.24d) zeigt, dass fiir Ho-Fundamentalkreise keine Riickkopplung notwendig
ist. Zum Nachweis der globalen Stabilitéit des dynamischen Systems (6.24a)—(6.24c) wird
wieder eine Fehlerzustandsfunktion konstruiert. Diese kann analog zu (6.14) unter Beach-
tung der Zustandsgrofien des Gesamt-EMS (47, ¢, ¢"%, ¢'~, ¢ ) aufgestellt werden:

1, L1yl 1 1 31 1, L1 1 11
Vo= —Gaaé® &t +=Coue® et + =g ,6Me'l + —C o iefle’t +
2 2 97HLYL 9 HLVL (6 25)
+9=7 1 16#}36111134—6 (.1 16“1é)‘1 + £.0,1 16“1Léyi
9 HMRVER mJrx eIy

(¥ > 0). Offensichtlich bleibt die Fehlerzustandsfunktion infolge der Voraussetzungen
(Garsts Tutpr, Carpr positiv definit) positiv, solange nicht alle ¢ und e gleichzeitig
verschwinden und die Elemente der Gain-Matrizen Cj1y1, C’ulL »1 geniigend grof3 sind. Des-
halb sind die erste und zweite Eigenschaft aus Definition 6.2 erfiillt. Zur Untersuchung
der dritten dort genannten Eigenschaft wird die totale Zeitableitung von (6.25) entlang
der Fehlertrajektorie gebildet (siche Anhang D.3 fiir eine ausfiihrliche Darstellung). Mit

den Abkiirzungen

2242
Gax = gex2g” " guzat,
2,2
_ Vi
Gyt = 29" g2,1, (6.26)
2 .2
— VRHR
Gty = Tuha? " 020

ergibt sich aus (6.25) mit (6.24) wiederum unter Ausnutzung einiger Schiefsymmetrie-
Eigenschaften schlieflich
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1 1

V = — (Kﬁl/\l + §G,{1)\1 — Emg,{l)@) éH é/\ —

1. 1.1
_ _ _ 0 SHL SVL
<KMILV£ + zGlﬁlLVi Eeduiyt | €MEE

1. 1. L
— (Cp}au}% T 5 Suhvk T §Gu}{u}a> eetn — (6.27)

K1l pl ot
—£,Crivnie e _560%%6 LeL 4

o . 1.3l . 1.1
+em |:<gﬁl)\1 - F,{1>\1gq9 — FH1/\10 — K,_i1>\1> e” et — 1—‘,_61,%&‘%(]“%6H GVL] +

v 1 1 1 1
< o 0 o Hy SVEo WL L A
+Ee [(guil’i F#iyieq F#IL%O Kuiyi> e'Le F'LLIL)\leq e'Le ] .

Mit der analogen Argumentation wie in Abschnitt 6.3.4 lésst sich fiir die Fehlerzustands-
funktion nach (6.25) die dritte Eigenschaft einer Lyapunov-Funktion geméfl Definition
6.2 und damit die globale Stabilitat des Regelgesetzes (6.22) fiir geeignete Gain-Matrizen
nachweisen.

6.3.6 Grenzfille

Die vorgestellte Lyapunov-stabile Regelstrategie fiir EMS ist eine Verallgemeinerung des
fiir MKS bekannten erweiterten PD-Reglers ([160]). Sie ist deshalb natiirlich auch fiir die
beiden Grenzfille eines EMS — ein MKS oder ein ES — einsetzbar. Fiir MKS ergibt sich
dann ein erweiterter PD-Regler geméf (6.11a) bei komplettem Wegfall aller elektrisch
erzeugten Krafte

RHI = YGrin (qgv 75)(.].())\1 (t) + P51>\19<q07 t)ng())\l (t) + P51>\29<q07 t)quAQ +
+ Teono(a%, 1) (60" (£) + @) + 2Dep0(¢%, )3 + T (6%, 1) —
- in (q'0'7 qg7 t) +
+ 90 (@ D907, 1) |Qua @47 8) = Tearg 0 040
- 2Ff42>\0(q07 t)q.)\ - ng?oec)) (q07 t) — Gro (qa7 t)doh (t)] -

A A
—K,ﬂ,\le b — C’m,\le L

(6.28)

Fiir ES mit reguldrer Induktormatrix lautet das Regelgesetz geméfl (6.11b) ohne MTS-
Abhéngigkeiten
= Y v ‘U Y el w
R.“l = Gun (t)q01<t) + F#1V10<t) <q01<t) +4q 1) + 2F#1V20(t)q *+ Fil())(](q 7t) -
- Q#l <q-w7 qw7 t) + Gpive (t)gl/zuz (t) [QM <qw7 qw7 t)_

‘v el w Y
— 2L00(H)” = Ti5(a°,8) = Gpuws (D (1)] —

_ s vy
K€ Cmule )
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wéhrend ES mit strukturellen Singularitdten geméf (6.22b)—(6.22d) ebenfalls ohne MTS-
Abhéngigkeiten dynamisch gesteuert werden kénnen iiber

5 vl vl ol .2
R = gu,(8)d"(¢) +Tppo(t) (QOL<t) +4q L) + 201 20(8)¢" +

v

1 el W w
20 0 (D@ + T (67, 1) = Quy (677,472, 1) +
40 (0P [Q (2%, 070, 1) — 20,5, (1)

el ) .V
— T (0 — g, (D (1)) -
~ Ky = Gy e,

D v} v el w A ~w w
R = rude™(t) + 7, (6§ +F5Ll)00(q 1) = Qu (¢, ¢ t) +
1 (8RR (1) [Qﬂz (6%, 4“5, 1) — 12, (£)67 —

R
el 1/1
— TS0 0) = 1 (05" ()] = Cuppe™,

vt v w
= Gt (007 () + (D07 — Quu (677, 477 1) +

V2 2 s w v vV
+ G (B)EME (8) {Qﬂc (6%, q°o, 1) — ¢z m( )" — e ()0 (1)] -

6.3.7 Sonderfall: Steuerung des MTS mittels ETS

Die Regelgesetze (6.11) bzw. (6.22) haben ein charakteristisches Merkmal. Steuerwunsch
und Eingriffsmoglichkeit liegen stets innerhalb einer Doméne, d.h. um z.B. eine mechani-
sche Koordinate dynamisch zu steuern, muss ein regelnder Eingriff auch mittels (zusétzlich
eingepriagten) mechanischen Kriften erfolgen. Umgekehrt ist die Steuerung einer elektri-
schen Koordinate nur durch (zusétzlich eingespeiste) elektrische Spannungen moglich. Die
elektromechanischen Wechselwirkungen werden zwar vollsténdig beriicksichtigt, aber es
ist mit den dargestellten Reglern nicht moglich, z.B. eine mechanische Koordinate aus-
schlieBlich mittels elektrischer Spannungen dynamisch zu steuern. Ein Grund dafiir ist
aus der Metrik go, des EMS nach (3.25) ersichtlich. Sie ist direkte Summe der beiden
Teilsystem-Metriken g, und g,,. Wegen der Nichtexistenz von Koppeltermen ist eine
doméneniibergreifende Beeinflussung mit Regelgesetzen, wie sie in den Abschnitten 6.3.3
bzw. 6.3.5 vorgestellt wurden, nicht moglich.

In diesem Abschnitt soll deshalb — ergénzend zu den vorhergehenden Ausfithrungen —
in kurzer Form eine Methode dargestellt werden, die es ermoglicht, das mechanische Teil-
system eines EMS unter bestimmten Voraussetzungen ausschlieSlich mittels elektrisch
erzeugten Kréften dynamisch zu steuern. Diese Methode wurde u.a. bereits in [42, 43, 44]
vorgestellt. Sie ist in bestimmten Fillen — z.B. fiir starre (evtl. rotierende) magnetisch
gelagerte Korper oder fiir elektrostatisch angetriebene Mikrospiegel — gut geeignet. (Ihre
Anwendung bei Mikrospiegeln wird in Abschnitt 7.3.4 beispielhaft gezeigt.) Es wird von
folgenden Annahmen ausgegangen:

e Die Sollvorgaben werden nur fiir mechanische Koordinaten angegeben, d.h., elektri-
sche Koordinaten sind nicht an der Definition der Sollbewegungen beteiligt.
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e Die verallgemeinerte Massenmatrix g, des MTS habe Diagonalform. Diese ein-
schrankende Voraussetzung ist notwendig fiir die hier vorgestellte dreistufige inverse
Dynamik.

e Alle fiir die dynamische Steuerung des MTS eingeprigten Krifte/Momente wer-
den ausschliellich elektrisch erzeugt. Dazu kénnen sowohl elektrostatische als auch
elektrodynamische (magnetostatische) Prinzipien eingesetzt werden.

e Alle elektrisch erzeugten Kréfte in einem bestimmten Gelenk (einer verallgemeiner-
ten Koordinate) werden zu dessen dynamischer Steuerung genutzt.

e Die Zeitkonstanten des MTS sollen gegeniiber denen des ETS einen dominierenden
Einfluss haben. Das ist bei den meisten mechatronischen Systemen gegeben.

Dann lésst sich eine spezielle Methode der inversen Dynamik bestehend aus drei sequen-
ziellen Stufen realisieren:

1. inverse Dynamik des MTS, d.h. Berechnung der einzupréagenden generalisierten me-
chanischen Krifte aus der vorgegebenen Sollbewegung,

2. Ermittlung von Sollverldufen der generalisierten elektrischen Koordinaten aus den
generalisierten mechanischen Kréften,

3. inverse Dynamik des ETS, d.h. Berechnung der einzuspeisenden Maschenspannun-
gen aus den Sollverldufen der generalisierten elektrischen Koordinaten.

6.3.7.1 Inverse Dynamik des MTS

Die erste der drei Teilaufgaben entspricht der inversen Dynamik eines MKS als dem ersten
in Abschnitt 6.3.6 genannten Grenzfall eines EMS. Da die elektrisch erzeugten Kréfte, die
auf die zu regelnden Koordinaten wirken, komplett zur dynamischen Steuerung genutzt
werden sollen, existieren wegen der vorausgesetzten Diagonalform der MTS-Metrik keine
,storenden* elektrisch erzeugten Krifte und der ETS-Einfluss auf das MTS kann in die-
sem Schritt ignoriert werden. Das Regelgesetz (6.28) wird wegen g,,», = 0 entsprechend
vereinfacht. Die Zeitverldufe der generalisierten mechanischen Krifte R, (t) werden er-
mittelt geméaf

Rm = Gauni (7, t)éjé\l (t) + Fm/\lg(qU» t)qg%\l (t) + sz\w(qg» t)quAQ +
+Tino(@%, 1) (@01 (1) + @) + 20, n00(g%, 1)@ + T (47, 1) — (6.29)
- Qm (q-a’ qga t) - Km/\l éAl - Cm/\l eAl .

Diese Kréfte sind notwendig, damit das MKS sich stabil auf seiner Sollmannigfaltigkeit
bewegt.
6.3.7.2 Ermittlung der elektrischen Koordinaten

Genau die Krifte (6.29) sollen laut Voraussetzung ausschlieBlich mittels ETS erzeugt
werden. Deshalb wird im zweiten Schritt zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Zustand des ETS
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gesucht, der unter Berticksichtigung der jeweils aktuellen Lage des MTS gerade die (eben
ermittelten) erforderlichen Krifte Ry, (f) realisiert. Es soll somit gelten:

QL) = Ry (1),
Wegen (4.2) ist dann
1 Ty o 1 W v i D, 1
iaml;wq q + aﬁﬁ/’uOQ - §aﬁ1c/ﬂ/q q — amguoq = Rm (t) - §aﬁ190 (630)

mit den Unbekannten ¢* und ¢*. In (6.30) sind alle elektrisch erzeugbaren Kréfte ent-
halten. Sie zerfallen in elektrostatische (Terme mit ¢#) und elektrodynamische Anteile
(Terme mit ¢*). In Abhéngigkeit von den verwendeten Antriebsprinzipien wird eine Klas-
seneinteilung der Indexmenge J; der zu regelnden Koordinaten vorgenommen:

a) nur elektrostatischer Antrieb: Indexmenge J7,
b) nur elektrodynamischer Antrieb: Indexmenge J¢,
c) beide Antriebsprinzipien: Indexmenge J?.

Die drei Indexmengen sind paarweise disjunkt. Fiir jede verallgemeinerte Koordinate
k1 gilt im Fall a)
1 o i B 1
_5&41 Cwqd q — amCuoq - Rm (t) - 5&4190

und im Fall b)

1 p . = 1
_am l,uuquq + aml¢u0qu = Rm (t) - _aﬁlgﬁa

2 2
was fiir jeden Index k1 in Matrixschreibweise jeweils einer Gleichung der Form
y Ay +0ty =r (6.31)

(A — bekannte symmetrische Matrix, b — bekannter Vektor, r — bekannter Skalar, y —
unbekannter Vektor) entspricht. Falls der lineare Term auftritt, wird daraus mittels qua-
dratischer Ergdnzung

1
2T Az — EbTA_lb =r (6.32)

mit z =y + %A‘lb. Somit lassen sich die zur Steuerung notwendigen Krifte jeweils als
quadratische Funktionen — im Fall a) der Maschenladungen ¢* und im Fall b) der Ma-
schenstrome ¢* — darstellen. Bei Bedarf kann (6.32) durch eine Hauptachsentransformation
z = T'Z in eine rein quadratische Form bzgl. des unbekannten Vektors z iiberfithrt werden.
Dann gilt
- 1
FITTATZ = zdiag(A) 2 = r + ZbTA‘lb.
Mit

2= (@) baw. 7z, = (5“)2 (6.33)
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ergibt sich dann ein (evtl. unterbestimmtes) lineares System aus Gleichungen fiir die unbe-
kannten Maschenladungen und -stréome, dessen Losung wegen (6.33) die Nebenbedingung
Z > 0 erfiillen muss. Aus dieser Losung lassen sich die zur Erzeugung der Steuerkrifte not-
wendigen generalisierten elektrischen Koordinaten (die Maschenladungen ¢*) bzw. deren
zeitliche Ableitungen (die Maschenstrome ¢*) mittels (6.33) und der Hauptachsentrans-
formationsmatrix 7" errechnen. Im Fall ¢) (k; € J}) entfallen in (6.30) keine wesentlichen
Terme. Aus Stetigkeitsgriinden muss dann der Zusammenhang zwischen generalisierter
Koordinate und deren zeitlicher Ableitung einbezogen werden. Das geschieht am ein-
fachsten durch Ersetzung der Maschenstréme zum Zeitpunkt ¢; durch eine Naherung fiir
die Ableitung aus den Maschenladungen

¢" = lq"(t:;) = ¢"(tia)] /7 = (¢" — &) /7. (6.34)

Als Zeitbasis 7; wird bei einer Simulation die aktuelle Integrationsschrittweite und bei der
Steuerung eines realen Systems die Taktzeit der Messwerte verwendet. Dann ergibt sich
fiir die elektrisch erzeugten Kriifte zum Zeitpunkt ¢; (¢# ist bekannt)

1 1 1 1
( aml;w - iamc,uu) q#ql/ - <ﬁaml;w%tf - ;aml/},u(] + amCuO) q# +

2
27; ; 5

1 . 1 - 1
+ ot = Ot = B0 = 50

Ti 2
was wiederum eine Gleichung der Form (6.31) ist und sich somit wie oben beschrieben
16sen léasst. Das Ergebnis sind Zeitverldufe der Ladungen, die sowohl die elektrostatischen
Steuerkrifte als auch — wegen (6.34) — die elektrodynamischen Steuerkriifte in der not-
wendigen Weise generieren.

6.3.7.3 Inverse Dynamik des ETS

Die dritte Teilaufgabe schliefSlich beinhaltet die inverse Dynamik des E'TS. Zunéchst wird
fiir das EMS sinnvollerweise vorausgesetzt, dass die Anzahl der elektrischen verallgemei-
nerten Koordinaten m (und damit die der Fundamentalkreise) grofer oder gleich der
Anzahl der zu regelnden mechanischen Antriebe ny sei, d.h., das EMS wird als ein ,,un-
deractuated system® betrachtet. Weiterhin sollen Bauelemente, die zu ein und dersel-
ben Kante des kontrahierten Graphen (vgl. Abschnitt 2.1) des elektrischen Netzwerkes
gehoren, nicht gleichzeitig elektrostatische und elektrodynamische Krifte fiir zu regelnde
Koordinaten erzeugen. Andernfalls ist die inverse Dynamik in der hier beschriebenen Form
nicht realisierbar. Fiir m > n; ist diese Bedingung unter den genannten Voraussetzungen
durch geeignete Geriistwahl fiir das ETS immer erfiillbar. Fiir m = n; hilft bei Bedarf
wieder eine Approximation des Stromes aus den Maschenladungen geméf (6.34).

Die oben berechneten Strome (Fall b)) und Ladungen (Félle a) und c¢)) dienen als
Sollmaschenstrome ¢ (¢) und Sollmaschenladungen ¢f(¢) zur Vorgabe fiir das ETS. Im
Fall b) wird aus jedem Stromzeitverlauf der entsprechende Ladungszeitverlauf mittels
Integration oder Multiplikation mit der Zeitbasis 7; ermittelt. Alle Fundamentalkreise,
fiir deren Maschenladungen Sollzeitverldaufe vorliegen, definieren die Indexmenge der zu
regelnden verallgemeinerten Koordinaten H; des ETS. Thre Anzahl sei |H{| = m;.
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Unter den eingangs genannten Voraussetzungen (MTS habe dominierende Dynamik
gegeniiber dem ETS) kann die inverse Dynamik des ETS bei ,eingefrorenem* mecha-
nischem Zustand betrachtet werden, was einer quasistatischen Ndherung der elektrome-
chanischen Wechselwirkungen entspricht. Die Sollvorgaben fiir das MTS sind jetzt nicht
von Bedeutung. In den ETS-Regelgesetzen nach (6.11b) bzw. (6.22b-6.22d) kann deshalb

die Indexmenge J; als leer gesetzt werden. Weiterhin wird c'jgi (t) = 0 angenommen. Fiir
(6.22b—6.22d) gilt dann z.B.

= T s VL .0 2 .
Ru}: = Fui)\qu LqA + FulLuiquqoL (t) + Fuiu%gng L+ ZF/LIL/\OQ)\ +
vk 1l 2 v X
+ F/Lil/iﬂ (CIOL (t) + q L) + QF/LILV%Oq L+ QFMiVROq f+ FuiOO - Qui +

2,2 [~ A - . .1
+guiu%gyLuL [Qu% - 21-\“%/\qu)\qu - ZFMQLbLRquLR - FM%OO - gu%uiqu (t)] -

1 1
— VL — YL
Ku11é Ce,

_ 1 A
— VR VL
Ru}% - Tu}%u}%qﬂ (t) + Tu}aqu + Fu}%OO - Qu}{ +
vZu2 | A VL VR L
RMR - —_ —_ g —_ R
+ Tu}__ﬁy%r Qu% ru%qu FM%OO ru%u}{QO (t) CM}{V}%Q )
_ 1 _
_ Yo VLR __
Rulc - Culcuéqo (t) + CMICVLRq Qﬂlc +

viud | A VLR v
crc — - —
+CM10V%C Q/ﬂc CMQCVLRq CMQCVé,QO (t) .

Falls nicht alle Fundamentalkreise zur Krafterzeugung bendtigt werden (m; < m), dann
existiert noch eine Indexmenge Hj der nicht zu regelnden elektrischen verallgemeinerten
Koordinaten.

Die Einspeisung der ermittelten Maschenspannungen RMIL, Ruh , Rulc als Steuerspan-
nungen in das ETS bewirkt, dass die zu regelnden Ladungen und Strome sich den im Ab-
schnitt 6.3.7.2 berechneten Sollzeitverldufen asymptotisch annéhern. Die Dynamik dieses
Prozesses wird durch die elektrischen Zeitkonstanten und die Koeffizienten der Gain-
Matrizen fiir das ETS bestimmt. Dadurch werden die elektrisch erzeugten Kréfte sich
ebenfalls asymptotisch denjenigen Sollkraften annéhern, die im Abschnitt 6.3.7.1 errech-
net wurden. Diese Kréfte schliefllich bewirken, dass das MTS die ihm vorgegebene Sollbe-
wegung erreicht und einhélt. Dabei sind dann die mechanischen Zeitkonstanten und die
Koeffizienten der Gain-Matrizen des MTS ausschlaggebend.

Wenn ein reales mechatronisches System auf diese Weise gesteuert werden soll, ist zu
priifen, ob die Implementierung der Regelgesetze (Hard- und/oder Software) in Verbin-
dung mit den notwendigen in Abschnitt 6.3.7.2 beschriebenen Berechnungen die dynami-
schen Anforderungen erfiillt. Ist das nicht der Fall, bleibt die Moglichkeit, die Maschen-
spannungen a priori zu berechnen und dann die kompletten Zeitverldufe am realen System
einzupriagen. Dann kann allerdings keine Reaktion auf unbekannte Stérungen erwartet
werden. Dieses Verfahren ist aber z.B. dann anwendbar, wenn bekannte Initialstérungen
ausgeregelt werden sollen (vgl. das Anwendungsbeispiel ,,Panoramaprojektion® in Ab-
schnitt 7.3.4).
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Kapitel 7

Anwendungsbeispiele

Dieses Kapitel enthédlt Anwendungsbeispiele zu den beiden ausfiihrlich in der Arbeit vor-
gestellten Methoden der Analyse bzw. Synthese von elektromechanischen Systemen. Das
sind zum einen die Modellierung von EMS mit strukturvariablem elektrischen Teilsystem
und zum anderen die dynamische Steuerung von EMS mittels inverser Dynamik. Dariiber
hinaus wird noch exemplarisch die Optimierung von Parametern eines EMS gezeigt. Alle
Anwendungen wurden mit dem Entwicklungs- und Simulationswerkzeug fiir mechatroni-
sche Systeme alaska [3] umgesetzt.

7.1 Elektromechanische Systeme mit strukturvaria-
blem elektrischen Teilsystem

Einige Anwendungsbeispiele zur Strukturvariabilitéit bei ES und EMS werden in [34, 35,
39, 41] angegeben. Hier werden zwei elektromechanische Beispiele ausfiihrlich vorgestellt.

7.1.1 Einweggleichrichter mit kapazitiver Impedanzlast

In diesem Abschnitt wird ein einfacher Einweggleichrichter mit einer resistiv-kapazitiven
Last betrachtet (siche Bild 7.1). Der Gleichrichter besteht aus einer Wechselspannungs-
quelle Vy(t), einem Ohm’schen Widerstand Ry, einer Diode D und einem Glattungskon-
densator Cy. Der Lastkondensator C'(z) sei ein Plattenkondensator mit zwei parallel zuein-
ander angeordneten Elektroden (siche Bild 7.2). Eine Platte ist raumfest angeordnet, die
andere kann senkrecht zu den Plattenoberflichen bewegt werden. Sie ist iiber eine Feder-
Déampfer-Anordnung aufgehéngt. Das mechanische Teilmodell besteht damit aus einem
geddmpften Feder-Masse-System (Masse m, Dampfungskonstante d, Federsteifigkeit c)
unter Gravitationseinfluss (Gravitationskonstante g). Die Kapazitiat des Lastkondensa-
tors ist eine Funktion der Lagekoordinate = (Plattenabstand) des MTS:

_ €A

T

C(z) (7.1)

(g0 — Dielektrizitatskonstante, A — wirksame Plattenfliche). Der Plattenabstand bei ent-

spannter Feder sei xg. Der Zweig mit Cj soll zum gewéhlten Geriist gehdren. Dann seien
der Maschenstrom im linken Fundamentalkreis (siehe Bild 7.1) mit ¢! und der im rechten

131
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AE
o T

%

Bild 7.1: Einweggleichrichter mit Last Bild 7.2: Lastkondensator mit mechani-
schem Teilsystem

Kreis mit ¢% bezeichnet. Die Maschenladungen heiien demzufolge ¢ und ¢%. Die MTS-
Bewegungsgleichung lautet dann

. . 1 a 1 2\ 2
mx+d:r+c(a:—xF)+mg+§% (C’(:z:)) (¢*)"=0
bzw. mit (7.1)
L 1 (g%
mx+dm+c(m—xp)+mg+§(€qo—i:0

Eine iiber der Diode D abfallende Spannung werde mit V? = —\ bezeichnet. Mit (7.1)
liefert dann der Kirchhoff’sche Maschensatz

Rog" + (¢' — ¢*)/Co — Vo(t) = A, (7.2a)
2 1 2 i o _
R¢*—q /Co+q (C@+80A = 0. (7.2b)

Aus diesen Gleichungen lésst sich ein LCP aufstellen, mit dessen Hilfe zu jedem Zeitpunkt
eine giiltige Struktur ermittelt werden kann. Aus der Maschentransformation (2.30) folgt
fiir den Zweigstrom durch die Diode ¢! = ¢'. Damit ergibt sich das LCP nach (5.72) aus
(7.2a) zu (siche auch den zweiten Spezialfall in Abschnitt 5.3.6.5)

. A1 (¢ =

1

== - —V
q R(] RO ( C(] (U

wobei die Bedingungen

g'>0, A>0

gleichzeitig erfiillt sein miissen. Der jeweils giiltige Schaltzustand wird zu Beginn einer
numerischen Integration und zu jedem potenziellen Schaltzeitpunkt neu bestimmt. Bei
leitender Diode lauten die ETS-Bewegungsgleichungen

Rog" + (" —¢*)/Co — Vo(t) = 0,

1 T
RG® — ¢'/C, 2=+ = = 0.
9 ¢/Cota (OQ+€0A>
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In diesem Schaltzustand muss die Zustandsbedingung ¢! > 0 als Indikatorfunktion iiber-
wacht werden. Eine blockierende Diode erzwingt wegen ¢! = ¢' = 0 eine konstante Ma-
schenladung ¢'. Die zum Fundamentalkreis 1 gehorende Gleichung (7.2a) ist dann nicht
mehr Bestandteil der ETS-Bewegungsgleichungen. Mit ¢ als dem aktuell letzten Schalt-
zeitpunkt (d.h. dem Zeitpunkt des jiingsten Ubergangs von einer leitenden zu einer blo-

1 =

ckierenden Diode) sei q1|t2t51 0= qt t—0 < g, = const. Die verbleibende Bewegungsglei-

chung (7.2b) lautet dann

1 T
R — ¢y /Co+ @ =+—]=0

wobei jetzt die Zustandsbedingung A > 0 einzuhalten ist. Die entsprechende Indikator-
funktion lédsst sich aus (7.2a) ermitteln:

A= (g — %)/ Co — Vo (1)

In den Bildern 7.3-7.5 sind einige Resultate dargestellt, die mit dem Simulationssystem
alaska erzielt wurden. Zunéchst enthélt Bild 7.3 die Zeitgeschichten der mechanischen

N

— 1 2 - it B il Tommmmmmoos 1
S ™ = 7 |Sp.-quelle Kondensator Cy;
£ = o ! ! ! !
C I I I I
2 = 2 >
[%2) N 3
e o Q o
< o *
X
Diode — ! ! !
0 Zeit[s] *

Bild 7.3: Mechanische Koordinate (Ab- Bild 7.4: Spannungen iiber verschiedenen
stand z) und Kapazitit C(z) Bauelementen

N

Strom [mA]

o

- Spannung [V]

0 Zeit[s] 4

Bild 7.5: Elektrische Grofien der Diode

Koordinate (Plattenabstand) und der sich daraus ergebenden Kapazitéit des Lastkonden-
sators. Beide Ergebnisse resultieren aus einer angenommenen schwachen Dampfung des
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MTS. Den sinusférmigen Verlauf der mittels Quelle in das ETS eingespeisten Spannung
zeigt Bild 7.4. Hier sind auch die Zeitgeschichte des Spannungsabfalls iiber der Diode und
der Verlauf der Spannung iiber dem Glattungskondensator dargestellt. Die ,, Einbriiche®
in der Kondensatorspannung sind auf den Einfluss des Lastkondensators mit seiner Ab-
standsabhéngigkeit zuriickzufiithren. SchlieSlich gibt Bild 7.5 die Kurven von Diodenstrom
und Diodenspannung wieder. Hier zeigt sich zum einen die Komplementaritit dieser bei-
den physikalischen Grioffen. Dariiber hinaus ist der Einfluss des Plattenabstandes auf
deren Zeitgeschichte und damit natiirlich auch auf die Zeitpunkte des Leiten/Sperren-
Zustandiiberganges der Diode erkennbar. Diese Schaltzeitpunkte hidngen somit von der
Bewegung des gesamten EMS (MTS und ETS) ab.

7.1.2 Eintaktspannungsverdoppler mit induktiver Impedanzlast

In diesem Abschnitt wird ein Eintaktspannungsverdoppler mit einer resistiv-induktiven
Last betrachtet (sieche Bild 7.6). Der Spannungsverdoppler besteht aus der Wechselspan-
nungsquelle Vy(¢) (mit ihrem Innenwiderstand Ry), den beiden Dioden D; und Dy (mit
deren Durchlasswiderstinden R; und Ry) sowie den beiden Kondensatoren C; und Cy. Im
Fall des Leerlaufs (keine oder zumindest geringe Last durch einen sehr hohen Widerstand
R3) ist tiber dem Kondensator Cy eine Ausgangsspannung (V,,;) in Hohe der doppelten
Amplitude von Vy(t) abgreifbar. Durch die mittels Resistor und Induktor angekoppelte
Belastung wird diese Amplitude jedoch verringert.

Bild 7.6: Eintaktspannungsverdoppler mit Last

Der Lastwiderstand Rj3 sei ein Potentiometer, dessen Widerstand mit einem Schleif-
kontakt linear zwischen einem minimalen Wert R,,;, und einem maximalen Wert R,
gewahlt werden kann. Dann gilt

T — Xy,

Rg(:B) = Rmm +

(Rmax - Rmm)

Lo — Ty
(x, — Schleifkontaktweg bei minimalem Widerstand, x, — Schleifkontaktweg bei maxi-
malem Widerstand). Der Lastinduktor habe eine variable Induktivitdt, die durch die
aktuelle Position eines Eisenkerns beeinflusst wird. Dieser Eisenkern ist an einer Feder
befestigt und der Gravitation sowie einer Reibung ausgesetzt. Er ist gleichzeitig starr mit
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dem Schleifkontakt des Potentiometers verbunden. Das MTS besteht somit aus einem
geddmpften Feder-Masse-System. Die Lagekoordinate ist die Position des Eisenkerns. Sie
sei gleich Null, wenn der Kern zentriert zum Induktor steht. Die Lastinduktivitat lasst
sich dann etwa darstellen als
Lo
L) = ey

wobei die Konstanten Ly (maximale Induktivitéit) und z;, (Eisenkernposition bei halber
Induktivitét) sich aus den geometrischen Verhéltnissen ergeben (Séttigung und Hysterese
werden vernachlissigt). Die Zweige mit Ry und Cy sollen zum gewéhlten Geriist gehoren.
Die Bezeichnung der sich dann ergebenden Maschenstrome in den drei Fundamentalkrei-
sen ist in Bild 7.6 dargestellt. Insbesondere ist der Strom durch den Induktor gleich dem
Maschenstrom im Fundamentalkreis 3. Dann ist

. 10L(x) , .5\2 L x .3\ 2
Qe = 75 ) = : (@)
2 o o (1+ (2fon)?)
die auf den Eisenkern wirkende elektrisch erzeugte Kraft. Die Position des Kerns bei
entspannter Feder sei zp. Die MTS-Bewegungsgleichung lautet dann

LQ xr 2
mi +dt + c(x — xp) + mg + — )" =0
(@ =er)mg+ A )
(m — Masse, d — Dampfungskonstante, ¢ — Federsteifigkeit, g — Gravitationskonstante).
Eine iiber der Diode D; abfallende Spannung werde mit VP1 = —)\; bezeichnet. Fiir
die Spannung iiber der Diode D, gelte entsprechend VP2 = —)\,. Dann liefert der Kirch-
hoff’sche Maschensatz

(Bo+ Ri)g' + Rag” +q' /CL+ Vo) = A, (7.3a)

Rig" + (Ri+ Ro)q* + (¢* = ¢°)/Ca = M+ Ny, (7.3b)
L(z)§* + Rs(x)¢* — (¢* — ¢*)/C2 = 0. (7.3¢)

Fiir die Auswahl einer giiltigen Struktur ldsst sich aus den Gleichungen (7.3a) und (7.3b)

ein LCP ableiten. Mit AR = RyR, + RoR2 + R R, ergibt sich zunéchst

) R+ Ry q' Ry ¢ —q
1 _ _9 _
T = AR {)\1 Vo(t) cr AR A1+ Ao ; ;
R ! Ry+ R 2 _ 4
2 __1 . B C]_ 0 1 . q q
T = TR [)\1 Vo() CI] + AR [)\1 + A2 o ] :

Der Zweigstrom durch die Diode D; sei mit ¢! und der durch D, mit G2 bezeichnet.
Wegen der Maschentransformation (2.30) gilt fiir die Zweigstrome durch die Dioden

' =q¢ + ¢ bzw. g% =
Damit folgt schlieBlich fiir das LCP nach (5.72)

. Ry + R R R qt Ry ¢* — ¢

1 _ Bot Ry Roy Ry ] _ R

T = AR “"VTArR™M AR {V(’(t) OJ AR G5

. R Ry+R R ¢'] Ro+Ri¢—¢
2 0 0 1 1 q 1 0 1

T = ArMT AR T AR {V”(LLHOJ AR G
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wobei die Bedingungen
¢'=0, =0,  §°=0, x>0

alle gleichzeitig erfiillt sein miissen.

Die Diode D liegt zusammen mit R, auf einem Geriistzweig. Im Fall einer gesperrten
Dlode erglbt sich deshalb zusétzlich zu dem Gleichungssatz (7.3) eine Zwangsbedingung
¢! = ¢' +¢*> = 0. Die einzuhaltende Zustandsbedingung lautet \; > 0. Die zugehérige

Indikatorfunktion lasst sich aus dem Kirchhoff’schen Maschensatz von Fundamentalkreis 1
ermitteln (vgl. (7.3a)):

A= (Ro+ R1)q" + Ri@® + ¢"/C1 + Vo(t). (7.4)

Bei leitender Diode D; ergibt sich als Zustandsbedingung ¢! = ¢! + ¢* > 0.

Die Diode D, liegt zusammen mit Ry auf einem Cogeriistzweig. Im Fall einer gesperrten
Diode Ds gilt somit ¢ = 0 bzw. ¢ = q? = const. (g% bezeichne die Ladung ¢? zum aktu-
ell letzten Zeitpunkt des Dy-Ubergangs von Leiten nach Sperren). Die zum Fundamental-
kreis 2 gehorende Gleichung ist dann nicht mehr Bestandteil der Bewegungsgleichungen.

Als Zustandsbedingung ist Ao > 0 zu iiberwachen. Die entsprechende Indikatorfunktion
ldsst sich aus (7.3b) ermitteln:

Ao = Rig' + (¢% — QS)/Cz — A1,

wobei A\; entweder verschwindet (D; — leitend) oder sich aus (7.4) ergibt (D, — gesperrt).
Demgegeniiber erfordert eine leitende Diode Dy die Beobachtung der Zustandsbedingung
¢*=q¢*>0.

Die Bilder 7.7-7.12 enthalten einige Resultate von Simulationsuntersuchungen mit
alaska. In Bild 7.7 ist die Zeitgeschichte der Position des Eisenkerns relativ zum Induk-

Induktivitat [H] ©

Widerstand [kQ]

0 Zeit[s] 3 0 Zeit[s] 3

Bild 7.7: Eisenkernposition (Weg =) und  Bild 7.8: Eisenkernposition (Weg x) und
Potentiometerwiderstand Rsz(x) Induktivitét L(x)

tor zusammen mit dem zugehorigen, durch den Schleifkontakt realisierten Widerstand
dargestellt. Bild 7.8 zeigt neben der mechanischen Koordinate die sich daraus ergebende
Induktivitdat. Das MTS durchlduft einen Einschwingvorgang und néhert sich der Null-
position. Dementsprechend féllt der Widerstand von hohen zu niedrigen Werten. Die
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Bild 7.9: Eingangs- und Ausgangsspan- Bild 7.10: Elektrische Groflen der Di-
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Bild 7.11: Elektrische Groéflen der Di- Bild 7.12: Induktorstrom ¢* und elektrisch
ode D, erzeugte Kraft Q'

Induktivitat ist anfangs nahezu Null. Im weiteren Verlauf strebt sie zunéchst gegen ihren
Maximalwert Ly und verbleibt dann zwischen Lo und Lo /2. Bild 7.9 enthélt die Eingangs-
(Vi = Vo(t)) und die Ausgangsspannung (V,,:) des Spannungsverstérkers. Die Eingangs-
spannung ist sinusformig. Die Ausgangsspannung wéchst im ersten Teil der Darstellung
(bis ca. 1s) infolge des relativ hohen Lastwiderstandes — unterbrochen von Phasen der
Entladung des Glattungskondensators Cs. Es stellt sich kurzzeitig eine pulsierende Gleich-
spannung ein. Im zweiten Teil der Darstellung wird der Lastwiderstand drastisch verrin-
gert. Deshalb bricht die abgegebene Spannung zusammen. In den Bildern 7.10 und 7.11
sind die Stréme und Spannungen der beiden Dioden dargestellt. Wie im vorhergehenden
Beispiel wird auch hier die strikte Komplementaritét der entsprechenden Gréflen jeweils
einer Diode deutlich. Der Einfluss des MTS zeigt sich in beiden Zeitverldufen. In Bild
7.10 sind vor allem die auftretenden Strom- und Spannungsspitzen von der Hohe der
Belastung abhéngig. Bild 7.11 verdeutlicht dariiber hinaus, dass das MTS entscheiden-
den Einfluss auf die Schaltzustands-Ubergénge der Diode D, ausiibt. In der ersten Phase
(zwischen 0 und ca. 1,3s) schaltet die Diode relativ regelméBig. Bei groler Belastung hin-
gegen treten weniger Zustandsiibergiange auf. Schliellich enthélt Bild 7.12 den Verlauf des
Stromes durch den Lastinduktor und die sich daraus ergebende elektrisch erzeugte Kraft.
Das sténdig wechselnde Vorzeichen dieser Kraft in der zweiten Phase der Darstellung (ab
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ca. 1,5s) ist die Ursache dafiir, dass der Eisenkern nicht zur Ruhe kommt und statt dessen
eine verzerrte periodische Schwingung ausfiihrt (vgl. Bild 7.7 bzw. 7.8).

Die im Abschnitt 7.1 aufgefiihrten Beispiele zeigen die grundsétzliche Anwendbarkeit
der in Kapitel 5 vorgestellten Methode zur einheitlichen mathematischen Modellierung
von EMS mit strukturvariablem elektrischen Teilsystem mittels Lagrange-Formalismus,
unilateralen Bindungen und LCP.

7.2 Inverse Dynamik am Plattenkondensator

In diesem Abschnitt wird eine Anwendung des erweiterten PD-Reglers nach Kapitel 6.3
dargestellt. Damit wird der prinzipielle Funktionsnachweis eines solchen Reglers erbracht.
Im Gegensatz zu dem spéter (in Abschnitt 7.3.4) verwendeten Spezialfall kommt hier das
Regelgesetz in seiner kompletten Form geméf (6.11) zum Einsatz.

- :[[[“ I
i

Vo (1) (() C(x) ?

Bild 7.13: Prinzip eines Plattenkondensators als EMS

Das Beispiel-EMS besteht aus einem Plattenkondensator mit einer beweglichen Elek-
trode, wie er schon in Abschnitt 7.1.1 verwendet wurde. Der Kondensator ist galvanisch
(in Reihenschaltung) mit einer Spannungsquelle Vj (%), einem konstanten Ohm’schen Wi-
derstand R und einem Induktor mit konstanter Induktivitét L verbunden. (Ein dhnliches
Beispiel ohne Induktor wird in [40] vorgestellt.) Bild 7.13 zeigt eine Prinzipdarstellung
des Gesamt-EMS. Das mechanische Teilsystem stellt ein gedampftes Feder-Masse-System
dar, wobei die Lagekoordinate x gleichzeitig der Plattenabstand des Kondensators ist.
Die Position bei entspannter Feder sei xr. Das elektrische Teilmodell besteht aus einem
geddmpften Schwingkreis mit variabler (von der mechanischen Koordinate abhéngigen)
Kapazitat geméB (7.1). Die elektrische Ladung des Kondensators sei mit ¢ bezeichnet.
Dann ist

10 (1 1 ¢
(el) — = 7 2 _ -1
@ 20z (C’(:r)) 1

die auf die bewegliche Elektrode wirkende, elektrisch erzeugte Kraft und die Bewegungs-
gleichungen des Gesamt-EMS lauten mit (7.1)

1 2
mjé+di+c(x—xp)+mg+§8z—A = 0, (7.5a)

Li+Ri+ —q+Vo(t) = 0. (7.5b)
€0A
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7.2.1 Regelung des Plattenabstandes

Zunéchst wird nur der Plattenabstand dynamisch gesteuert. Zu diesem Zweck wird eine
zusitzliche Steuerkraft R, auf die bewegliche Platte eingeprigt. Die Bewegungsgleichung
(7.5a) wird deshalb auf der rechten Seite um R, ergiinzt. Die elektrisch erzeugte Kraft
stellt eine Storung dar. Auf diese Weise kann der Einfluss der verschiedenen Anteile des
erweiterten PD-Reglers verdeutlicht werden. Der Sollwert fiir den Plattenabstand sei mit
xo(t) bezeichnet. Nach (6.11a) kann die einzupréigende Steuerkraft dargestellt werden als

Rx — R;ffm) + Riffe) + Riﬂ’)

mit
RUI™ = mi(t) + di + clx — zp) + mg,
2
pute — L4
z 2 60147
RYY = —K, (i — io(t)) — Coul(x — zo(1)).

Die Summanden RY7™ und RY’® bilden zusammen die nichtlineare Vorsteuerung (feed
forward, aufgeteilt in mechanischen und elektrischen Anteil) und RY? ist die lineare
Riickfithrung (feedback).

—_ I 12 13 . 14 15 = I1 12 13 14 15
= | Z o jr---nme e
.g. 2 e 7T po-oee- T .§. ‘L—T%’_—
© : = i Storkraft
c © A | I L P
8 X
U) I
9 !
< """"""""""" A U
3 | Steuerkraft
-60 f-------}------- R oo o
1 i I I
0 Zeit[s] 0 Zeit[s]

Bild 7.14: Plattenabstand x bei verschie- Bild 7.15: Steuerkraft R, und elektrisch
denen Reglermodi erzeugte Storkraft Q'

Die in den Bildern 7.14 und 7.15 gezeigten Resultate gelten fiir einen konstanten Soll-
plattenabstand von zy(t) = 1,0 mm. Alle Zeitverldufe sind in fiinf Intervalle I1 bis I5 aufge-
teilt. In den ersten drei Abschnitten hat die Spannungsquelle den Wert Null, in der vierten
und fiinften Phase einen konstanten Wert von 75V. Im ersten Intervall ist kein Regler
aktiv. Trotz eines Plattenabstandes von 2,1 mm ist die Regelkraft gleich Null. Im zweiten
Abschnitt ist nur die lineare Riickfithrung zugeschaltet. Das entspricht der Verwendung
eines klassischen PD-Reglers. Der Plattenabstand erreicht 1,3 mm, d.h., systembedingt
entsteht eine bleibende Regelabweichung. In der dritten Phase wird der mechanische Teil
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der Vorwértssteuerung RYT™ zusitzlich verwendet. Diese reicht aus, um den Platten-
abstand asymptotisch auf den Sollwert zu senken. Die entsprechende Steuerkraft betragt
etwa —33 mN. Im vierten und fiinften Intervall wird durch das Zuschalten der Spannungs-
quelle eine Ladungstrennung auf dem Kondensator vorgenommen. Die resultierende Kraft
(siche Bild 7.15) kann fiir die Regelaufgabe als Storung aufgefasst werden. In der vierten
Phase arbeitet der Regler ohne den elektrischen Anteil der Vorwértssteuerung. Deshalb
tritt hier wieder eine bleibende Regelabweichung auf. Der Plattenabstand verringert sich
auf etwa 0,9 mm. Im letzten Abschnitt wird der elektrische Anteil der Vorwartssteuerung
RY/Ie) zugeschaltet. Damit sind alle Anteile des Reglers aktiv. Der Plattenabstand wird
auf den Sollwert ausgeregelt. Die dazu notwendige Steuerkraft betrigt etwa —27 mN.

7.2.2 Unabhingige Regelung von Plattenabstand und Ladung

Die Realisierung einer unabhdngigen Regelung von Plattenabstand und Kondensatorla-
dung ist ebenfalls moglich. Neben der Vorgabe des Zeitverlaufs des Abstandes ist gleich-
zeitig ein Sollverlauf der Ladung gegeben. Beide Vorgaben sollen mittels dynamischer
Steuerung eingehalten werden trotz der nichtlinearen elektromechanischen Wechselwir-
kung untereinander. Nach (6.11) ergibt sich der Gesamtregler zu

R, = mio(t) +di+ c(z — xp) + mg + %S—A — Kpo(@ — 20(t)) — Cora(z — (1)),
R, = Lio(t) + Ri+ ——q+ Vo(t) = Kyqld — do(t)) — Cogla — a0(t))-

EQA

Die zusitzliche Kraft R, wird auf die bewegliche Platte eingeprigt, wihrend die zusétzli-
che Spannung R, in den Stromkreis (z.B. additiv zu V;(t)) eingespeist wird. Der Sollzeit-
verlauf fiir den Plattenabstand sei eine sinusférmige Funktion (Mittelwert 1 mm, Am-
plitude 0,5mm), wihrend die Ladung auf dem Kondensator eine Rechteckfolge (zwi-
schen 0,1 uAs und 0,2 pAs) absolvieren soll. Der Wert der Spannungsquelle sei konstant
Vo(t) = 50 V. Die Resultate sind in den Bildern 7.16-7.19 zusammengestellt. Die Bilder

N

J

Abstand [mm]
Steuerkraft [mN]

Zeit [s]

Bild 7.16: Plattenabstand x Bild 7.17: Steuerkraft R,
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Bild 7.18: Kondensatorladung ¢ Bild 7.19: Steuerspannung R,

7.16 und 7.18 zeigen jeweils die Zeitgeschichte der Regelgréfien, wihrend in den Diagram-
men 7.17 und 7.19 die SteuergréBen dargestellt sind. Alle Zeitverldufe sind jeweils in drei
Intervalle 11 bis 13 aufgeteilt. In der ersten Phase ist nur der Teilregler fiir den Platten-
abstand aktiv, d.h., die zusétzliche Steuerspannung ist Null (Intervall I1 in Bild 7.19).
Wiéhrend in diesem Fall der Abstand einen idealen sinusférmigen Verlauf aufweist (Inter-
vall I1 in Bild 7.16), wird die Ladung infolge der abstandsabhéngigen Kapazitit entspre-
chend gestort (Intervall I1 in Bild 7.18). Im zweiten Abschnitt ist nur der Regler fur die
Kondensatorladung zugeschaltet, d.h., die zusétzliche Steuerkraft ist Null (Intervall 12 in
Bild 7.17). Jetzt zeigt die Ladung eine sehr gut angenéherte Rechteckfolge (Intervall 12
in Bild 7.18), wéhrend der Abstand entsprechend gestort wird (Intervall 12 in Bild 7.16).
Beide Intervalle (I1 und I2) verdeutlichen die nichtlineare elektromechanische Wechsel-
wirkung zwischen den dynamisch zu steuernden Gréfien.

Im dritten Zeitabschnitt (I3) arbeiten beide Teilregler gleichzeitig. Der Abstand er-
reicht asymptotisch den vorgegebenen Sinusverlauf (Intervall I3 in Bild 7.16). Die Konden-
satorladung zeigt einen deutlich erkennbaren rechteckigen Verlauf mit leichten Stérungen
der konstanten Abschnitte zwischen den Sollwertspriingen (Intervall I3 in Bild 7.18). Beide
Regelaufgaben sind somit trotz der nichtlinearen Wechselwirkung zufriedenstellend gelost.
Das wird moglich durch die Beriicksichtigung der Wechselwirkungen in der Vorsteuerung
beider Teilregler.

In den Bildern 7.20 und 7.21 sind zum Vergleich zwei Beispielzeitverldufe dargestellt,
die (bei gleichem Betriebsregime) mit zwei klassischen PD-Reglern (ohne Vorwértssteue-
rung) ermittelt wurden. Die dabei verwendeten Reglerverstarkungsfaktoren stellen einen
Kompromiss dar, weil eine weitere Erhohung der Verstarkung des Abstandsreglers eine
Verringerung der Verstdrkung des Ladungsreglers erzwingt. Die beiden Diagramme ver-
deutlichen, dass der Abstandsregler allein bedingt geeignet ist, seine Regelaufgabe zu
erfiillen (bleibende Regelabweichung in Intervall 11 noch akzeptabel). Demgegeniiber ist
der Regler fiir die Kondensatorladung (vgl. Intervall 12) dazu nicht in der Lage (die Recht-
eckfolge sollte zwischen 0,1 pAs und 0,2 pAs liegen). Eine Erhohung der Verstiarkung des
Ladungsreglers fiihrt aber infolge der elektromechanischen Wechselwirkung zur Instabi-
litdt. Deshalb ist eine Verbesserung des Regelverhaltens nicht moglich. In Intervall I3
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sind beide Regler aktiv. Die Ergebnisse bzgl. der Kondensatorladung sind voéllig unbe-
friedigend. An dieser Stelle wird der entscheidende Vorteil des erweiterten PD-Reglers
deutlich.

Die im Abschnitt 7.2 angefiihrten Beispiele zur dynamischen Steuerung mittels inver-
ser Dynamik zeigen die grundsétzliche Anwendbarkeit der in Abschnitt 6.3 vorgestellten
Methode der nichtlinearen Steuerung.

7.3 Mikrospiegel

In diesem Abschnitt werden elektrostatisch angetriebene Mikrospiegel und deren dyna-
mische Steuerung betrachtet. Solche aus Silizium-Wafern gedtzten Strukturen sind be-
sonders interessante Objekte der Mikrosystemtechnik (siehe z.B. [66, 155, 156, 207]). Es
sind vielfiltige Bauformen und Ausfiihrungen bekannt (siehe z.B. auch [12]). In der vor-
liegenden Arbeit werden zwei Spiegelausfithrungen néher betrachtet — so genannte 1D-
und 2D-Spiegel.

7.3.1 Mikrospiegel als diskrete EMS

Die hier betrachteten Mikrospiegel bestehen jeweils aus einer ebenen Spiegelplatte, die
iiber Federstrukturen an einem Rahmen befestigt ist. Im Fall des 2D-Spiegels ist diese
Platte quadratisch. Sie wird als starrer Kérper angenommen, auf den neben den Feder-
kraften auch Dampfungskréfte einwirken (vgl. [155]). In Bild 7.22 ist ein 1D-Spiegel und in
Bild 7.24 ein 2D-Spiegel dargestellt. Die Form der Federstrukturen ermoglicht sowohl eine
Translation des Spiegels in z-Richtung als auch Rotationen um ein (1D) bzw. zwei (2D)
korperfeste, in der Spiegelebene liegende Drehachsen. Die anderen Bewegungsmoglichkei-
ten werden weitestgehend unterdriickt und konnen deshalb hier vernachléssigt werden.
Eine Lage des mechanischen Teilsystems ist somit durch zwei (1D) bzw. drei (2D) Koor-
dinaten gekennzeichnet.
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Bild 7.22: Mechanischer Aufbau des 1D-Spiegels Bild 7.23: Stromkreis eines Kon-
densators am 2D-Spiegel
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Bild 7.24: Mechanischer Aufbau des 2D-Spiegels

Zum Antrieb eines 1D-Spiegels sind unterhalb der Platte zwei Elektroden rahmenfest
angeordnet. Beim 2D-Spiegel dienen vier Elektroden diesem Zweck. Jede Elektrode fiir
sich bildet mit der Spiegelplatte einen Kondensator, dessen Kapazitidt C' eine Funktion
der zwei bzw. drei mechanischen Koordinaten ist (1D-Spiegel: Verschiebung z entlang der
raumfesten z-Achse, Verdrehung um die korperfeste z-Achse gemessen mit dem Bryant-
oder auch Kardanwinkel a; 2D-Spiegel: Verschiebung z entlang der raumfesten z-Achse,
Verdrehungen um die korperfeste x- bzw. y-Achse gemessen mit den Bryant- oder auch
Kardanwinkeln « bzw. (). Jeder Kondensator wird separat von einer Spannungsquelle
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Vo(t) tiber einen Ohm’schen Widerstand R mit Ladungstrigern gespeist. Das elektri-
sche Teilsystem besteht somit aus zwei bzw. vier gleichartigen Stromkreisen. Einer davon
(giiltig fiir den 2D-Spiegel) ist in Bild 7.23 dargestellt.

Die elektromechanische Wechselwirkung ist durch die Abhéngigkeiten der Kapazitidten
von den mechanischen Koordinaten charakterisiert. Entsprechende Modelle zur geschlosse-
nen Darstellung dieser funktionellen Abhéngigkeiten unter bestimmten Annahmen wurde
bereits in [37, 38, 45] vorgeschlagen. Der Vollstandigkeit halber sind im Anhang E noch-
mals die wichtigsten Schritte der Herleitung dieser Modelle aufgefiihrt. Die entsprechen-
den Bewegungsgleichungen des kompletten EMS wurden in [45, 46] in detaillierter Form
angegeben.

7.3.2 Dynamische Untersuchungen bei variabler Struktur

In der Standardausfithrung sind die Elektroden der hier betrachteten Mikrospiegel durch
eine schmale Oxidschicht elektrisch isoliert. Deshalb kann unter normalen Umstédnden ein
Kurzschluss zwischen Elektroden und Spiegelplatte nicht auftreten. Falls aber die Isolier-
schicht Defekte aufweist oder — aus welchen Griinden auch immer — das Oxid auf einer
Elektrode nicht vorhanden ist, ist ein elektrischer Kurzschluss méglich. Bei einem 2D-
Spiegel wiirde ein solcher Kurzschluss dann auftreten, wenn eine Ecke der Spiegelplatte
auf die darunter befindliche Elektrode auftrifft. Der entsprechende mechanische Kontakt
kann infolge der biegsamen Spiegelplatte mittels einer zusétzlichen Feder modelliert wer-
den. Ein einfaches Modell fiir den elektrischen Kurzschluss ist durch einen relativ geringen
Widerstand Ry, parallel zur Kapazitit C(z, «, 3) zwischen der betreffenden Elektrode und
der Spiegelplatte realisierbar. Da der entsprechende Zweig nur bei mechanischem Kontakt
zugeschaltet werden darf, wird noch ein elektrischer Schalter hinzugefiigt, dessen Schalt-
zustand von dem Abstand zwischen Elektrode und Spiegelplattenecke und damit von
allen drei generalisierten mechanischen Koordinaten abhéngt (fremdgesteuerter Schalter
S(z,a, ). Das fithrt zu einem strukturvariablen ETS wie in Bild 7.25 dargestellt.

R S(z,a,
: (ii B)
%[O Sy T
AL,

Bild 7.25: Stromkreis eines Kondensators mit Kurzschlusswiderstand Ry,

Die Bilder 7.26-7.32 zeigen Resultate einiger Simulationsuntersuchungen, die beispiel-
haft fiir einen 2D-Spiegel mit Kurzschlussmoglichkeit durchgefithrt wurden. Bei der ver-
wendeten Spiegelausfithrung betrédgt der Abstand zwischen Spiegelplatte und Elektroden
bei entspannten Federn 10 gm. Der Pull-In- oder Schnapp-Punkt (Ubergang vom stabi-
len zum instabilen Arbeitsbereich, siehe z.B. [155]) liegt bei ca. 177V fiir den Fall, dass
die Spannung nur an einer Elektrode anliegt (die anderen seien spannungslos). Bei zwei
(nebeneinander liegenden) Elektroden mit gleicher Betriebsspannung liegt der stabile Ar-
beitsbereich zwischen 0 und ca. 145 V.
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Wiéhrend der dynamischen Simulation hat die Spannungsquelle fiir den ersten Qua-
dranten (siche Anhang E, Bild E.2) einen konstanten Wert von 200 V. Die Quelle des
zweiten Quadranten realisiert einen linearen Spannungsanstieg von 0 auf 200V innerhalb
der betrachteten Simulationszeit von 0,2 ms. Neben den entsprechenden elektrostatischen
Kriften wirken noch Federkrifte, Luftreibung und Gravitation. Daraus ergibt sich der
Zeitverlauf der generalisierten mechanischen Koordinaten der Spiegelplatte. In Bild 7.26
ist die Verschiebung des Plattenschwerpunktes in z-Richtung dargestellt. Die Simulation

0

Verschiebung [um]

53 | ] ] i oy | Winkel a | | |
0 Zeit[ms] 02 0 Zeit [ms] 02

Bild 7.26: Verschiebung z Bild 7.27: Bryantwinkel o und (3

beginnt in der ,Nulllage“ (entspannte Federn). Im weiteren Verlauf bewegt sich der Spiegel
infolge der elektrostatischen Kréfte tendenziell auf die Elektroden zu. Bild 7.27 enthélt die
beiden Bryantwinkel o und (. Zu Beginn sind diese beiden Kurven nahezu spiegelgleich,
weil der weitaus iiberwiegende Teil der elektrisch erzeugten Kréifte im ersten Quadranten
der Platte wirkt. Die ,,Umkehrpunkte“ deuten auf einen kurzzeitigen mechanischen Kon-
takt zwischen Spiegelecke und Elektrode und einer entsprechenden ., Riickfederung“ hin.
Diese Tatsache wird in Bild 7.28 bestétigt. Hier sind die Zeitverlaufe der vier Absténde
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Bild 7.28: Eckabsténde des 1. bis 4. Qua- Bild 7.29: Fremdgesteuerte Schalter fiir 1.
dranten und 2. Quadranten

Spiegelecke-Elektrode dargestellt. Infolge der hohen Betriebsspannung am Kondensator
im ersten Quadranten beriihrt die betreffende Ecke mehrmals die entsprechende Elektro-
de. In der Simulation ist der mechanische Kontakt durch einen kurzzeitigen negativen
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Abstand dokumentiert. Am realen Spiegel kommt es statt dessen zu einer Durchbiegung
der Spiegelplatte inklusive Riickfederung. In der zweiten Phase der Simulation (ab et-
wa 0,1ms) tritt mechanischer Kontakt auch im zweiten Quadranten auf, weil die dort
angelegte Betriebspannung jetzt geniigend hoch ist. In Bild 7.29 sind die Schaltzustéande
der beiden (zum ersten bzw. zweiten Quadranten gehorenden) fremdgesteuerten Schal-
ter dargestellt. Null bedeutet ,Schalter offen“ (kein Kontakt) und Eins heiit ,Schalter
geschlossen® (mechanischer Kontakt und damit elektrischer Kurzschluss). Die Gleichzei-
tigkeit zwischen dem Auftreffen der Spiegelplatte auf der Elektrode (in Bild 7.28) und
dem Schlieflen des Schalters (in Bild 7.29) ist klar ersichtlich. Gleiches gilt fiir den Zu-
sammenhang zwischen dem Abheben der Platte und dem Offnen des Schalters.

Bild 7.30 enthélt die Zeitgeschichten der Kapazitdten der vier Quadranten, wie sie
sich aus dem Verlauf der mechanischen Koordinaten ergeben. Hier fallen die Zeitpunkte
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Bild 7.30: Kapazitdaten des 1. bis 4. Quadranten

des mechanischen Kontaktes (d.h. des tiefsten , Eintauchens® der Platte in die Elektrode)
jeweils mit einem Maximum der betreffenden Kapazitdat zusammen. SchliefSlich reprisen-
tieren die Bilder 7.31 und 7.32 das Verhalten der ETS-Teilschaltungen fiir den ersten und
zweiten Quadranten. In Bild 7.31 sind die Ladungen der beiden Kondensatoren aufge-
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Bild 7.31: Ladungen des 1. und 2. Qua- Bild 7.32: Spannungen des 1. und 2. Qua-
dranten dranten

tragen. Bild 7.32 enthéilt die zugehorigen Spannungen iiber den Kondensatoren. In allen
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Kurven sind gewisse ,,Einbriiche“ sichtbar, die zeitlich mit mechanischen Kontakten zu-
sammenfallen. Sie dokumentieren Entladungsprozesse der Kondensatoren, die infolge der
elektrischen Kurzschliisse (,,Schalter geschlossen®) auftreten. Gleichzeitig erfolgt eine dras-
tische Verringerung der auf die Platte wirkenden elektrostatischen Kraft. Die Dynamik
dieser Prozesse ist natiirlich stark von dem relativ geringen Kurzschlusswiderstand Ry und
damit hauptséchlich von der Oberflichenbeschaffenheit von Spiegelplatte und Elektroden
abhéngig. Einen ebenso starken Einfluss hat aber auch die Dauer des mechanischen Kon-
taktes, welcher wiederum von der im Modell verwendeten Federsteifigkeit (und damit von
der Verwolbungssteifigkeit der Spiegelplatte) abhéngt.

Die hier aufgefiihrten Simulationsergebnisse zeigen die prinzipielle Anwendbarkeit der
in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Methode zur einheitlichen mathematischen Mo-
dellierung von EMS und der in Kapitel 5 vorgeschlagenen Erweiterung auf Systeme mit
Strukturvariabilitat. Dazu wurde auf der Basis von elektrostatisch angetriebenen Mikro-
spiegeln ein EMS | konstruiert“, in dem mechanische und elektrische Schaltphénomene
gleichzeitig auftreten.

7.3.3 Parameteroptimierung am Mikrospiegel

Fiir die Optimierung von Parametern eines EMS (vgl. Abschnitt 6.2) erweist sich die
einheitliche mathematische Modellierung solcher Systeme nach Kapitel 3 als tragfihiges
Fundament. Hier sollen zwei kleine Beispiele einer solchen Optimierung an einem Mikro-
spiegel angefiihrt werden.

Bei einer Anordnung von mehreren Spiegeln in Array-Form treten infolge von Herstel-
lungstoleranzen stets gewisse Exemplarstreuungen auf. Durch Hinzufiigen von zusétzli-
chen minimalen Massen am Spiegelrand konnte gezielt Einfluss auf die beiden Eigenfre-
quenzen des mechanischen Teilsystems jedes einzelnen Spiegels genommen werden. Auf
diese Weise wire es moglich, die Exemplarstreuung durch Anbringen von zusétzlichem
oder Entfernen von iiberfliissigem Material zu verringern und somit die Funktionalitét
eines solchen Arrays zu verbessern. In einem ersten Beispiel soll fiir einen 1D-Spiegel —
mit Eigenfrequenzen von z.B. 339 Hz und 1362 Hz in horizontaler Spiegelposition — durch
zusétzliche Massen die erste Resonanzfrequenz auf 320 Hz und die zweite auf 1300 Hz
gesenkt werden. Zu diesem Zweck soll Material punktformig an den Spiegelrdndern je-
weils in der Kantenmitte (auf der spiegelfesten z- und y-Achse) befestigt werden. Diese
Zusatzmassen verdndern im Wesentlichen die Tragheitsmomente der Spiegelplatte und
haben damit direkten Einfluss auf das MTS. Als Zielfunktional wird die Summe der
quadratischen Abweichungen der ermittelten Eigenfrequenzen von deren Sollwerten ein-
gesetzt. Der Optimierungsalgorithmus verwendet zur Bestimmung des Zielfunktionals die
in alaska implementierte Modalanalyse des elektromechanischen Systems. In Bild 7.33 ist
der Verlauf der beiden Optimierungsparameter mit zunehmender Anzahl von Iterations-
schritten dargestellt. Durch Anbringen einer zusétzlichen Masse von je 15,6 ug an beiden
zur x-Achse parallelen Spiegelkanten und von je 19,8 ug an den beiden anderen Kanten
werden schlieBllich die gewiinschten Resonanzfrequenzen erreicht.

In einem zweiten Beispiel soll durch Verdnderung der Kantenlénge eines 2D-Spiegels
dessen Resonanzfrequenz der Taumelbewegung einen bestimmten vorgegebenen Wert er-
reichen. Die quadratische Form des Spiegels soll dabei erhalten bleiben. Eine 15 ym dicke
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Bild 7.33: Parameteroptimierung am 1D-Spiegel

Spiegelplatte mit 500 ym Kantenldnge habe z.B. eine Resonanzfrequenz von 22,5 kHz.
Die Optimierungsaufgabe besteht darin, zu ermitteln, welche Kantenldnge der Spiegel
besitzen miisste, damit Resonanz bei moglichst genau 21 kHz auftritt. Dabei miissen alle
Einfliisse der Kantenlénge auf die Eigenformen des Spiegels in Betracht gezogen werden.
Neben den Trigheitseigenschaften (Masse, Trigheitsmomente) verdndern sich mit wach-
sender Kantenlénge auch die elektrisch erzeugten Krifte infolge der vergréflerten aktiven
Elektrodenflachen. Dadurch wird — bei Auslenkung aus der horizontalen Lage — die Re-
sonanzfrequenz zusétzlich verschoben. Eine Variation der Spiegelkantenldnge hat somit
direkten Einfluss sowohl auf das MTS als auch auf das ETS. Deshalb ist die Verwendung
eines einheitlichen Modells des EMS von entscheidendem Vorteil fiir eine Parameteropti-
mierung. Die Federkréfte sollen nicht mit der Spiegelgrofle variieren, d.h., der Rahmen
wird dem Spiegel entsprechend angepasst. Die Zielfunktionalbestimmung erfolgt wihrend
der Optimierung mittels Modalanalyse. In den Bildern 7.34 und 7.35 ist jeweils der Ver-
lauf der Kantenlidnge als Optimierungsparameter mit zunehmender Anzahl von Iterati-
onsschritten dargestellt. Fiir die horizontale Lage wurde eine Kantenldnge von 517,5 um
ermittelt. Wenn die Resonanzfrequenz von 21 kHz in gekippter Spiegellage bei z.B. 150 V
an einer Elektrode erreicht werden soll, muss die Kantenldnge 498,5 ym betragen.
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Bild 7.34: Parameteroptimierung am 2D- Bild 7.35: Parameteroptimierung am 2D-
Spiegel bei Horizontallage Spiegel bei Schréiglage
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7.3.4 Panoramaprojektion

Mit dem EMS-Modell des Mikrospiegels ist prinzipiell eine dynamische Steuerung mittels
erweitertem PD-Regler gemafl Abschnitt 6.3 moglich. Die Konstruktion des Mikrospiegels
ist allerdings so ausgelegt, dass die Bewegung der Spiegelplatte durch elektrisch erzeugte
Krifte/Momente gesteuert werden soll. Eine Anwendung der in 6.3.3 bzw. 6.3.5 dargestell-
ten Regelgesetze wire somit nur unter zusétzlichen konstruktiven Mafinahmen moglich.
Deshalb kommt hier der in Abschnitt 6.3.7 beschriebene Sonderfall der Steuerung des
MTS mittels ETS zum Einsatz.

?h“oRAHA PRO“IEKTIQN

Laserquelle

Reflektor Laserstrahl

2D-Spiegel

- Elektroden

Bild 7.36: Prinzip der Panorama-Projektion

Der prinzipielle Aufbau einer Panorama- oder Rundumprojektion mittels 2D-Spiegel
ist in Bild 7.36 dargestellt. Der optische Strahl einer Laserquelle wird vom Spiegel auf
einen rotationssymmetrischen Koérper mit verspiegelter Oberfliche (Reflektor) reflektiert,
der sich oberhalb des Spiegels befindet (Symmetrieachse parallel zur z-Achse des Spie-
gels). Von dort gelangt er auf die Innenseite eines Zylinders und erzeugt einen Licht-
punkt. Die Position eines solchen Lichtpunktes ist von der momentanen Lage der Spie-
gelplatte abhéngig. Alle Punkte, die mit einer moglichen Auslenkung der Platte erreicht
werden konnen, bilden zusammen den Projektionsbereich. Ziel ist eine zeilenweise Uber-
streichung dieses Projektionsbereiches, d.h., der Lichtpunkt soll nahezu waagerecht auf
der Zylinderinnenseite entlang laufen, wobei die Steigung so berechnet ist, dass nach
einer Umrundung genau die nichsthohere Pixelzeile geschrieben wird. Durch geeignete
Ein-/Austastung der Laserquelle kann dann z.B. ein Schriftzug auf der Projektionsfliche
dargestellt werden (Rastergrafik). Nach erfolgter Bilderzeugung wird in einer Dunkelphase
der Laserstrahl wieder an den Ausgangspunkt zuriick gefiihrt.
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Um den beschriebenen Strahlenverlauf zu erzeugen, muss der Spiegel eine Bewegung
derart durchfithren, dass der Reflexionspunkt auf dem rotationssymmetrischen Korper
eine archimedische (anwachsende , kreisformige“) Spirale beschreibt. Diese Taumelbewe-
gung ist durch geeignete Auslenkungen des Spiegels um die z- bzw. y-Achse gekennzeich-
net. Eine vertikale Spiegelbewegung hat auf die Form der auf dem Reflektor entstehenden
Spirale und damit auf das darzustellende Bild nur einen vernachléssigbar kleinen Einfluss.
Die zu steuernden Koordinaten sind somit die beiden Bryantwinkel o und [ der Spie-
geldrehungen um die korperfeste z- bzw. y-Achse. Die Vertikalbewegung (2-Koordinate)
muss nicht gesteuert werden. Damit kann mittels inverser Kinematik eine Solltrajektorie
der beiden dynamisch zu steuernden Koordinaten im Konfigurationenraum des mechani-
schen Teilsystems bestimmt werden. Geméaf Abschnitt 6.3.7 konnen zu jedem Zeitpunkt
in einem dreistufigen Algorithmus zunéchst die notwendigen mechanischen verallgemei-
nerten Kréfte (in diesem Fall die Momente um die korperfesten Achsen z und y), daraus
eine geeignete Lage des ETS (hier der Kondensatorladungen) und damit schlielich die
notwendigen elektrischen verallgemeinerten Krifte (die Werte der vier Spannungsquellen)
berechnet werden.

Die Bilder 7.37 und 7.38 zeigen Ergebnisse der Simulation eines Anfahrvorgangs. Zu
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Bild 7.37: Zeitverlauf der errechneten Bild 7.38: Verlauf des Laserpunktes auf
Spannungen dem Reflektor

jedem Integrationszeitpunkt werden dazu in der genannten Weise die benotigten Span-
nungen (Bild 7.37) errechnet und in das Simulationsmodell eingespeist. Startend aus der
Ruhelage (ladungslose Kondensatoren, Laserpunkt bei z = y = 0 mm) wird der Spiegel in
eine Taumelbewegung versetzt (vgl. Volllinie in Bild 7.38). Gegeniiber dem Beginn der
Solltrajektorie (Strichlinie in Bild 7.38) stellt die Ruhelage eine erhebliche Stérung dar.
Deshalb néhert sich die Spiegelbewegung zunéchst asymptotisch der Sollbewegung. Nach
etwa 0,1 ms ist die Solltrajektorie erreicht und der Spiegel bewegt sich im weiteren Verlauf
stabil nahezu entlang der vorgegebenen Kurve. Nach Ablauf der ersten Bilderzeugungs-
phase und der darauf folgenden Dunkelphase existiert keine Anfangsstérung mehr. Die
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Amplitude der Taumelbewegung wéchst dann linear entsprechend der Sollvorgabe. Das
ermoglicht eine verzerrungsfreie Darstellung des Bildes auf der Projektionsfléche.

Mikrospiegel sind hochdynamische Systeme. Das Verhéltnis von Simulationszeit zu
erforderlicher Rechenzeit ist selbst bei heutigen Computern noch recht ungiinstig. Deshalb
ist die hier vorgestellte Regelung nur innerhalb einer dynamischen Simulation anwendbar.
Ein realer Spiegel kann derzeit nicht auf diese Weise online geregelt werden. Es ist aber
durchaus denkbar, die zunéchst mittels Simulation ermittelten Spannungsverldufe danach
am realen Spiegel einzuspeisen und so eine offline-Steuerung zu realisieren. Falls dann
keine unvorhergesehenen Storungen auftreten, wird bei geniigend genauem Modell des
realen Systems die tatséchliche Spiegelbewegung sehr nahe der gewiinschten liegen. Diese
Verfahrensweise konnte erfolgreich getestet werden.

Im Abschnitt 7.3 wurden am Beispiel von elektromechanischen Mikrospiegeln zwei Me-
thoden der in Kapitel 6 vorgestellten inversen Problemstellungen angewendet. Die nicht-
lineare Parameteroptimierung wurde exemplarisch an einem 1D- und einem 2D-Spiegel
gezeigt. Die nichtlineare dynamische Steuerung in Gestalt des in Abschnitt 6.3.7 vor-
gestellten Sonderfalles (Steuerung des MTS mittels elektrisch erzeugten Kréften) wurde
anhand der Panoramaprojektion mittels 2D-Spiegel dargestellt.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der Arbeit werden verschiedene Methoden zur Analyse und Synthese elektromechani-
scher Systeme vorgestellt. Grundlage ist dabei eine einheitliche mathematische Modellie-
rung solcher Systeme auf der Basis des Prinzips der virtuellen Arbeit in Lagrange’scher
Fassung. Zunéchst wird die Anwendung dieses Prinzips auf rein mechanische und rein
elektrische Systeme wiederholt. Danach wird die Herleitung der Bewegungsgleichungen
des EMS als einheitliches System mittels dieses Prinzips nochmals dargestellt. Das dabei
gewonnene differenzial-algebraische Gleichungssystem dient als Grundlage aller weiteren
Betrachtungen.

Als Methoden der Analyse werden fiir strukturfeste EMS neben der numerischen Inte-
gration auch die Bestimmung von statischen Gleichgewichtszustidnden und die Herleitung
der linearisierten Gleichungen fiir die Schwingungsanalyse dargelegt. In den Bewegungs-
gleichungen des elektrischen Teilsystems konnen Ordnungsreduktionen oder Entartungen
auftreten. Diese konnen z.B. begriindet sein in nicht vollstindig besetzten Koeffizienten-
matrizen oder in linearen Abhéngigkeiten der Koeffizienten. Deshalb wird fiir alle Ana-
lysemethoden eine entsprechende Klasseneinteilung bzgl. der elektrischen generalisierten
Koordinaten verwendet. Fiir einen Gleichgewichtszustand eines EMS wird eine geeignete
Definition angegeben. Die linearisierten Gleichungen werden sowohl fiir die Modalanalyse
als auch fiir Stoérungsuntersuchungen dargestellt. Einer der beiden Hauptinhalte der Ar-
beit ist jedoch die einheitliche Modellierung und Behandlung von strukturvariablen EMS.
Dazu werden zunéchst die Phédnomene der Strukturvariabilitiat (Schaltphdnomene) in der
mechanischen und der elektrischen Doméne als unilaterale Bindungen aufgefasst. Jede
dieser Bindungen bewirkt eine einseitige Beschrankung des Konfigurationenraumes des
EMS. Bei Erreichen einer solchen Beschréinkung erfolgt eine Strukturdnderung des Sys-
tems und damit auch der Bewegungsgleichungen. Bei Existenz mehrerer Schaltphdnome-
ne ist das Auffinden einer neuen erlaubten Struktur ein kombinatorisches Problem, das
mittels LCP gelost werden kann. Nach einer kurzen Wiederholung der entsprechenden
Beschreibung von Schaltphdnomenen in der Mechanik (Kontakt, Reibung) wird in der
Arbeit ausfiihrlich auf die Behandlung solcher Phénomene in der elektrischen Doméne
eingegangen. Dazu werden fiir selbststeuernde Schaltbauelemente die komplementéren
Schaltzustéinde angegeben und — daraus abgeleitet — Zustandsbedingungen, Indikator-
funktionen und Schaltzuldssigkeitskriterien formuliert. Das Aufstellen des LCP erfolgt
unter Beachtung der Klasseneinteilung der generalisierten elektrischen Koordinaten. Die
gesamte Methode wird anhand einiger Schaltbauelemente (Diode, Zenerdiode, Thyristor)
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ausfiihrlich erldutert. Die in der Arbeit dargestellte Behandlung von Schaltphdnomenen
mittels unilateraler Bindungen und LCP erméglicht eine einheitliche Modellierung von
strukturvariablen EMS auf der Basis des Gesamtsystems der Bewegungsgleichungen.

Die Synthese (der Entwurf) eines Systems wird in der Arbeit als inverses Problem ver-
standen. Als eine diesbeziigliche Methode wird die nichtlineare Parameteroptimierung als
eine Losung des inversen Problems bei fester Struktur aber nicht komplett vorgegebenen
Konstitutivparametern erwdhnt. Hier ist das einheitliche Modell des EMS insbesonde-
re dann von Vorteil, wenn Parameter bestimmt werden sollen, die das Verhalten sowohl
des mechanischen als auch des elektrischen Teilsystems beeinflussen. Der zweite der bei-
den Hauptinhalte der Arbeit ist die nichtlineare dynamische Steuerung von EMS als die
Losung des inversen Problems bei fester Gesamtkonfiguration (Struktur und Konstitutiv-
parameter). Dabei sind Vorgaben fiir die zeitliche Abfolge von mechanischen und/oder
elektrischen Koordinaten (darstellbar als explizit zeitabhingige Sollwerte fiir die genera-
lisierten Koordinaten) zugelassen. Ausgehend von den EMS-Bewegungsgleichungen (ohne
zusétzliche Zwangsbedingungen) werden unter Einbeziehung der Klasseneinteilung der
generalisierten elektrischen Koordinaten zunéchst die ,, Voronetz“-Gleichungen eines teil-
weise gesteuerten EMS (underactuated system) abgeleitet. Darauf aufbauend wird mit
gezielten Modifikationen ein so genannter erweiterter PD-Regler entworfen. Dieser besteht
aus einer nichtlinearen Vorsteuerung unter Verwendung der inversen Dynamik des Systems
und einer linearen Riickfithrung des Lage- und Geschwindigkeitsfehlers. Der Nachweis der
globalen (asymptotischen) Stabilitét des vorgeschlagenen Regelgesetzes gelingt mittels ex-
pliziter Konstruktion einer Lyapunov-Funktion. SchlieBlich wird noch auf den wichtigen
Sonderfall der dynamischen Steuerung des mechanischen Teilsystems ausschlieflich mit
elektrisch erzeugten Kriften/Momenten eingegangen.

Einige Beispiele, die die Anwendung der Analyse- und Synthesemethoden zeigen, run-
den die Arbeit ab.

Zukiinftige Arbeiten sollten auf die Erweiterung und Vertiefung des hier vorgestellten
theoretischen Grundgeriistes einer Modellierung elektromechanischer Systeme gerichtet
sein. Verschiedene Sachverhalte verdienen dabei Beachtung:

e Beriicksichtigung nichtlinearer elektrischer Bauelemente (z.B. Kennlinien von Di-
oden und Transistoren, wenn diese nicht als Schaltbauelemente idealisiert werden
konnen),

e Beriicksichtigung nichtlinearer elektromagnetischer Effekte wie Hysterese und Sétti-
gung (vgl. auch [227]),

o tiefgreifende Untersuchungen der LCP-Anwendung fiir Systeme mit sich gegenseitig
beeinflussenden mechanischen und elektrischen Schaltphénomenen,

e Zusammenfithrung der Ergebnisse zum erweiterten PD-Regler fiir Starrkérpersys-
teme mit zusétzlichen Zwangsbedingungen (CMS) (vgl. [90, 139]) und dem in der
vorliegenden Arbeit vorgestellten erweiterten PD-Regler fiir EMS,

e Beschreibung von EMS mittels Lagrange-Funktionen, die in den Geschwindigkeiten
nicht quadratisch sind, z.B. zur Modellierung allgemeiner Wirbelstromeffekte etwa
bei Linearmotoren mit nicht strukturiertem Sekundérteil (siche z.B. [135]).



Anhang A

Integrabilitatsbedingungen und
Zustandsfunktionen

Dieser Anhang stellt Ergdnzungen zu den Kapiteln 2 und 3 bereit. Er stiitzt sich
wesentlich auf die Arbeiten zur Lagrange-basierten EMS-Modellierung von MAI-
SSER/STEIGENBERGER [142, 143, 220, 221] sowie deren Weiterentwicklung in [131, 144].

A.1 Mehrkorpersysteme

Im Anhang A.1 gelten folgende Indexvereinbarungen: x, A, 0 € J; o, 8 € JU{0} (J — In-
dexmenge der generalisierten Koordinaten des MKS, ¢° = t).

In Abschnitt 2.2 erfolgt die Herleitung der Bewegungsgleichungen eines Mehrkorper-
systems (MKS) mittels Zerlegung der Kréfte geméf (2.10) mit (2.11). Die fiir (2.11a) bzw.
(2.11c) notwendigen und hinreichenden Integrabilitidtsbedingungen lauten (siehe [131])

0@y =0, (A1)
9,QY = o (A.2)

Die zugehorigen Zustandsfunktionen, Potenzial U und Dissipationsfunktion D, sind dann
wegunabhéngige Linienintegrale:

q~ q~
Ulg.t) == / QO (q.t)dg",  D(d,q,t) = / Q® (4, q,t) di" (A.3a,b)
0 0

Die fiir (2.11b) notwendigen und hinreichenden Integrabilitdtsbedingungen sind z.B. in

[18] zu finden (siehe auch [16]). Die Q%" miissen notwendigerweise linear in ¢* mit schief-
symmetrischer Koeffizientenmatrix w,, sein:

Q,(ql) - wH)\(QJ t)q)\ + wHO(Q? t)

Das verallgemeinerte Potenzial V' muss dann ebenfalls linear in ¢* sein:

V(q,q,t) = welq,t)q" + wo(g, t). (A.4)
Dabei miissen die wy, wg einem System partieller Differenzialgleichungen

20/awp) = Wap
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geniigen. Dieses System besitzt genau dann Losungen, wenn 0,w,y + O Wy, + Oxwy, = 0
und 20pwyo = Oowyy bzw. zusammengefasst

ag’wm\ + a,\’wg,.@ + 8ﬁww =0 (A5)

erfiillt ist.

Die Bedingungen (A.1), (A.2) und (A.5) wurden zuerst von HELMHOLTZ angegeben.
Sie entsprechen gleichzeitig den notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Exis-
tenz eines kinetischen Potenzials erster Ordnung (Lagrange-Funktion A(q, q)) gemé8

(aﬁA) — 9 = Q..

In der von HELMHOLTZ angefiithrten Form ([83]) lauten sie

BpQu =0, 30@0 = (5:2:), 909 =1 (0nQu). B30 =0

A.2 Elektrische Systeme

Im Anhang A.2 gelten folgende Indexvereinbarungen: i,j € I'; p,v,w € H* (I' — Index-
menge der Zweige des Netzwerkgraphen des ES, H* — Indexmenge der Cogeriistkanten).

In Abschnitt 2.3 erfolgt die Herleitung der Bewegungsgleichungen eines elektrischen
Systems (ES) in Ladungsformulierung unter Einhaltung gewisser Integrabilitdtsbedingun-
gen. Diese lassen sich aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit (2.38) unter Verwendung der
Zerlegung (2.39) herleiten. Darin implizit enthalten ist die konkrete Bestimmung der Zu-
standsfunktionen W/ , W, und V",

Die aus Induktoren resultierenden Anteile der virtuellen Arbeit lassen sich mit den
Maschenfliissen

schreiben als
Vo = 0,64 = U A, 6¢" = 4, 0g"

Mit einer Zustandsfunktion W/ (4,t) ist (0 w! ) gt = 1/1 dg* fiir beliebige d¢* nur dann
erfiillbar, falls 0 W,, = 1, + const. gilt. Diese partiellen Differentialgleichungen fiir W,
sind nur unter der Bedingung 81,1## = 0 integrierbar. Wegen 9,,(-) = A",0;(-) und (A. 6)

muss somit
AL A0 =0 (A7)

gelten. In diesem Fall heifit das wegunabhéingige Linienintegral
Widot) = [ v, i

magnetische Coenergie des ES. Fiir einen linearen Induktor gilt ¥; = L;;(t)¢ + P,o(t)
(Lij = Lj; — Induktivitéten, W;, — explizit zeitabhéngiger magnetischer Fluss infolge Per-
manentmagneten) und somit

]- 240 29 -4
W = 5Lij(t)q 7+ V()T |,y -
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Die aus Kondensatoren und Spannungsquellen resultierenden Anteile der virtuellen
Arbeit lassen sich mit

U(C) (Qa t) = Aiu‘/i(C)7 Uuﬂ(t) = Aiu‘/io (AS)

I

schreiben als
(VL + Vi) 87 = (V) + Vig) A", 5g" = (v} + vy0) b

Mit einer Zustandsfunktion W (q,t) ist 0, W, dg" = (v, © 4 vu0) 0g* fiir beliebige d¢* nur
dann erfiillbar, falls 9,W, = v# 4 v, + const. gllt Diese partiellen Differentialgleichun-

Q)

gen fiir W, sind nur unter der Bedingung (9[1,1)#] = 0 integrierbar (9,v,0 =0). Wegen

du(+) = A",0;(-) und (A.8) muss somit

ANV =0 (A.9)

zJ]

gelten. In diesem Fall heiffit das wegunabhéngige Linienintegral
Welq.t) = / (v + Vo) dg”

elektrische Energie des ES. Fiir einen linearen Kondensator gilt V;(C) =Cy()F + V,.E]C)

(Cy; = C}; — Elemente der inversen Matrix der Teilkapazitéten, Viéc) — Spannungen infolge
Anfangsladungen) und somit

1
WeziC R —|—V0 q‘MT

Die aus (zunéchst nicht unbedingt quasilinearen) Resistoren resultierenden Anteile der
virtuellen Arbeit lassen sich mit

vl (g,q.t) = A,V (A.10)
schreiben als

‘/i(R) 5(71 — V;(R)Aiu 5qu — U;(LR) 5(]“.

Mit einer Zustandsfunktion D(q q,t) ist dann ) D ogH = v# (5q“ fiir beliebige dg* nur
dann erfiillbar, falls (9 D= vu B 4 const. gilt. Diese partiellen Differentialgleichungen fiir
D sind nur unter der Bedingung G[VUM]) = 0 integrierbar. Wegen 9,,(-) = A*,0;(-) und
(A.10) muss somit

ALALO VY =0 (A.11)

]

gelten. In diesem Fall heiffit das wegunabhéngige Linienintegral

Diga.t) = [ of dg (A12)
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Dissipationsfunktion des ES. Fiir einen quasilinearen Resistor gilt Vi(R) = Rij(q,t)§ und
somit
UfLR) = r/uz(qa t)qy + SM(Q7 t)a

wobei der erste Term von den Maschenstromen (d.h. den generalisierten ,,Geschwin-
digkeiten®) herriihrt (r,, = A", A7, R;;) und der zweite Term infolge eventuell vorhan-
dener Stromquellen entsteht (s, = A’ A7, R;;qi°(t), vo € Hp). Sei 7., = S, + Wy, mit
Suy 1= T(w) und wy, = 77,). Dann zerfallt vaR) in einen dissipativen (vaRd)) und einen
gyroskopischen Anteil (vaR")), wobei U#Rd) = 5,u¢" + 5, und vaRg) = w,,,¢” ist. Damit sind
fiir den dissipativen Anteil die Bedingungen (A.11) erfiillt und nach (A.12) ist

1 e .
D= §3uu(q,t)q“q + s.(q, )"

die dem dissipativen Anteil der quasilinearen Resistoren zugeordnete Rayleigh’sche Dis-
sipationsfunktion. Fiir den gyroskopischen Anteil ergibt sich schliellich die Existenz einer
Zustandsfunktion V" mit 6,V = (9,V") — 8,V" = v} unter den Bedingungen

aww;w + al/wwu + auwuw = 07 aﬂw;w =0 (A13)

(¢" =t). Dann sind die partiellen Differenzialgleichungen 20),w,) = w,, integrierbar. Im
Fall w,, = rj,,) = const. ist w, = w,,q¢" und

vh = §wqu,uq-u

ist das gyroskopische Potenzial der quasilinearen Resistoren des ES.

Die Bedingungen (A.7), (A.9), (A.11) und (A.13) wurden zuerst von HELMHOLTZ
angegeben. Sie entsprechen gleichzeitig den notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fir die Existenz eines kinetischen Potenzials erster Ordnung (Lagrange-Funktion A(¢, ¢))
geméf

(3,LA>' — 0, A =v,.

In der von HELMHOLTZ angefithrten Form ([83]) lauten sie

vy =0, vy = (51,1}#)', vy = % (8[1,%])', 9,00, = 0.

Der Nachweis der Notwendigkeit und Hinlénglichkeit dieser Bedingungen stammt ebenfalls
von HELMHOLTZ und ist gelegentlich wiederholt worden (z.B. in [131]).

A.3 Elektromechanische Systeme

Im Anhang A.3 gelten folgende Indexvereinbarungen: k,\ 0,0 € J; p,v,w € H*;
a,b,ce JUH*; a,8,y€ JUH*U{0} (¢"=1t);i,j €.



A.3. Elektromechanische Systeme 159

A.3.1 Integrabilititsbedingungen

Die Klasseneinteilung (3.9) mit (3.10) ist hinreichend fiir die Darstellbarkeit der Q,, v,
geméf (3.7). Im Folgenden sind die Bedingungen fiir die Klassenzugehorigkeit fiir gewisse
Kraft- und Spannungsanteile aufgefiihrt.

Das Funktionentupel (Q,(.EO), Yy, —U,SO)) gehort zur Klasse K(©) genau dann, wenn

9,,Q% =0, Bibyy = 0, v =0,

(v

3y () (0) (0) 5 ,,(0) (A.14)
8,09 —0.p, =0, 9,0V +0.0Y =0, 9, + 9.0 =0.

Das Funktionentupel (Q,&l), —v,(})) = (Q((ll)) gehort zur Klasse K genau dann, wenn

QY = —raalg,1)g" (A.15)
und (mit 794 1= =740, 700 1= 0, T[ag] = Wap)
rag) =0,  OyWap + Opwya + Oawsy = 0. (A.16a,b)

Bedingung (A.15) bedeutet Linearitit in ¢, d.h. Q,g) = —Wga(q, )" — we(g,t) sowie

v,(}) = Wua(q,t)¢" + w,(g,t). Bedingung (A.16a) bedeutet Schiefsymmetrie der Koeffizi-

entenmatrix und w, = r4. Die Bedingungen (A.16b) sind gerade die notwendigen und
hinreichenden Integrabilitdtsbedingungen fiir das System partieller Differentialgleichun-
gen

28[awm = Wap (Al?)

zur Bestimmung der Funktionen w, (g, t). Sie lauten ausfiihrlich 0wy, + Opweq + Ogwpe. = 0
und Oyway = 20pw,. SchlieBlich gehért das Funktionentupel (Q,(f), —vf)) = (ng)) zur
Klasse K® genau dann, wenn

9,08 =0, dh. 9,QF =0, 9,9 =0, 9P+ =0. (A.18)

[v 4]

A.3.2 Ermittlung der Zustandsfunktionen

Die Funktionen @), seien geméif (3.3) gegeben. Dann miissen diese nach (3.10) zerlegt wer-
den derart, dass die Bedingungen (A.14), (A.16) und (A.18) identisch erfiillt sind. Wenn
dies gelingt, konnen die zugehorigen Zustandsfunktionen wie folgt berechnet werden.

A.3.2.1 Zustandsfunktion U
Nach (3.10) gilt fur ¥ zunéchst einmal die allgemeine Darstellung
(qf"ﬂ]/"’qm)

V= / ¢M(qca qc’ t) dqﬂ o U/(LO) (q'c’ qc’ t) dqﬂ + Qf(f()) (q‘C’ qc’ t) dqﬁ
(0,0,0)
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Fiir dieses Linienintegral kann infolge der Wegunabhéngigkeit von ¥ ein beliebiger Inte-
grationsweg — also z.B. (0,0,0) — (0,0, ¢") — (0,¢", ¢") — (¢*,¢", ¢") — gewéhlt werden.

Mit ﬁﬁo)(qc,t) = vﬁo) 4020 und ng)(q", t):= © 460, =0 ist dann
q* q* q"
vie [Cud0d - [ 500 de [ Q0 dy (A.19)
0 0 0

Infolge der ausschlielichen Betrachtung diskreter EMS und damit der Anwendung der
Kirchhoff-Theorie (als quasistationéire Niherung der Maxwell-Gleichungen) héngt die Zu-
standsfunktion ¥ nicht von den Ladungen ¢ ab, d.h. ¥ = ¥(4¥, ¢%,t). Dann gilt wegen
(3.10)

U =0,V =,(¢°,¢°,1), vV =-0,0=0, QY =0.V=0Q"(¢ q¢,1)

und somit nach (A.19)

g o
- / 0@, 47 ) dit* + / QO (7, 1) dg". (A.20)
0 0

Ist v, der verkettete magnetische Fluss im Fundamentalkreis p, so heiit ¥ magnetome-
chanisches Copotenzial des EMS (,magnetische Coenergie“). Die dieser Zustandsfunktion
entsprechenden Krifte

q* 5
QY =9,V = / Outh, i + QW (g%, 1) (A.21)
0

sind dann magnetischen Ursprungs. Die Q,&O) resultieren dabei aus Magnetfeldern, die in
Induktoren durch Quellstrome oder Permanentmagnete erzeugt werden.
Im Fall linearer Fluss-Strom-Relationen lassen sich weitere Aussagen machen. Mit

wu = l;w(qg> t)qy + ¢u0(qg> t)a l/u/ = lvu

ist nach (A.20) und (A.21)

1 TRy% o . o < K
Vo= DL 0P a0+ B, T [ Q0ar (A
0

1 T o . A o
QY = 0V = S0 (0", 08" + Ot (a7, )¢ + QP (47 1). (A.23)

Zur Ermittlung von ¥ und Q,(.@O) wird die magnetische Coenergie fiir lineare Induktoren
unter Einbeziehung der Zweigstromanteile ¢(¢) infolge Stromquellen betrachtet:

‘w o 1 o i . -7 i v -J o i -7
U(¢”,¢%,t) = iLij<q (A LG+ 40) (A0 + @) + Wao(q7, t) (A" ud" + qp)-

Mit 1, = A" A7, L;; und 0 = Ai“(Liqu + W,o) folgt daraus

1 o T o . 1 o Y] o -4
U = il,w(q ) @MG” + Yo, t) ¢ + §Lij(q ) d0dd + Yio(q7, 1) dp
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bzw. mit (A.22)
- 0 1 o .-
Uit) = [ QU ) da" = SLula” DAORO + Vald”, (0.
0
Fiir Q,(QO) folgt deshalb

A = 1 i g o 4\ i

QSJ)(q", t) = 8H\I/|qu,:0 =0,V = iﬁnLij(q”, £)Godd + 0xWio(q7, t)qs. (A.24)
Der einfach unterstrichene Term in (A.24) reprisentiert Kréfte in Induktoren infolge
Stromquellen, der doppelt unterstrichene Term représentiert Krifte auf Permanentma-
gnete infolge Stromquellen.

A.3.2.2 Zustandsfunktion V
Nach (3.10), (A.15) und (A.17) ist

V = walg, )§" = wad® +wo = V" +wy, (A.25)

wobei w,, Losung des Systems partieller Differentialgleichungen (A.17) ist. Zwei Losungen
dieses Systems unterscheiden sich durch einen Gradienten 9,®(q”). Der zugehorige Teil
von V ist 9,®(¢°)¢* = ®, also geniigt wegen J,® = 0 die Bestimmung einer speziellen
Losung. Dazu werde ein « so gewahlt, dass w,g # 0 fiir mindestens ein 3 ist. Mit w, := 0
ist nach (A.17)

23[awm = c%cug = Wag,
und wegen (A.16b) ist schlieflich

wg = /waﬁ dg”

eine spezielle Losung. Das hier kurz angedeutete Verfahren der Quadratur ist in [144]
ausfiihrlich erldutert.

Die Zustandsfunktion V' wird als (inhomogenes) verallgemeinertes Potenzial bezeich-
net. Thr homogener Anteil V" wird auch gyroskopisches Potenzial genannt. Einsetzen von
(A.25) in die Bewegungsgleichungen (3.13) liefert

QL) =0,V = 6a(wpq’) — Oawo = —20(awyd” + Oowa — Oawy = —wWap” — W,

Der Term §,(wpg’) = 6,V" = —20j,wi)¢® + dow, beschreibt quasigyroskopische (d.h. leis-
tungslose) Wechselwirkungen (vgl. [144]). Aus dem inhomogenen Anteil wy von V' resul-
tieren folgende Kraft- und Spannungsanteile:

Q((zl) (qw7 qa7 t) = —0qWp = _<wa + aowa)-
Folglich ist
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und weil dieses Linienintegral wegunabhingig ist, wird mit QN,(ﬁl)(q", t) = _,(.;1)|quO
wo = / oM (¢, t) dg* — / QM (q°,t) dg". (A.26)

Der inhomogene Anteil wg von V' heifit elektromechanisches Potenzial. Die Q,(.gl) beschrei-
ben Kriifte, die durch Quellladungen (Ladungen infolge Stromquellen) in Kondensatoren
und Elektreten erzeugt werden.

Zur Ermittlung von 17,(}) und Q,({l) wird die elektrische Energie fiir lineare Kondensato-
ren unter Einbeziehung der Zweigladungsanteile ¢} (¢) infolge Stromquellen betrachtet:

1 . . . . . .
wo(q,t) = G (@7 ) (A"Wq" + q0) (A g + @) + [Cio(q”, t) + Vio] (A"uq" + qp).

Mit ¢, = A", A7,Cy; und w, = Ai#(C’iqu + Cio + Vjo) folgt daraus

1 v o 1 o ) o i 7
wo = écw(q", £)q"q” +wu (¢, t)g" + 50@-(61 ) aoq) + Cio(q°, t) gy + Vio(t) .-

Gemaf (A.26) soll gelten

' c ~ o
Wo = w(](q 7t) +W0<q 7t)7

woraus sowohl

—, C 1 (on 12 (o8
wo(q°,t) = §cuu(q )" q” +wu(g, t)g"

als auch

~ o qn~ o K 1 o i g o i i
Zo(q°,t) = —/ QW (q7,t)dg" = 5 Cii(@”: D) + Ciola”, ) + Vio(H)dh
0

folgt. Fiir Q,(Ql) ergibt sich deshalb

A o ~ 1 o i, o i
QS)(q 1) = — Hwo|qw:0 = —0xwo = _§ancij(q 1)a0q% — 9xCio(q°, 1) qp-

Der einfach unterstrichene Term repréasentiert Kréafte in Kondensatoren infolge Stromquel-
len, der doppelt unterstrichene Term représentiert Kréfte in Elektreten infolge Stromquel-
len.

A.3.2.3 Zustandsfunktion D
Nach (3.10) gilt fiir D zunéchst einmal die allgemeine Darstellung

(g*,4")
D= / V@ (g ) ddF — QP (&, 8) dif
(0,0)

Fiir dieses Linienintegral kann infolge der Wegunabhéngigkeit von D ein beliebi-
ger Integrationsweg — also z.B. (0,0) — (0,¢") — (¢",4") — gewahlt werden. Mit

Q,(f)(c]", q°,t) = Q,(f)‘quO ist dann

" q
D := /0 v (¢, t) dg" — /0 QP (¢7, ¢5 1) dg". (A.27)

Die Zustandsfunktion D heifit Rayleigh’sche Dissipationsfunktion.



A.3. Elektromechanische Systeme 163

A.3.2.4 Bemerkung

Gelegentlich wird mittels Indizierung der Homogenitétsgrad einer Zustandsfunktion an-
gezeigt. Wegen (2.12) ist die kinetische Energie 7' des mechanischen Teilsystems eine
quadratische Funktion in den ¢* und es gilt T =T + T} + Ty (T; — in den generalisierten
,mechanischen“ Geschwindigkeiten homogenes Polynom i-ten Grades, i = 0,1,2). We-
gen (A.22) ist die magnetische Coenergie ¥ eine quadratische Funktion in den ¢” und
es gilt ¥ = Wy + Uy + ¥y (¥; — in den Maschenstromen homogenes Polynom i-ten Gra-
des, i = 0,1, 2). Das verallgemeinerte Potenzial kann geméf (A.25) dargestellt werden als
V =V, +V, = V" +wy. Es ist eine lineare Funktion in den generalisierten Geschwindig-
keiten. Schliefllich sei die Dissipationsfunktion eine quadratische Funktion in den genera-
lisierten Geschwindigkeiten, weshalb formal D = Dy + Dy gilt (Dy entféllt wegen (A.27)).
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Anhang B

Lineare Schwingungsanalyse

Dieser Anhang stellt eine Ergénzung zu Kapitel 4 dar. Zunéchst wird das System von Diffe-
renzialgleichungen erster Ordnung fiir das elektrische Teilsystem angegeben. AnschlieBend
werden — der Vollstandigkeit halber — fiir EMS ohne Zwangsbedingungen die linearisierten
Differenzialgleichungen aus den Lagrange’schen EMS-Bewegungsgleichungen (3.27) her-
geleitet, statt aus den in Kapitel 4 verwendeten Gleichungen (4.23) mit ETS-DGLn erster
Ordnung. Im dritten Abschnitt werden schliellich die kompletten Storungsgleichungen fiir
EMS mit Zwangsbedingungen angegeben.

B.1 Die Differenzialgleichungen erster Ordnung fiir
das elektrische Teilsystem

Fiir die Herleitung des Systems von Differenzialgleichungen erster Ordnung fiir das elek-
trische Teilsystem werden folgende Indexmengen verwendet: p, v € H* und ¢, x € I (siehe
Abschnitt 4.3.1.1). Die Subindizes L2, L1, R1 bedeuten ein Durchlaufen der entsprechen-
den Untermengen Hpy, Hpi, Hgy (siehe Abschnitt 4.1.3.1).

GeméB (4.22) sei der Vektor der Zustandsgrofen (¢¥) und seine zeitliche Ableitung
(¢¥) dargestellt als

gree Grr
q#m . qVL?
<q<P) - gre ) <qX) = Gro
qMRl q'l/m
Damit ergibt sich aus (4.21b) die Matrix B, in (4.23b) zu
ZMLQVLQ 0 lMLzVLl TNLQVR,I
0 1 0 0
(Bon) =
SDX) luLll/Lz 0 luLll/Ll Tupivr:
0 0 0 rﬂRlVR,l
und der Vektor der rechten Seiten b, lautet
fﬂLQ”LQ Curovrs fﬂLQ”Ll Curovr: g2 73,uLQO
. ~1 0 0 0 ez 0
) =—| . - ; o | s
KL1VL2 KL1VL1 ~ML10
Turivee Curivie Tpriven  Curivem g’ Vg0
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B.2 Linearisierte Differenzialgleichungen zweiter
Ordnung fiir EMS ohne Zwangsbedingungen

B.2.1 Storungsgleichungen

In Abschnitt 4.3 wurden die EMS-Stérungsgleichungen (4.24) aus den Gleichungen mit
ETS-DGLn erster Ordnung (4.23) entwickelt. Der Vorteil der dort verwendeten Darstel-
lung ist die universelle Verwendbarkeit trotz des eventuell vorhandenen Rangabfalls in
der Induktor- und/oder der Resistormatrix. Von Nachteil ist allerdings der Verlust der
in Abschnitt 3.2.5 herausgearbeiteten Struktur der Bewegungsgleichungen. Hier soll des-
halb die Herleitung der Stérungsgleichungen aus den EMS-Bewegungsgleichungen (3.27)
dargestellt werden. Beim Vergleich beider Varianten sind insbesondere die unterschiedlich
verwendeten Indexmengen zu beachten. Wahrend in (4.24) ¢, x, 1, € I gilt, werden hier
die Indizes p,v,w,¥ € H* verwendet. Die notwendige Invertierung der verallgemeinerten
Induktivitdtsmatrix g, erfordert deren Regularitdt. Beziiglich der Existenz von Kon-
densatoren in Fundamentalkreisen wird weiterhin zwischen den Indexmengen Hpo (mit
Kondensatoren) und Hp; (ohne Kondensatoren) unterschieden.
Zunichst werden die Gleichungen (3.27) hier wiederholt:

. N 1 e .
a4 Tano@*G° — §8ngq ¢ 4 (200 + Sx)G” 4 Twoo + S0 = 0,

(B.1)
guuijy + a)\g,quAqy + <2F,ub0 + Sub)qb + F,LLOO + Suo = 0.

Sei ¢(t) eine Referenzlosung, in deren Nihe das Systemverhalten untersucht werden soll.
Mittels der Transformation ¢* — q% = ¢*+ z® werden fiir kleine z* die in den Bewegungs-
gleichungen auftretenden Objekte bis zu linearen Termen entwickelt. Die verallgemeiner-
ten mechanischen Lagekoordinaten werden wieder mit x, A, o, 0 € J indiziert, wihrend
ihre Storungen mit dem Index & € J bezeichnet werden sollen. Fiir die Maschenladun-
gen gelten die Indizes p, v,w € H* und fiir deren Storungen der Index ¥ € H*. Weiterhin
sei b,c € JU H*. Dann gilt wegen s, = s, = 0 fiir die Terme in den , mechanischen®
Gleichungen

9en(@7, )G 9iA (@7 )G + gre (07, 1) + Degin(q”, )G s,
A=

Paro(@7, )7 7% = Tiro(a”, )6 + 20axe(q7, 1)0*i° + 9eLro(a”, £)4" 42,
OrGuo (@7 )G G° = Onguo(@® )6 ¢ + 200909 (07 1) "3 + 0eOnguu(q”, 1) ¢ a5,
Len(@7,0)7" = Two(q”,1)¢" 4 Crco(q”, )i + 8L rpo(q7, 1) 2",

" = 5@ 1)@+ sue(q7, )3 + Oesn(q7, 1) a5,
= Twoo(¢7, ¢%,t) + 0L noo(q”, 4%, )3° + O9Troo(q”, ¢°, t)z”,
= 8.0(q°,t) + Oesn0(q”, )2t

und fiir die Objekte in den ,elektrischen” Gleichungen

9uw(@71)7" = (@ )@ + gus(¢7, )3 + Oeyu (7, £)G" 25,
nguw(@7,0G°7" = Osgu(¢7, )80 + Oegu (a7, 1)q" 7" + Orguo (a7, )33" +
+ 0c0r gy (47, 1)47 4" 2,
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Luo(@% 03" = Towo(a”,1)d" + Tpeo(a”, )3 + 9L po(q”, )¢ 2*,
SMV(qUa t)éy = su,,(q", t)q” + smg(q", t)ftﬁ + 3§SW(q", t)qyﬂfé>
Tuoo(@%,3%t) = Tuoola”,q”,t) + 9L o0(q”, ¢, t)a* + 89T oo (7, ¢, )2,
suo(cj", t) = Su0<qgv t) + 655#0@07 t)xg-

Unter Hinzunahme von zusétzlichen kleinen generalisierten Storkréften ®,(¢7, ¢7, ¢, ¢*, t)
und Storspannungen (47, ¢, ¢, ¢*, t) folgt damit fiir die Stérungsgleichungen

e + (2%@ + 90 + s%) 4 (zrmm _ aﬁgmgcf) #° 4 0y 00 2° +
Y Ao 1 U oew b Y
+ [ 0eginG” + Ol irod"q° — §a§angqu G“ 4 20eL p0q” + OeSing”+
+05F500 + 858,{0:| .735 = q),{, <B2)

9u0” + (DG’ +2Waco ) ° + (Orguod® + 200 + 50 ) 7 + 0T o0 2” +

* (afg“”éjy + 0cOrguv @G + 20eT 0q” + esnd” + Ol oo + 353u0) 1t = ®,.

B.2.2 Modalanalyse

Die Gleichungen (B.2) kénnen analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.3.1.2 zur Untersu-
chung des Eigenschwingungsverhaltens und zur Ermittlung von Stérbewegungen um einen
statischen Gleichgewichtszustand bei vorgegebenen Anfangsstérungen verwendet werden.
Dabei gelten folgende Vereinfachungen: ®, =0, ¢* =0, ¢* =0, ¢ = 0, ¢**> = 0. Ein Ver-
schwinden der ¢"“! wird nicht verlangt (siehe Definition eines statischen Gleichgewichts-
zustandes eines EMS in Abschnitt 4.2). Der Vektor der Stérungsvariablen und seine erste
Ableitung lauten jetzt

@ = | (@) =

Die Systemmatrix in den linearisierten Bewegungsgleichungen (4.27) hat dann die Struk-
tur

(An) (Az) (Aiz) (Aw)
(A7) = (6g) () (0) (0)
’ (A1) (Az2) (Asz) (As)
(65) (0)  (0) (0)

mit den Submatrizen
Ay 0 =977 (20 g0 + Ske)

1 I .
A o —g7" (-5353591@1%1(1 LGPt 4+ 206D 0,067 4 Ocl oo + 358@) ,
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Az 0 =977 (2090 — OxGur0q™),

A 0 =977 09T w00,

At o =0 (O @ + 2l peo)

Ay 0 =g (20D 0,00 + OeSp, 47 + OcLl oo + Oespo)
Ass + —g“" (2T 0 + su0)

Ay o+ —g*F aﬁruoo-

B.3 Linearisierte Differenzialgleichungen zweiter
Ordnung fiir EMS mit Zwangsbedingungen

B.3.1 Storungsgleichungen

Die EMS-Storungsgleichungen im kompletten (n 4+ m)-dimensionalen Konfigurationen-
raum lauten (siche Abschnitt 4.3.2.2)

et + (2%@ - 8€ng€>) i — 9y, QDL 1
+ (3595@ + 0T red 3% — 9:QU) — 9:Q) — )\Q1a§fgln) at —
— Q2" — & f7, = D,
o, 7% + (@m,uqu + 35%,0) Ty, B T i+
+ (agz%,% Q7"+ Oeiy 0,07+ Oy g™ + OeCyuy v,y 0% + a@yo) 2+
+ oy = By,
rungL,R:t’gL’R + (05TMR1VL,RQVL’R + O¢Cupvop 4% + 056%10) z* + Clunidp et = D, .

Dabei gilt einerseits &9LQ(EZ TR L,Q,fl i 4 9 LOQ(EZ ;700 Die in den elek-
trischen Bewegungsgleichungen nicht erscheinenden 4720 koénnen durch zusitzli-
che Integration der in den Bindungsgleichungen vorhandenen #V20 ermittelt wer-
den. Andererseits ist 9yQ\"z? = LRQ () orr 4 9, Q,fl 27, wobei dariiber hinaus
agLRQ,(fl)xﬂLR = L,RlQ(d Vrri 4 0 LOQ(EZ Yro 49 ROQ(EZ Yro gilt. Die nicht auftreten-
den 2?11, 2Y20 und 2V kénnen ebenfalls durch zusitzliche Integration gewonnen werden.
Die z27¢ sind abhiingige elektrische Stérungen (siehe unten). Die Unbekannten &, wer-
den durch Multiplikation mit dem zu f¢, orthogonalen Komplement F*,, eliminiert.
Weiterhin werden die kompletten mechanischen Stérungen inklusive der ersten und zwei-
ten Ableitungen durch die unabhéngigen mechanischen Stérungen und deren Ableitungen
gemaf

i = P 12 (0,0 d" + 0 F, ) i +

+ (DNOF e + 2000, F e, + 000 Fee, ) %,
i€ = Floi® + (0Faq" + Fs ) a®
B = e
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ausgedriickt. Die abhéngigen elektrischen Stérungen werden mittels

.9 9 [ 9, N A . .. N

U = TR lML()ﬁL/fB P+ afvuLOOng + (afluLoquuL + afvuLoo)xé] )
.9 9 [ XV WL 7

VR0 —  _pYROMRO T rod iy & L'R1 4 (aﬁruRoVLquyLR + aEU#ROO)Ig] 7

pve = —doke C‘ucﬂéxﬂé + (afcucuc# gt + 8575%0)%5]

eliminiert. Mit den Abkiirzungen

Orots = gﬁfFﬁmFgéza

de = <2F~A£C]A - 55Q£m6)> PP Bl + 205 F <8HF552Q'” + O F*¢ 52) :
d/&?té? = _a’ﬁLQ’(:l)an’

k_(mm _ P =\ O.T Ao ) (me) _ ) (el) A O fO F* Fg
rats Gind” + Oelxeq"4° — 0:Qy; Qs 0O [ ) By B, +

+ e Py O\ 00" + 2000, Fe e + Qo0 Fes, ) +

+ (2P — Q) P, (0.F5cd” + 00Fg, ) +

+ (‘319CQ,({€Z)F”,§2600“C ((%cﬂcy #q”c# + 8573#0(]) F€52,
ke = —00,aQ " Fry 4+ 05 QYU F 1, g

k2ULR

o, = O.F",,
lauten die ,,mechanischen* Storungsgleichungen

Grntn % + d,({mém %+ dN 9. € 4 k’ I A P,.,.

ra¥LpL
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Zur Herleitung der , elektrischen® Storungsgleichungen werden die abhéngigen elektrischen

Storungen wie oben eliminiert. Mit den Abkiirzungen

* = 1 —1 [9rokLo]

pprd ppdpr — tepdro HLodpso
llef/LO - Z#L'ﬂLo lﬂLO#L07
f.ZL”&L’ = fﬂyﬁy - T#LlﬁRorﬂRouRorngﬂLm
T:Llﬂm = Tup9p — TﬂLlﬁRorﬁRouRorﬂRoﬂRw
%#ZRO = TupYro TﬂRO#RO?
Cleﬂé = C“L’ﬁé B CML/ﬂCCﬂcuccucﬁé’
ClY = Cupe cene,
T:Rlﬁym = Turi¥pm — T#RlﬁRorﬁRouRorﬂRoﬁL/RU
%#Zfo = Turidro U RokRo )
CZRlﬂé - C.L"Rl'&c“« - Cumﬂccﬂcuccucﬁéa
éuﬁ:’f = Cupidc clene



170 Anhang B. Lineare Schwingungsanalyse

lassen sich die ,elektrischen® Storungsgleichungen zunéchst ausdriicken als

* =0 ok Vs
NL’ﬂL’x - TMLfﬁ z +7,

o (Beymn 07+ Debgo = L110Dbn) 46 +

IR1 * Ve
15 /19R1x + Cuy%x +

+ [afluLwL g+ affuy'/y q + afruL/VquR + afcuyvc# qo* + afﬁuyﬂ_

- lui/LO (aﬁ #Loqu L4 aEUuLOO) 7‘ #R (aET#RoVL/RqVL,R + agﬁﬂROO)_

- Culz/ (afcﬂcvc# qo* + aﬁﬁﬂco)} vt = Dy
9y 9~ o .
TZRlﬂL/Rlx LR+ CZRlﬂC“«'I ¢+ aET#RlyL,RqVLR + aﬁcuRlllc# qu# + 8§U#R10—
_T#l;z}f (aerRoVL/RqVLIR + aéﬁlmoﬂ) #Rl (aécucl/ o4 Yo + agvuco)} t = (I)MR'

In einem zweiten Schritt werden noch die abhéngigen mechanischen Stérungen ersetzt.
Mit den weiteren Abkiirzungen

(em) . o . o .
d,uyéz - (aﬁrﬂL'VL'qVL + aEU#LIO - lulfj/LOaEU#LoO> F€§27
kl(;z:zi - (aﬁfﬂu’/uq.yy + af@#yo - l#lLL’LOaE@#wO) <8,{F552(j” + 80F££2> +

+ [afluyuLéij + affuy'/y q+ afruLwquR + afcuyvc# ¢ + afﬁuyo_
- l,UJlLIf/LO (af #Loqu L+ aﬁvﬂLoo) T #R (aﬁruRol/L/quLlR + aE@#ROO)_

B Cﬂlff/ (agcﬂcyc#qyc# + afﬁﬂco)] F &2

(e;m)

wrié2 [aﬁruRll/LquyL/R + afcuml/c# gt + 85@#1%10_

— ’I"#l};}f (afruROVLqu‘VLIR + aff[}MROO) - é#/;? (85%0%# ql/c# —|— ag’f)uco) F€§2

lauten die ,,elektrischen* Storungsgleichungen schlieflich

* 19L/ 1931 (e,m) §2 19L/ (e,;m) 52 Vs
NL’ﬁL’ + 7A/LL”9F£1 + d /52 + /’nu /19L/ + k ,52 + CML/19 rc = q)NL/’
* -0 R1 9L (e,;m) 3 Ve _
Puri9p ™ - T#Rl'&L’ + pum& + Cumﬂ x - (I)#R'



Anhang C

Das lineare
Komplementarititsproblem

Dieser Anhang stellt eine Ergénzung zu Kapitel 5 dar. Hier sind einige wichtige Eigen-
schaften von Matrizen erlautert. AnschlieBend wird die Grundform des linearen Komple-
mentaritatsproblems (LCP) dargestellt und kurz auf seine Losbarkeit eingegangen.

C.1 DMatrizen mit bestimmten Eigenschaften

Definition C.1 Sei By, € R™" eine quadratische Matrix, deren Zeilen und Spalten fort-
laufend durchnummeriert sind (i = 1,...,n). Jede Matriz, die man durch (evtl. wiederhol-
tes) Weglassen einer Zeile und einer Spalte mit der gleichen Nummer erhdlt, heifst Haupt-
untermatriz von Bg,. Die Determinante einer Hauptuntermatriz von By, heifft Hauptun-
terdeterminante von Bgp.

Definition C.2 Fine quadratische Matrix B, € R™™ heifst P-Matrix, wenn all ihre
Hauptunterdeterminanten strikt positiv sind.

Definition C.3 FEine quadratische Matriz By, € R™™ heifit PD-Matriz (bzw. positiv de-
finit ), wenn B, 2% 2® > 0 fiir alle x* # 0 ist.

Bemerkung:

Eine symmetrische Matrix, die positiv definit ist, ist stets gleichzeitig eine P-Matrix und
umgekehrt. Eine nicht symmetrische positiv definite Matrix ist ebenfalls stets gleichzeitig
eine P-Matrix (aber nicht umgekehrt).

C.2 Definition des LCP

Das lineare Komplementaritdtsproblem (aus dem Englischen: linear complementarity
problem — LCP) ist hauptséchlich bekannt als eine einheitliche Beschreibung fiir die grofie
Klasse der linearen und quadratischen Optimierungsprobleme. Es wird aber ebenso zur
Losung von Aufgaben des Operations research, der Spieltheorie und anderer Bereiche
eingesetzt. Stets sind zwei Problemeigenschaften fiir eine mogliche Anwendung des LCP

171
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ausschlaggebend: Komplementaritéit und Linearitét. Detaillierte Beschreibungen des LCP
finden sich z.B. in [26] und [161]. Eine sehr gute Zusammenfassung der wichtigsten Eigen-
schaften eines LCP und der daraus ableitbaren Aussagen beziiglich seiner Losungsmoglich-
keiten enthélt [67].

Die Grundform des LCP (hier in Tensorschreibweise angegeben) lautet:

Definition C.4 Mita,b € {1,...,n} seien eine n-reihige quadratische Matriz B,® € R™"

und ein Vektor b, € R™ gegeben. Dann sind alle Losungen y,,x, € R™ gesucht zu dem
Problem

Ya = Babxb + ba (Cl)
unter den zusdtzlichen Bedingungen
Ya: Ta = 0 Va, Yoz = 0. (C.2a,b)

Wegen (C.2a) ist (C.2b) nur erfiillt, wenn die Komplementaritétsbedingung y,x, = 0 fiir
jedes b = 1,...,n giiltig ist. Mit der Einheitsmatrix 6,° (a — Zeilenindex, b — Spaltenindex)
ist (C.1) dquivalent mit

5y — Bolxy, = b,. (C.3)

Das heifit mit (C.2), dass der Vektor b, als nichtnegative Linearkombination der (mit
b nummerierten) Spaltenvektoren der beiden Matrizen §,° und —B,” dargestellt werden
muss, wobei aufgrund der Komplementaritatsbedingung y,x;, = 0 fiir jedes spezielle b ent-
weder nur das betreffende Spaltenelement aus d,° oder das aus —B,° in die Darstellung
eingeht. Die beiden Variablen x; und 1, werden deshalb auch als Paar komplementérer
Variablen bezeichnet.

C.3 Existenz und Eindeutigkeit

Zur Ermittlung aller Losungen eines LCP ist es notwendig 2" verschiedene lineare Systeme
der Form

Ca’2 =0, mit z,>0, k=1,...,2", (C.4)

aufzustellen. Dabei setzt sich der Vektor Zp aus den Komponenten von g, oder x;, zu-
sammen (%1 € {yi,z;},i=1,...,n). Die Matrix gab besteht aus n Spaltenvektoren (gai,
i=1,...,n). Jeder dieser Spaltenvektoren wird entweder aus einem Spaltenvektor der
Einheitsmatrix d,° oder der Matrix —B," gebildet (ga’ €{d.',—B,'},i=1,...,n). Die
Komplementérbedingung liefert fiir alle z; und ¢'’

Zi=Yi gaz:%l,
Zi =T <~ (I;al:—BaZ.

Das komplette LCP kann keine oder genau eine Losung aber auch mehrere oder unend-
lich viele Losungen besitzen. Die Existenz und Eindeutigkeit der LCP-Losungen héngt
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hauptséchlich von der Matrix B, aber gelegentlich auch vom Vektor b, ab. In dem spe-
ziellen Fall, dass B,’ eine so genannte P-Matrix ist (siehe Abschnitt C.1), hat das LCP
unabhéngig von b, immer exakt eine Losung. Diese Eigenschaft ist bei der Losung der
fiir elektrische Systeme aufzustellenden LCP von Bedeutung. Eine Zusammenstellung der
fiir verschiedene unilaterale Bindungen bei mechanischen Systemen aufzustellenden LCP
und die Diskussion ihrer Losungen findet sich in [67].

Zur Losung eines LCP sind derzeit im Wesentlichen zwei Methoden bekannt. Die der-
zeit einzige Verfahrensweise, die mit Sicherheit alle existierenden Losungen liefert, ist
die — oben beschriebene — so genannte enumerative Methode. Dabei werden der Reihe
nach alle 2™ verschiedenen linearen Systeme der Form (C.4) aufgestellt und auf erlaubte
Losungen untersucht. Das kann (vor allem bei grofien Systemen) sehr aufwéindig werden.
Eine andere Moglichkeit besteht in der Anwendung des so genannten Lemke-Algorithmus
[25, 114, 115]. Dieser hat allerdings einen Nachteil: Wenn der Algorithmus ohne gefundene
Losung abbricht, ist nicht sicher, ob nicht etwa trotzdem Losungen des LCP existieren.
Fiir bestimmte Klassen von Matrizen (z.B. positiv semidefinite) ldsst sich allerdings zei-
gen, dass der Algorithmus eine Losung findet, falls Losungen existieren. Fiir tiefgreifende
Betrachtungen zur Losbarkeit von LCP sei auf die Literatur verwiesen (z.B. [25, 26, 161]).
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Anhang D

Stabilititsnachweise mittels
Lyapunov-Funktion

Dieser Anhang stellt eine Ergéinzung zu Kapitel 6.3 dar. Zunéchst werden einige Eigen-
schaften von symmetrischen positiv definiten Matrizen hergeleitet. Anschliefend wird die
zeitliche Ableitung der Fehlerzustandsfunktion V' unter Verwendung der Fehlerdynamik
bei regulérer Induktormatrix sowie bei strukturellen Singularitéten ausfiihrlich dargestellt.

D.1 Einige Eigenschaften

D.1.1 Eine Matrixzerlegung

Jede symmetrische Matrix kann in Matrixschreibweise dargestellt werden als

N
-(0 %)
(u, w jeweils symmetrisch, v nicht notwendig quadratisch). Wenn ¢ positiv definit ist,
sind auch u und w positiv definit (bzw. jede Hauptuntermatrix). Dann ist w invertierbar
und es gilt (w™!)? = w™!. Wenn g linksseitig mit einer beliebigen Matrix und rechtsseitig
mit deren Transponierter multipliziert wird, bleiben die Symmetrie- und Definitheitsei-

genschaften von ¢ erhalten (siche z.B. [101]). Mit I als Einheitsmatrix ldsst sich also
schreiben

B - I vTw™1 u vl I 0
- 0 I voow —w I
B u—vTw v 0
o —w 1v I
B u—va vy 0
— 0 w |

Wenn g positiv definit ist, gilt das auch fiir B und somit jeweils fiir v — vTw™'v und w.
Deshalb sind (6.12a) und (6.12b) jeweils symmetrisch und positiv definit.
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D.1.2 Eine quadratische Form

Die quadratischen Formen (6.16) bzw. (6.27) lassen sich in Matrixschreibweise darstellen
als

Q= —¢"Aé +2¢"Be — €' Ce.

Dabei ist e der Vektor der Lageabweichungen, d.h. (e¢) = ((e"*,e1)) und (&) = ((€", éM)).
Die Matrizen A, B, C sind Zusammenfassungen der entsprechenden Koeffizienten aus
(6.16) bzw. (6.27). Die Matrix A ist fiir eine entsprechend gewihlte Gain-Matrix K sym-
metrisch und positiv definit. Die Matrix C setzt sich aus den beiden Gain-Matrizen C, y,
und Gy, (bzw. C)1 1) zusammen und ist somit unter Beriicksichtigung der Erginzungs-
faktoren e, und e, frei wahlbar (symmetrisch, positiv definit). Mit der stets moglichen
Zerlegung A = AT A folgt dann weiter

Q = —éTATAé+é"Be+ (¢"Be)' — e Ce
= —¢"ATAé+¢"Be+e' B¢ —e'Ce
= —(e"AT —e"BTA™) (Ae — (AT)'Be) + " BT AT (AT) ' Be — " Ce
— —(Aé—(AT)'Be)’ (Aé— (AT)'Be) — e (C — BTA™Y(AT)"'B)e.
Falls nun die Elemente der Matrix C geniigend grofl gewédhlt werden, ist

(C = BTA7Y(A")7' B) positiv definit und die quadratische Form @ wird negativ semide-
finit.

D.2 Stabilitidt bei regulirer Induktivitidtsmatrix

Die Fehlerzustandsfunktion nach (6.14) lautet

1 o cK1 A 1 K1 A 1 o cp1 U 1 v
Vo= 5Jmn€ et §Om>\1€ te™t + §gume‘“e - 50,“1,16‘“16 1+ (D.1)
+ 5m§7m)\1 emé)\l + €eguw1 elre.
Die totale Zeitableitung von V' ergibt zunéchst
: L. e - )
Vo= §n1>\1é“1é’\1 + igm/\le’“e’\l + C'm)\le“le)‘l +
1.
+§M1V1ém e+ §§#1V1 e + Ouuqém et +
(D.2)

o TS < A\ v 5%
+em [gfﬂl)\leme ! +gm>\1€m€ ' _|_gm/\le’ﬂ€ 1] +
v L p1 a1 M w1 vt v L1 511
+ Ee [gml,le e+ gy e + G €€ ] .

Umstellen von (6.13) nach é* liefert mit g71%1 gy, », = 05, und g“**1g,,,, = 0,

et o= = gglm [(Fnl)\lgq‘g + Ffﬂ/\lO + Kfﬂ/\l) é)\l + Ffﬂl/lwqwéyl + Onl)\le)\l} 5
e = =g (Tl + Do + Kpun) €7+ Tpnn @€ + Gy €]
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Eine Substitution dieser Fehlerbeschleunigungen in (D.2) ergibt unter Beachtung von
Garby = Jarpy — Gayp, (Wegen (6.12) und (6.15)) schlieflich

V = - (sz\wqg + FmMO + Km)q) e éAl - qulwq‘wéméyl + (gm>\1 - Gm)q) émé)\l -

- (Fullﬂgqg + 1_‘#11/10 + Kull/l) etet — F,ul)qwqwém éAl + (gmul - Gulul) ettet +

N =N

v Sk1 2\ M K1 A
+6m |:gf€1>\le 16 ! +gH1)\16 16 t—

. K1 s\ ‘WK1 AV K1 A
- (FﬁlAl.qu + FI61>\10 + Kﬁl)\l) € le L — Fnlylwq (& 16 T — C’m,\le 16 1:| +
bl S AV < H1 pV1
+‘€€ |:g#11/1€ € +gu11116 €
_ 10 M1 v (W 1 ST 01, v1
(megq + FMIVIO + Kmm) e-e Fulz\lwq e-e C/mqe € } .

Die totale Zeitableitung von g, , lautet

G (47, 1) = 0p9k:0G° + O0Grin,

und es gilt fiir die Christoffelsymbole

1
Ffﬂ)\l@ - 5 (aA19H1@ + aggﬁl)\l - aﬁlgAIQ)

sowie

1
le)\l(] - 5 (a)\lgfil(] + aogfilAl - aﬁlgAlo) :

Damit ist

1. . .
59;{1)\1 - le)\lgqg - FH1A10 - a[mlg)\ﬂgqg + a[mlg)\ﬂo

schiefsymmetrisch beziiglich der Indizes x; und A; und es verschwindet die quadratische
Form

1, . e - . -
(5951,\1 — Tuinied® — Fm)\lo) gmeh = ((9[,419,\1@619 + 3[ngAl]0) eMeM = ().

Weiterhin gilt

Guan (qaa t) = aggmmqg + aﬂgulul

und wegen g, = 0 schliellich

) 1 . 1
F#ll/wqg + F#ll/lO - 5699#11/1 qg + 5 (alflgulo + aﬁgulvl - aﬂl gl/lo) .

Somit verschwindet wegen der Schiefsymmetrie beziiglich der Indizes p; und v; ebenfalls
die quadratische Form

1

(§gull’1 - quwqg - Fululo) erent = 0[ng1]gé“1é”1 =0.
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Wegen g,., = 0 ist

1

Fnlulw - _Fulnlw - _ialilgllluw

Daraus folgt weiter fiir die totale Zeitableitung von V'
. 1. o K1\ L. < Sl V1
V = - Km)\l + iGm/\l —E&mGkiz €€ — Ku11/1 + §Gu11/1 — &Gy | €€ —
—emCn eMet — €Oy efte +
+ém [(émh - FH1A19QQ - I_‘1%1/\10 - Km)q) emé/\l - mewqweméyl] +
—+ Ee |:<§H1V1 - Fulqug - F,LL11110 - Ky11/1> e#l éVI - Fﬂl)\lwq'weﬂl éA1:| .

Diese Darstellung von V findet sich in Abschnitt 6.3.4 in Gestalt von (6.16) wieder.

D.3 Stabilitit bei strukturellen Singularititen

Dieser Anhang ergénzt die Ausfithrungen in Abschnitt 6.3.5. Deshalb wird auch die dort
eingefiihrte Schreibweise mit oberen Subindizes verwendet. Die Fehlerzustandsfunktion
nach (6.25) lautet

1 a1 1y 1 Lol 1 11
V = —guaxé® et + —Claye® e —F'—gﬂlyleuLeyL‘+'—(j 1 efre’t +
2 2 97HLYL 9 HLYL
1 11 131 1,1 ([XS)
v W UV o K2 > ur, SV
+19§ pluL€ Re"R 4 g geiyi€ € +€egu1Ly£e Le’L,
Daraus folgt die totale Zeitableitung
y o el d 1:, elooal Lkl oAl
V = guaueée®ér + ig,il,\le et 4+ Chaane® et +
G ELEL 4 S  EPLEE 4 Oy ePLeVE
gluLVL QgNILVi HLYL
1 1 ]. v 1 1
r HReVR —7 HReVR D.4
+ 071, e RER 4 192ru}{yll%e e'r + (D.4)
o el ,)\1 M 1 ,)\1 o 1 ,,)\1
+em |:g,{1)\16’€ Y+ g€t €0+ geyie” € ] +
+€e |G, 1é“iéyi‘+-§ 1 1€“£éyi<+-§ L eMLEVT
€ |JrLvL HLVL HLVL :
vl gl - couwlgl o wk
Umstellen von (6.24a-6.24c) nach €%, 'L bzw. é'r liefert (mit 7rFRF 1 1 = 0,1)
R
ol voll r -0 r K AL r Wi, SUT C Al
e = —g ( kialpq” + Linig + Hl)\l)e + wiviw 4 € + Ciyte ,
sl cwlpl T 0T LK vl r cwr AL C vk
€ - ulLyigq + pivlo pivl el + ulLAleq e + uiuie )

. 1,1 1
e¥r = —7YRFRC 1 1 e"R.
HRVR
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Eine Substitution dieser Fehlerbeschleunigungen bzw. -geschwindigkeiten in (D.4) ergibt
V = — (FﬁlAlgq.g + Fﬁl)\lo + Kﬁl)\l) éﬁléAl . FﬁlyiquwLéﬁléV}“ +

1 1 1 1 1 1 1
2 cwr, spk A Lo ik vl
(F'ulylgq +F#1LV£O+K#1LV£>6 & FylL,\leq efre +QgﬂiVi€ e

1
—v (Cu}au}a 9"k ) et +

o el ot o 1.1 . 1.1
+Em [gml/\leH € +gm1)\1€H e - (FHIAIQqQ + 1—‘1%1/\10 + Knl)\l) e et —
131
— Loy, q70e” "L — Claye” e } +
o b o 1.1
+ee [gulLlie#LeyL + g 1V16”LGVL — (F 1 1gq + F 110 + K 1 1) euLeyL
=D xig, ¢° Lot M —Cu 1e“Le L} :

Im Folgenden werden die gleichen Schiefsymmetrie-Eigenschaften wie im vorhergehenden
Abschnitt unter Beachtung von Jalbl = Jalpl — G atpt und 7L =710 -G, L (wegen
(6.23) und (6.26)) ausgenutzt. Weiterhin gllt wegen (6 26) und (3. 16b) und Well w,w stets
als konstant vorausgesetzt wird

roi1 = Tll_Gll:S#}{l’]l{_Fw#}{V}lg_Gll

HRVR HRYR HRYR

S#}%V}Q—Gl 1.

Damit wird die zeitliche Ableitung der Fehlerzustandsfunktion

1

. 1. 1.1
— o K v sl oy
V = — (Kﬁlp + iGﬁl/\l — EmOkin | € K 11 + 2GM1V1 €elutvt | € LeVL —
l, ul oyl Kl L R
— U Curoy, — 3 Suhh 1+ ZGMI oL ) et — e, Canie™ e — e O pefie +
9 . 1.1 . 1,1
+em [(gH1A1 — Diapq® — Tiinig — KH1/\1> em e — Fm1yiquwL€H e”L} +
1.1 1.1
0 _ _ BE SVI WL ol 6
+e [(gu vl - I pl vt o FﬂlLVio Kluiyi> elre’L Fui)\leq elre } .

Diese Darstellung von V findet sich in Abschnitt 6.3.5 in Gestalt von (6.27) wieder.
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Anhang E

Modellierung von Mikrospiegeln

Im Abschnitt 7.3 wird die Anwendung einiger der in der Arbeit vorgestellten Methoden
beispielhaft anhand von elektrostatisch angetriebenen Mikrospiegeln gezeigt. Wichtig fiir
ein Gesamtmodell des diskreten EMS ist dabei eine geschlossene Darstellung der funktio-
nellen Abhéngigkeiten der Antriebskapazititen von den mechanischen Koordinaten. Diese
Abhéngigkeiten charakterisieren die elektromechanischen Wechselwirkungen. Die Herlei-
tung von entsprechenden Modellen fiir 1D- und 2D-Spiegel wird hier der Vollstdndigkeit
halber angegeben.

E.1 Die Kapazititen des 1D-Spiegels

Ein 1D-Mikrospiegel ist derart mittels Federstrukturen am raumfesten Rahmen befestigt,
dass seine Hauptbewegungen eine Verschiebung in Richtung der z-Achse und eine Dre-
hung um die korperfeste z-Achse (gemessen mittels Bryantwinkel «) sind. Die anderen
Bewegungsmoglichkeiten sind wegen der Form der Federn stark eingeschrankt und werden
deshalb hier vernachléssigt. Der Antrieb des Spiegels erfolgt iiber die beiden Kondensato-
ren, die von jeweils einer Spiegelhalbplatte und der darunter liegenden Elektrode gebildet
werden. Das Prinzip der Modellierung der Kapazitiat eines solchen Kondensators ist in
Bild E.1 dargestellt. Die Betrachtung eines Kapazitdtselementes mit der Linge a und

A b/2

1D-Spiegel
L
C h
C r

d Elektrode

Bild E.1: Prinzip der Kapazitdtsmodellierung beim 1D-Spiegel

der Breite dy liefert unter der Annahme eines Parallelplattenkondensators (homogenes
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elektrisches Feld parallel zur z-Achse, keine Randeffekte) die Kapazitéat
Eot

dC = d
htztytana "’

(€0 — Dielektrizitédtskonstante, a — Spiegellange). Durch Integration in den durch Elektrode
und Spiegel bestimmten Grenzen ergeben sich die Funktionen der linken und rechten
Kapazitat:

—d
h —dt
Ci(z0) — / €0 dy — €0l I + z b ?jma
_gcomh—i—z—i—ytana tan o h+z— ssina

2

__ foa m(h%—z—gsina)’ (E.1)

“tana h+z—dtano
b b .
3 cosa h+2z+ 2sina
Cr(z,a) = / cod dy = LA, 2 .
d h+z+ytana tan o h+z+dtana

Bei horizontaler Lage des Spiegels (a = 0) liefern diese Konstitutivparameter numerisch
nicht definierte Ausdriicke. Unter den Bedingungen

gsina—dtana

h+zFdtana

sind Taylorentwicklung der entsprechenden Logarithmusfunktionen méglich. Diese liefern
fiir kleine Winkel bei Entwicklung bis zur zweiten Potenz

o (gcosa —d) (1:& 1 gsina—dtana>

Ciplz, ) = (E.2)

h+ z Fdtan« §h+2$dtana

Bei sehr kleinen Winkeln « sind die Kapazititen geméafi (E.2) zu beschreiben, wihrend
bei groferen Winkel (E.1) verwendet werden kann.

E.2 Die Kapazititen des 2D-Spiegels

Die Hauptbewegungen des 2D-Mikrospiegels sind eine Verschiebung in Richtung der z-
Achse und zwei Drehungen um die korperfeste x bzw. y-Achse (gemessen mittels Bryant-
winkeln o bzw. (). Die anderen Bewegungsmoglichkeiten konnen vernachlédssigt werden.
Der Antrieb des Spiegels erfolgt iiber vier Kondensatoren, die von jeweils einer Spiegel-
viertelplatte und der darunter liegenden Elektrode gebildet werden. Bild E.2 zeigt die
Aufteilung der Spiegelplatte in vier Viertelplatten. Jede der vier Kapazitdten héngt von
den drei mechanischen Koordinaten ab. Ein Ansatz dhnlich dem beim 1D-Spiegel ver-
wendeten Kapazititselement fithrt auf Ausdriicke, die nicht geschlossen integrabel sind.
Deshalb wird ein anderer Ansatz angewendet. Dieses Modellierungsprinzip ist in Bild E.3
dargestellt. Es basiert darauf, dass fiir die Berechnung jeder Kapazitit statt der quadra-
tischen Uberdeckungsfliiche zwischen Spiegelviertelplatte und Elektrode eine kreisformige
Uberdeckungsfliche mit gleichem Flicheninhalt angenommen wird. Der Mittelpunkt des
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y
SpiegeK @P Elektrodg
-

a

YA Elektrode dA
ED ——

--------- /
|/§XA

al2

d (@
7 x

Viertelspiegel

Bild E.3: Prinzip der Kapazitdtsmodellierung beim 2D-Spiegel

Uberdeckungskreises fallt mit dem Mittelpunkt des Uberdeckungsquadrates zusammen.
Fiir den Radius gilt Rx = % (% — d). Um die Schragstellung der Kreisplatte zu bertick-
sichtigen, wird ein Kapazititselement dC als Plattenkondensator betrachtet (homogenes
elektrisches Feld unterhalb der Plattenfliche dA, keine Randeffekte). Der Abstand zwi-
schen dem Fldchenelement dA und der Elektrode ldsst sich aus den drei mechanischen

Koordinaten (z, «, ) des 2D-Spiegels ermitteln. Fiir den ersten Quadranten lautet er
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z.B.

ha, =h+2z—xacosasinf + yasina,
wobei gilt 74 = + % +rcosd und ya = § + %l + rsind. Damit lautet die differenzielle
Kapazitit

gordrdd

dC = - —.
h+z—xcosasinf(+ yasina

Durch zweifache Integration in den durch den kreisférmigen Ansatz bestimmten Grenzen
kann die Gesamtkapazitéit in geschlossener Form ermittelt werden. Sie lautet z.B. fiir den
ersten Quadranten:

Ry %
OI(ZaCY)ﬁ) = 28O/> / Tdrd(;
0 _

hp, —rcosasin 3 cosd + rsinasin

us
2

_ 2meohp, (1 B \/1 B Ri? (1 — cos? acos? ﬁ)) (E.3)

1 — cos? awcos? 3 hp,?

wobei hp, =h+z+ (%4 %) (sina — cosasin3) der Abstand zwischen Uberdeckungs-
kreismittelpunkt und Elektrode ist (h — Abstand zwischen Spiegelplatte und Elektrode
bei entspannten Federn (z = a = 3 =0, a — Kantenlénge der Spiegelplatte, d — halber
Abstand der Elektroden untereinander). Bei horizontaler Lage des Spiegel (v = 3 = 0)
liefern diese Konstitutivparameter numerisch nicht definierte Ausdriicke. Fiir die Kapa-
zitét des ersten Quadranten ist unter der Bedingung

1(e- d)2 (1 — cos? a.cos? 3)

<1
h+z+ (¢+4) (sina — cosasin f)

eine Taylorreihenentwicklung der Wurzelfunktion moéglich. Diese liefert fiir kleine Winkel
bei Entwicklung bis zur zweiten Potenz

G, _ (¢ - d)2 (1 N (¢ - d)2 (14—;OS2OéCOS2 ﬁ)) | (B.4)
T Pr

Bei sehr kleinen Winkeln «, [ ist die Kapazitat des ersten Quadranten gemé$ (E.4) zu be-
schreiben, wihrend bei grofileren Winkeln (E.3) verwendet werden kann. Die Kapazitédten
der anderen drei Quadranten werden auf analoge Art und Weise ermittelt.
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