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❆❜str❛❝t

❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥t❡♥♥❛ ◗ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❛ s✐♥✲

❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❣❧♦❜❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛♥t❡♥♥❛

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡✳❣✳✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❛❧✲

✐❞❛t❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ str✉❝t✉r❡✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡

♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ◗ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤✐♥ 20% ♦❢ t❤❡✐r

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♥t❡♥♥❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤r♦✉❣❤ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✱ ✺✱ ✶✼❪✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r s♦♠❡ ❛♥t❡♥♥❛
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡
st✉❞✐❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳✱ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✱ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶✸✱ ✶✻✱ ✷✶✕✷✸❪✳
❖♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❣♦❛❧s ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✲
t❡♥♥❛ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦✉♥ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r
t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❝✐t❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❱❛♥❞❡♥❜♦s❝❤ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ●❡②✐ ❬✹❪ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡
r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧✱ ✐✳❡✳✱ Q ≫ 1✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ◗ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭❡q✉❛❧ t♦ ka ≪ 1 ❬✶✶❪✮✳ ❚❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❬✽✱ ✶✵❪✱
❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜❛♥❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬✼✱ ✷✻❪✱ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦♠❡♥ts ✭▼♦▼✮ ❝♦❞❡ ❬✽✱ ✶✵❪✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥t❡♥♥❛s t❤❛t ♠❛② t❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s ✇✐t❤✐♥ ❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ❆ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●❆✮ ✇✐t❤ ▼♦▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ●❆✴▼♦▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ✷✶✱ ✷✸❪✳ ❯s✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤
❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛ ♠♦t❤❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ✏♠♦t❤❡r✑ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡
st♦r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦t❤❡r ♠❛tr✐❝❡s
t❤❛t ❣✐✈❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t
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❞❡s❝r✐❜❡s t②♣✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❙✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❧❛r❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐①
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ✷✶❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✈❡r ❊✜❡❧❞✶✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✳

❆♥t❡♥♥❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ◗✲❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
st♦r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛r❡❛ ✭❛❧❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞✮✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥t❡♥♥❛ ◗ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❖t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❧♦ss❡s✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦r
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❡❧❢✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s♦♥❛♥❝❡
✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❧✈❡r ❊✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
s❡❧❢✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛❣r❡❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✐♥ ❬✹✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✷✹❪✳

P❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞
st♦♣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❬✻✱ ✾✱ ✶✵❪✱
❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❬✽❪✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ str✉❝t✉r❡s ♣❡r❢♦r♠ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ r❡s✉❧ts ✈❡r✐❢② t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽❪✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛♥t❡♥✲
♥❛s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ▼♦▼ s♦❧✈❡r
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳ ❋✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛s
✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❡♥❞s ✇✐t❤ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥
❙❡❝✳ ✻✳

✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♥t❡♥♥❛ ◗ ✐♥ t❤❡ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦✲

♠❡♥ts

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛ ❧♦ss❧❡ss ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✷✻❪

Q =
2c0kmax{We,Wm}

Prad

, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ c0 ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱ k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ We ❛♥❞ Wm ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❡①❝✐t❡❞ ❜② t❤❡

✶✇✇✇✳❡✜❡❧❞s♦❧✉t✐♦♥s✳❝♦♠



✸

❛♥t❡♥♥❛✱ ❛♥❞ Prad ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞
❜♦t❤ ❢♦r r❡s♦♥❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❬✶❪ ❢♦r r❡s♦♥❛♥t ❛♥t❡♥♥❛s✳

❆ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❛♥② ❛♥t❡♥♥❛s✱ ❬✼✱ ✷✻❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r
♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s✿

QZ′ =
k0|Z

′(k0)|

2R(k0)
, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ k0 ✐s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ Z ′ ✐s t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✭t✉♥❡❞ t♦ r❡s♦♥❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞ R ✐s t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♥❣ ✭✷✳✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r
❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② t♦ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❬✷✻❪✳

❚❤❡ st♦r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ✭✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✹✱ ✷✹❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ st♦r❡❞
❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② We = µ0w

(e)/(16πk2) ❛♥❞ Wm =
µ0w

(m)/(16πk2)✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✶❪✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ t♦t❛❧ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✐s Prad =
η0p

(rad)/(8πk)✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s µ0 ❛♥❞ η0 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ ❛♥❞

w(e) =

∫

∂V

∫

∂V

∇1 · J1∇2 · J
∗

2

cos(kR12)

R12

−
k

2

(

k2J1 · J
∗

2

−∇1 · J1∇2 · J
∗

2

)

sin(kR12) dS1 dS2, ✭✷✳✸✮

w(m) =

∫

∂V

∫

∂V

k2J1 · J
∗

2

cos(kR12)

R12

−
k

2

(

k2J1 · J
∗

2

−∇1 · J1∇2 · J
∗

2

)

sin(kR12) dS1 dS2, ✭✷✳✹✮

❛♥❞

p(rad) =

∫

∂V

∫

∂V

(

k2J1 · J
∗

2 −∇1 · J1∇2 · J
∗

2

)sin(kR12)

R12

dS1 dS2, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ J1 = J(r1)✱ J2 = J(r2) ❛♥❞ R12 = |r1 − r2| ❛r❡ s❤♦rt ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J ✢♦✇✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡
❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r r✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✉s✐♥❣ ✭✷✳✸✮✱ ✭✷✳✹✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✺✮
✐s str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ✐❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼♦▼ ❝♦❞❡✳ ❯s✉❛❧ ▼♦▼ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊❋■❊✮ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❝✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ str✉❝t✉r❡ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥
s♦✉r❝❡ ❬✶✾❪✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② ψp t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s

J(r) ≈
N
∑

p=1

Jpψp(r). ✭✷✳✻✮



✹

❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts J =
(J1, J2, . . . , JN)

T✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
ZJ = V ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡
❣❛♣ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ Z ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐①❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊❋■❊ ❬✶✺❪✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✶✾❪✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ η0/(4πk)✱

Zpq = j

∫

∂V

∫

∂V

(

k2ψp(r1) ·ψq(r2)−∇1 ·ψp(r1)∇2 ·ψq(r2)
)e−jkR12

R12

dS1 dS2. ✭✷✳✼✮

❲✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✻✮ t❤❡ st♦r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣

w(e) ≈

N
∑

p=1

N
∑

q=1

J∗

pXe,pqJq = J
H
XeJ. ✭✷✳✽✮

❆♣❛rt ❢r♦♠ Xe✱ t✇♦ ♦t❤❡r ♠❛tr✐❝❡s✱ Xm ❛♥❞ Rrad✱ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳
❚❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ N ×N ✱ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts✿

Xe,pq =

∫

∂V

∫

∂V

∇1 ·ψp1∇2 ·ψq2

cos(kR12)

R12

−
k

2

(

k2ψp1 ·ψq2 −∇1 ·ψp1∇2 ·ψq2

)

sin(kR12) dS1 dS2, ✭✷✳✾✮

Xm,pq =

∫

∂V

∫

∂V

k2ψp1 ·ψq2

cos(kR12)

R12

−
k

2

(

k2ψp1 ·ψq2 −∇1 ·ψp1∇2 ·ψq2

)

sin(kR12) dS1 dS2, ✭✷✳✶✵✮

❛♥❞

Rrad,pq =

∫

∂V

∫

∂V

(

k2ψp1 ·ψq2 −∇1 ·ψp1∇2 ·ψq2

)sin(kR12)

R12

dS1 dS2. ✭✷✳✶✶✮

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✭✷✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

Q ≈
max{JH

XeJ,J
H
XmJ}

JHRradJ
. ✭✷✳✶✷✮

◗✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s s✐♠✐❧❛r t♦ J
H
RradJ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✹✱ ✷✵❪ t♦ ❡①♣r❡ss ❞✐✛❡r❡♥t

t②♣❡s ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♥ r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ♣r✐♥t❡❞ ♦♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉❜str❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛②s ✐♥ ❢r❡❡
s♣❛❝❡ ❬✶✷❪✳

❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❛♥ ▼♦▼ s♦❧✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ✭✷✳✾✮✱ ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡



✺

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
Z ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐❝❡s Xe✱ Xm ❛♥❞ Rrad✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t

Zpq = Rrad,pq + j(Xm,pq −Xe,pq), ✭✷✳✶✸✮

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠s ♦❢ Xe,pq ❛♥❞ Xm,pq ✭❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬✷✹❪✮ ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧ t♦

−
k

2

∫

∂V

∫

∂V

(

k2ψp1 ·ψq2 −∇1 ·ψp1∇2 ·ψq2

)

sin(kR12) dS1 dS2. ✭✷✳✶✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Rrad ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡
✜rst t❡r♠s ♦❢ Xm,pq ❛♥❞ Xe,pq✳ ▲✐tt❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡s❡ t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ Zpq✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ✭✷✳✶✹✮
❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭✷✳✼✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ Zpq

❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ R12✳ ❚❤✐s r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▼♦▼ ❝♦❞❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s
st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧
✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s s❡❧❢ r❡s♦♥❛♥t✳

✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

✸✳✶ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❘❡❣✐♦♥s

■♥✜♥✐t❡❧② t❤✐♥ ❧♦ss❧❡ss✱ ✐✳❡✳✱ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✭P❊❈✮✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ str✉❝✲
t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ♠❛② t❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s
✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ l ❛♥❞ ✇✐❞t❤ h✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡
❛r❜✐tr❛r✐♥❡ss t♦ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❬✽✱ ✶✵❪✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ▼♦▼ s♦❧✈❡r ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s
s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✶✷✱ ✶✽❪ ♣❡rt❛✐♥ ❜❡tt❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳ ❯s✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ str✉❝t✉r❡s ♠❛② t❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 2NxNy s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ Nx ❛♥❞ Ny

❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✉❛❧❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t♦ st✉❞② ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❖♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛r❡
❤❡✉r✐st✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡rs✱ ❡✳❣✳✱ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛r❜✐tr❛r② str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ●r❛②✲s❤❛❞❡❞
❡❧❡♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛t❝❤❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② J(r) ❝❛♥
❡①✐st✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ♠❛r❦❡❞ F ✳ ❚❤❡ ✏r♦♦❢t♦♣✑ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t r❡❞ s❤❛❞✐♥❣✳

❛♥t ❝♦❧♦♥②✱ ❡t❝✳ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ❬✶✸✱ ✷✶✱ ✷✸❪ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧② ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
t♦ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛ ❬✷✶❪✳ ❆ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥
❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❡❛s❡ ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢
s❛♠♣❧❡ ❝♦❞❡s✳ ❖t❤❡r ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❛♥✲
❞♦♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ st❛❣❡s ✕ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✕ ✉s✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②
♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ✜t♥❡ss✳ ❆ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ✜t♥❡ss ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦▼ s♦❧✈❡r✳

❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤
❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ❛ r✉❧❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ♦❢
❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ NxNy ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡✳ ❊❛❝❤ ❣❡♥❡
❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠❡t❛❧ ♦r ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❆ r❡❛s♦♥✲
❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜✐♥❛r②✱ ✶ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛♥❞ ✵ ❛ ♥♦♥
♣r❡s❡♥t ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆t ❧❡❛st t✇♦ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ❛s t❤❡ ❡❞❣❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ P❛t✲
t❡r♥❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛r❡❛s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✸✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳

❚❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✴♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❯s✉❛❧❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❙✉❝❤
♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r✱ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ♠❡t❛❧❧✐❝
❛r❡❛✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❤❡r❡ ❜② ❛♥ ▼♦▼ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼♦▼
✉♥❦♥♦✇♥s t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥
❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♠❛❦❡s t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡q✉❛❧ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳
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Fixed Ground Plane

Antenna Region

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❤♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② 15% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳

❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❬✷✶✱ ❈❤✳ ✾❪✳ ❚❤❡ ♠♦t❤❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭✷✳✼✮ ♦❢ s✐③❡
N = 2NxNy − Nx − Ny ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s
♦❢ ✭✷✳✼✮ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ r♦✇s ❛♥❞
❝♦❧✉♠♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡①❡s ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Xe✱ Xm ❛♥❞
Rrad ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡✳❣✳✱
◗ ❢❛❝t♦r ✭✷✳✶✷✮✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✳

✸✳✷ ❆♥t❡♥♥❛s ■♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❉❡✈✐❝❡s

❋r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠❛♥② ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t
✐♥t❡❣r❛t❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭❛♥t❡♥♥❛✮ ❢❡❞ ❜②
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✭s✮✳ ❚❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛rts ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s
❞♦♠❛✐♥ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛rts t❤❛t ❛❝t ❛s ❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞
✜❡❧❞s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡✈✐❝❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❧❛♥❛r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡s t♦ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ♠❛② t❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r②
s❤❛♣❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ ✜①❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❡t❛❧❧✐❝



✽

❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❡①t❡♥❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭75✱ 85
❛♥❞ 94% ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦ss❧❡ss
❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ P❊❈✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❧❛r❣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t❤❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✮✳ ❙✉❝❤ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐❝❡s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥
▼♦▼ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

■t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ✷✶❪✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

(

ZAA ZAG

ZGA ZGG

)(

JA

JG

)

=

(

V

0

)

✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s A ❛♥❞ G ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ZAA✱ ZAG✱ ZGA ❛♥❞ ZGG ❞❡♥♦t❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦t❤❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
♠❛tr✐① ✭✷✳✼✮ ✇✐t❤ pq ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② AA,AG,GA,GG✱ JA

❛♥❞ JG ❛r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ V ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❢❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡
0 ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

{

JA = (ZAA − ZAGZ
−1
GGZGA)

−1
V

JG = −Z
−1
GGZGAJA = Z

′
JA

✭✸✳✷✮

❚❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t②
t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ZGG✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡❞✉❝❡s
t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ZAA ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦t❤❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡
r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ✭✸✳✷✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞
❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✭✷✳✶✷✮ ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✿

J
H
XeJ = J

H
A

(

Xe,AA + 2Re{Xe,AGZ
′}+ Z

′H
Xe,GGZ

′
)

JA ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ Xe,AA✱ Xe,AG ❛♥❞ Xe,GG ❛r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ Xe ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s
t❤♦s❡ ♦❢ Z✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✭✸✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts s✉♣♣♦rt✐♥❣
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥✳

✹ P❤②s✐❝❛❧ ❇♦✉♥❞s

P❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤✐s
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❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡s❡
❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss st♦♣♣❡❞ ❜② ❣❡♥❡t✐❝
st❛❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ ✺✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❞♦ ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡
♠♦r❡ t❤❛♥ 30% ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞
❜♦✉♥❞s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✻✱ ✾❪ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛s ✇❤♦s❡
s❤❛♣❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s✷✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ D/Q r❛t✐♦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡
r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❤❛s ❞✐r❡❝t✐✈✐t② 1.5✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r ♠❛♥② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
s♠❛❧❧ ❛♥t❡♥♥❛s✳

❇♦✉♥❞s ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✱ ❛r❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ✶✵❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞
❢♦r t❤❡ D/Q q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✽❪✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❡①❝✐t❡❞ ❜② t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝✉rr❡♥t ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ◗ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
D/Q q✉♦t✐❡♥t ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② t❤❛t ❛♥t❡♥♥❛✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝✉rr❡♥t ♠❛②
❜❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ t❤✉s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❝✐t❡ ♦♥ r❡❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❬✽✱ ✶✵❪ ❜❡❝♦♠❡ t❤♦s❡ ✐♥ ❬✻✱ ✾❪ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡
❡♥t✐r❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❛r❡
s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✺ ❘❡s✉❧ts

✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍♦❧t❡r✬s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ P❇✲❋❉❚❉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✷✸❪✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ✷✵✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t♦✉r✲
♥❛♠❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✽✵ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦♠♣❡t❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦
❜r❡❡❞✐♥❣ ♣❛r❡♥ts✳ ❈❤✐❧❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖✛✲
s♣r✐♥❣ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♣❛✐rs ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st ✜t t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

❈r♦ss♦✈❡r ❤❛♣♣❡♥s ❛t t✇♦ r❛♥❞♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✵✳✽✳ ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✵✳✷ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ♥❛t✉r❛❧❧②❀ ✐♥ t❤✐s s✐t✉✲
❛t✐♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ✐s ♠✉t❛t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✶
✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❧❧ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦✛s♣r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✶✵ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡s ♠✉t❛t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❉✉❡ t♦ r❛♥✲
❞♦♠♥❡ss✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♠✉t❛t❡❞ ♠❛② t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥
✶ ❛♥❞ ✶✵✳ ■❢ ❛ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ r❡t✉r♥s

✷s❡❡ ❛❧s♦ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠✴♠❛t❧❛❜❝❡♥tr❛❧✴✜❧❡❡①❝❤❛♥❣❡✴✷✻✽✵✻✲❛♥t❡♥♥❛q
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t♦ ✏♥❛t✉r❛❧✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✵✳✷ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✉❧❞
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❧❡ss ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ st✉❞②
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳

❚❤❡ st♦♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣❡♥❡t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
✺✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❜♦✉♥❞s ❬✻✱ ✽✕✶✵❪ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ st♦♣♣❡❞✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥t❡♥♥❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳✱

minimize αQQ+ αR

∣

∣

∣

∣

J
H
XeJ− J

H
XmJ

JHRradJ

∣

∣

∣

∣

+ αAN
AN, ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ αQ✱ αR ❛♥❞ αAN
❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r✱ r❡s♦♥❛♥❝❡

❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛r❡❛ AN✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
❡♥t✐r❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❛r❡❛ ✭❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ❛r❡❛ ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✮✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss✳ ❊✐t❤❡r αQ ♦r αR ✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ❡✐t❤❡r ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ◗ ♦r r❡s♦♥❛♥t ❛r❡
t❛r❣❡t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛r❡❛ ✇❡✐❣❤t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱
αAN

= 1✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛r❡❛
♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s♦♠❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ▼♦▼ s♦❧✈❡r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ❊❋■❊ ❜❛s❡❞ ✐♥✲❤♦✉s❡
s✐♠✉❧❛t♦r✳ ●❛❧❡r❦✐♥ t❡st✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❬✶✾❪ ✇✐t❤ r♦♦❢t♦♣ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts✱
❛s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡ ❛♥❞
♣♦✐♥t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ r✉❧❡
✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❊✜❡❧❞ ▼♦▼ s♦❧✈❡r✳ ❚❤✐s s♦❧✈❡r ✉s❡s r♦♦❢t♦♣ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r
♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ◆♦♥✲s❡❧❢✲r❡s♦♥❛♥t ❛♥t❡♥♥❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡② ✇❡r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r✳ ❚❤✐s ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❛s
❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t✉♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❛♥t❡♥♥❛s✳

✺✳✷ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❘❡❣✐♦♥s

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛s♣❡❝t
r❛t✐♦ ♦❢ l/h = 2✳ ❙✉❝❤ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ D/Q r❛t✐♦ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t❡❞
♦♣t✐♠❛❧❧②✱ ❬✾✱ ✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✐♥s✐❞❡ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝
s❤❡❡ts ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss❡s✱ ✐✳❡✳✱ P❊❈✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ kl = 0.1 . . . 1.3 ✭ka ≈ 0.06 . . . 0.7✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②
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kl

Q Physical bound
None, Q
Single, Q
Double, Q
None, Resonance
Single, Resonance
Double, Resonance

0 1.4

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ◗ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ❬✻✱ ✾✱ ✶✵❪
❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✺ r✉♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠♠❡tr② ✭♥♦♥❡✱ s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✮ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭◗ ❢❛❝t♦r ♦r r❡s♦♥❛♥❝❡✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s Nx = 64✱ Ny = 32 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ sq✉❛r❡✳ ❆
✈♦❧t❛❣❡ ❣❛♣ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚✇♦ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠❛r❦❡❞ ❛s ✜①❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛r❡❛s ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳

❋r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✿ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✱ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x̂ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x̂
❛♥❞ ŷ✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✏◆♦♥❡✑✱ ✏❙✐♥❣❧❡✑✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✏❉♦✉❜❧❡✑
✐♥ ❋✐❣s ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ✐s✿ ✷✵✹✻✱ ✶✵✷✸
❛♥❞ ✺✶✷✳

❚✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡② t❛r❣❡t t♦ ✜♥❞ ❡✐t❤❡r ❛♥✲
t❡♥♥❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ◗ ♦r ❛♥t❡♥♥❛s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ αQ = 4✱ αR = 1 ❛♥❞ αQ = 1✱ αR = 4
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✻✱ ✾✱ ✶✵❪ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② 1.5✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ t❤✐s
♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ✐♥ ❛❧❧ r✉♥s
♣❡r kl ✈❛❧✉❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊✜❡❧❞✳ ❋♦✉r ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ◗ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼✱ ✷✻❪ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❤❛✈❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❛t ♦❢
❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡✳ ❚❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1.49 ❛♥❞ 1.52 ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
30◦ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✳

❙♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳
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Single, Q
Double, Q
None, Resonance
Single, Resonance
Double, Resonance
Simulation

1.20.4 0.6 0.8

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❜♦✉♥❞ Qmin ❬✻✱ ✾✱ ✶✵❪✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❬✼✱ ✷✻❪ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

kl=0.1 kl=0.5 kl=0.9 kl=1.3kl=0.3 kl=0.7 kl=1.1

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❋♦✉r ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❋❡❡❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❝✐r❝❧❡❞✳



✶✸

❆♥t❡♥♥❛s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ l✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦rs✳ ❆♥t❡♥♥❛s s②♠✲
♠❡tr✐❝ ✐♥ ❜♦t❤ l ❛♥❞ h✲❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ◗ ❢❛❝t♦rs✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ◗ ❢❛❝t♦rs
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥t❡♥♥❛s t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✜♥❞
❛♥t❡♥♥❛s ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠ ✇✐t❤✐♥ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❧❛r❣❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r ✜♥❞s
❛♥t❡♥♥❛s ❛❜♦✉t ✸✵✪ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞✳ ❆♥t❡♥♥❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ◗ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ◗ ❢❛❝t♦r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r ❢♦r
s♦♠❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♠❛❞❡ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♠♦❞✐✜❡s
t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜t♥❡ss ✇✐t❤ ✭✺✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝
♣❛t❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s s❤♦✇ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ s✐③❡✳ ❆ ❢❡✇ s✉❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ❋✐❣✳ ✺✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ kl = 0.1 ❤❛s✿ ❧❛r❣❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ r❡❣✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ l✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧✐tt❧❡ ♠❡❛♥❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤✱ ❛♥❞
♠❡t❛❧❧✐❝ str✐♣s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ h ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡①tr❡♠✲
✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ kl = 0.5 ✐s ❤❡❛✈✐❧② ♠❡❛♥❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥②
s❤♦rt ♠❡t❛❧❧✐❝ st✉❜s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥❞❡r❀ ✐t ❤❛s ❧❡ss ♠❡t❛❧❧✐❝ h✲❛❧✐❣♥❡❞ str✐♣s✳ ▲❛r❣❡r
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s❤♦rt❡r ♠❡❛♥❞❡r✐♥❣ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r st✉❜s✳ ❆ st❛t✐st✐❝
st✉❞② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s✳

✺✳✸ ❙✐♠♣❧❡ P❤♦♥❡ ▼♦❞❡❧

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ t❡❧❡♣❤♦♥❡ ❛s ❛ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♠♦st❧② ♠❡t❛❧❧✐❝✳ ■♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡✈✐s❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝
str✉❝t✉r❡ ✐s ❢❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❧♦ss❧❡ss✱ ✐✳❡✳✱ P❊❈✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ♣❧❛♥❛r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ l/h = 2 ❞❡s❝r✐❜❡s ♠❛♥② ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ✉s❡ t♦✲
❞❛②✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ l/λ = 0.1 . . . 0.5✳ ❚❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 300MHz ❛♥❞ 1.5GHz
❢♦r ❛♥ l = 10 cm ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s Nx = 96 ❛♥❞ Ny = 48 ❢♦r t❤❡ ❡♥✲
t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ✭❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✮✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡r
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ❛r❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❢❡❞ ❜② ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❣❛♣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❢❛r ✜❡❧❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❧✐♥❡❛r❧②
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ l ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦
s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ◗ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
❛♥❞ ❢❡❡❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❋✐❣✳ ✼✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳

❚❤r❡❡ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
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6%✱ 15% ❛♥❞ 25% ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ✜✈❡ t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛
r❡❣✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✇❛s ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠
◗ ✭αQ = 10✱ αR = 1✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜✈❡ r✉♥s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✏Pr❡❞✐❝✲
t✐♦♥✳✑ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡s❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊✜❡❧❞✳
❚❤❡✐r ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❬✼✱ ✷✻❪ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❧❛❜❡❧❡❞ ✏❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳✑ ❚❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ 30 ◦ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❬✽❪ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✱ ♥♦r♠❛❧ ♠❛✐♥
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ 6%✱ 15% ❛♥❞ 25% ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ❬✻✱ ✾✱ ✶✵❪ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② 1.5 ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳

■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ◗ ✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇
❝❧♦s❡❧② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 20% ✐♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s✐③❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❞❡✈✐❛t❡
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❙♠❛❧❧ ◗ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧♦s❡❧②
s♣❛❝❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
♠♦❞❡❧ ❬✼✱ ✷✻❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◗ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ l/λ = 0.1, 0.175 ❛♥❞
0.25✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❇r✉♥❡ s②♥t❤❡s✐s ♠♦❞❡❧ ❬✷✺❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
◗ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ l/λ = 0.325, 0.4 ❛♥❞ 0.475✳

❋♦✉r ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❢❡❡❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛r❣❡ts ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ 15% ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢❡❡❞✐♥❣
♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ h ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❛r❣❡ts ◗ ❢❛❝t♦r ✭αQ = 10✱ αR = 1✮ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭αQ = 1✱ αR = 10✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ✜✈❡ t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜✈❡ r✉♥s
❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✏Pr❡❞✐❝t✐♦♥✑ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ❬✽❪ ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ 15% ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ t❤❡s❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊✜❡❧❞✳
❚❤❡✐r ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❧❛❜❡❧❡❞ ✏❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✑ ✉s✐♥❣ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡
♠♦❞❡❧ ❬✼✱ ✷✺✱ ✷✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ 30 ◦ ♦❢ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❋✐❣s ✹ ❛♥❞ ✻ ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞
❢♦r ❋✐❣✳ ✼✳
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Simulation
Prediction
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% antenna region100

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ◗ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✜✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ♣❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛
r❡❣✐♦♥ s✐③❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✏Pr❡❞✐❝t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✼✱
✷✺✱ ✷✻❪ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✏❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✑✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s ❬✽❪ ❛♥❞
❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ 6✱ 15 ❛♥❞ 25% ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ❧❡♥❣t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❞❛s❤❡❞✱ ❞❛s❤✲❞♦t ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛s
❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ❬✻✱ ✾✱ ✶✵❪ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳

Q/Q
min
-1

0.2 0.3 0.4

l/¸

1

0.6

0.2

0

0.8

-0.2
0.50.1

0.4

Side fed, Q
Side fed, R
Center fed, Q
Center fed, R

Prediction
Simulation

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ◗ ❢❛❝t♦rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❜♦✉♥❞ ❬✽❪ ❢♦r 15% ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ✜✈❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✏Pr❡❞✐❝t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✼✱ ✷✺✱ ✷✻❪ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◗ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞
✏❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✑✳ ❙✐❞❡ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❢❡❡❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r str✉❝t✉r❡s ♦♣t✐♠✐③❡❞
❢♦r ◗ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭R✮✳
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l/¸=0.1 l/¸=0.25 l/¸=0.4l/¸=0.175 l/¸=0.325 l/¸=0.475

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦❢ str✉❝t✉r❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊✜❡❧❞✳ ❙❤❛❞❡❞ ✕
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❋✐rst t❤r❡❡ r♦✇s ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ s✐❞❡ ❢❡❞ ❛♥t❡♥♥❛
r❡❣✐♦♥s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ 6%✱ 15%✱ 25% ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ❧❡♥❣t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ◗ ❢❛❝t♦r✳ ❘♦✇
✹✿ s✐❞❡ ❢❡❞ 15% ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❘♦✇s ✺ ❛♥❞ ✻✿ ❝❡♥t❡r ❢❡❞
15% ❛♥t❡♥♥❛ r❡❣✐♦♥s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ◗ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋❡❡❞✐♥❣
❡❞❣❡s ❛r❡ ❝✐r❝❧❡❞✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ◗ ❢❛❝t♦rs ♦❢ r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❬✷✹❪ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ✶✵❪✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥✲
t❡♥♥❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❝✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛r ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r s♦♠❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ✉s❡
t♦❞❛②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s ♣❡r❢♦r♠ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r
◗ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ♠❛♥② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦❧✈❡r ❊✜❡❧❞ ❛❣r❡❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❡r② ❡❛s✐❧② ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▼♦▼ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ t❡♠✲
♣♦r❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛❞❞❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ♥❡❡❞❡❞ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ▼♦▼ s♦❧✈❡rs✳ ❚❤✉s ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
♠❛② r❡❞✉❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r s♦♠❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❡❞ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r
♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❬✽❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❜♦✉♥❞s✳ ❙✉❜✲♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ✏❣❡♥❡t✐❝✑ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s t❤❛t ♠❛② ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦t❤❡r r❛❞✐❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥✲
t❡♥♥❛ ◗ ❢❛❝t♦rs✳ ❖t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥t❡♥♥❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡✱
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♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦ss❡s ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ▼♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡r❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❙✇❡❞✐s❤ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♥t❡♥♥❛ ❙t❛♥❞❛r❞s ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❙♦❝✐❡t②✳
■❊❊❊ ❙t❛♥❞❛r❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❡r♠s ❢♦r ❆♥t❡♥♥❛s✱ ✶✾✾✸✳ ■❊❊❊ ❙t❞ ✶✹✺✲✶✾✾✸✳

❬✷❪ ▼✳ ❈✐s♠❛s✉ ❛♥❞ ▼✳ ●✉st❛❢ss♦♥✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❊❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ❚❤❡♦r② ✭❊▼❚❙✮✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✷✵✶✸ ❯❘❙■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥✱ ♣❛❣❡s ✽✹✕✽✼✱ ✷✵✶✸✳

❬✸❪ ❘✳ ❋❧❡t❝❤❡r✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ▲t❞✳✱
❈❤✐❝❤❡st❡r✱ ✶✾✽✼✳

❬✹❪ ❲✳ ●❡②✐✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥t❡♥♥❛ ◗✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
❆♥t❡♥♥❛s Pr♦♣❛❣❛t✳✱ ✺✶✭✽✮✱ ✷✶✷✹✕✷✶✷✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✺❪ P✳ ❊✳ ●✐❧❧✱ ❲✳ ▼✉rr❛②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✳ ❲r✐❣❤t✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✽✶✳

❬✻❪ ▼✳ ●✉st❛❢ss♦♥✱ ▼✳ ❈✐s♠❛s✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ◆♦r❞❡❜♦✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
✷✵✶✵✭❆rt✐❝❧❡ ■❉ ✾✹✻✼✹✻✮✱ ✶✕✼✱ ✷✵✶✵✳

❬✼❪ ▼✳ ●✉st❛❢ss♦♥ ❛♥❞ ❙✳ ◆♦r❞❡❜♦✳ ❇❛♥❞✇✐❞t❤✱ Q✲❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❛♥t❡♥♥❛s✳ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✷✱ ✶✕✷✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✽❪ ▼✳ ●✉st❛❢ss♦♥ ❛♥❞ ❙✳ ◆♦r❞❡❜♦✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❝✉rr❡♥ts ❢♦r ◗✱ s✉♣❡r❞✐r❡❝t✐✈✲
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