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ANTI-INVARIANT SUBMANIFOLDS OF A SASAKIAN

MANIFOLD WITH VANISHING CONTACT

BOCHNER CURVATURE TENSOR

KENTARO YANO

0. Introduction

In 1949, by using a complex coordinate system Bochner [3] (see also Yano

and Bochner [23]) introduced, as an analogue of the Weyl conformal curva-

ture tensor in a Riemannian manifold, what we now call the Bochner curva-

ture tensor in a Kaehlerian manifold. In 1967 Tachibana [13] gave a tensor

expression of this curvature tensor in a real coordinate system. Since then the

tensor has been studied by Chen [5], Ishihara [25], Liu [14], Matsumoto [10],

Sato [17], Tachibana [14], Takagi [15], Watanabe [15], Yamaguchi [17], and

the present author [5], [19], [20], [21], [22], [25].

Let M2m be a real 2m-dimensional Kaehlerian manifold with the almost

complex structure F, and Mn an n-dimensional Riemannian manifold isome-

trically immersed in M2m. If Tx(M
n) J_ FTx(M

n), where Tx(M
n) denotes the

tangent space to Mn at a point x of Mn and is identified with its image under

the differential of the immersion, then we call Mn a totally real or anti-

invariant submanifold of M2m. Since the rank of F is 2m, we have n < 2m — n,

that is, n < m.

The totally real submanifolds of a Kaehlerian manifold have been studied

by Chen [4], Houh [6], Kon [7], [26], [27], Ludden [8], [9], Ogiue [4],

Okumura [8], [9] and the present author [8], [9], [21], [22], [26], [27].

As a theorem connecting the Weyl conformal curvature tensor and the

Bochner curvature tensor, Blair [1] proved

Theorem A Let M2n, n > 4, be a Kaehlerian manifold with vanishing

Bochner curvature tensor, and Mn a totally geodesic, totally real submanifold

of M2n. Then Mn is conformally flat.

Generalizing this theorem of Blair, the present author [21] established the

following theorems.

Theorem B. Let Mn, n > 4, be a totally umbilical, totally real submanifold

of a Kaehlerian manifold M2m with vanishing Bochner curvature tensor. Then

Mn is conformally flat.

Theorem C. Let M3 be a totally geodesic, totally real submanifold of a
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Kaehlerian manifold M
2m

 with vanishing Bσchner curvature tensor. ThenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M
3

is conformally flat.

Theorem D . Let M
n
, n > 4, be a totally real submanijold of a Kaehlerian

manifold M
2n
 with vanishing Bochner curvature tensor. If the second  funda-

mental  tensors  of  M
n
  commute,  then  M

n
  is  conformally  flat.

The main purpose of the present paper is to obtain theorems, analogous to

the above theorems, for  anti- invariant submanifolds  of  a Sasakian manifold  with

vanishing  contact Bochner  curvature  tensor.  F or  anti- invariant  submanifolds

of  a Sasakian  manifold,  see  Blair  and Ogiue  [2], Yamaguchi,  Kon and  Ikawa

[16],  Yano  and Kon  [28],  [29],  and for  the contact Bochner  curvature  tensor

see  Matsumoto and Chΰman [11].

F irst  of  all,  in  § 1 we  recall  the  definition  and  the  fundamental  properties

of  a  Sasakian  manifold.  In  § 2  we  define  a  curvature  tensor  in  a  Sasakian

manifold  which  is  called  the contact Bochner curvature tensor and corresponds

to  the Bochner curvature  tensor  in  a Kaehlerian  manifold.

§ 3  is  devoted  to  general  discussions  on  anti- invariant  submanifolds  of  a

Sasakian  manifold,  and  § 4  to  the  study  of  anti- invariant  submanifolds  of  a

Sasakian  manifold  with  vanishing  contact Bochner curvature  tensor.

In  the  last  two  sections  (§§5  and  6)  we  study  Sasakian  manifolds  with

vanishing  contact Bochner curvature  tensor  regarded  as  fibred  spaces  with  in -

variant  Riemannian metric  (see Yano  and Ishihara  [24]).

l Sasakian manifolds

We  first  of  all  recall  the definition  and  the fundamental properties of  almost

contact  manifolds  for  the later  use.  Let  M
2 m + 1

  be  a (2m  +   l) - dimensional  dif-

ferentiable  manifold  of  class  C°°  covered  by  a  system  of  coordinate  neighbor-

hoods  {U  JC'} in which  there are  given  a  tensor  field  φ
λ

κ
 of  type  (1,1), a vector

field  ξ
κ
  and  a  1- form  η

λ
  satisfying

(1.1)  φ
λ
'φ/   =   - δ

µ
  +   ηj?  ,  φtf  =  0  ,  η

λ
φ

µ

λ
  =   0  ,  η

λ
ξ

λ
 =   1 ,

where  and  in  the  sequel  the  indices  a,β,  -   ,κ,λ,µ
9
  run  over  the  range

{1,2,  .  , 2ra  +   1}.  Such  a  set  (φ, ξ, η)  consisting  of  a  tensor  field  φ,  Ά vector

field  ξ  and  a  1- form  η  is  called  an  almost  contact  structure,  and  a  manifold

with  an  almost  contact structure  an almost  contact  manifold  (see Sasaki  [12]).

If  the N ijenhuis  tensor

(1.2)  N
µλ
'  =   φ

µ
'djp

λ
  -   φ

λ
°d

a
φ

µ
<  -   (d

µ
φ

λ

a
  -   d

λ
φ

µ

a
)φ

a
<

formed  with  φ{  satisfies

(1.3)  N
µλ
'  +  (d

µVλ
- d

λVµ
)ξ<  =  0,

where  d
µ
  =   d/ dx

µ
,  then  the  almost  contact structure is  said  to  be  normal  and
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the manifold is called azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA normal almost contact manifold.

Suppose that in an almost contact manifold there is given a Riemannian

metric g
µλ

 such that

(1.4) S
r
β<P/ <Pχ

β
 =  g

µ
x -  VΛx > Vx =  8 J J ' >

then  the almost  contact  structure  is  said  to be metric,  and the manifold  is

called  an almost contact metric manifold.  In view  of  the second  equation of

(1.4) we shall  write ξ
λ
  instead of η

λ
 in the  sequel.  In an almost  contact  metric

manifold,  the tensor  field φ
µλ
 =  ψ

µ

a
g

aλ
 is  skew- symmetric.

If  an almost  contact metric  structure  satisfies

(1.5) φ
µ
χ = i(d

µ
ξ

λ
- d

λ
ξ

µ
),

then  the  almost  contact metric  structure is called  a contact  structure.  A mani-

fold  with  a normal contact structure is called  a Sasakian  manifold.

I t  is well known  that in a Sasakian  manifold  we have

(1.6)  P£' = φ
λ
*,

(1.7)  F rf> / =   - gj'  + δ<
µ
ξ

λ
,

where F
λ
 denotes  the operator of covariant  differentiation  with  respect  to  g

µi
.

(1.6)  written  as V
λ
ξ

κ
 = φ

λκ
 shows  that ξ'  is a Killing  vector  field.

(1.6),  (1.7)  and the  Ricci  identity

vyp  -   r/ jp  =  κ
vµλ

<ξ>,

where  K
vµλ

κ
  is the  curvature  tensor,  give

α.8)  * . , / £ '=   *£ „ - «;£ , ,

or

d  9)  K
vµλ

%  =  ξ
vgµλ

- ξ
µ
g

vλ
.

F rom  (1.9) by contraction we have

where K
µλ
 = K

aµλ

a
  is the Ricci  tensor.

(1.6),  (1.7)  and  the Ricci  identity

imply

(1.11)  K
vµa

'φ
λ
°  -   K

vµλ
°φ

a
<  =   - φ;g

µλ
  +  φ

µ
'g

vλ
  -   δ'

v
φ

µλ
  +  δ

µ
φ

vλ
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from which, by contraction, it follows that

(1.12)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K
µa9i

° + K
βµλ

y« =  - (2m-   \ )
Ψµλ

 ,

where  ψ
βa

 =   g
βλ
φ°,  g

βλ
 being contravariant components of the metric tensor.

Since  K
βµia

φ
βa
 is  skew- symmetric  in  µ  and  λ,  we  have  from  (1.12)

(1.13)  K
µa

φ
λ
°  +  K

λaψµ
"  =  0  .

F rom  (1.12)  we  also  find

(1.14)  K
βaµX

φ
β
°  =  2K

µaψi
"  +  2(2m  -   \ )

Ψµλ
  .

2.  Contact Bochner curvature tensor

As  an  analogue  of  the Bochner  curvature  tensor  in  a  Kaehlerian  manifold,

we  define  the contact Bochner  curvature  tensor  in  a  Sasakian  manifold  by

B
vµX

'  =  K
vµλ

< +  (δl  -   ξ
v
ξ')L

µλ
  -   (δ'

µ
  -   ξ£<)L

vλ
  +  L}(g

µλ
  -   ξ

µ
ξ

λ
)

(2.1)  -   L;(g
vλ
  -   ξ

v
ξ

λ
)  +

  Ψ
;M

µλ
  -

  φ
;M

vλ
  +  M;

Ψµλ
  -   M;

ψvλ

-   2{φ
vµ
M

λ

κ
  +   M

vµ
φ

λ

κ
)  +   (φ

v
*φ

µλ
  -   φ

µ
'φ

yλ
  -   2φ

vµ
φ

λ
*)  ,

where

(2.2)  I - -   ϊ ^  V ^ - ^  "  tt+   »«-  +  " - W Λ

W  =  L
µa

g"< ,

(2.3)  L  =  g"
ι
L

µλ
  ,

(2.4)  M
µί
  =  - L

µaψι
"  ,  M;  =

F rom  (2.2)  and  (2.3)  it  follows  that

K  +  2(3m  +   2)
(2.5)  L   =   -

4(m  +   1)

where  K  is  the  scalar  curvature  of  the  manifold.

Using  (1.10)  we  have,  from  (2.2),

(2.6)  L
µi
ξ>  =  - ξ

µ
  ,

which,  together  with  the first  equation of  (2.4),  yields

(2.7)  M
µaψi

"  =  L
µl
  +  ξ

µ
ξ

x
  .
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We can easily verify that the contact Bochner curvature tensor satisfies the

following identities:

(2.8)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B
9µl

* =  - B
µvλ

' ,   B
vµl

'  +  B
µXv

<  +  B
λvµ

< =  0 ,   B
aµλ

a
 =  0 ,

(2.9)  B
vµλκ

  =  —B
vµκλ

 ,   B
vµXκ

 =   B
λκvµ

  ,

wh e r e  B
vµXκ

 =   B
vµλ

a
g

aκ
 a n d

(2.10)  B
vµλ

'ξ
£
  = 0,  B

vµa
'φ

λ

a
 =   B

vµλ

a
φ

a
< ,  B

vµλ
y =  0 .

3.  Anti- invariant  submanifolds of  a Sasakian  manifold

We consider an  ^- dimensional  Riemannian  manifold  M
n
,  n >  1,  covered

by  a system  of coordinate  neighborhoods  {V  y
h
)  and isometrically  immersed

in  a Sasakian  manifold  M
2 m + 1

,  and denote the immersion by

(3.1)  x'  =  x'(y
h
)

wh e r e  a n d in  t h e  se q u e l  t h e  in d ic e s  A, ί,/ ,  • • •   r u n  o ve r  t h e  r a n ge

{1 ' ,  2 ' ,  . . . , n ' } .  We  p u t

( 3 . 2 )  B
t
'  =  d

t
x<  &  =  d/ dy*) ,

and  denote 2m  +  1 — n mutually  orthogonal  unit  vectors  normal  to M
n
  by

C
y
% where  and in the sequel  the indices  x, y, z  run over  the range  {{n + 1)',

• •  , ( 2 m +   1)'}.

Then  the metric  tensor  g
όί
  of M

n
  and that of the normal  bundle are respec-

tively  given by

(3.3)
  8ji

  =
 8β

βfi  ,

(3.4)  g
zy
  =  g

µλ
C»

z
i  ,

where  Bf
t
  ==  B/ B/   and CjJ =   C/ C

y
\

If  the transform  by φ
λ
* of any vector  tangent  to M

n
  is orthogonal to M

n
, we

say  that the submanifold  M
n
  is anti- invariant  in M

2 m + 1
.  Since  the rank  of  <p

λ

κ

is  2m, we have  n — 1 <  2m +   1 — π, that is, AI <  m  +  1.

F or  an anti- invariant  submanifold  M
n
  in M

2 m + 1
,  we  have  equations  of the

form

(3.5)  φ Bt  =  - h*C
x
<,

(3.6)  p / C /  =   fJBf  +  f
y
*C

x
<  ,

(3.7)  ξ'  = ξ'B,'  + ξ'C
x
'  .

Using φ
µl
  =   — φ

λµ
 we have,  from  (3.5) and (3.6),
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(3.8)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f
iy
 = f

yl
 ,

where j
l v

 = Ug
ιy
 and f

yi
  -   f

v
^g

Jt
 and

(3.9)  f
yx
  =  - f

xy
  ,

where / „,. =   f
υ
'g

tx
.

Applying ψ to (3.5), (3.6) and (3.7) and using (1.1), (3.8), (3.9) we find

( i ) / «V =  δi -   ξ
t
ξ* ,

( ϋ )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  fi% x  =  ~ξi$x  ,
(iii)  / / / ,» =  ξyξ» ,

(3.10) (iv) / / / , -  =   - δ* + ξ
v
ξ*  + f,*ff  ,

(v)  / ,«f  =  0 ,

(vi)  hψ  = f,'ξ> ,

(vii)  ξtξ*  +  ξvξ
v
  =   1 ,

where ξt  =  glhξ
h
  and ξv  =   gyxξ

x,  (vii) being a consequence of  ξg* =   1.

Differentiating  (3.5),  (3.6) and  (3.7) covariantly  over  M n
  and  using  (1.6),

(1.7),   (3.10),  equations of Gauss

(3.11)  FjB t'  =   hjt'C,'

and those of  Weingarten

(3.12)  FjCy'  =   - h^BC  ,

where Vs  denotes the operator of  covariant  differentiation  over  M n,  and  h}i

x

and h/ t  =   hJt

zgHgιy  are the second fundamental  tensors of  M" with  respect

to  the normals Cx,  we find

( i )  - 8jtξ
h  +  ajfi  =  - hjt

xfx

h  +  hfjf   ,
( i i )  V,U'

(3 13)
  ( i U )

  W  =  ^  +
  Λ

Λ

(iv)  Γjfw» =   - V V  +

( v )  Pjξ
h  =   hί

h

9ξ»,

I.  The  case in which ξ' is tangent to M
n
.  Suppose  that n =  m  +  1. Then

the  codimension  of  M
n
  is  2m  +   1 —  n =  n — 1,  and consequently  [/„*, £

ft
]

and  1^  I are both  square  matrices  and satisfy
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h
]\^

V
] = unit matrix
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Vy\ ξh] \ f?] =

because of (3.10)  (i). Thus we have

*  ξ*] =  unit matrix ,

from which it follows that

(3.14) f
i
%

i
 = δζ, UΨ = 0, ξ

i
ί

v

i
 = 0,

By remembering that ξ
t
ξ

ι
 + ξ

x
ξ

x
 =  1, we further find ξ

x
 = 0 and hence ζ' is

tangent to M
n
.

In general suppose that ξ" is tangent to M
n
,  that is, f* =  0. Then (3.10)

becomes

( i  )

( ϋ )

(ϋi)

(iv)

( v)

(vi)

• f  y- f h  Sh
Ji  Jy  —  υ i

fi VfyX  =  0 ,

f  zj  h _ Γ)
Jy  Jz  —

  w
 >

/ / / , * =  - δ*

hΨ  =  o,

ζ if * =  1

From (3.15)(iii) and (iv) we see that f
y

x
 defines a so- called  f- structure in

the normal bundle  (see Yano  [18]). In this  case  (3.13) becomes

( i )  - g
Jt
ξ

h
  + δ

h
jξ

{
 = - h

it
'fS  + hfjf  ,

(ii)  Γ
ί
/ i*= - VV»

(3 16)

(iv)  V,W =  - VV +  W«' .
( v)  F

i
f

ft
  =  O,

(vi)  Vf* +  / /  =  ° •

(3.16)(v)  shows  that  whenever  the vector  field ξ*  is tangent to an anti-

invariant submanifold of a Sasakian manifold, it is parallel over the submanifold.

(3.16)(i)  shows that an anti- invariant  submanifold  tangent to ξ" cannot be

totally  umbilical  or totally  contact  umbilical.  For, if  hH

x
  is of  the form

ifxgjt  +  βξ}ξt)hx,  then from  (3.16)(i) we have

- gjiξh  +  %ξ< =   - (ccgjt  +  βξjξi)hxfx

h  +  (ad1} +  βξ'jξ^hJt'   ,

from  which,  by contracting with  respect to h and /  and using  (3.15)(v) we

obtain
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(n  -  1)£, =   (n  -   DahJi*  + βhjf ,

and consequently transvecting with ξ
ι
 and using (3.15)(v) give (n — 1)?*?* =  0,

which is a contradiction for  n > 1.
We now come back to the case  n  =  m +  1. In this case, from the first

equation of (3.14) and (3.15)(iv), we have  f
y

z
f

z

x
 =  0 o r  j

y
j
vx
 =  0 because

/
yjp

 =  / / # ,., . is  skew- symmetric  and / /   =   0.  Thus  (3.16)(ii) becomes

(3.17)  Γ ^  =   0 ,

from  which, using  the Ricci identity we obtain

(3.18)  K*i*
Λ
/

Λ
*  -   W / i *  =   0  ,

where K
kji

h
  (respectively,  K

kjy

x
)  is  the curvature  tensor  of  M

n
  (respectively,

the  normal bundle of  M
n
).

From  (3.18)  we  have,  taking  account  of  the  first  equation  of  (3.14)  and

(3.19)  K
kjy

%yf
x
*  =   K

kJi
*

(3.20)  K
kjί

%%*  = K
kjy

*

because of  K
kji

ψ  =  0  derived  from  (3.16)(v).  (3.19)  and  (3.20)  show  that
K

kji

h
  =   0  and K

kjy

x
  =  0  are equivalent.

II  The  case  in  whichzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ξ*  is normal to M
n
.  Now suppose that ξ'  is normal

to  M
n
,  that is,  ξ

h
  =   0.  Then (3.10) becomes

(3.21)

( i )

(ϋ )

(iϋ)

(iv)

( v)

(vi)

(vii)

f.!/ f  ft  _
Π  ly  —

fi
V
fy

X
  =

fy
Z
fz

h
  =

f  zf  x  _
Jy  Jz  —

i*ξ
x
  =

ί
v

x
ξ

y
  =

ξ  ξv  = •

3?  ,

0 ,

0 ,

- ί

0 ,

0 ,

1  .

(3.21)  (iiii),  (iv)  and (vi)  show  that / /   defines  an / - structure  in  the normal

bundle.  In this case,  (3.13) becomes

( ii)  V
i
U'

(3.22)
  ( i i i )  F

Λ*
  =

  *5
f
*

  +   Λ
'**^*  '

(iv)  v,w  =  -  V V  +
 Λ
Λ/ «

X
'
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( v)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA hj\ξy = 0,

(vi)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Fjξ*   =   - / /  .

From (3.21)(i) it follows that f
iy
f

yί
 =  n, and consequently by (3.21)(iv)

and (vii) we find

- f
ay
fy =   - ( 2m +  1 -   ή) +  1 +  n =  - 2(m  -   π) .

Thus, if n =  m, then we have f
y

x
  = 0, and  (3.21) and (3.22) become respec-

tively

(3.23)

( i )

( ϋ )

(iii)

(iv)

( i )

( ϋ )

(iϋ)

(iv)

( v)

(vi)

/ / / /   =  3?  ,

fffS  =  δ*~ ξv£

ίx
h
ξ

x
  =  0 ,

fχζ
x
  =  i

U  x- t  h  i  U  h  ί
— "SI   Jx  +   rlj  xJ

PjU" =  s
Jt
ξ

x
,

Fjf
y

h
 = δ)ξ

υ
 ,

- fii'V  +
  h

ίvίi

hj
h
yξ

V
  =  θ  ,

X

t
x
  =  0,

'  =  0,
(3.24)

Suppose  that  M
n
  is  totally  umbilical,  and put h

jt

x
  =  gj

t
h

x
.  Then  from

(3.24)(i) we have

- 8,th*U
h
  + δ)h

x
U* =  0 ,

which  implies  / z*/ /  =  0 for n >  1. From (3.24)(iv)  it follows that

- h%j  + h
y
fj* =  0 ,

from which, by transvecting with h
v
 and using  f

yj
h

y
  =  0we have h

v
h

y
fj

x
  =  0,

and  consequently  A ^  =  0  and hence  / ^ =  0.  Thus  M
n
  must  be  totally

geodesic.

By  (3.24)(ii) and (vi), we find

from which, using  the Ricci identity we obtain

K*
jy

x
ξ

v
  =  0 .

On  the other  hand,  from  (3.24)(ii)  and (vi), we have,  using  the Ricci

identity,
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- κ
kjί

h
f

h
*  + κ

kjv
ηy  =  - h*

gjί
  +  ff

8kizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,

which, together with (3.23)(i), implies that

(3.25)  K
kji

h
  = K

kjy
%yf

x

h
  + δ

h

kgji
  -   δ)g

ki

and that, in consequence of K
kjy

x
ξ

v
  = 0 and (3.23)(ii),

(3.26)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Kk$y»  =  Kkji%%*  +  fykf/   -   fvJfk»  .

(3.25) and (3.26) show that M
n
 is of constant curvature 1 if and only if the

connection induced in the normal bundle is of zero curvature.

4.  Anti- invariant submanifolds of a Sasakian manifold with

vanishing contact Bochner curvature tensor

We first of all remember that the equations of G auss, Codazzi and Ricci

are respectively

(4.1)  K
kjih

 =  K
vµX

βl%  +  h
khx

h^  -   h
jhx

h
ki
* ,

(4.2) 0 =  K^&CJ  -   (F
k
h

Jiv
  -   Fjh

kίy
)  ,

(4.3)  K
kjyx

  =  K
vµl

βγp*
x
  -   (h

k
\h

jtx
  -   h/

y
h

ktx
)  ,

where K
vµλκ

, K
kjίh

  and K
kjyx

  are the covariant  components  of  the  curvature

tensors of M
2m+

\   M
n
  and the normal bundle respectively,  B

v

k
% =  B

k

v
B

j

µ
B

ί

λ
B

h

κ

and B%  =  B^B/ B/ .

We  assume  that  the contact  Bochner  curvature  tensor  of  M
2 m + 1

  vanishes

identically.  Then from  (2.1) we have

-   (g
µκ

  -   ξ
µ
ξ

κ
)L

vλ
  +  L

vκ
(g

µλ
  -   ξ

µ
ξ

λ
)

(4.4)  -   L
µκ

(g
vλ
  -   ξ

v
ξ

λ
)  +

  ψvκ
M

µ
x  -   φ

µ
M

v
χ  + M

vκψµX
  -   M

µκ
φ

vλ

—  2{φ
vµ
M

λκ
  +  M

vµ
φ

λκ
)  +   (<p

vκ
φ

µλ
  — φ

µκ
φ

υλ
  — 2φ

vµ
φJ  =  0 ,

from  which,  by  using
  gβ

βf
t
  = g

Jί9
  φ^Bβ =  0, φ

µλ
B/ C

y

λ
  =   - f

jy
,  ψ

µλ
σ

yx
  =

f
yx
,  ξβ

k
»  =  ξ

k
  and ξ

v
C

y

v
  =  ξ

v
,  we find

K
vµλ

β
v

k
%  +  (g

kh
  -   ξ

k
ξ

h
)L

3i
  -   (g

jh
  -   ξjξJL

ki

+  L
kh

{
gji
  -   ξjξj  -   L

jh
{g

ki
  -   ξ

k
ξd  =  0 ,

K
vµλ

βl%C
y
<  -   ξ.ξ.Lji  +  ξjξ.Lu  +  L

ky
(

gji
  -   ξfr)

-   L
jy
(g

ki
  -   ξ

k
ξj  -   f

kv
M

jt
  +  f

jy
M

ki
  + 2M

kj
f

iy
  =   0 ,

K
vµλ

β%C
λ

y
'
x
  -   ξ

k
ξ

x
L

jy
  +  ξjξ

x
L

ky
  -   L

kx
ξ

5
ξ

y
  + L

jx
ξ

k
ξ

y
  -   f

kx
M

jy

+  fjχM
ky
  — M

kx
f

jy
  + M

jx
f

ky
  — 2M

kj
f

yx
  +  (f

k
jjy  — fjxfuy)  = 0 ,

where
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jizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  L
µl
Bfi , L

ky
 =  L

µλ
B

k

µ
C

y

λ
 ,

M
ky
 =

Since M
µl
 =  —L

µa
φ

λ

a
, we have

M
si
 =  - LrffBft  =  L

µa
B/ f^C

x

a
 ,

that is,

(4.9)  M
Jt
 =   L

Ja
f

t
* ,

and also

M
kv
 =   - L

µa
φ

λ
°B

k
»C

y

λ
  =  - L^BAf/ Bf  +  f

y
*C

x
") ,

that is,

(4.10)  M*
v
  =  - L

k
JS  -   L

M
J

V
*  .

Thus (4.1), (4.2) and (4.3) can be written respectively as

(4 11)
-   L

jh
(g

ki
  -   f

4
f

4
)  -   ( A ^ ^ *  -   h

jhx
h

ki
η  =  0  ,

(4  12)
  ( f f c L < /

*  ^
L
*«^

f
y  ~~

 L
*v^ <  "  f^fi)  +   ^ »fe «  ~  f*fi)

+  /4yAfi€ - fjyMki -  2M
kj
f

ίy
  -   (F

k
h

jiy
  -   Fjh

kiy
)  =  0  ,

Kjcjyx  —  (%kLjy  — ζjL ky)ξx  —  (Lkxξj  —  L jxξk)ξy

(4.13)  +   M
ky
f

jx
  -   M

jy
f

kx
  +  f

ky
M

JX
  -   f

Jy
M

kx
  -   2M

kJ
f

yx

+  (hJjy  -   fjxhy)  +  (h
k
\h

jtx
  -   h/

y
h

ktx
)  =  0  .

I.  The  case  in  which the  vector field ξκ
 is tangent to M

n
.  We  now assume

that  n  =   m  +  1.  Then the vector  field  ξ'  is  tangent to M
n
  and / /   =   0.  Thus

(4.13) becomes

Kkjyx  — UtMjy  +  fjχM
ky

  — M
kx
fj

y
  +  M

jx
f

ky

+  (fkxfjy  -   fjxfky)  +  {h
h
'Jl

jtx
  -   h/

y
h

ktx
)  =  0  ,

from  which,  by  transvecting with  f
t

v
f

h

x
  and  using  f

jx
f

t

x
  =   g

µ
  — ξjξi  derived

from  (3.15)(i), we  find

κkjvxmh

x  -   (gkh  -   ξkξh)M jvU
y  +   (gJh  -   5

(4.14)
+   (gkh  — ξkξh)(gjt  -   ?j£ ι)  -   igjh  -

-   h/ JiuJWh'  =  0  .
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We now assume that the second fundamental tensors are commutative. Then

from (3.19) and (4.14) we have

Kkjίh + (Skh -   ξkξh)Nji  -   igjh  -   ξjξh)N
ki

(4.15)  + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Nkh(gji  -   ξfr)   -   Njh{gkί  -   £
t
£

t
)

where Nj
t
 =   - M

jv
U

v
.

N ow since the vector field  ξ
h
 is parallel, the Riemannian manifold  M

n
 is

locally a product of M
n
~

ι
 and M

1
 generated by ξ

h
,  and M

n
~

ι
 is totally geodesic

in M
n
. We represent M

n
~

ι
 in M

n
 by parametric equations  y

h
 =  y

h
(z

a
)  (a, b,

c
9
d, -   = I", 2", ,  (n  -  l)

/ ;
) , and put B

b

h
 =  3y

Λ
/ 3z

δ
. Then we have

ξβj  = 0, and the curvature tensor K
dcba

 of M
n
~

ι
 is given by

(4.16)  K
dcba

  =

where Bj$£ =  B
d

k
B

e
'B

h

i
B

a

h
. Thus transvecting (4.15) with β *^ , we obtain

(4.17) X
ώ c δ α

 +  g
ώ α

C
c δ

 — g
ca
C

db
  + C

da
g

cb
  — C

ca
g

db
 =  0 ,

where g
cb
 =  ĝ BJBj is the metric tensor of M

n - 1
  and

C
c δ
  =  NjtBJBJ  + %g

cb
 .

(4.17)  shows  that  the  Weyl  conformal  curvature  tensor  of M
n
~

ι
 vanishes,

and  M
n
~

ι
 is conformally  flat  if n — 1 > 4. Thus we have

Theorem  4.1 .  Let M
n
, n > 5,  be  an  anti- invariant  submanίfold  of a

Sasakian  manifold  M
2n

~
ι
  with  vanishing  contact  Bochner  curvature  tensor. If

the  second  fundamental  tensors of M
n
 commute,  then M

n
 is locally a  product

of  a conformally  flat  Riemannian  space  and a 1- dimensional  space.

II.  The  case in which  the  vector field ξ*  is normal to M
n
.  We now  con-

sider  the case in which  the vector  field ξ
κ
 is normal to the  anti- invariant  sub-

manifold M
n
, so that ξ

h
 =  0. Then from  (4.11) we  obtain

,.
  1 R

v  Kkjίh  +   SkhLji  gjhLjci +  L
kh

gµ  —  L
jh
g

ki

( A Λ
β
  ~   h

jhx
h

kt
*)  = 0 .

If M
n
 is umbilical,  that  is,  if h

jix
  = g

jt
h

x
,  then we  can write  (4.18)  in  the

form

(4.19)
+   (L

kh
 -   \h

x
h

x
g

kh
)

gji
  -   (L

jh
  -   \h

x
h*g

jh
)g

ki
  = 0 ,

which  shows  that the Weyl  conformal  curvature  tensor of M
n
  vanishes.  Thus

we  have
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Theorem 4.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Let M
n
, n >  4, be a totally umbilical  anti- invariant  sub-

manifold  normal  to  the structure vector field ξ'  of  a Sasakian manifold  M
2m+1

with vanishing contact Bochner  curvature tensor. Then M
n
  is conformally flat.

Next from  (4.13) we obtain

K
kjyx

  +  M
ky
f

jx
  -   M

jy
f

kx
  +  fkyM

jx
  -   f

jy
M

kx
  +  2M

kj
f

yx

(4.20)
+   (fuJjy -   fM  + ih

k
\h

jtx
  -   h/

y
h

ktx
)  = 0 .

If  n =   m,  which implies  that f
y

x
  =  0,  and the second fundamental  tensors of

M
n
  commute, then from  (4.20) we  have

(
  .  Kkjyx — fkχM

jy
  +  f

jx
M

ky
  — M

kx
f

jy
  +  M

jx
f

ky

+  (hJjy  -   fM  =  o  ,

from  which, by  transvecting with fi
v
f

h

x
  and using  (3.23)(i), we find

fi
v
  -   M

ky
f

h
y

gji
  +  M

jy
f

h
y

gki(4 22)
  Kkj

*
Jifh

+   (  -   gjhSki)  =   0

Substituting  (4.22)  in (3.25)  yields

(4.23)  κ
kJίh

  -   g
kh

M
3y
uy  +  g

jh
M

ky
uy  -   M

ky
f

h
y

gjί
  +   M

jy
f

h
y

gki
  =  o  ,

which shows  that the Weyl conformal curvature  tensor of  M
n
  vanishes.  Thus

we have

Theorem 4.3.  Let  M
n
,  n  >  4,  be  an  anti- invariant submanifold normal

to  the structure vector  field  ξ
κ
  of  a  Sasakian manifold  M

2n+1
  with  vanishin

g

contact Bochner  curvature tensor. If  the second fundamental tensors commute,

then M
n
  is conformally fiat.

5.  Sasakian manifolds as fibred spaces with invariant Riemannian metric

It  is well known that in a Sasakian manifold we  have

(5.1)

where J£? denotes the operator of  Lie derivation  with  respect  to  the structure

vector field ξ
κ
.  Thus,  assuming  that  ξ

κ
  is  regular,  we  can  regard  a  Sasakian

manifold M
2m+1

  as  a fibred space with  invariant Riemannian metric (see Yano

and  Ishihara [24]). Denoting 2m  functionally  independent solutions of

ξ%u = 0

by  u
h
(x),  we  see  that u

h
  are local coordinates of  the base  space M

2 m
. We put

(5.2)  E
λ

h
  =  d,u\   E, =  ξ

λ
,  £ -  =   f ,
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where and in the sequel the indiceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h, i, / , run over the range {I
7
, 2', . ,

(2m)
7
}. Then we have

E
λ
E

λ

h
 =  0 , E

λ
E

λ
 = 1 .

Since E
λ

h
 and E

λ
 are linearly independent, we put

Then we have

(5.3) E
λ

h
E\  = δϊ , E

λ

h
E

λ
 =  0 , E

λ
E\  = 0 , E

λ
E

λ
 =  1 ,

(5.4) E<E'
t
 + E

λ
E* =  3-  .

F or  the Lie  derivatives  of  E 's  we  have

(5.5) SeE
λ

h
 =  0  , &E

λ
  =   0  ,  jδfE%  =   0  , 3>E* =  0  .

Thus  using ^g
µί
 =  0  and  (5.5)  we  see  that

(5.6)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  gJt  -   g^'jE't

is  the  metric tensor  of  the  base space M
2m

.  From  (5.6)  we  have

(5.7) g
µλ
  =   g, ^ / ΐ /   +  E

µ
E

λ
  .

It will be  easily verified  that

(5.8) E'
t
 =

where g
ίh
  are  contravariant components  of  the  metric  tensor g

jt
  of  the  base

space  M
2 m

.  Also  using  «S?y>/  =   0  and  (5.5)  we  see  that

(5.9)  f/   -  φf&tE*

is  a  tensor  field  of  type  (1,1)  of  the  base  space  M
2 m

  and  defines  an  almost

complex  structure of  M
2 m

.  F rom (5.6)  and  (5.9)  we  easily  find

(5.10)  gtfj'Ft'=   gjt  ,

which  shows  that g
jt
  is  a H ermitian metric with respect to this almost complex

structure.  Thus  the base  space M
2m

  is  an  almost  H ermitian manifold.

F rom  (5.9)  it  follows  that

(5.11) φ;E\  = F^E'
h9

 φ
i
'ES = F

i

h
E*, φ

λ
<  =  F

t

h
E*E'

h
  .

F or  a  function f(u(x))  on  the base  manifold  M
2 m

  we  have
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(5.12)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dJ = E*dJ, dJ = E\d
λ
f,

where d
t
 =  d\du

ι
.

Now using (5.7) we compute the Christofϊel symbols {
µ

κ

λ
} formed with g

µλ

and find

(5 13)
 { Λ } =

 ^
B

'
i £ a

+  £ ^/

where {/<} are Christofϊel symbols formed with g
si
. From (5.13) we have, in

consequence of (5.11),

(5.14)

Putting

(5.15) fi

we have, from (5.14),

(5.16) V
µ
E

λ

h
 =  - ( £ „ £ /   +  EfiflFf  .

Thus putting V
s
 = E

µ
jF

µ
 we find

(5.17) FjE
λ

h
 =  - Fj

h
E

λ
  ,

from which it follows that

(5.18)  FjEU =  - FjiE*  ,

where F
Jt
  = F/ g

ti
.  Thus by (5.9),  (5.17) and (5.18) we obtain

(5.19)  W  =   0,

which shows that the base manifold M
2m

 is Kaehlerian.

From  (5.16) and the Ricci identity

U U E
 h
  — V V E

 h
  — —K

  K
F

 h
  4-  K  hτr kτr jj7 i

we  find

(5 20)  X- uWEJEf  = K.JE.

+  {EJ- φ
µl
  -   E/

Ψvi
  -   fyfifiFf  ,

which implies that

(5.21)  K
km

  = K
vµl

βl%  +  {F
kh

F
µ
  -   F

}h
F

ki
  -   2F

k]
F

th
)  ,

where E'
k
% =   E\E"

S
E\E\ .
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6.  Sasakian manifolds  with vanishing contact Bochner curvature  tensor

as  a fibred space with invariant Riemannian metric

We now assume that the contact Bochner curvature tensor of the Sasakian

manifold M
2 m + 1

 vanishes identically. Then transvecting (4.4) withzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E
k

µ
£

h
 we find

— g
jh
L

ki
 + L

kh
g

5i
 — L

jh
g

ki

(6.1) +  F
kh

M
µ
  -  F

jh
M

ki
 + M^Fjt  -   M

jh
F

ki

-   2(F
kj
M

ih
  +  M

kj
F

ih
)  +  φ

kh
F

3i
  -   F

jh
F

ki
  -   2F

kj
F

ih
)  =  0  ,

where

L
J%

  =   L
µ
JE'

s
E\

Thus  we  have

that  is,

(6.2)  M
jt
  =  - L

jt
FS  ,

which  implies  that

(6.3)  L,«  =   M
jt
F{  .

Substituting  (6.1)  in  (5.21)  we  find

K
kjih

  +  g
kh

Lji  — g
jh
L

kt
  +  L

kh
g

µ
  — L

jh
g

ki
  +  F

kh
M

όi
  —  F

jh
M

ki

+  M
kh

F
jt
  -   M

jh
F

ki
  -   2(F

kj
M

ίh
  +  M

kj
F

ih
)  =  0  ,

from  which,  by  transvecting  with  g
kh

  and using  (6.2), we  find

(6.5)  Kji  =   - 2 ( m  +   2)L
si
  -   L

gjί
  ,

where  L  =   g
Ji
L

Jt
,  from  which  transvecting  with  g

ji
  gives

(6.6)  K  =  - Aim  +  1)L  or  L  =
  1

  K  .

4(ra  +   1)

Substituting  (6.6)  in  (6.5)  we  find

Thus  (6.4)  shows  that  the  Bochner  curvature  tensor  of  the  base  space  M
2

vanishes.  H ence we  have
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Theorem 6.1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Let M
2m+1

 be a Sasakian manifold with vanishing contact

Bochner curvature tensor regarded as a fibred space with invariant Riemannian

metric. Then the Bochner curvature tensor of the Kaehlerian base space

vanishes.
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