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Resumo—Este trabalho apresenta a discretizagdo adotada
para o termo de corre¢do da nao hidrostaticidade nas equacdes
de Boussinesq em duas dimensdes, utilizando Séries de Fourier. A
solucdo utiliza o Método de Runge-Kutta Galerkin Descontinuo.
A formulacao é aplicada a ruptura de uma barragem cilindrica.
Os resultados obtidos mostram que esta consideracdo da nao
hidrostaticidade nas Equacdes de Aguas Rasas conduz a
resultados mais assimétricos que os obtidos com a consideracao
das Equagdes de Aguas Rasas convencional, que leva em conta
uma distribuicdo hidrostatica de pressdes.
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I. INTRODUGAO

Este trabalho busca analisar a influéncia da consideracdo de
distribuicdo ndo hidrostética de pressdes em um escoamento
frente a consideracdo tradicional de distribuicdo hidrostatica de
pressdes. A deducdo destas equacOes, denominadas de
equacdes de Boussinesq em duas dimensbes, foram
apresentadas em [1], para um sistema de coordenadas
cartesianas. Aplica-se esta formulagdo ao caso de rompimento
de uma barragem cilindrica. A discretizacdo do termo de
correcdo da ndo hidrostaticidade é apresentada, e a influéncia
das parcelas analisadas.

Il. REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo dos escoamentos em duas dimensdes espaciais é
realizado tradicionalmente pelas equagGes denominadas de
EquacBes de Aguas Rasas. Estas equagBes apresentam a
variacdo dos niveis de dgua (h) e componentes da velocidade (u
e V) nas duas direcBes espaciais (x e y). Uma das hipdteses
basicas adotada da dedugdo destas equacbes € de que a
distribuicdo de pressBes é hidrostatica na vertical. No entanto,
alguns pesquisadores tém verificado que em alguns
escoamentos a distribuicdo de pressfes pode resultar ndo
hidrostéatica, em funcdo de fluxos descendentes gerados por
fortes gradientes. Os estudos apresentados por [5] e [6],
realizados com as EquagBes de Aguas Rasas, concluem que a
diferenca observada entre os valores experimentalmente
medidos em laboratério e os obtidos na modelagem
computacional podem ser creditados a distribuicdo de
velocidades ndo uniforme e, ainda, & ndo hidrostaticidade das
pressdes. Uma formulacdo alternativa é apresentada em [1],

onde € apresentado um termo corretivo na Formulagéo de
Aguas Rasas, gerado a partir da consideracdo de um fluxo
descendente na se¢do transversal, 0 que ocasiona uma variacdo
da velocidade e, portanto, uma aceleracdo. Esta aceleracdo gera
uma forca adicional a ser considerada na equacdo de
conservagdo da Quantidade de Movimento Linear. Esta
formulacdo é denominada de Equacdo de Boussinesq, e pode
ser escrita em duas dimens6es como em (1):
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Em que: g representa a aceleracdo de gravidade
(9,81 m/s?), Sox € Soy representam as declividades do fundo do
canal (m/m) nas direcBes x ey, respectivamente, e Sy e Sy
representam as inclinagBes da superficie de energia nas
respectivas dire¢cdes (m/m). Estas inclinagBes podem ser
calculadas por equagdes de determinacdo da perda de carga,
sendo a equacdo de Manning a mais usual, que pode ser
expressa como em (2) e (3), ja considerando as direcdes x e y.

s, _Mun®, @)

_M.v.n2 3)
5, = o

Onde V =+/u?+v?, vetor velocidade total (m/s) e n é o
coeficiente de rugosidade de Manning (m™*%s). O termo de
correcdo da distribuicdo de pressdes — B — pode ser
determinado por (4).
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Para modelar (1) foi adotado o método de Runge-Kutta
Galerkin Descontinuo (RKDG), descrito por [3] e [4]. Este
método permite que as fungdes interpoladas sejam
descontinuas nas fronteiras dos elementos, ao contrario dos
Métodos dos Elementos Finitos tradicionais em que as funcdes
devem ser continuas entre os elementos.

O método de Runge-Kutta é um método explicito no
tempo, isto é, as condig¢Oes no tempo futuro sdo calculadas em
fungdo unicamente dos valores conhecidos no instante de
tempo anterior. Para que este tipo de método — explicito —
convirja, € necessario respeitar a condicdo de Courant-
Fiedrichs-Lewis, dada de maneira genérica por (5), que deve
ser calculada ponto a ponto.
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No caso deste método RKDG, usando um método de 22
ordem, a condicdo é muito restritiva. O limite superior
(CFL maximo) € igual a 0,35. Mais detalhes podem ser obtidos
em [3].

Este método permite que as funcBes resultantes sejam
descontinuas entre os elementos, possibilitando a introducgdo
de fluxos nos contornos. Desta maneira, 0 método passa a
permitir a analise de descontinuidades como, por exemplo,
frentes de onda abruptas.

No Método RKDG ¢é necessaria a adogdo de um limitador,
a fim de evitar oscilagBes numéricas fortes. Existem varios
métodos citados na literatura; um conjunto destes limitadores €
apresentado por [2]. Neste trabalho serd utilizado o método
HLL (Harten-Lax & van Leer), também utilizado
preferencialmente por [3]. Este limitador esta baseado no
método das caracteristicas, e busca limitar a transferéncia de
informacéo para o futuro pelas velocidade e celeridades do
escoamento no ponto estudado. Este tipo de aproximagéo busca
evitar fortes descontinuidades — de origem numérica e nao
fisica — que podem conduzir a simulagdo a apresentar grandes
instabilidades. A referéncia [3] apresenta a aplicacdo do
método de Galerkin Descontinuo as Equacdes de Saint-Venant
(em uma dimensdo) e de Aguas Rasas. Esta formulacdo foi
adaptada neste trabalho para conter o termo referente a
corre¢do de Boussinesq.

As equacdes de Aguas Rasas podem ser escritas de maneira
vetorial e conservativa conforme (6).
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Onde cada termo é descrito por (7) a (10):
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O termo corretivo B é dado por (4). Os produtos de
profundidade pela velocidade representam os fluxos nas
direcbes x e y (q, =uh;q, =vh), respectivamente. O termo de

Boussinesq € apresentado em (10) deslocado para o termo
fonte.

O Método dos Elementos Finitos na sua solugdo multiplica
a equacdo original por uma fungdo peso () e a integra em
cada elemento K, como descrito por (11), buscando minimizar
0 erro de aproximacdo entre os valores calculados e 0s
observados.

(6w +2,FU)+3,60)-5() pexdy=0 (11)
K
Na (11) devemos trocar a incégnita U pela sua
aproximagdo Uy, dada por (12), que utiliza os valores nodais
(U") e fungBes de forma (y4(x)), normalmente polindmios.
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No método RKDG as discretizagdes espaciais e temporais
podem ser totalmente separadas, pois este € um processo
explicito. Desta forma, podemos escrever (11) na forma de
(13):
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As incognitas aparecem explicitamente e sdo a

profundidade (h) e os fluxos nas dire¢des x e y (0x € Qy).



A discretizagdo no tempo pelo método de Runge-Kutta de
22 ordem € realizado aplicando-se (14) ao sistema de equagdes
(13).
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Onde Lx() representa o operador linear que permite calcular
a variacdo no tempo a partir das varidveis originais e de suas
derivadas espaciais.

A modelagem realizada por [3] e [4] é adotada também
neste trabalho, utilizando elementos finitos triangulares.

I1l. DISCRETIZACAO DO TERMO DE BOUSSINESQ

O termo de Boussinesq foi modelado como um termo fonte,
tendo em vista ser um termo de correcéo as equacdes originais.
O estudo de escoamentos em duas dimensdes espaciais é
realizado tradicionalmente pelas equagGes denominadas de
Aguas Rasas. Estas equac@es apresentam a variacdo dos niveis
e fluxos em cada direcdo horizontal. No caso do termo de
correcdo de Boussinesq, tem-se que a sua determinacdo é
efetuada a partir das velocidades e suas derivadas nas direcGes
espaciais e temporal, além da propria profundidade.
Selecionou-se para o calculo em cada elemento os valores
referentes a este elemento, os seus trés vizinhos diretos e os
vizinhos destes elementos, denominados circunvizinhos. Desta
forma, em cada elemento, tem-se 10 elementos sendo
considerados para os calculos das derivadas. Para representar
estas funcgdes foi adotada a Série de Fourier. Tal representacdo
é interessante, pois as funcdes de Fourier adaptam-se bem a
representar funcBes com fortes gradientes ou mesmo
descontinuidades, e apresentam sempre derivadas de qualquer
ordem. Foi selecionada a funcgdo de Fourier dada por (15), onde
tem-se senos e cossenos nas duas direcBes espaciais, mas
apenas com um harmdnico em cada dire¢do. A funcdo genérica
¢ representa as componentes da velocidade em x e 'y (u e v)

nos instantes passado (conhecido) e futuro (de calculo).
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Em que Lx e Ly sdo a periodicidade da funcdo, adotada
como sendo a amplitude méxima das coordenadas nos
elementos utilizados para o calculo na respectiva direcéo.

A utilizacdo de uma série de Fourier € proposta neste
trabalho, pois testes iniciais com funcfes polinomiais néo
convergiram. Da mesma forma, séries de Fourier com mais
harmonicos também néo convergiram.

A partir desta formulacdo e adotando-se o método dos
minimos quadrados para a determinagdo dos coeficientes para
cada aproximacdo — coeficientes a; a as — obtém-se as
derivadas contidas em (4), conforme as equacdes (16) a (20).

A Fig. 1 apresenta um elemento genérico da malha, com
uma funcdo genérica representada em cada centroide
(velocidade u ou v) e a superficie de interpolagdo gerada pelo

método dos Minimos Quadrados com a Série de Fourier
adotada. A partir desta superficie definida sdo calculadas as
derivadas no elemento em analise.
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Fig. 1. Representacdo de um elemento genérico, seus vizinhos e
circunvizinhos, e uma funcéo genérica a ser aproximada (eixo vertical)

A partir de (4) e das derivadas calculadas por (16) a (20),
podemos escrever as trés parcelas da corre¢do de Boussinesq,
como em (21) a (23), com (24) apresentando a forma da
correcdo completa.

Os elementos vizinhos e circunvizinhos influenciam nas
derivadas, mas os valores sdo determinados apenas para o
elemento em questdo, que se encontra em uma posicdo
aproximadamente central em relacdo ao conjunto.
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IV. APLICAGAO A UMA RUPTURA DE BARRAGEM CILINDRICA

O método proposto foi aplicado ao caso de rompimento de
barragem cilindrica apresentado por [3] e [4]. O caso em
questdo consiste em um tanque quadrado com 40 m de lado,
repleto de agua em repouso até uma altura de 1 m. Centrado
neste quadrado existe um cilindro com 11 m de raio, repleto de
dgua até uma altura de 10 m. Existe um rompimento
instantaneo deste cilindro, e o perfil da dgua é analisado apds
0,69 s de escoamento. A Fig. 2 apresenta graficamente esta
condigdo, enquanto a Fig. 3 mostra a malha adotada na
simulacdo, com 5.422 elementos triangulares.
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o

Fig. 2. Condicédo inicial para o estudo de rompimento de uma barragem
cilindrica [3]
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Fig. 3. Malha adotada na simulagdo da ruptura de uma barragem cilindrica
com 5.422 elementos [3]

A. Aplicagio das Equagdes de Aguas Rasas convencionais

A primeira simulacéo realizada procurou reproduzir com o
modelo proposto os resultados apresentados por [7], que tem
uma formulagdo semi-analitica. Na Fig. 4 sdo plotados os
resultados obtidos contra os semi-analiticos na forma radial
(isto é, representou-se a distdncia ao centro e ndo as
coordenadas x e y individualmente). Desta forma agrupa-se os
resultados.
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Fig. 4. Resultados obtidos com a Equagio de Aguas Rasas convencional

Observa-se que os resultados obtidos sdo coerentes com 0s
obtidos com as equacdes de Aguas Rasas convencionais,
apresentando um amortecimento das frentes de onda,
caracteristica de modelos de baixa ordem (no caso, Runge-
Kutta de 22 ordem).

B. Aplicacéo das Equagdes de Boussinesq

A aplicagdo seguinte consistiu em analisar a influéncia de
cada uma das trés parcelas do termo de correcdo da nédo
hidrostaticidade neste caso. Para isto, o escoamento foi
simulado com cada uma das parcelas dadas por (21) a (24),
com os resultados obtidos sendo confrontados com o resultado
obtido com as Equacfes de Aguas Rasas, apresentadas na Fig.
4. A selecéo do termo de correcdo em analise é realizada dentro
da programacéo por um indicador denominado Bou, que varia
de 0 a 4 — sendo zero a Equacdo de Aguas Rasas convencional,
sem a corregdo de Boussinesq. A Fig. 5 apresenta estes
resultados da correcdo completa, no formato radial. Uma
consideracdo a respeito dos resultados apresentados é que a
inclusdo do termo de ndo hidrostaticidade aumenta a dispersdo
das respostas — 0 que é observado pela amplitude dos pontos
em torno do resultado para Aguas Rasas. Tal caracteristica é
observada principalmente na regido proxima a frente de onda.

A andlise da influéncia de cada uma das parcelas na
correcdo total pode ser feita através de se¢Bes transversais
pelos eixos e, ainda, separando-se as parcelas, como
apresentado nas Fig. 6 e Fig. 7 (secdo pelos eixos x e vy,
respectivamente). A Fig. 8 apresenta um detalhe dos resultados



na frente de onda positiva no eixo x — destacado na Fig. 6 —
para melhor ilustrar os resultados obtidos.

Da analise destas figuras destaca-se que a correcdo do
termo de ndo hidrostaticidade esta gerando uma assimetria no
escoamento, para todas as parcelas, pequena no terceiro termo
(eg. 23) e grande no primeiro termo (eq. 21).

O célculo da correcdo de Boussinesq tem um custo
computacional alto. A Tabela | apresenta os valores de tempo
de processamento para o caso do uso das EquacBes de Aguas
Rasas convencionais, considerando cada um dos termos de
correcdo e o conjunto completo. Observa-se um aumento de no
minimo seis vezes no tempo de processamento.
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Fig. 5. Resultados obtidos com a corregéo de Boussinesq completa

TABELAI. TEMPOS DE PROCESSAMENTO E ESFORGO COMPUTACIONAL
Opg&o de simulago Tempo de Esforgo
processamento ’ b
(5)* Computacional
Aguas Rasas (Bou = 0) 21,04 1,00
Primeiro termo da 172,93 8,22
correcdo (Bou = 1)
Segundo termo da 139,73 6,64
correcdo (Bou = 2)
Terceiro termo da 140,30 6,67
correcdo (Bou = 3)
Correcdo de Boussinesq 175,51 8,34
completa (Bou = 4)

& Obtido em um computador i7, com 16 GB de meméria RAM.

bo esforgo €é definido pela relagéo entre o tempo da simulacéo e o tempo da simulagao de 4guas rasas.

A causa da assimetria obtida no caso em andlise é
atribuida & condicdo de fluxo axissimétrico. Neste caso, as
velocidades observadas nos dois sentidos dos eixos
coordenados sdo reversas (positivas na direcdo positiva e
negativa na direcdo negativa do eixo). Isto gera derivadas que,
aplicadas aos termos de corre¢do de Boussinesq, conduzem a

valores sempre com 0 mesmo sinal da corre¢do (positivos ou
negativos em ambas as diregbes dos eixos coordenados),
gerando a assimetria nos resultados obtidos.

Os resultados apresentados foram obtidos limitando-se a
variagdo maxima em 10% do valor da correcdo original
determinada com a aplicagio das Equacbes de Aguas Rasas
convencionais, em cada ponto e em cada passo de tempo. Tal
limitador foi implantado pois a consideracdo de néo
hidrostaticidade ndo é o principal efeito das variagbes do
escoamento, mas uma corregdo a um dos termos. Este
procedimento explica o fato de varios pontos (ver Fig. 08)
apresentarem o mesmo resultado considerando somente o
primeiro termo (Bou = 1) ou todos eles serem iguais
(Bou = 4). Isto indica que o primeiro termo — que apresenta
derivadas cruzadas no tempo e no espaco — atingiu este limite
neste ponto, normalmente nos pontos da frente de onda. Em
termos médios, a corregdo de Boussinesq € bem inferior a este
limite, com os valores médios observados nas simulacOes
apresentados na Tabela I1.
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Fig. 6. Resultados obtidos com a correcéo de Boussinesq — Secéo pelo eixo x

TABELAIIL. CORREGOES MEDIAS
Opgao de simulagéo Variagdo media

(%)

Aguas Rasas (Bou=0) -
Primeiro termo da correcéo (Bou = 1) 341
Segundo termo da correcdo (Bou = 2) 2,35
Terceiro termo da corregdo (Bou = 3) 1,99
Correcdo de Boussinesq completa 341

(Bou = 4) '
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Fig. 7. Resultados obtidos com a corregdo de Boussinesq — Secéo pelo eixo y
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Fig. 8. Detalhe do resultado no eixo x positivo

V. CONCLUSOES E RECOMENDAGCOES

A aplicacdo do método de Runge-Kutta Galerkin
Descontinuo as equagdes de Boussinesq mostrou-se viavel,
mas com grande esforco computacional adicional se
comparado com a utilizacio das EquacBes de Aguas Rasas
convencionais. Os resultados obtidos apresentaram uma
assimetria, conduzindo a resultados levemente diferentes do

que os obtidos com as equages de Aguas Rasas
convencionais. Quando se inclui a parcela que contém apenas
a derivada cruzada no tempo (Bou = 1), os resultados tendem a
serem mais assimétricos, em comparagdo com os resultados
obtidos utilizando-se apenas os termos com derivadas
espaciais (Bou = 2 e Bou = 3). Os resultados obtidos com a
andlise completa (Bou = 4) conduzem a resultados muito
semelhantes, e mesmo idénticos em varios pontos, aos obtidos
com a consideracdo apenas do primeiro termo, devido a
importancia deste termo e os limitadores adotados no método
de solucdo que garantes a estabilidade do método.

Propde-se a continuidade das pesquisas com a
utilizacdo de outras funcdes de aproximacdo para calcular as
derivadas espaciais das velocidades e permitir uma melhor
representacdo dos termos de correcdo devido a nao
hidrostaticidade. Outros casos de escoamentos nédo
permanentes ou com fortes gradientes devem ser analisados
em pesquisas futuras, buscando generalizar os resultados
obtidos.
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