ACTA ARITHMETICA
LXXXIIL3 (1998)

Applications des entiers a diviseurs denses
par

ERIC SAI1As (Paris)

A la mémoire de Paul Erdds

1. Introduction

la. Résultats relatifs aux entiers d diviseurs denses. Désignons par
P~ (n) le plus petit facteur premier de l'entier n > 2 et posons

_J1 (n=1),
Fn) = {max{dp—(d) cdn, d>1) (n>2).

Nous appelons entiers a diviseurs t-denses les entiers n vérifiant F'(n) < nt.
Nous avons choisi cette dénomination en raison de l'identité

F(n) di+1(n)

n 1§I;ﬂ<a:r}%n) dl(n) (n - )’
ot 1 = dy(n) < ... < d;) = n désigne la suite croissante de tous les

diviseurs de n (voir le Lemme 2.2 de [9]).

L’objet du présent travail est d’étudier deux problemes distincts, le pre-
mier relatif au petit crible d’Erdés et Ruzsa et le second au graphe divisoriel.
Pour cela, nous sommes amenés a utiliser les ordres de grandeur exacts de
fonctions de répartition liées aux entiers a diviseurs denses, que nous allons
donner maintenant.

Posons

A(x) = card{n : F(n) < z}.
Les premiers a étudier cette fonction ont été Schinzel et Szekeres qui ont
montré dans [8] que 'on a

A(z) =o(x) quand x tend vers +oc.

Ce résultat a été depuis précisé dans un premier temps par Ruzsa [4] qui a
établi I'existence d’une constante ¢ > 0 pour laquelle
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x
Alz) <
(;U) — logC €T Y
puis par Tenenbaum dont les travaux [9] et [10] montrent que pour & > 0,
x T
A log1 .
(log x)(log log x)5/3+< < Alr) < log oBloB Y
Enfin il résulte facilement de notre travail [7] que 'on a en fait (1)
x
1 A(z) < .
) (@) = o

Pour les applications, nous sommes amenés a considérer des fonctions de
répartition plus générales. Posons

D(z,t) = card{n < x : F(n) < nt},
D'(z,t) = card{n < x : F(n) < nt et n est sans facteur carré}
et
A(z,t) = card A(z,t) avec A(z,t) ={n <z:F(n) <uxt}.
Posons de plus
B(z) = card B(x)
avec
Blz)={n<z:n¢gAlx,1)et [(d|netd<n)=de A(z,1)]}.

Il résulte facilement des résultats de [7] que 'on a (?)

log 2t
(2) D'(z,2t) < D(x,2t) < A(x,t) < xl(())gg2x pour x >t > 1.
Par ailleurs, nous montrons au Lemme 6 du présent travail que l'on a
x
3 B(x) < .
(3) (@) = 5 oz

1b. Petit crible d’Erdds et Ruzsa. Soit £ un ensemble d’entiers stricte-
ment positifs. On désigne par F(x, &) le nombre d’entiers strictement posi-
tifs < z qui n’ont aucun diviseur dans £. Nous nous intéressons ici au
probleme soulevé par Erddés et Ruzsa de l'estimation asymptotique de la
quantité

H(z) =min F(z,§)

(1) Pour une preuve compléte de cette estimation, voir la note (2) ot la formule plus
générale (2) est établie.

(%) Les estimations de A(z,t) pour = > t > 2 et de D(x,2t) et D'(z,2t) pour z >
2t > 2 résultent directement du Théoréme 1 de [7]. De plus, quand z > 4 et 1 <t < 2,
on estime A(z,t) en se ramenant au cas général par l'intermédiaire de l’encadrement
A(x/2,2t) < A(z,t) < A(z,2t). Par ailleurs, quand x > 2 et 1 < ¢t < x < 2t, on
estime D(z,t) et D’(x,t) en se ramenant au cas général par 'intermédiaire des formules
D(x,2t) = D(x,x) et D'(x,2t) = D’(x,2). Enfin, les estimations annoncées sont triviales
quand z reste borné.



Applications des entiers a diviseurs denses 227

ol le minimum porte sur les ensembles £ vérifiant les conditions

Z%g ot 1¢E.

ec&

Dans [4], Ruzsa montre comment déduire de maniere élémentaire du
théoreme des nombres premiers la minoration
(4) H(z) > z/logx.
Le travail de Ruzsa permet également de majorer H(x) en fonction de A(x)
par l'intermédiaire de la formule suivante (3) :
(5) H(x) < A(z)(1+ 3log(2z/A(x))) + V.
Ruzsa conjecture de plus que l'on peut améliorer un certain lemme (voir
dans [4] le Lemme 2.8 et la conjecture juste avant le Lemme 2.10) de telle
maniere & obtenir H(z) < A(x) au lieu de (5), ce qui établirait avec (1) et
(4) que

(6) H(z) = —

logz’

Nous ne savons pas démontrer ou infirmer la conjecture de Ruzsa. Cepen-
dant, nous montrons ici que I'on a bien (6). En effet, & ’aide d’une variante
de Pargumentation qui meéne a (5), on obtient (voir le Lemme 10)

H(x) < max(A(z), B(z) + /7).
les estimations (1), (3) et (4) permettant alors de conclure. On a donc le
THEOREME 1. Il existe deux constantes strictement positives c1 et co

telles que pour x > 2, on ait
x

c1 <H(z) <co

log x logx
Nous concluons ce chapitre par deux remarques.
REMARQUE 1. Signalons qu’il résulte facilement du présent travail que

1 1
> = 1+O<logx>'

beB(x)

Cela étant, on ne sait pas si pour tout x > 2 on a Ebeg(m) 1/b < 1, comme
semble I'indiquer les calculs effectifs des ensembles B(x) pour les petits x.
Il est a noter qu’en cas de réponse positive a cette derniere question, la

(3) Montrons la formule (5). Si ZbEB(z) 1/b <1, on a directement H(z) < F(z, B(x))
= A(zx). Sinon on note B’(x) une partie maximale de B(z) telle que ZbeB/(x) 1/6 < 1.
On a alors H(z) < F(z,B'(z)) < F(z,B(z)) + T peBa)\B (x) 1/ = Al@) + S — S’
avec S 1=} gy 1/b < @+ 3A(x) log(2x/A(x)) d’apres le Lemme 7.1 de [9], et S =
T pepi(x) 1/b> @ — /@ car tous les entiers de B(z) sont > /.
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démonstration de la majoration de H(z) du Théoreme 1 s’obtiendrait alors
encore plus simplement en écrivant

H(z) < F(z,B(z)) = A(z) < z/log z.
REMARQUE 2. On s’intéresse ici au probleme d’obtenir rapidement une
minoration de A(z). En interprétant la formule (5) comme une minoration
de A(x) en fonction de H(x), on obtient en combinant (5) et (4) la formule

A(z) >

x
(log z) loglog =’

qui est de qualité légerement inférieure & ce que ’on a obtenu dans [7] (voir
la formule (1) ci-dessus). Cependant, il est intéressant de noter que 'on
obtient ainsi une minoration de A(z) qui & un facteur loglogx preés est
optimale, et cela différemment et plus rapidement que dans [10] ou [7].

lc. FEtude du graphe divisoriel. Soit f(x) le nombre maximum d’entiers
strictement positifs ny,...,ny) deux a deux distincts, inférieurs a z et
tels que pour tout 4, n; divise n; 1 ou n;4q divise n;. Soit g(z) le nombre
maximum d’entiers strictement positifs ny,...,ng) deux a deux distincts,
inférieurs & x et vérifiant [n;,n;11] < x pour tout i. On note que 'on a
trivialement f(x) < g(x).

Le premier résultat concernant la fonction g(z) est du a Erdés, Freud
et Hegyvari. Dans [1] (Theorem 3 et démonstration du Theorem 4), ils ont
démontré implicitement que I'on a pour une certaine constante ¢ > 0,

T

exp(cy/log x log log x)

En répondant ainsi & une question de Hegyvéri, Pomerance [3] a amélioré
la majoration en

<glr) <(1-log2+o0(l))r (xr— +00).

g(x) =o(x) (x— +00).
Pour sa part, Pollington [2] a établi la minoration
x

fe) 2 exp((2 + o(1))+/(log z) loglog z ) (#= +oo)

Dans [10], Tenenbaum éclaire d’un jour nouveau le probleme de I'estima-
tion asymptotique des fonctions f(z) et g(x) en montrant le lien qui existe
entre celui-ci et la répartition des entiers a diviseurs denses. Plus précisé-
ment, il montre que pour = assez grand, on a

(7) D'(2/4,2) < f(x) < g(x) < 2D(z,log" z).

En utilisant (2), on en déduit que

T T
<
log < f@) <g(@) < log

log log x.
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Dans [5], nous nous sommes intéressés a la variante suivante de la fonc-
tion f(x). Soit f*(z) le nombre maximum d’entiers deux a deux distincts
de lintervalle [\/z,x], n1,...,nf=(s), tels que pour tout i, n; divise n;41 ou
ni+1 divise n;. (Notons que 'on a trivialement f(z) > f*(x).) En combi-
nant le résultat démontré a la Proposition de [5] et la formule (2) du présent
travail, on obtient

(8) fr(x) >

logz’
Nous montrons ici que 'ordre de grandeur exact des trois fonctions f*(z),
f(x) et g(z) est x/logx.

THEOREME 2. Il eriste deux constantes strictement positives cs3 et ca
telles que pour x > 2, on ait

(9) o ST S @) S ge) S e

c3
log x
Donnons la démarche générale des démonstrations des majorations de
(7) et (9). Désignons par (n;) une suite d’entiers < z, deux a deux dis-
tincts et vérifiant [n;,n;11] < 2. Dans [10], Tenenbaum montre que si ¢
est suffisamment grand, il y a trés peu d’entiers n; qui n’appartiennent pas

a A(z,t). De maniére quantitative, on obtient rapidement en suivant sa
méthode (cf. Lemme 12)

card{i : n; ¢ A(z,t)} < z(logz)/t,
d’ou, en choisissant ¢t = log2 x,
g(z) < A(z,log? z) + z/log

ce qui est essentiellement équivalent a la majoration de (7).
Notre contribution est ici de montrer que par une analyse plus appro-
fondie de la structure des suites (n;), on obtient

card{i : n; ¢ A(z,1)} < z/logz,
d’ou
g(r) < A(x,1) + z/logx < x/log .

La motivation initiale d’Erdés, Freud et Hegyvari [1] est I’étude du com-
portement asymptotique du p.p.c.m. de a; et a;4+1 ou (a;);>1 est une per-
mutation de N*. En effet, les deux problemes sont liés par l'intermédiaire
de la formule

ir (g >j+ 1.
g(lrgggj[a ait1]) > j+

La majoration de g(x) du Théoreme 2 nous permet donc d’en déduire le
résultat suivant, qui précise la minoration d’Erdés, Freud et Hegyvéari cor-
respondante ([1], Theorem 4).
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THEOREME 3. Pour toute permutation (a;);>1 de N*, on a

lim sup 7[%’ @ 41]

2. Quelques notations. Les réels z,y, z et t étant donnés, on notera

__logz _logz _logzx

“= logy’ v log z ow= logt’

On désigne par p ou ¢ un nombre premier générique.

On désigne respectivement par (m,n) et [m,n| le p.g.c.d. et le p.p.c.m.
de m et n. On désigne par P~ (n) (resp. PT(n)) le plus petit (resp. grand)
facteur premier de 'entier n > 2. On pose de plus P~ (1) = +oo et P1(1) =
1. On désigne par Pt (n) = pi(n) > ... > powm)(n) = P~ (n) la suite
décroissante des facteurs premiers de n. On rappelle que I'on note

1 n=1),
Fn) = {max{dp_(d) :d|n, d>1} En > 2;.
On note
U(z,y) =card{n < z: PT(n) <y}
et
O(x,y,2) = card{n < x: PT(n) <yet P (n) > z}.
On note
Alx,y,z,t) ={n<z:PT(n) <y, P (n)>zet F(n) < xt},
Az, z,t) = Az, x, 2, 1),
A(x,t) = Az, z,1,t) et A(z) = A(z,z,1,1)
avec les cardinaux
A(z,y,z,t) = card A(z,y, z,t), Az, z,t) = card A(z, z, 1),
A(x,t) = card A(z,t) et A(z) = card A(z).
On note également
B(z,t)={n<z:nd¢ Alx,t) et [(d|netd<n)=de Azx,t)]}
et
B(x) = B(z,1)
avec les cardinaux
B(z,t) = card B(z,t) et B(z) = cardB(x).
On note encore
D(x,y,2,t) = card{n < z: P~ (n) >z, PT(n) <yet F(n) < nt},
D(z,t) = card{n < x : F(n) < nt}
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et

D'(z,t) = card{n < x : F(n) < nt et n sans facteur carré}.

On pose enfin g(u) = po(max(u,0)) ou g désigne la fonction de Dickman
(voir par exemple [7], §4) et

T 1 1
1-— 0 1-— -1
_ wlogz( 10g2<max<w,16)>>@(“< Fogz) >
A(l‘,y,Z,t): (0<U<310 1/3
g/ ),
O(x,y, z) (u > 3log!? z).

3. Majoration de A(z,y, z,t). Notre objectif est ici d’établir la majo-
ration de A(z, z,t) du Lemme 5, ce qui nous permettra d’estimer au para-
graphe suivant certaines quantités dépendant de la répartition des entiers de
A(x) (voir les Lemmes 6 et 7). Comme dans [7], nous allons en fait majorer
la quantité plus générale A(x,y, z,t).

Pour cela, I'idée consiste a reprendre la preuve de la majoration de
A(z,y,1,t) faite dans [7] en effectuant quelques modifications mineures. En
particulier dans [7], on a commencé par majorer D(x,y,1,t), puis utilisé
un argument élémentaire pour en déduire une majoration de A(x,y,1,t).
En fait, ce détour est inutile comme nous allons le montrer ici en majorant
directement A(x,y, z,t).

Techniquement, c’est le Lemme 1 ci-dessous qui va nous permettre de
reprendre, pour majorer A(x,y, z,t), la méthode qui nous a permis de ma-
jorer A(z,y,1,t) dans [7].

LEMME 1. Pour 23 > 2>3/2 ety > 2, on a

V(z,y)

O(z,y,2) < gz

Démonstration. Cela résulte facilement du Théoreme 5 de [6].

Les deux résultats suivants constituent les deux lemmes clefs de la pro-
cédure de majoration. (On rappelle pour le Lemme 3 que l'on note u =

(logz)/logy et w = (logx)/logt.)
LEMME 2. Pourx > 1,y>1,z>1ett>1, ona
Az, y,2,t) =1+ > Alz/p,p,; 2,1).
z<p<min(y,Vxt)
LEMME 3. Il existe une constante wg > 16 telle que sous les conditions

x>2>3/2,y>2,t>2 w>w et0<u<310g1/333, on ait

Ay, z,t) =1+ Y Aw/p,p,2t).
z<p<min(y,Vzt)
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On obtient la formule du Lemme 2 en classant les entiers comptés dans
A(z,y, z,t) suivant leur plus grand facteur premier.

Démonstration (du Lemme 3). Désignons par p(z) le réel défini
pour z suffisamment grand par

?2(a/n(x)) = 3logp(x) et 2 < u(x) <.

En utilisant le Lemme 1 pour la seconde inégalité, pour une constante c
convenable on a

1+ Y A@/ppat)
z<p<min(y,Vxt)
< 8(I,N($),Z>+ Z A(l‘/papaz)t)
p(x) <p<min(y,vzt)

SELZVCI S

log =

log

A(z/p,p, z,t).
p(z)<p<min(y,vzt)

11 suffit alors de reprendre la preuve du Lemme 9 de [7] pour conclure.

LEMME 4. Sous les conditions 2 > z > 3/2,y>2ett>2, 0na
Alz,y, 2,t) < Az, y, 2,1).
La méthode de démonstration est identique a celle de la Proposition 1
de [7]. Elle consiste dans un premier temps & établir de maniére directe la
majoration demandée dans un certain domaine en z, y, z, t, puis a établir

cette majoration dans le domaine complémentaire a 1’aide d’une récurrence
qui utilise les Lemmes 2 et 3. Voyons cela.

Démonstration (du Lemme 4). Soit wy une constante convenable
pour le Lemme 3. On suppose que x, y, z et t vérifient les hypotheses du
lemme. On distingue plusieurs cas.

1¢" cas : u > 3log1/3 z. On a alors A(z,y,2,t) < O(z,y,2) =
/T(a:,y,z,t).

2¢cas: 0 <u< 310g1/3x et 22 > 2> z. On a alors A(z,y,2,t) =1 <K
K(:c,y,z,t).

3¢ cas : 0 < u < 3log'?z et w < wp. On sait alors (voir les Lemmes
3 et 2(iv) de [7]) que ¥(zx,y) < zp(u) < xp(u —1)/(u + 1). D’ou avec le
Lemme 1,

Aley2.0) < Oy z) < o)« LU
2i(u — 1)
wlog 2z

< < A(z,y,2,1).

Cela acheve la premiere étape de la preuve.
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Soit ¢ > 1 une constante pour laquelle on ait
(10) A(z,y, z,t) < cA(z,y, 2,1)
dans chacun des trois cas étudiés. Montrons maintenant par récurrence sur
k > 0 que 'on a I'inégalité (10) sous I’hypothese
(Hy) >2>3/2, y>2, t>2 et x<2k
D’apres le travail fait ci-dessus, on peut omettre I’étape d’initialisation de
la récurrence et supposer que l'on a

x>z, w>wy et 0<u< 310g1/3m.

On suppose également, d’'une part que sous la condition (Hg) on a (10), et
d’autre part que I’hypothese (Hy 1) est vérifiée. Alors, I'inégalité o < 2F+1
entraine que pour tout nombre premier p, on a x/p < 2*. De plus, comme
w > wy > 16 > 3 et x > z, 'inégalité p < \/zt entraine (x/p)® > 2. Donc les
quadruplets (z/p,p, z,t) tels que z < p < min(y, v/at) vérifient la condition
(Hg). En utilisant successivement le Lemme 2, 'hypothese de récurrence
appliquée aux (z/p,p, z,t) et le Lemme 3, on obtient

A(x,y, Z7t) =1+ Z A(x/p,p, Z7t)
z<p<min(y,Vxt)

< c<1 + Z ﬁ(x/p,p, z,t)) < cg(a?,y, z,t).
z<p<min(y,Vzt)
Cela acheve la preuve du Lemme 4.
LEMME 5. Sous les conditions x > z>1ett>1, on a
xlog(2 min(x, t))
(log2x)log 2z

Démonstration. On a A(z,z,t) < A(2z,2z,max(z,3/2),2t). On
conclut en appliquant le Lemme 4 a cette derniere quantité.

Az, 2,t) <

4. Etude des ensembles A(z,t) et B(x,t). Rappelons que l'on note
p1(n) > p2(n) > ... > pom)(n) la suite décroissante des facteurs premiers

de n de telle sorte que n = H,?:(q) pr(n). Il est facile de vérifier que 1'on a

Az, t) ={1}u{2<n<a: lgglgag(n)]?l(n) e (n)pr(n)? < ot}

et

H={2<n<z: DL 2 <ot
B(z,t)={2<n<=x 1§£n<a§(n)p1(") pr—1(n)pr(n)” <z

< p1(n)...Pam)—1(n)pam)(n)?}.

C’est sous cette forme que nous allons dorénavant considérer ces ensembles.
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LEMME 6. Pour x > 2, on a
B(z) < x/log .

Démonstration. Les nombres premiers p vérifiant \/z < p < x sont
éléments de B(z). Donc en utilisant le postulat de Bertrand pour les x petits
et le théoreme des nombres premiers pour les x grands, on a

B(z) > n(z) — n(v/z) < x/log x.

En écrivant de maniére unique tout élément b de B(x) sous la forme
b = ap avec a € A(x) et \/x/a < p < P~ (a) et en notant a = ga’ avec
q = P~ (a), on obtient

Blz)= ) > 1

a€A(z) | /x/a<p<min(P~ (a),z/a)

GO D DD DR

4<VE d/€A(z) | /z/(a'q)<p<q

a'<z/q*
q<P~(a’)

<7(x)+ Y Al@/¢*,q—0,¢°)7(q)
<Vz
L 7(z)+x Z
<z
d’apres le Lemme 5 et le théoreme des nombres premiers. On montre que

la derniere expression est < x/log  en effectuant une sommation d’Abel et
en réutilisant le théoreme des nombres premiers.

1
q(log q) log(2z/q?)

LEMME 7. On pose

1
Qi(z) = Z m,

acA(x)
1
Q2(z) = o
aeAr) alog®?(z/a)
aP~ (a)?>x

et

2 — P
D=2 Jwr@)
aP~ (a)?<z

On a alors pour x > 2,

et Qs(z) <

Qi(r) < , Qa(x) <

log x log = logz’
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Démonstration. Les calculs sont standards. Pour Q1 (x), on effectue
une sommation d’Abel qui permet de se ramener a la majoration d’intégrales
dépendant de A(z, z,t). Le Lemme 5 permet alors de se ramener a la majo-
ration d’intégrales banales. Pour les sommes Q2(x) et Q3(x), on commence
par classer les entiers a suivant leur plus petit facteur premier ¢ comme dans
la démonstration du Lemme 6. On obtient alors une somme double en ¢ et
en a’ avec a’ = a/q. On effectue une sommation d’Abel pour transformer
la somme en a’ en une intégrale dépendant de A(z, z,t). On majore par le
Lemme 5 et on effectue une nouvelle sommation d’Abel pour transformer la
somme en ¢ en une intégrale dépendant de m(z). Le théoréme des nombres
premiers permet alors de se ramener & la majoration d’intégrales banales.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ’on obtient bien ainsi les
majorations annoncées.

LEMME 8. Soient x et t deux réels tels que x > 2 et 1 < t < x. Soit
n un entier < x et n'appartenant pas a A(x,t). Alors, il existe un unique
diviseur b de n qui soit élément de B(z,t).

Démonstration. Soitn <z, n ¢ A(z,t). Il existe un entier i < 2(n)
tel que p1(n)...pi—1(n)pi(n)? > xt. Soit ig le plus petit de ces entiers. On
obtient un entier b convenable en choisissant b = pi(n)...p;,(n). Pour
démontrer le caractere unique de cet entier b, il suffit de prouver que les
diviseurs d de n, distincts de b, n’appartiennent pas a B(z,t). Il est clair que
les diviseurs de n qui sont multiple ou diviseur propre de b n’appartiennent
pas & B(z,t). Nous allons montrer que dans les autres cas de figure, le
diviseur d de n appartient a A(z,t), et donc pas a B(x,t). Posons n = bm
et

W:ql...qk avec q1 > ... > Q.
Onaqg <q¢...qx <m < z/b< P~ (b). Pour montrer que d € A(x,t), il
suffit donc de vérifier que (d,b) € A(x,t) et que

pour tout i, 1 <i <k, (d,b)q...¢i_1q; <.
La premieére assertion résulte du fait qu’ici, (d,b) est un diviseur propre de b.

Pour la seconde, on a

bd
(d,b)q1 .- qi—1q7 <bqr ... qi—1q; < ( =[b,d] <n<uwz,

b,d)
ce qui conclut.

Le Lemme 2.1 de [4] correspond au cas particulier ou t = 1 du lemme
suivant.

LEMME 9. Soient x et t deux réels tels que © > 2 et 1 < t < x. Pour
toute paire {b1,be} d’éléments distincts de B(x,t), on a [by,bs] > xt.
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Démonstration. Les deux entiers by et by sont éléments de B(z,t)
donc de B(zt, 1), et par ailleurs diviseurs de n = [by,b2]. Donc d’apres le
Lemme 8, si [by, by] < at alors by = bs.

5. Démonstration du Théoréme 1. Le Théoreme 1 résulte de la
combinaison de la minoration (4), du résultat suivant appliqué a I’ensemble
& = B(z) (ce qui est justifié par le Lemme 9) et des majorations F'(x, B(z)) =
A(z) < z/logz et B(x) < x/logz, qui résultent des Lemmes 5 et 6.

LEMME 10. Soit x > 2. Pour tout ensemble d’entiers £ de l’intervalle
[V, z] vérifiant
(11) (meé&, nel et m#n)= (mn]>x),
on a

H(z) < max(F(z,&),card € + ).

Démonstration. Si)  .c1/e <1, ona H(zx) < F(x,&). Sinon, on
procede comme dans [4] et [9] en considérant une partie maximale £ de &
vérifiant ) . 1/e < 1. On a alors

H(z) < F(2,€) < F(z,) + Y [Z]
cCENE!

Or on a d’une part d’apres (11),

F(a,8) = [s] - m < x(l = i) +card €,

ee&
et d’autre part,

3 [§]<:c 3 i<x<22—1>+\/§

ecE\E' e€E\E’

car tous les entiers de &€ sont > /.

6. Nouvelles notations et résultats préliminaires relatifs aux
chaines. On appellera ici chaine d’entiers < = de longueur | tout [-uplet
d’entiers strictement positifs deux a deux distincts C = (n;)1<i<i, telle que
pour tout ¢ (1 <i <), on a [n;,n;+1] < x. On note I(C) la longueur de la
chaine C.

Pour une telle chaine C = (n;)1<i<;, on appellera t-composante de C
toute chaine extraite O = (n;,ni41,...,n;) avec 1 < i < j <[ vérifiant les
trois conditions suivantes :

o ny & A(x,t) pour i < a < j,

ei=1oun;_; € Alz,t),

o j=loun;y € Az,t).
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Si i # 1, lentier n;_1 sera appelé élément d’entrée de la t-composante O.
On notera n;,—1 = ¢(0).

LEMME 11. Soient x et t deux réels tels que x > 2 et 1 <t < x. Soient
C une chaine d’entiers < x et O une t-composante de C. Alors il existe
un unique entier b de B(x,t) qui divise tous les entiers de O. On notera
dorénavant b(O) cet entier b.

Démonstration. D’apres le Lemme 8, chaque élément d’une t-com-
posante donnée admet un unique entier de B(z,t) comme diviseur, et,
d’apres le Lemme 9, tous ces entiers sont égaux.

Pour toute chaine C = (n;)1<i<; on notera x:(C) l'ensemble de ses
t-composantes (nq)i<a<; telles que i # 1.

Les deux lemmes suivants constituent une généralisation du travail ef-
fectué par Tenenbaum [10] pour majorer g(x).

LEMME 12. Soient x et t deux réels tels que x > 2 et 1 <t < z. Soit C

une chaine d’entiers < x. On a

#{nelC:ndd Alx,t)} <«

zlogx

Démonstration. Pour toute t-composante O de x¢(C), on a
e(0)P~(b(0)) < [e(0),b(0)] < z.
Donc d’apres le Lemme 11,
1

1(0) < —
2 s 2 o)
Oex+(C) Oex:(C) 0Oext(C)

Z 1

0ex:(C) 6(0)

zlogx
¢ g

<1 Y Peo))
<

X
< Z
-t t

Par ailleurs, il y a au plus une t-composante de C qui n’appartient pas a
xt(C). Si elle existe, notons-la Op. On a alors

T T < xlogx
b(Oy) t t

1(Op) <

ce qui permet de conclure.

On désignera par g(z,t) le cardinal maximum d’un ensemble U =
Uj<ca<iCa ot (Ca)i<a<t désigne une famille de t chaines d’entiers < x.
Notons que g(z) = g(z,1).

LEMME 13. On a uniformément pour x > 3 et logx <t < z,

logt
g(z,t) < x &

logz’
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Démonstration. Clest clair si ¢ > z'/3. Supposons donc ¢t < z'/3.
Soit (Ca)i<a<t une famille de ¢ chaines d’entiers < x telle que # |J; <, <; Ca
= g(z,t). Notons U = J;,<;Ca- On a

BUN Az, ) < A, 1) < 22281

log
d’apres le Lemme 5. On a aussi d’apres le Lemme 12,

#{neU:ng Az, t*)} < z(logz)/t? < z/logx,
ce qui permet de conclure.

Dorénavant, on ne travaillera qu’avec des 1-composantes. Pour simpli-
fier, on écrira donc composante a la place de 1-composante et on notera x/(C)
a la place de x1(C).

Nous sommes amenés de plus & donner de nouvelles notations. Pour
toute chaine C et toute composante O de x(C), on pose

a(0) = (e(0),b(0)) et r(0) =b(0)/a(O)
et pour tout a de A(z), on note
X(C,CL) = {O € X(C) : CL(O) = CL}, R(Cva) - {T(O) 10 € X(C’a)}
et
k(a,r) = card{O € x(C) : a = a(O) et r =1(O)}.

LEMME 14. Soient C une chaine d’entiers < z et a € A(x). Pour tout
élément r de R(C,a), on a

o x x Q2(r)/(£2(r)+1) LT
aP~(a)’ \ a ~a

Démonstration. Pour une certaine composante O de C, on a r =
b(O)/a < x/a. Posons par ailleurs k = {2(r). On a alors

min(a*r* 1, (ar P~ (a))*) > min((arP~(r))*, (arP~(a))*)
= (arP~ (ar))* > z*.
LEMME 15. Soient C une chaine d’entiers < z et a € A(x). On a
#R(C,a) < #x(C,a) < min(P~(a),\/z/a).
Démonstration. L'inégalité #R(C,a) < #x(C, a) résulte clairement

de la définition de R(C, a).
Soit O une composante de x(C,a). On a

e(0)  [e(O),b(0)] x min(P~ (a). \/xz/a
= = a0} gar<0)< (P~ (a), Vz/a)

d’apres le Lemme 14. Cela permet de conclure car les éléments d’entrée des
composantes de x(C,a) sont deux a deux distincts.

a
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Pour achever ces préliminaires, nous donnons sans démonstration le
résultat suivant, qui découle facilement du théoreme des nombres premiers.

LEMME 16. Il existe une constante C' telle que pour toute partie finie non
vide P de ’ensemble des nombres premiers, on ait

#P
log (1 + ——_ log(max P)

1
- <C -
ng; p log(min P)

7. Démonstration du Théoréme 2. D’apres (8), pour démontrer le
Théoréme 2, il suffit de montrer que g(z) < z/log z, ce que nous allons faire
maintenant.

Soit C = (n)1<i<g(x) une chaine d’entiers < x de longueur g(x). L’en-
semble des entiers de C qui sont éléments de A(x) sont en nombre O(x/log x)
d’aprés le Lemme 5. Par ailleurs, si ny est élément d’une composante Oy,
la longueur de celle-ci, [(Oy), vérifie

(o) < 2/b(00) < V.

De plus, on a

card U 0 < Z (S(x,a) +T(x,a))

0ex(C) a€A(x)
avec
S(z,a) = Z <
U ar
reR(C,a)
k(a,r)>log?(z/a) ou r>(z/a)?/3
et
T(z,a)= Y  g(z/arlog’(z/a)).
reR(C,a)
r<(z/a)®’?

Or d’une part, en utilisant les Lemmes 14, 15 et 7, on obtient

Z S(z,a)

a€A(x)
Z (Vz/a#{r e R(C,a) : k(a,r) > log*(x/a)} + (x/a)*#R(C, a))
acA(x)
Vz/a Q) < x
< aE%%ZE) 1Og a:/a) #X C ) : Ql( ) loga:

Et d’autre part, en utilisant successivement le Lemme 13, le Lemme 14, le
Lemme 16, les Lemmes 14 et 15 et pour finir le Lemme 7, on obtient
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% Z T(z,a)

a€A(x)

loglog(2z/a) 1 loglog(2z/a) 1

Z < -

< Z alog(z/a) Z r Z “alog(z/a) Z P

ac€A(x) reR(C,a) ac€A(x) ER(C,a
r<(z/a)?/?
log log(2x/a) #R(C a)
1 —1 R(C

< gl; ) alog(z/a)log(min R(C,a)) ©8 mmR(C a) og(max R(C,a))

< ¥ loglog(2z/a) | g<1+min <1,“Px(“)2> 10g(:1:/a)>

acA(x) alog / )

@al@) o 1
x log

< Q2(x) +

Cela acheve la preuve du Théoreme 2.
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