ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

ANNICK TRUFFERT

Applications des méthodes de représentation intégrale et
d’approximations inf-convolutives a I’épi convergence

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 4¢ série, tome 14,
n°?2 (1987), p. 169-197

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1987_4_14 2_169 0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1987, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1987_4_14_2_169_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Applications des méthodes de représentation intégrale et
d’approximations inf-convolutives a I’épi convergence

ANNICK TRUFFERT

Introduction

L’object de ce travail est I’épi-convergence des suites de fonctionnelles
intégrales; les propriétés qui en découlent sont importantes pour les applications
en optimisation, par exemple: approximations et perturbations en optimisation
stochastique (cf. G. Salinetti et R. Wets [S-W]), problémes d’homogénéisation en
mécanique (cf. H. Attouch [A]), conditions d’optimalité et dérivées généralisées
(cf. R.T. Rockafellar [R3] et E. Giner [G3]).

Deux questions se posent:

(1) L’épi-limite forte d’une suite de fonctionnelles intégrales est-elle encore une
fonctionnelle intégrale?

(2) Peut-on caractériser l’intégrande limite a partir de la suite des intégrandes
correspondantes?

Ce type de questions a fait I’object de nombreux travaux; citons entre autres
ceux de J.L. Joly et E De Thelin [J-T], et E. Giner [G2] et dans le cadre de
la théorie de la I'-convergence développée par E. De Giorgi [D] ceux de P.
Marcellini et C. Sbordone [M-S] et de G. Buttazzo et G. Dal Maso [B-D1],
[B-D2].

On résoud (§1) la premiere question dans le cadre général des espaces
intégraux topologiquement décomposable (extension naturelle de ceux de R.T.
Rockafellar (68), (72) [R1] et (75) [R2], E. Giner (76) [G1] et A. Kozek (77),
[Ko]) que I’on suppose de plus métrisables. On vérifie (Th. 1.3) que I'additivité
d’une suite de fonctionnelles se conserve par épi-convergence et 1’on utilise
la coincidence entre fonctionnelle additive s.c.i. et fonctionnelle intégrale s.c.i.,
lorsque la topologie est absolument continue (§1 (3)) d’aprés un résultat de
A. Bourass et 'auteur [B-T] (82) (cf. également G. Buttazzo et G. Dal Maso
[B-D3] (82) et A. Fougeres et 'auteur [F-T2] (84)).

On précise également ces résultats grices aux conditions de croissance
caractéristiques de la propreté de 1’épi-limite inférieure d’une suite de

Pervenuto alla Redazione il 31 Ottobre 1985.
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fonctionnelles intégrales, obtenues dans L, par A. Fougeres [F2] et dans Ly
par Pauteur (Th. 1.5).

La deuxiéme question est résolue (§2) dans les espaces intégraux de type
Orlicz L, avec A;-condition (contenant les L, si 1 < p < +o0); lorsque la suite de
fonctionnelles intégrales est équi-s.c.i., 'intégrande limite s’interpréte en terme
de convergence faible des intégrandes; dans le cas général, on s’y raméne
en utilisant les techniques d’approximations inf-convolutives de A. Fougeres
et I'auteur [F-T1] qui assurent 1’équi-locale lipschitzité des approximées; on
obtient alors la formule générale:

L,-limI; =I; avec f =supo — lim(f,V,)
[4 p n

(Th. 2.2 et Prop. 2.8).

Enfin, dans le cas particulier ot 1’épi-limite “ponctuelle” des intégrandes
existe, on s’intéresse (§3) aux conditions de passage de 1’épi-limite sous
I’intégrale

Lo-lim Iy, = fim,g,

exposées en (83) par E. Giner (version antérieure de [G2]) qu’on étend
partiellement (Th. "3.1 et 3.2), via une extension du lemme de Fatou (de
type Vitali) obtenue en (83) par l'auteur (cf. aussi les travaux, parus en (84)
de E. Balder [Ba] pour les fonctions a valeurs dans R™) et les méthodes
d’approximations inf-convolutives déja citées [F-T1].

Je remercie H. Attouch et A. Fougeres pour I'intérét qu’ils ont bien voulu
porter & ce travail et pour leurs diverses remarques et suggestions.

0. - Définitions et notations préalables

0.1. Soient: _

- (Q,T,u) un espace mesuré par une mesure y positive, o-finie, sans atome.

— X un Banach séparable, de tribu borélienne associée By, de norme |- |.

- Lo(Q, X) I’e.v.t. semi-normé des fonctions mesurables, muni de la topologie
de u-convergence (i.e. convergence en mesure sur les parties de mesure
finie): Lo(£2, X) D'espace quotient de L(€2, X) par la relation d’égalité p-p.p.

0.2. - Pour tout o € Lo(€2,R), on note:
— a, (resp. a_) la partie positive (resp. négative) de a.
- [adu (resp. [ adp) intégrale supérieure (resp. inférieure) de c.
Q *Q
ady avec égalité dés que —oo < [ ou [ < +oo
*Q Q

On rappelle que [ ady <

b\.*

*Q
(on note alors [ = [ = ).
Q Q
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0.3. - A toute intégrande h:Qx X — R (i.e. application T ® Bx-mesurable) on
associe:
— lopérateur intégrand (encore noté h):

hiu € L(Q, X) — h(w) = h(, u() € L&, R),

— la fonctionnelle intégrale I, qui a tout u € Lo(Q, X) associe Ip(u) égal a
Iintégrale supérieure de h(u).
On dit que h ou I est intégralement propre sur un s.e.v. L de Ly(€2, X) si

pour tout u € L, Iz(w) = [ h(u)dp.
«Q

0.4. - Pour toute fonction de Young ¢:Q x X — R, (i.e. intégrande convexe
normale paire continue et nulle en zéro, coercive) on note L, I’espace vectoriel,
engendré par le domaine de la fonctionnelle intégrale I,, que I’on munit de la
topologie de la p-norme: || - ||, étant la jauge du convexe {I,(-) < 1}.

o vérifie une Aj-condition si:

da € Ir(Q,R), 3b > 0: Vw(u-p.p.), Vi p(w, 2z) < bp(w, ) + a(w),

c’est le cas des p, =
L,

1117 pour tout 1 < p < +oo, qui définissent les espaces
> p p q p

0.5. - Limites épigraphiques [A]

DEFINITION 0.5.1.

— Soit (E, ) un espace topologique; on note pour tout u € E, d¢(u) I’ensemble

des C-voisinages de wu. .

— A toute suite (F,), de fonctions de E dans R, on associe les deux fonctions
limites suivantes:

a) la C-épi-limite inferieure notée C-lim, F,, (ou plus simplement E-lim, F,
lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion sur la topologie considérée) est
définie par:

C-lim F,,(u) = sup lim inf F, (v)
e vedew) n vV

b) la C-épi-limite supérieure notée C-lim, F, (ou E-lim, F,) est la fonction
définie par:

C-limF,(uw)= sup liminf F,(v).
e vedew) ™ vEV

— On dit que la suite (F,), est C-épi-convergente en u Si:

C'h_an(u) = C'li~an(u)a

leur valeur commune est notée C-lim, F,(u).
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Lorsque ’égalité est vérifiée en tout point u de E, la suite est dite C-épi-
convergente et la fonction u € E — C-lim, F,(u) est appelée la C-épi-limite de
la suite (F,), (notée C-lim, F,, ou E-lim, F}).

PROPOSITION 0.5.2. Si (E,C) admet une base dénombrable de voisinages en
tout point, alors:
YVuec E C'll_an(u) = {mln _l_i_an(un)
et C-limF,(u)= {min}an(un).

Up U

Une suite (u,), est dite réalisante de C- lim, F, en u (resp. C-lim, F,,
C-lim, F,) si elle C-converge vers u et si C-lim, F,(u) = lim F,,(u,) (resp. C-

lim, F,(u) = lim F(u,), C-lim, Fy,(u) = lim F,(u,)).

PROPOSITION 0.5.3. Les épi-limites inférieure et supérieure d une suite de
fonctions sont C-s.c.i. sur E.
On a de plus:

E-limF, = E-imF., et E-TmF, = E-TmF.,

N P s . .
ou F, désigne la régularisée C-s.c.i. de F,.

PROPOSITION 0.5.4. L’ épi-limite inférieure (resp. supérieure) d’une suite (fy)n
d'intégrandes de Q x X dans R est encore une intégrande notée lim, f, (resp.
lim, f,) pour la tribu P-complétée de t:

lim fp(w, z) = {| - |- lim fu(w, -))(z)

[4

et lim fp(w,z) =[] - |-Hr_nfn(w, HN(=).

0.6 - Approximations inf-convolutives dans un espace intrinséque [F-T1]

Soit (E, ||-||) un e.v. semi-normé; on appelle référentiel toute fonction ¢ € RE
convexe, paire continue et nulle en zéro, coercive; et semi-norme intrinséque
(associée a ¢) || - ||4: la jauge de la section unité de ¢.

La semi-norme intrinséque est équivalente a la semi-norme initiale de E.

Si ¢ est une fonction de Young sur Q x X alors @(w,-) est une référentiel
sur X pour p-presque tout w € Q et I, est par définition méme un référentiel
sur L.

On a le résultant d’approximation suivant:

LEMME [F-T1; 4.2). Soit (F,), une suite de fonctions sur E; si ® est
un référentiel sur E tel que lim F,,V¢(cug) > —oo avec ¢ > 0 et uy € E alors
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pour tout u € ug + Int dome(e, ) on a:
E-lim F,(u) = suplim F,,V ¢,(u)
[4 p n

et E-1im Fy,(u) = suplim F,, V ¢, (u)
e P n

ou pour tout entier p: ¢, = $(p-) et

F,Vépiu— igg(Fn(v) +dp(u —v))

F.V¢, est appelée approximation-inf-convolutive d ordre p de F,.

1. - Représentation des épi-limites de fonctionnelles intégrales

Soit L un sous-espace vectoriel de Ly(€2, X) muni d’une topologie C, tel
que:
(1)uly € L pour tout u € L et tout A € C (14 désigne la fonction caractéristique
de A).
(2)(L, T) est un groupe topologique métrisable.
(3) L’application (u,A) € L x T — uly € L est séparément continue au sens
suivant:
uni»u = unlA—LulA pour tout A€ T

L
1~ = ulA"_L_mlA pour tout u € L

(41l existe a € Lo(Q,RY) telle que LY s’injecte continuement dans (L,C) ol
L2 est 'espace de Banach de boule unité L2 (1) = {u: |u| < « p.p. }

DEFINITION 1.1. F:L —] — oo, +00] est une fonctionnelle additive sur L si
pour tout u € L l'application F(ul-): A€ T — F(uly) € R est additive sur T.
F est a variation additives si pour tout élément u de son domaine sa variation
enu F;:ve L — F(u+v)— F(u), est une fonctionnelle additive. On a le résultat
suivant:

THEOREME 1.2. Soit (L,C) un espace topologique vérifiant les quatre
propriétés ci-dessus et (F,), une suite de fonctions sur L a valeurs dans
] — 00, +00] telle que:

1) pour tout entier n, F, est a variations additives

2) (F,), C-épi-converge vers F et F est propre sur L.

Alors F est la restriction a L d une fonctionnelle intégrale associée a une
intégrande normale propre.

D’autre part il 'y a unicité de I'intégrande représentante a une fonction
d'intégrale nulle prés.
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REMARQUES

1) Si la topologie” ¢ n’est pas métrisable on peut “représenter” 1épi-
limite séquentielle d’une suite de fonctionnelles a variations additives
dans la mesure out celle-ci est séquentiellement C-s.c.i. propre sur L. La
démonstration suit la méme démarche que celle donnée plus loin, en utilisant
dans les divers lemmes techniques non pas les suites réalisantes (cf. 0.5.2)
mais les suites réalisantes a £ pres.

2) Une fonctionnelle intégrale intégralement propre sur L (0.3) est, lorsqu’elle
est propre, une fonctionnelle a variations additives; si de plus f(0) = 0
p.p. alors c’est une fonctionnelle additive. Plus généralement, si F' est une
fonctionnelle additive, nécessairement F(0) = 0 et F' est a variations additives
compte tenu du lemme suivant (dont la démonstration sera donnée plus loin):

LEMME 1.2.1. F est a variations additives si et seulement si il existe ug €
domF tel que la variation de F en ugy soit additive.

Compte tenu du théoréme de représentation intégrale non linéaire dii a A.
Bourass et ’auteur [B-T] (cf. également [H], [K] et [F-T2]):

LEMME 1.2.2. Toute fonctionnelle additive, C séquentiellement s.c.i. propre
sur L, se représente sur L par une fonctionnelle intégrale associée a une
intégrande normale propre unique a I'égalité p p.p. prés.

Le Théoréeme 1.2 se déduit alors du résultat plus général suivant:

THEOREME 1.3. Soit (F,), une suite de fonctionnelles a variations additives
sur L, dont I'épi-limite inférieure est propre; pour tout élément uy de L en
lequel I épi-limite de la suite (F,), existe et est finie la variation en ug de
I épi-limite inférieure (resp. supérieure) est sur-additive (resp. sous-additive).

DEMONSTRATION de 1.2. Soit F ’épi-limite d’une suite (F;,) de fonctionnelles
a variations additives, que l’on suppose propre sur L. Pour tout uy € domF,
la variation en uo de F' est une fonctionnelle additive (1.3) C-sci propre sur L
et se représente donc sur L d’apres [B-T; 4.3] (cf. 1.2.2) par une fonctionnelle
intégrale I;, avec fo intégrande normale propre nulle en zéro (unique p-p.p.)
sur  x X.

L’intégrande f:Q x X — fo(w, T — ug(w)) + ap(w) €] — oo, +o0] ot ap est une
fonction intégrale telle que [ odp = F(ug), répond au probléeme.

Q

D’autre part si g est une intégrande telle que F(u) = f g(u)dp pour tout
Q
u € L alors f[g(uo+u) — g(up)ldp = [ fo(u)dp pour tout u € L et il existe donc

Q Q
un négligeable N tel que fo = g(-, up(-)+-) — g(-, up(-)) sur (Q\ N)x X, de sorte
que

f—g=a9— gluy) sur Q\ N)x X
avec /[ao — glup)ldp = Fuo) — F(uo) = 0.
Q
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DEMONSTRATION de 1.3. Supposons dans un premier temps que C —
lim, F,(0) =0 et F,(0)=0 (i.e. les F, sont additives).

Soient u € L, A, B deux ensembles mesurables disjoints, il faut vérifier les
deux inégalités suivantes:
(i) C-lim, Fr(ul 4 +ulp) > C-lim, Fy(uly) + C-lim, F,(ulp);
(i) C-Tim, Fy(ul s +ulp) < C-Tim, F,(ul )+ C-lim, F,(ulp).

(i) Soit (u, +uly +ulp), une suite réalisante de C-lim, F,, en (uls +ulp) (cf.
0.5.2) on a:

C-lim F(ul 4 +ulp) =lim F(u, +uly +ulp)

= im[Fo((u + un)1a) + Fro((ulp + un) 1o\ 4)]

> im[F, ((u + up) 1 4)] + Im[ F,((ul g + un) 1o\ )]

n

2 C'liﬂEt(U'lA) + C'li_an(UIB)-

(ii)§9_ient (un, +ulp)y et (v, +ulp), deux suites réalisant respectivement C-
lim, F,(ul4) et C-lim, F,,(ulpg) on a:
C-lim Fo(uls) + C-lim Fy(ulp) = im Fy(u, + uly)
+E§Fn(vn+u13) |
> im{Fy(tn + w1 ) + Fo(vn + u1p)]
> Tim| Fy(un 1oy g + v 1) + Fu(( + )14 + (v + ulp)lg\a)]
> lim{ Fy(tn Lo\ 4 + vn L )] + HMUF, (i + )14 + (0 + ulp) i 0)]

> C-1im F,,(0) + C-lim Fy(ul + ulp)

puisque (unlg\a + vnla) et ((up, + u)lg + (v + ulp)lo\a), convergent
respectivement vers 0 et ulg + ulp. Linégalité (ii) résulte alors du fait
que C-lim, F,,(0) = 0.

On acheve la démonstration en utilisant un lemme technique concernant les
variations des épi-limites. La démonstration sera donnée pour la commodité du
lecteur en annexe 1.

LEMME 1.3.1. Soit (E,7) un groupe topologique métrisable; soient (Hy),
une suite de fonctions propres sur E et wy un point en lequel I épi-limite des
H,, existe et est finie.

Pour tout suite (u(,z Yo Féalisante en uy (¢f. 0.5.2), la variation en ugy de I épi-
limite inférieure (resp. supérieure) des H, est égale a I épi-limite inférieure
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(resp. supérieure) des variations en u, des H,, soit.

[T‘]i_mHn]uu =T- ll_m{Hn]u‘,:

(resp. [r-Tim H,ly, = 7-1im[H,,],0)

en particulier 7 -lim[H,],0(0) = 0.
Réciproquement s'il existe une suite (ud),, convergeant vers uy pour laquelle

7-1im[H,],(0) =0

alors
7-1im H,(uo) = lim Hy(u,)) et 7-1im H,y(u) = im H,,(u).

FIN DE LA DEMONSTRATION de 1.3. Soient uy € L tel que C-lim, F,(up) € R
et (u2), une suite réalisante en ce point d’aprés 1.3.1 [C-lim, F,],, = C-im,[F,],0
et [C-lim, F,lu, = C-me[Fn]ug comme les [F,],0 sont des fonctionnelles additives
d’aprés 1.2.1 on en déduit que A — [C-lim, F,],,(uly) (resp. A — [C-
lim, F,1.,(ul 4)) est sur-additive (resp. sous-additive) compte tenu de la premiére
partie de la démonstration et du fait que C-lim[F,],(0) =0 (Lemme 1.3.1).

DEMONSTRATION de 1.2.1. Supposons que la variation de F en wug soit
additive et considérons u, €édom F'; pour montrer que l'application A€ T —
F, (uly) est additive il suffit de vérifier, pour tout ensemble A mesurable
I"égalité:

Fu((u —up)la) = Fy ((u — wo)la) — Fy, (w1 — uo)1a).

Or

Fo,((u —un)lg) = Fulg +uilga) — Flu)
= F(ula+uiloa +uo —uo) — Fu)
= F,((u — up)l 4 + (uy — up)loy4) + Flug) — Fuy)
= F,((u — up)1 4) + Fy (w1 — uo)laya) — Fu(ur — uo)
= F,((u — up)t ) + Fy, ((ug — up)l ).

Applications a I'épi-limite de fonctionnelles intégrales dans les Ly, et Ly.

Nous considérons désormais L = L, (resp. Ly) avec ¢ fonction de Young
vérifiant une A,-condition (0.4) et nous supposons la mesure p sans atome.

Dans ce cas, la propreté de 1’épi-limite d’une suite de fonctionnelles intégrales
en un point suffit pour ’avoir en tout point, et ’on a:
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THEOREME 1.4. Soit ©:Q x X — R, une fonction de Young vérifiant une
Ay-condition (0.4) et soit (Iy). une suite de fonctionnelles intégrales épi-
convergente en p-norme sur Ly, (resp. pour la topologie de la convergence
en mesure locale sur Ly). S'il existe un point uy € L, (resp. Lg) pour lequel
L,-lim, I; (up) € R (resp. Lo-lim, Iy (ug) € R) alors 11 existe une mtegnande
normale propre f telle que:

Yu € Lyt Ly-lim Iy (u) = If(u) €] — oo, +00]
(resp. Yu € Ly: Lo-1im Iy (u) = I;(u) €] — oo, +o0]).

REMARQUE. Lorsque ¢ ne vérifie pas de A,-condition le résultant est encore
vrai pour une suite de fonctionnelles intégrales épi-convergente en -norme sur
I’espace sous jacent au domaine de I,.

Le Théoreme 1.4 découle immédiatement de 1.2 et des conditions de
croissance caractéristiques de la propreté de 1’épi-limite inférieure des I, dans
L, (resp. dans Ly). Dans le cas de L, elles ont été obtenues par A. Fougeres
(communication au Congreés de Catane, (83)).

LEMME 1.4.1. [F2] Soient (I;), une suite de fonctionnelles intégrales,
intégralement propres sur L, et ug € L.

Si —00 < L,-lim, Iy (ug) < Ly-Tim, I, (up) < +oco alors il existe ¢ > 0 tel
que lim Iy v, (ug) > —oo, et L,-lim, Iy, est propre sur ug+Int domI(c-), donc
sur t(?ut L, dans le cas Ay ou les conditions de croissance suivantes sont
vérifiées:

falw, ) > —plw, ez) + ay(w) ou ll_m_/ andp > —oo.

On obtient un résultat analogue dans le cas de I’épi-limite inféricure en
mesure des Iy, en s’appuyant sur un lemme de “disjonction” dii a A. Fougeres
et ses consequences sur la régularisée s.c.i. en mesure d’une fonctionnelle
intégrale.

LEMME DE DISJONCTION 1.4.2. [F2] Pour toute suite («,), de fonctions
intégrales telle que lim [ a,dp = —oo (resp. +oo) il existe une sous partition
n

(Ap)ken de Q et une suite extraite ny, telle que liinf an, dp = —oco (resp. +00).
Ag

COROLLAIRE 1.4.3. [F2] Soit f:Qx X — R une intégrande telle qu'il existe
uy mesurable pour lequel f(uy) est intégrable et telle que inf f(w,x) ne soit
pas intégrable alors la régularisée s.c.i. en mesure de la fonm?onnelle intégrale
associée a f vaut —oo sur la fermeture en mesure du domaine de I; et +oo a
Iextérieur.
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THEOREME 1.5. Soit (I ), une suite de fonctionnelles intégrales dont I épi-
limite supérieure en mesure n’est pas indentiquement égale a +oo (i.e. il
existe uy € Lo et une suite (ul), convergeant en mesure vers uq telle que
Tm 0
llrrlnlfn(un) < +00).

L épi-limite inférieure en mesure des Iy, est propre si et seulement si

lim / inf fo (W, 2)dp > —c0 (0itf, = inf(fy, 0))
" Q

en d autres termes il existe une suite de fonctions intégrables négatives a,
bornée dans L, telle que pour n suffisamment grand on ait:

Ywp-p.p., Vz € X, fulw,z)> an(w).

DEMONSTRATION de 1.5. La condition est évidemment suffisante; supposons
donc que lim f inf f, (w,z)dyu = —oo et montrons que nécessairement Lo—lim, I,
n z
n’est pas propre.
Deux cas se présentent:
— ou bien il existe une suite extraite n; pour laquelle in)t; fn, (w;z) n'est
€ -

intégrable pour aucun entier k;
— ou bien in)f( fn (w,z) est intégrable pour n suffisamment grand.
zE
ler cas.
Il existe ny telle que inff, (w,z) &€ L, pour tout entier k. Si Ly —
lim, Iy (ug) > —oo alors f,(ud) est intégrable pour n suffisamment grand. D’aprés
1.4.3 on a alors pour tout entier k (> ko):

u —oo  sur dom I, #
Iy, = . ¢
k +00 ailleurs
et comme
. 0.5.3 . = . =
Lo-lim Iy, (uo) =" Lo-lim I, " (ug) < Lo-lim Iy, *(uo)
€ € €
Ny

<limTy, "(uj,)
k

Ly-lim I, (ug) = —oo car If"k(uﬂk) < +oo des que k > ko

€

ce qui est en contradiction avec ce qui précéde.
2eme cas.
in)f( fn_(w,z) est intégrable pour tout n > ny et
IE

lim [ inf dp = —oo.
Ty | I o= oo

Q
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D’apres le lemme de disjonction 1.4.2 il existe une sous-partition (Ag)ren de
Q et une suite extraite ny telle que

lllgn/zlg)f(f"k»(w,z)du = —00

Comme f,, (u)) est intégrable pour tout entier k, on est donc dans les conditions
d’application du théoréme de passage de I'inf sous le signe intégral [R1] (cf.
également [F1; 1.1] et [B-V; I 1.4]) et I’on a:

hm inf [ Jn, (w)dp=—

u€lLy

Il existe une suite extraite (k,) et, pour tout entier p une fonction mesurable
up, telles que:

/ e (up)dp < —p.
Ay,

Considérons pour tout entier p I’ensemble mesurable:
B, = {w € Q\ fo, @, 414, @) < 0}

(Ag, N By), est encore une sous-partition de Q et (u,l AkpﬂBp)P converge donc
vers 0 en mesure; on obtient les inégalités:

Lo-lim I, (0) < Lo-lim Iy, (0) <lim Iy, (upla,ns,)
e P, P p P P
< li_rn_Ifnk ~ (up lAkp) < ll_m-/ fnk _ (Up)d#
P ? P i
et donc Ly-lim, Iy (0) = —

COROLLAIRE PRATIQUE. Soient ¢: Qx X — R, une fonction de Young vérifiant
une Ay-condition et (f,), une suite dintégrandes sur Q x X, telle que la suite
Iy, des fonctionnelles intégrales associées épi-converge dans L, (resp. Lo);
si les f, vérifient les conditions de croissance:

Vw(p-p.p.) Vz, ¥n: folw, 1) > —p(w,cx) + ap(w)

avec ¢ > 0 et lim f a,dp > —oo (resp. mémes conditions avec o = 0) alors

n Q
I'épi-limite des Iy, dans L, (resp. Lg) est une fonctionnelle intégrale associée
a une intégrande normale f qui vérifie la condition de croissance:

Vw(p-p.p.) Vz:  f(w,z) > ~p(w, cpz) + a(w)

avec co > 0 et a intégrable (resp. méme condition avec p =0).
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2. - Epi-convergence forte des fonctionnelles integrales
et convergence faible des integrandes

Soient:

— (Q, T,p) un espace mesuré par une mesure pu-positive s-finie sans atome,
oll T est dénombrablement engendrée par Tj.

— X un Banach réflexif séparable; D un dénombrable dense dans X.

- ©:Qx X — R, une fonction de Young vérifiant une A,-condition (0.4).

DEFINITION 2.1. Une suite d’intégrandes (f,). de € x X dans R converge
faiblement dans L, s’il existe une intégrande f (notée o —lim f,,) intégralement
propre dans L, telle que pour tout ensemble A measurable et tout u € L, on
ait

*) /f(u)du=li7r!n/ Su(w)dp.
A A

REMARQUE. Il y a unicité (u-p.p.) de la limite faible d’une suite d’intégrandes.

Lorsque la suite (Iy,), est équicontinue dans L, on peut caractériser plus
simplement la limite faible de la suite (fy)n-

PROPOSITION 2.1'. Soient o une fonction mesurable strictement positive telle
que L% soit inclus dans L, et, (fu)n une suite d’intégrandes sur Q x X, telle
que (Ig,), soit équicontinue dans L. (fu), converge faiblement vers f dans L,
si et seulement si:

D Vze X, f(,a)z) =0(Ly, Loo)'lirl;n Jn(y a()z);
(ii) f est une intégrande de Carathéodory vérifiant la condition de croissance
suivante: b > 0, a € L {(Q,R,) tels que

Vz e X, Yw(u-pp.) |flw, 1) < bpw,z)+aw).

REMARQUES. 1) L'existence de telles fonctions « est assurée par [F2]; dans
le cas L, = L, avec | < p < +o00 (p(w,z) = 1'—7|z|p) et lorsque la mesure est
bornée, on peut évidemment choisir o = 1.

2) D’apres [F2], (ii) équivaut a la continuité¢ de I; dans L.

3) Dans (i) il suffit en fait de vérifier que la propriété est vraie pour tout
élément de D dénombrable dense dans X.

4) Lorsque |f,| < bp+a (resp. f, convexe) pour tout n (> 0, a € L1(Q,R.,))
toute intégrande vérifiant (i) satisfait la condition de croissance de (ii) (resp. est
convexe et il suffit dans (ii) de la supposer s.c.i.).
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DEMONSTRATION. Si (f,), converge faiblement vers f dans L, alors (i) est
vérifié car, pour tout z € X, a()z est élément de L% et donc a fortiori de L.;
d’autre part (Iy,), converge simplement vers Iy dans L, et, puisque (Iy,), est
€quicontinue on en déduit la continuité de I; dans L, encore équivalente a (ii)
d’apres [F2].

Réciproquement, on utilise le lemme d’approximation suivant (dont la
démonstration sera donnée en annexe 2).

LEMME Séparabilit€ de L,: Tout élément u de L, est limite en p-norme
d'une suite (up), de L, de la forme: uy=ca > zjls ou pour tout entier p
0<k<p
les o¥ sont dans D, dénombrable dense de X et les A sont dans Ty et, deux
a deux disjoints (k=0,1,...,p).

Soient u € L, et (uy), la suite approximante donnée par le lemme.
Pour tout ensemble mesurable A et tous entiers n, p on a l'inégalité:

/ Fa(w)dp — / Jwdu| < / (@) — fulup))dp
A A A

+ / (falup) — fup))dpu| + / (fup) — fluw)dpy|.
A A

Compte tenu de la continuité de I; (ii) et de I’équicontinuité de (Iy ), il nous
suffit pour conclure de remarquer que la propriété (i) s’étend (par additivité)
aux éléments de la forme o ) z;14, (x; € D, Aj € Tp) et donc aux wu,.
1<y<e
On se propose de faire le lien entre 1'épi-convergence en -norme d’une
suite de fonctionnelles intégrales I; et la convergence faible des approximées
inf-convolutives des f,:

fnvﬂop: W, 1) € QX X = fulw, )Nz) = qu[fn(w, zl) + @p(wa z— :L‘,)]
ol pour tout entier p: ¢,: (w,z) € Q x X — p(w, px).
On a le résultat suivant:

THEOREME 2.2. Soient uy € Ly, po un entier non nul et (f,), une suite

d’intégrandes de Q x X dans R vérifiant les conditions de croissance C.C.E.
(uo, po) i.e. il existe une suite (ay), équi-intégrable telle que:

VW(,U«‘P-P-), V.’L’, V’n fn(W,z)E —sop(,(w,u()(w)—z)+an(w).
S’il existe une suite (ud), pour laquelle (f,(ud)), et (p(ul)), sont équi-

intégrables, alors il existe une suite extraite ny telle que:
1) pour tout entier p > py (fu, Vp)i converge faiblement dans L,;
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2) la suite (Iy, ) épi-converge dans L, et sa limite est donnée par:

L,-lim Iy, (u)= / supo — li{n(f,,ngop)(u)du, pour tout u € Ly,
€ p

REMARQUE. 1) Ici 2.1' s’applique puisque les Iy, Vi, sont pout tout p > po
€qui-localement lipschitziennes dans L.

2) On verra plus loin (2.8) que la convergence faible des approximées entraine
I’épi-convergence forte des fonctionnelles intégrales. Sous les hypotheses de 2.2
il faut en général extraire une sous-suite pour obtenir la convergence faible des
intégrandes approximées et méme lorsque la suite initiale des fonctionnelles
intégrales épi-converge; il suffit de considérer I’exemple donné par H. Attouch
dans [A; 2.7.1]:

fn:(w,z) € [05 II]xR — an(w)zza avec ax, = b, et ax = ¢y

tels que:
U(Loo,Ll)- llmbn = U(Loo,Ll)- limcn
mais ;
. POon . DPCn *
- -1 .
0 (Lo, L) hmp+2bn #0 (Lo, L)) lmp+2cn (peNY)

Si p(w,z) = §|z|?, les approximées inf-convolutives de f sont définies par:

Pan(w) 2

oV opw,x) = Pt 20.@) x°,

(faVp), ne converge pas faiblement dans L»([0,1]) bien que la suite (Iy),
épi-converge vers I; ol f est définie par:

f(w,z) = 0(Loo, L)-lim ay (w)z?.

Le théoréme 2.2 permet entre autre de calculer effectivement 1’épi-limite
forte de certaines suites de fonctionnelles intégrales. Nous allons en donner un
exemple, suggéré par R. Wets.

EXEMPLE. Soit f,: Q x R? =] — oo, +00]

. z
a(wny siz<0et —<y<O
n

+ oo ailleurs

(w,(z,y)) — {

ol les a,, sont mesurables et satisfont les conditions 0 < Ag < a,(w) < Ag < +00
pour presque tout w € Q et pour tout entier n.
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Si |(z,y)|r: = |z| + |y|, pour tout n > 2 et p > 2A( on a alors:

anpl :

r:w, (@,9) = inf [a,(w)ny +p(|z — |+ |y —y'D)

'3
<0

an(w)z+p|y— %i siz<0

p(|z| + Jy|) si z > 0.

Si la suite (a,), est 0(L, L|)-convergente vers a, la suite (f,Vp|-|g2) converge
(pour tout p > 2Ag) faiblement dans L(Q,R?), vers f? définie sur Q x R? par

aw)z+ply| siz <0
TP(w,(z,y) = .

p(lz|+y) siz>0
/auldu siuy<0etu,=0
et Ll—limIf"(uhug): Q

+00 sinon.

La démonstration de 2.2 s’appuie essentiellement sur les propriétés des
approximations inf-convolutives I; VI, étudiées par A. Fougeres et 1'auteur
dans [F-T1] que l'on rappelle ici, pour la commodité du lecteur dans le
cadre d’un espace intégral L, séparable, avec A, condition, pour une suite
d’intégrandes f, vérifiant les conditions de croissance C.C.M. (uy, py) (définies

com;ne précédemment, en considérant une suite (a,), telle que lim f ady >
— 00 ). n

LEMME 2.4.1. [F-T1; 4.2] Pour tout u € L, on a les égalités:
Ly-lim Iy, (u) = suplim Iy VI, (u)
e p n

eI' Lw‘i_i;rﬁ]fn(u) = Sgp@IanI‘PP(u)'

LEMME 2.5.2. [F-T1; 4.4] S'il existe une suite (1)), bornée dans L, telle
que limI f"(u?,) < +oo, on peut extraire une sous-suite (I f"k)k de (Iy)n pour
n
lequelle les approximations dordre p > py épi-convergent dans L, et:
Le-lime(Iy, VI,) = h,?lufnkVI@v)‘

LEMME 2.5.3. [F-T1; 3.4] Sous les hypothéses du Lemme 2.5.2, il existe
un entier ng tel que la famille (u,A) — I;, VI, (4)y>n, SOit équi-localement
lipschitzienne sur LyX |po, +ool.

Ce dernier résultat est fondamental car il nous raméne a 1’étude d’une suite de
fonctionnelles intégrales équi-s.c.i. sur L, et 1’équi-s.c.i. assure la coincidence
des notions d’épi-convergence et de convergence simple pour cette suite [W;
5.2], [B-M; L5].
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On peut dans ce cas établir directement le lien entre épi-convergence des
fonctionnelles intégrales et convergence faible des intégrandes correspondantes.

THEOREME 2.7 Soit (Iy), une suite de fonctionnelles intégrales équi-s.c.i.
dans L. Si (), converge faiblement dans L, alors (Iy,), épiconverge dans
L, et I'on a pour tout u € L,

LSO_ lizn If"(u) = ll:l‘l Ij" (u) = In—limf,,(u)'

La réciprogue est vraie si I'on suppose I'existence d'un uy € L, pour lequel la
suite (fo(uo))n est o(Ly, Lo )-convergente.

La démonstration de 2.7 sera donnée plus loin (2.9); pour I’instant nous
allons démontrer 2.2 a partir de 2.7 et des lemmes précédents.

DEMONSTRATION de 2.2. a) Pour tout w € L, et tous entiers n et p:
I; V1, (u) = If vy, Puisque fo(u®) est intégrable et que o vérifie une A,-
condition (L, =dom I,), fo(ud)+ @,(u — ul) est encore intégrable. On est
donc dans les conditions d’applications du théoréme de passage de 1’inf sous
I’intégrale ([R1] et plus particulierement dans ce cas [FI; 1.1]) et I'on a:

Ifn VI‘PP (u) = If,,Vgop (U)

b) 2.5 et ce qui précede assure !'existence d'une suite extraite n; pour
laquelle la suite (If"kv@p)k est, pour tout p > p,, épi-convergente dans L.

Par hypothese il existe une suite (u), telle que (f,(ul)), et (p(ul)), soient
équi-intégrales il en sera de méme de (g, (ug — u!)), en utilisant la convexité et
la condition A, (0.4) vérifiée par ¢, et donc également de (f,, Vi, (uo)) compte
tenu des inégalités:

Ay _<_ fnk V‘PP(,(U()) S fnkV(Pp(u()) S fnk(u::k)'*' Wp(u() - ng )

L’équi-intégrabilité des suites (f,, Vy,(up))r nous permet alors d’extraire pour
chaque entier p > py, une suite n,’; pour laquelle (fui[Vgop(uo))p est 6(L, Lo)-
convergente.
Par un procédé de diagonalisation on peut construire une suite extraite, encore
notée ny, telle que (fy,, Vi, (uo)) soit o(Ly, Ly)-convergente pour chaque p > py.
En appliquant 2.7 aux suites (I, vy, ) €qui-localement lipschitziennes dans
L, on en déduit que (f,, V,)r converge faiblement dans L, pour tout entier

p > po-
Le théoréme 2.2 se déduit alors immédiatement du résultat suivant.

PROPOSITION 2.8. Soient uy € Ly, py un entier non nul et (f,), une suite
d’ intégrandes de Q x X dans R vérifiant les conditions de croissance C.C.M.
(uo.po), tels qu'il existe une suite (u‘,{),, convergente vers wug pour lequelle

mlf"(uil) < +00.
n
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Si pour tout entier p > py, la suite (f,Vp), converge faiblement dans L,
alors (Iy,), épiconverge dans L, et I'on a pour tout u € L,:

L,- lign I1,(u) = Igyp, —tim(f, v, (%)-

DEMONSTRATION. Le passage de I'inf-convolution sous le signe intégral se
justifie comme au a) de la démonstration précédente: pour n suffisamment grand
et p>po IjﬂVLpp = If,.Vga,,-

a) o-lim(f,V,)(u) est intégrable pour tout w € L, et tout p > py.

n

Soit p > py; d’aprés 2.6 (I .V, Inzn, €St équi-localement lipschitzienne sur
L, et puisque (f,V,), converge faiblement dans L, on a, d’aprés 2.7 les
égalités:

Lp-limly vy, =limIvp, = I, _lim, v, (W)

Comme les f, satisfont les conditions de croissance C.C.M. (ug, pg):
li,{n If"v(pp(uo) > —o0,
pour tout p > py, et I'on a:
—00 < Ly-limel vy, (u0) = lim I, vy, (uo) < @I,ﬂ (ul) < +oo,

ce qui assure 1.6.2 la proprieté de L, —lim, Iy,v,, et donc celle de I, _jim;, v,
sur L. ’

D’autre part si u € L:

I, jim 1,vp, W) = lim Iy VI, (w) < lim Iy, (up) + I, (u — ug) < +00
» n n

car I, est continue sur L, en raison de la A,-condition.

b) Soit u € L,; la suite (o-lim f,V,(u))ysp, €St croissante en p, minorée
par ¢-lim(f,Vp,+1)(u) qui est inte’%rable d’apres ce qui précede.

En ;ppliquant le théoréme de Beppo-Levi on obtient:

ISupa—lim(/,,v(p,,)(") =supl, AIim(f,,vp,,)(u) = sup lly{n If" Vlgo,,(u)-
p>po n P>po

P>py "

Compte tenu de 2.4, la suite (I,), est épi-convergente en u et

L,- li({n Ip(u)= ISupa lim(f”vga,,>(”)-

>py) "
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2.9. I nous reste a vérifier 2.7. Pour cela on est amené a faire le lien entre
convergence faible des intégrandes et convergence simple des fonctionnelles
intégrales correspondantes, la convergence faible des intégrandes f, vers
[ entraine évidemment la convergence simple des I, vers I; dans L,
réciproquement on a le résultat suivant,

PROPOSITION. Soient f, et f des intégrandes de Q x X dans R telles que:
(i) (Iy,)n converge simplement vers Iy dans L,
()il existe up € L, tel que f(up) =0 (Ly, Lo)-1im fr(uo).
Alors (f,). converge faiblement vers f dans L‘;

DEMONSTRATION. Soient u € L,, A€ T et n € N:

/fn(u)dﬂ=/fn(u‘A+u019\A)dﬂ_ / fa(ug)dp
A )

o\4

passant a la limite en n on obtient:

lirrln/fn(u)du=/f(u1A+uolQ\A)du— / f(u())du=/f(u)du.
A Q A

o\4

DEMONSTRATION de 2.7. Si la suite (f,), converge faiblement dans L, (I, ),
converge simplement vers I, |y, dans Ly, et I'on a donc, compte tenu de
I’équi-s.c.i. des Iy :

Ly-dm Iy, (u) = im I, (w) = I, _jim 7, (u)

pour tout u € L.

Réciproquement si [a suite (I,) épi-converge dans L, et si (fn(uo)), est
0(L1, Ly )-convergente "L,-lim, Iy, (ug) € R et il existe donc d’aprés 1.6.1 une
unique (u-p.p.) intégrande f normale propre telle que:

Lo-limIy, = Iy, et f(uo) =0 (L1, Loo)-lim fu(ug);

comime :L,-lim, I, =limI; sur L., on en déduit d’aprés 2.9 que la suite (f,),
converge faiblement vers f dans L.

2.10. - Application a I épi-limite séquentielle faible

On suppose de plus que L, est réflexif (donc ¢ et * vérifient une A,-

conditior}); n)écessairement I, est fortement coercive dans L, [G; 5.2.13] (i.e.

(u

Hullp —+oo 1|%]]

En combinant 2.7 et les propriétés de continuité de la transformation de

Fenchel-Young relativement a 1’épi-convergence (cf. par example [J], [J-T], [M]
et [A]) on obtient le résultat suivant.

= +00).
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THEOREME 2.10.1 Soit f,:Q x X — R une suite d’intégrandes convexes
normales nulles en zéro telle que: 3¢ > 0, Ja € Li(Q,R,): Vw(u-p.p.). Yz, Vn:
Julw, 2) 2 cp(w, T) + alw).

Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) I; =séq-0(Ly, Ly»)-lim I,
(ll) Ift = st-lim If;
(iii) f*=o-limf,

DEMONSTRATION. (i) <=> (ii) f étant nulle en zéro, I,. = (Iy)* [R1], [R2]
“et I’équivalence résulte de [A; 3.13].

(i) <= (iii) L’hypothése d’équicoercivit¢ des I, assure 1’équi-locale
lipschitzit€ des I..

2.7 nous permet alors de conclure (f:(0)=0).

EXEMPLE 2.10.2. Soit f,:Q x X — R définie par fp(w,z) = a,(w)|z|P
ol 1 < p < +oo et les a, sont mesurables et satisfont les conditions:
0 < Ao € an(w) < Ag < +0o pour presque tout w € Q et pour tout entier n.

Si la suite (an), est o(La, L )-convergente vers a (par exemple si les a,
oscillent de plus en plus rapidement entre deux valeurs lorsque n tend vers
Iinfini), la suite (f,), converge faiblement dans L, et ¢-lim f,(w, z) = a(w)|z|?
d’ol Ly-lim, Iy, (u) = [ alulfdp.

Q

) g
D’autre part si | < p < +oo et si la suite ((l) ) est 0(Le, L))-

‘e

n
convergente vers a' avec ++ ! =1, alors la suite des polaires f* est faiblement
14 q n

convergente dans L,

o-lim fi(w,y) = dWyl? = f(w,y)

gp?!
1
N __ b w»
ol f(w,z) (a’(w))P*‘IxI
et $éq-0(Ly, Ly) — lim Iy (u) =/ ,:#1 |ulPdu.
€ a

Q

W

. - Passage de I’épi-limite sous I’'intégrale

Soient:

(Q, T, 1) un espace mesuré par une mesure y-positive o-finie sans atome.
X un Banach séparable.

©:Q x X — R, une fonction de Young.

!
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On dit qu’une suite (u,), d’éléments de L, est p-équi-intégrable si pour
tout entier p la suite (p(pu,)), est équi-intégrable. D’apres [B-V; Al] ce sont
encore les suites p-équicontinues au sens de E. Giner [G; 2.1].

On note E, I'espace vectoriel sous-jacent au domaine de I,; comme la
mesure est non atomique, c’est d’aprés [G; 2.1.3] I'ensemble des éléments u
p-équi-intégrables.

E, =dom I, = L, deés que ¢ vérifie une A,-condition.

Soient (f,), une suite d’intégrandes sur Q x X, up € L, et ¢ > 0; comme au
paragraphe précédent on dira que les f, satisfont les conditions de croissance
C.C.E(ug, ¢) (resp. C.C.M(ug,c) et C.C.m(up,c), s'il existe une suite (ay), de
Lo(Q,R)N équi-intégrable (resp. minorée en intégrale i.e. lim f a,dp > —o0) et

n
minorée ponctuellement (au sens oi lima, > —oo p.p.) telle que:
n

Vn €N, Yw(u-p.p), Vo: falw,z)> —pw, c(ugw) — ) + an(w);

en d’autres termes, si les f, V. (ug) ont des parties négatives équi-intégrables
(resp. bornées dans L) et équi-minorées ponctuellement.

THEOREME 3.1. Passage de I'épi-limite sous I'intégrale.

Soit (fn), une suite d’intégrandes sur Qx X, épi-convergente pour u-presque
tout w € Q, vérifiant les conditions de croissance C.C.E(ug,c) et C.C.m(ug,c)
en un point uy de E,.

S’il existe une suite o-équi-intégrable (ul), telle que (f,(ul)), soit équi-
intégrable alors la suite (I5)), est épi-convergente dans L, en tout point de E,
et:

Yu € E,, L,- lign Ip(uw) = I]imL j"(u)

en particulier pour tout u € Ly, si ¢ vérifie une Ax-condition.

Pour les points de uo+Int domI,(c-)\ E, on ne pourra affirmer le résultat
que sous des hypotheses localisées a savoir:

THEOREME 3.2.2. Soit (fn), une suite d’intégrandes sur  x X vérifiant les
conditions de croissance C.C.E(ug, ¢) et C.C.m(uo,¢) avec ug € L, considérons
un point u de wo+Int domlI,(c-) pour lequel lim, f,(u) existe p-presque partout;
s'il existe une suite (ul), convergente vers u telle que (f,(ud)), soit équi-
intégrable alors la suite (Iy,), est épi-convergente en u et:

L,- li{m Ir,(w) = Lijy, 4, (w).

Ces deux théoremes résultent de la combinaison des inégalités épigraphiques
inférieure et supérieure, que l'on démontre en s’appuyant d'une part sur les
propriétés des approximations inf-convolutives dans les espaces intrinséques
étudiées par A. Fougeéres et 1'auteur dans [F-T1] (cf. 0.6) et d autre part sur un
lemme de type Fatou-Vitali:
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LEMME 3.3. Propriété de Fatou-Vitali [T1; 1.5]
Pour toute suite (a,,), de fonctions intégrables telle que (ou,-), (resp. (ap+)y)
soit équi-intégrable on a:

*

/hmandu < hm/andu

(resp. /l—i?n—andp > M/andu).

*

Un théoréme concernant 1’inégalité épigraphique inférieure a déja été donné
dans [T]; on en donne ici une version simplifiée.

Soit L un sous-espace vectoriel de Lj, que ’on munit d’une topologie C
plus fine que celle induite sur L, par la topologie de convergence en mesure
locale:

THEOREME 3.4. [négalité épigraphique inférieure [T1; 2.3] [G2]
Soient (f,). une suite d’intégrandes sur Q x X et u € L.
(Hy,) Si pour toute suite (uy), C-convergente vers u, (fn(un)_), est équi-
intégrable alors
sép-C-limI; (u) > Iliﬂe 7. (W)
€

Lorsque (L,C) = (L, || - ||,), les conditions de croissance C.C.E(ug,c) sont
suffisantes pour que les hypothéses (H,) soient vérifiées en tout point u de
uo+Int doml, (c").

DEMONSTRATION de 3.4. Il suffit de vérifier I’inégalité:
Tim, 7,(w) < Lim Iy (un)

pour toute suite (u,), C-convergente vers u.
Si lim Iy, (u,,) = +oo, l'inégalité est trivialement vérifiée, dans le cas contraire

n
les f,(u,) sont intégrables pour n suffisamment grand (en raison de 1’hypothéses
H)).
I1 existe une suite extraite n, telle que:

li_mIf,, (uy) = lim If,,p (unp)~
n p

Comme C est plus fine que la topologie induite sur L par celle de la convergence
en mesure locale on peut extraire de u,, une sous suite u,, convergeant
u-presque partout vers u. On obtient les inégalités:

*

T, 10 < i, 1, @< [ lim £, )
k
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et donc, compte tenu de 3.3 et de ’hypothése H,, les suivantes:

Illﬂr fn (u) S ]lltn If"x’k (unl’k) = !? Ijn(u")'

THEOREME 3.5. Inégalité épigraphique supérieure
Soit (fn), une suite d’intégrandes sur Q x X vérifiant les conditions de
croissance C.C.M(uy, c) et C.C.m(uy, c) avec ug € Ly,.
1) Si ug appartient a E, et s'il existe (ul), et (ul), deux suites p-équi-
intégrables telles que f,(ul) soit intégrable pour tout entier n et ( fn(u,zl)+)n
soit équiintégrables alors:

Vu€ E, Ly-limlIy ()< Ipn o (w).
2) En tout point u de up+Int doml,(c-) pour lequel existent deux suites (ul), et
(u2), convergentes vers u telles que f,(ul) soit intégrable pour tout entier
n et (fu(ul),)n soit équi-intégrable on a:
Lo-limIp(u) < L— | (w).

lim, f,

REMARQUES. 1) On retrouve le méme type d’hypothéses localisées qui
apparaissaient dans le cas de l'espace L% traité dans [T1; 3]. Il n’est pas
nécessaire dans ce cas, de supposer que les f, vérifient les conditions de
croissance C.C.m(ug,c) qui sont faites pour assurer I’égalité (presque partout)
suivante:

lim fo(w) = suplim f,Vp,(u), u€ L,
e p.p. p M

en effet lorsque ¢ est la fonction de Young définie sur Q x X par p(w, ) =
p,.,(x) (oll By, désigne la boule de centre O et de rayon o(w) dans X et 6 sa
fonction indicatrice), on retrouve la définition méme de 1’épi-limite supérieure
des intégrandes f,.

2) Si dans la pratique, on exhibera généralement une suite (ul), pour laquelle
(f2(ud)), soit équi-intégrable (auquel cas il suffira de prendre u) = u2 = u?),
I’exemple suivant:

folw, z) = —p(w, cx) + az(w)

ou les a, sont négatives, bornées dans L, mais non équi-intégrables vérifient
les hypothéses de 3.5 pour u! = u2 = 0 bien que pour toute suite (u,),, les
fal(uy,) ne soient jamais équi-intégrables.

DEMONSTRATION de 3.5. 1) Soit u € E,. Comme les f, vérifient les
conditions de croissance C.C.M(uy, ¢) et que u € up+Int domI(c-), on a, d’apres
[F-T1; 4.2] (cf. 0.6) I'égalité suivante:

Ly-Tim Iy, (w) = suplim I, VI, (u).
€ p n
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L’hypothése de o-équi-intégrabilité de la suite (u)), assure I'intégrabilité de
©plu — u)) pour tous entiers n et p (u est p-équi-intégrable puisque dans E,),
et donc de fu(ul) — p,(u — u)) compte tenu du choix de (u,))n.

En appliquant le théoréme de passage de !’inf-convolution sous le signe
intégral [F1; 1.1] on obtient "égalité:

L,-Tim Iy, (w) = suplim I, v, (w).
€ p L

Comme f,Vp,(u)s < fulul)s +pp(u — u}) équi-intégrable pour tout entier p
on a d’aprés 3.3:

Lo-limI;(w) <supl—, o (w) < T, (u)
¢ P

lim £,v¢, Suplim £, Ve,

la premiére partie du théoréme résulte donc de ce que d’aprés [F-T1; 4.2] (cf.
0.6)

mfn(“) = SUPleﬁanwp(u)
[ p.p. p n

compte tenu du fait que les f, satisfont les conditions C.C.m(uy, ¢).
2) Soit u € up+Int doml,(c:). Comme précédemment, le choix de (uh)n,
assure, compte tenu de [F-T1; 4.2], I'égalité:

Ly-Tim Iy, (w) = suplim I, v, (u)
e P n

et le choix de (u;),, ’équi-intégrabilité pour tout entier p. de ([, Vio,(u),), car
ces deux suites sont convergentes vers u. On procéde donc de facon analogue
a la premiére partie pour vérifier I'inégalité épigraphique supéricure en wu.

11 nous reste a vérifier la propriété de Fatou-Vitali, on va montrer le résultat
plus général suivant:

THEOREME 3.6 [T1; 1.1]. Soit (a,), une suite de fonctions intégrables telles

gue [limo,dp > —oo; une condition suffisante (et nécessaire lorsque lim o,
Q n n

est intégrable) pour avoir I'égalité:

/ Jim a,dps = lim [ in (li_m a,.,,a,,) dy

n n
Q Q

(donc a fortiori < lim f an,dp) est que (o, ) soit équi-intégrable.
n gz
DEMONSTRATION de 3.3. D’aprés 3.6 il suffit de vérifier I'inégalité lorsque

*

/l_i_ma,,dp, = —oo €t /llma"dp = +00

n
95 Q
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«
(si flima,du < +oo, I'inégalité est trivialement vérifiée).

o n

En appliquant le lemme de Fatou a la suite («), on obtient

*

+oo =/li_mandu < /mna;du < m/ ot dp
Q

T

Q Q

et ’on en déduit que lim f a;du = +co. Comme la mesure p est sans atome, la
e}
suite équi-intégrable (o, -), est bornée et donc ll_mj a,dy > —oo et de ce fait
nQ

lim [ a,dp = +oo.
n Q0
Pour démontrer 3.6 on utilisera les deux résultats suivants, dont la

démonstration est élémentaire et laissée au soin du lecteur.

LEMME 3.7. Pour toute suite (c,), de nombres réels on a:

(i) Ve €R, inf (c,li_mc") = liminf(c, ¢,

n n

(ii) lime, = lim inf (li‘mcn,cn) ,

n n

en particulier pour toute suite (), de fonctions mesurables, lim «,, 1’ est autre
que la limite simple de la suite (inf <1lrg an,an)) .
n I

LEMME 3.8. Soit (ay,), une suite de fonctions intégrables, si il existe g
intégrable telle que (inf(ay, ), soit équi-intégrable alors (inf(a, ay)), est
équi-intégrable pour tout fonction a intégrable.

DEMONSTRATION de 3.6. a) Supposons dans un premier temps que « = lim a;,

n
est intégrable d’apres 3.8, (a, ). €qui-intégrable <= (inf(a, ay)), est équi-
intégrable ‘
<= a =L, - liminf(a, a,) d’apres Vitali et 3.7
n

@/adp;lim/inf(a,an)d,u.
Q

b) Puisque [ ady > —oo. inf(pBy, @) est intégrable pour tout entier p et pour
0
toute fonction F; positive et intégrable.

Posons pour tous entiers n et p

! = inf(pBy, . ) = Inf [inf(pfFoy, @), |
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(an-)n étant équi-intégrable, (8F), 1’est encore pour tout entier p d’aprés 3.8 et
lim B2 = inf(pBy, @) d’aprés 3.7 (i) et est donc intégrable; on peut donc pour

n
chaque entier p appliquer a) a la suite (89),; soit:

vpeN / inf(pfo, 2)du < lim [ inf(pfi, , ) < lim [ infla, cu)dp
n Q mn

Q Q

Pour conclure il suffit de remarquer que [ adp = lim [ inf(pBy, @)dp d’apres le
Q P q

théoréme de convergence monotone.

Annexe [

DEMONSTRATION de 1.3.1. 1) Soit (u0), une suite réalisante en wug:
7-1im H,(up) = lim H"(u(,l)
€ n

montrons que:
7-1im[Hy],0(w) = [7-im Hp, ]y (u)

ol u est un point quelconque de E.
Soit (uy), une suite réalisante de 7 — lim.[Hy,],0 en u:

T- l_lm[Hn]ui} (u) = h_rn_[Hn]u:‘L(un)
= lmHn(ug + un) - .h_mHn(ug)

> 7-lim H,(up + u) — 7-lim H,,(up)

[ €

_>_ [T_ le Hn]u()(u)s

pour montrer 1’autre inégalité, considérons une suite (v,),, réalisante de 7-lim, H,
en u + up:
[7-0m Hy |y, (u) = 7- lim Hy(u + ug) — 7- lim H,, (ug)
e €

= lim H,(v,) — lim H,,(u®)
= lim H,(v,) — Hn(ub)
= im(H,, 1,0 (v, — u))

> 7-lim|H, ] 0 (u).

On montre de manieére analogue 1’égalité entre épi-limite supérieure des
variations et variation de I’épi-limite supérieure.
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2) Réciproquement si 7-lim,[H,],0(0) = 0 alors lim[H,],(u,) > O pour toute

n
suite (u,), T-convergente vers 0. Soit (u,), une suite r-convergente vers ug, on
a:
0 < Lim[H,1yo (un — ug) = Wm[Hy (un) — Hy(ud)]
n n

et donc lim H,(u) < lim H,,(u,). (u2), est de ce fait une suite réalisante de
n n
T- limg H,. en uyp.

D’autre part si (u,), est une suite réalisante de 7-lim, H,, en ug, alors:

7-Hm Hy,(uo) = Tim ([Hp],0(un — ul) + Ha(u)))

> Tim H, (u) + im[H, ], (un — ud) > lim H,(u)

(u?), est donc une suite réalisante de 7-lim, H, en ug.
n

Annexe 11

Soient:

- (, T, p) un espace mesuré par une mesure u-positive o-finie sans atome ol
T est dénombrablement engendrée par T.

—~ X un Banach séparable, D un dénombrable dense de X.

- :Qx X — R, une fonction de Young, bornée sur les bornés de X (i.e.
Vw(u—p.p.) Vr > 0 sup p(w, ) < +00).

z|<r

— E, I'espace vectoriell sous-jacent au domaine de I, (cf. §3).

— a une fonction mesurable strictement positive telle que L2 soit inclus dans
E, (Iexistence de telle fonction o est assurée par [T2; 1.3.3]).

On a le résultat suivant:

THEOREME. Tout élément u de E, est limite en p-norme d’une suite (uy,),
de L% de la forme: u, = a0<zk< zh1 v Ol pour tout entier p, les x} sont dans
SKESP
D, les A} sont dans Ty et deux a deux disjoints (k=0,...,p).
En particulier, E, muni de la p-norme est séparable et donc a fortiori L,

lorsque ¢ vérifie une Ay-condition.

DEMONSTRATION. a) On suppose que u est dans L%. D’apres [F-T; 1.2] et

[F-T; 1.4.5] appliqués a A = |J Gr(za) et T = Q x X, pour tout entier =, il
zeD
existe une T -partition (A*)en de Q et un suite (z¥)ien d’éléments de D telles

que u soit limite dans L2, (a fortiori en p-norme) de la suite (u,)eN Ol pour

tout n:
[o o]
Up = E zf,lAﬁ.
k=0
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Posons pour tous entiers n et p, w2 =a Y, zkl, pour tout n, on a
0<k<p

Jun = w2, — 0

en effet, u, — uf = u,1pr avec B? = J Ak et puisque u, € E,, p(Au,) est
k>p
intégrable pour tout A > 0 et

[SO()\('LL” - uf.))dll» = / ‘P(Aun)d“p:;oo
Q B

car

(i B;=0
r

A présent on utilise la densité de Ty dans T pour ’écart (A, B) — u(AAB),
pour déterminer une suite (@), équivalente en p-norme a (uf), et de la forme
voulue.

Soient n et p fixés; comme les azk (k=0,...,p) sont dans E,, p(pazk) est
intégrable pour tout k < p et il existe donc n > 0 tel que:

1
u(A) <= sup f (pazbydp| < —.
osksp |4 p+1

Il existe des éléments Z?,,...,Zﬁ de To, deux a deux disjoints tels que:
VE<p wALAAL) < s

posons Ww=a 3, zﬁlzﬁ

[ ooz -mnau= 3 [ wasbin <
vy

Q OS’CSPAﬁ —k

et donc 1

llur, =@l < 2

b) Si u € E_, alors u est limite en p-norme d’une suite (u,), d’éléments

de L2 (par exemple u, = ulg, o0 Q, = {w € Q/|u(w)| < na(w)}) on applique

a chaque u, la premiére partie de la démonstration et I’on obtient la suite
cherchée par diagonalisation.
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[A]

[B]
(B-M]
[B-T]
[B-V]
[B-D1]
[B-D2]

[B-D3]

[D]

[F1]

[F2]
[F-T1]

[F-T2]

[G1]

[G2]

[G3]
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