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probléme d’Hamilton-Jacobi
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Abstraet
We consider the Cauchy problem for a parabolic equation tu

oc (v)Av+ ¡ Vv ¡2 +E(v), where oc (y) is a “small enough” non
negative continucus functíon; we prove uniform estimate of the
modulus of continuity of a classical solution y, existence of viscosity
solutions y, and convergence, as oc — O in appropriate sense, of
these solutions tía the viscosity solution of tIme Caucby problem for

=1 Vv ¡2 +E(v).

1 Introduction et notations

Qn considére le probléme suivant:

1 vj = a(y)Ay+ Vv 2 +F(v) sur 4> =10, T[x EN

1 v(0,x)=vo(x) sur EN, (PO)a

oh E : — 1? de classe £2 avec E(O) =0, v’o bornée uniformément
continue sur ~N ayee ~o =O sont des fonctions données et a
E~ de classe 01 une fonction paramétre que l’on fera varier dans une
classe de fonctions precísée ci-dessous.

Lorsque 0(v) 0, le probléme (PC)0 ge réduit au probléme hyper-
bolique d’Hamilton-Jacobi:

1 vt =1 Vv ¡2 +F(v) sur 4>
N (PO)ov(O,x) = vo(x) sur E?
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Dans ce travail nous donnons une estimation dii module de conti-
nuité d’une solution classique du probléme (PC)0, uniforme en a van-
ant dans la classe de fonctions considérée. Cette estímation permet
d’une parí de montrer l’existence d’une famille équícontinue de solu-
tions de viscosité (y0)0 de (PC)0, et d’autre part d’obtenír le probléme
(PC)o comme limite des problémes (PC)0, quand la fonction a tend
vera O adéquatement. Le probléme a été étudié dans le cas particuller,
F(v) O et <4v) = (ni — l)v, oh ni est un paramétre réel, ni =1 dans
[AVI (pour N = 1; cf. aussi [M] par une technique de compacité par
compensation), et daus [LSV] (pour N =2).

Dans ce cas particuller avec ni > 1, (PC)0 se réduit it l’équation des
rnilieuix poreux ut = Att”’ par la transformation ~ = —~--~“‘~k Dana le
cas général que nous considérons, (PC)0 peut étre reilé au probléme du
type milieux poreux

&p(u)+G(u) surQ
{uQtx)=uo(x) sur RÑ, (MP)

~nFÑ~.oh <p, u, O sont définis par ~j= t~Ñ,4~) — a(v), ~ mais
II

plusieurs difficultés apparaissent.
Une preiniére dificulté provient de la généralité des hypothéses sur

F(v) : dans le changement d’inconnue y = ~‘(u),donnant la relation
entre (PC)0 et (MP), en effet mame dans le cas <4v) = (ni — 1)v, la
fonction 0(u) intervenant dans (MP) ne sera pas en général localement
lipschítzienne: 011 ne peut danc pas utiliser la perturbation de l’équation
des milieux poreux pour définir la solution de (PC)0. Qr si (PC)o
et (MP), lorsque F(v) O et 0(u) 0 respectivement, définissent
des semi-groupes de contraction dana C,~a,(RN) et Ll(RN), le probléme
(PC)0 lorsque a(v) est non identiquement nulle, ne semble pas pouvoir
étre abordé par des techniques clasaiques des semi-groupes non-linéaires.

La deindéme dificulté provient de la généralité que naus consídérona
sur les fonctíons a(v) : m~me daus le cas oh F(v) O, II est nécessaire de
mettre en évidence de nouvelles estímations nour obtenir la contínuité
d’une solution de (PC)0; notona que nous obtiendrons ces estimations
pour des fonctions a(v) “sufisamment petites”.

AIIm de définir la classe de fonctions a que nous considérona, in-
troduísons d’abord les notations que naus utiliaerons par la suite : on
suposáe que T E]0, oo[ est tel que la solution maximale de l’équation
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différentielle: M’(t) = F(M(t)> surjO, T[, M(0) = sup vo(x), soít définie
et bornée sur [0,T[. On pose

= sup M(t), Mi = max F’(k).
tErOTE kc[O,Mo]

Nous considérons la classe A des fonctions a E Cí(R+, R+) vérifiant

mo(a) := mm (a’(k) + 1) > 0 (1)
kC[O,Mo]

De plus dans le cas N > 2 on suppose que

a(O) O

e(a) := sup aC(k) •k mo(a) (2)
1. kE[O,Mo],o(k)>O a(1v) 1 + 2(N — 1)

II est clair que a(y) O vérifie ces conditions. Qn dira qu’une suite (a,,)
tend vers O si les conditions suivantes sont vérifiées

{ mo(a,.) =mo> O pour tout rt

a,, —~ O dans C([0, Mo]) et pour N >2, e(a,.) —*0. (3)

Notona que dans le cas oh am(V) = (ni — 1)v, ni > 1 on a am(O) =

O,nio(am) = ni, et e(am) = m — 1; la condition (2) s’écrít ni 1 +

y2(N—1)’ on a (a,,) tend vera O quand ni tend vers 1.
Daus la deuxiéme section, nous prouvons une estímation uniforme

du gradient d’une solution classique de (PC)0, et l’équicontínuité d’une
famille de ces sohutiona.

Dans la troisiéme section nous montrona que cette estimation est
suifisante paur obtenir l’existence d’une famille équicontinue de solutiona
de viscosité (y0)0 de (PC>0 pour a E A, et d’étabhir sa convergence vers
l’uníque solution de viscosité de (PC)o, lorsque la fonction a tend vers
0.

2 Estimation du gradient dans le cas régulier

Dana ce paragraplie on se place dans le cas régulier. Qn suppose que
(a, ~o,F) sont de classe C’~, a> O sur ]O, Mo], et mf Vo(x>> 0.
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Qn note ‘jo = mf ‘j(t) oh ij est la solution de ~‘(L) = F(’j(t)), «0) =

infyo(x), qul est définie et strictement positive sur [O,T]. Utilisant le
príncipe de comparaison et les résultats classiques sur les équations uni-
formément paraboliques (cf. [LSU]), il existe un unique y : Q —*

[‘jo,Mo] de classe Ce”’ solution classique de (PC)0.
Qn suppose évidernent que a vérifie les conditions (1), (2); de fa~on

plus précise on suppose

{ dana le cas N = 1, mo(a) =mo, (4)
dansíecas N>2,mo(a)—( 2(N—1)+1)c(a)=mo,

ou ni,j > O est fixé.

Théor~me 1. Qn pose
N-l

2 (5)

II existe une constante C = C(mo, M0, Mt,F(0)) Lelle que

surQ (6)

Si de plus, ~ 1 ~v ff=£lipschitzienrae sur RN, alors il existe une constante
= C’(mo~ Mo, M1, F(O), ¡¡ Vyo ¡~) telle que

Vv 12<% sur Q (7)y

Ce résultat est une extensión de celui dans [BJ obtenu pour
a(v) = (m — 1)v, F(v) O. Pour la preuve nous suivons la meme
démarche; montrons d’abord le lenime suivant:

Lemme 2. Bou H : [‘jo,Mo] x .~ R~. Oit suppose que Hr(1v, r) =

~J(1v, r) > O sur [‘jo,Mo] x R+ et paur tout 1v E [no,Mo], H(k,.) est ura
homéomorpitisnie de R~ dans fl± ; oit note A(k,.) 1’homéomorpitisme
réciproque. Posons h(t, x) = H(v(t, x), ¡ S7v(t, x) ¡2).

1) SoiL M une constante positíve telle que:

{ M+I4HkF+HÁ!Yifl (~)r))A(V~¡~i)] <OsurQ (8)
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h(t,x) <
—t

sur 4>.

2) Soit M’ une constante posítive telle que:

HkF + H~ 1W—O ~A2(v M’> r (a’ + 1)¡It — 2HrF’

2 o

eth(O,x) <M’ sur RN

(Hkk— (~~)r)1 A(v,M’) =OsurQ.

it(t,x)=M’ sur 4>.

Dans (8) (resp. (9)), les Jonctioras a, F eL Ieurs dérivées sont prises
en y, et les dérivées consídérées de H sotit prises en y, A(y, ~) (resp.
A(v,M’)), lafonction y étantprise era (t,x).

Preuve du Lemme 2.
Qna

f ht HM(oAv+ ¡ Vv ¡2 +F) + 2Hr(a’ Vv ¡2 Av + aVv . V(Av) (10)
~ +Vv . V(¡ Vv ¡2) + F’ Vv ¡2)

D’un autre cóté

I = H&Vv + HrV(I Vv ¡2>

Ah = HkAy + 2Hr(aVv . V(Av) + + Hkk ¡ \7 ¡2
1,5

(11)

+2HkrVV~ V(¡ Vy ¡2) + fi,.,. ¡ V(¡ Vv ¡2) 2,

d’oii en rempla~ant dans (10), V(¡ Vv ¡2) et HkAv + 2H,.aVy . V(Ay),

tirés de (11), on obtient

itt = aAh + 2VhVv [í — a ~ ¡ ~ ¡2 +H~F

1,5
+2Hr(a’Av ¡ Vv ¡2 —aZv~~)— ¡ Vy I~[H~ — 2H,.F’

(12)

alors

alors

(9)

~a (Hkk —
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oh les dérivées de H sont prises en (y, ¡ Vv ¡2). Qn a

.9 := Vv ¡2 Av — zvxivxivxíxi)

Vv ¡2 ~ —

>3 2

2,5

1
+

< ~ZUVvI2~v~92+~ ~
1 i#i

ou on a majoré chaque crochet par l’inégalíté de Young (±2ab—b2 =a2).

1V — la’25<
a

Donc

d’oú

2Hr (a’ ¡ Vv ¡2 Av — azvh.) = 2Hr(aS + a’>3vx¿vx
3vxixj)

ti

< H~ 1)a’2 ¡ Vv i~ —a’VhVv—a’H~ ¡ Vv ¡2
2 a

En remp]aqant dana (12), et en utilisant Vv ¡2= A(v,h) on obtient
l’inégalité

I C(h)

— h~—aAh+2Vh.Vv[1 o-w

+ ~F ¡Vh~
2—H (Nl)a2Á2¡h~

‘~ 2 (13)

+ [ex’+ 1)11k — 211rF’ + a ~ — (~~)r)] Á(v, it) =O,

les dérivées consídérées de H étant prises en (y, A(v, it)).
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Étant donné M > O la fonction ¿(t, x) — M vérifie «¿) =O sí el
t

seulement si l’ínégalité (8) est vérifiée; puisque h(0, x) =lim¿(t), par
tío

príncipe de comparaison on a it(t, x) =Mt.
De m&me, en prenant ¿(t,x) = M’,C(¿) =O et h(O,x) =¿(O) sí et

seulement si l’inégalité (9) est vériflée; par príncipe de comparaison on
a h(t, x) <M’ sur Q.

u

Preuve du Théoreme 1.

Considérons d’abord le cas 1V = 1. Qn utilise leLenune 2 avec H(k, r) =
r

2M0—k L’inégalité (8) s’écrit alors
E1 + «2M — + 2<) =M(a’ + 1).

En utilisaní F(v) =E(O) + M0M1, (8) est donc vérifiée par

mo
Le Lemme 2 donne:

2
~>X _ H(v.v

2 — M sur(2M
0—v) t

d’oh
v~(t, x> < £ sur 4>, avec C = 2MoM.

—t
De mame (9) s’écrit

E 22/ile2M
0—v

Appliquant le Lemme 2 comme cí-dessus, on a donc

2’’ 1 2 F(O)+3M0M1v¿t,x) =2max(¡I y0 j¡~, sur 4>.
mo

Dans le cas N > 2, on choisit la fonction H(k, r) — k
1r Alors (8) s’écrit

lEl+t(—+2F’) < INI (<2+1)— (l+1)a — 1V

—

2lcj.[y yI+i y
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Par définition ~ <e(a) et donc aussi, en intégrant en y, ~ e(a); on
a alors

~a’+i~ (¡tí)a — N—la’2v]>
= mo(a).— ( 2(1V — 1) + 1)e(a) =mo.

L’inégalité (8) est donc vérifiée par

M¿(Mo + TQF(0) + (1 + 2Mo)MoMi

)

1m
0

ce qul prouve (6) avec C = M. De la méne maniére, on montre (7) ayee

= M¿ max(I¡ Vv0 ~ IF(0) + (1 + 2Mo)MoMí

>

Ini o

Camine appllcatíon de cette estimation, le résnltat suivant donne l’équi-
continuité de (y0)0 pour vérifiaut (4) et

max a(k)<po oh poestflxé.
kejo,Mo] —

Théofl~me 3. On pose
y = í/Q + 2).

Étant donné O < r c T (resp. r = 0), il existe une constante C =
C(r, mO, so, M0, M1,F(O)) (resp.C = C(mo, so, M0,M1,F(O), Vv0 II~))
telle que

1 v(ti,x) — v(to,xo) 1=C(¡ x — xc, ¡2~ + ¡ — Lo ¡~) (14)

paur tout r =tc, < ti =T, xo, x E RÑ
Qn établira notre résultat en adaptant ceux de [Kr], [O], reliant

le module de continuité en t, de la solution classique d’une équation
parabalique linéaíre, it son module de continuité en x. Ces derniers
résultats te peuvení étre directement appliqués dans notre cas: daus
l’équation de (PC)0 intervient j Vv ¡2 et au moins dans le cas 1V > 2
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l’on n’a pas d’eatimation uniforme du gradient; également nona cher-
chons une estirnation indépendante de a vérifiant (4), ce que ne nons
fournit pas, mame dana le cas N = 1, les résultats de [Kr] ou [O]. Notre
adaptation consiste abra it faire des chois différents des fonctions et des
opérateura utilisés dana la preuve de [O] en expboitant le terme ¡ Vv ¡2,

et it s’assurer que le module de continuité trauvé et les constantes ínter-
venant sont indépendantes de la fonction param&re a.

Preuve.
D’aprés le Théor~me 1, II existe Co = Co(r, mc,, Mc,, Mi, F(O)) (resp.
Cc,(mc,, Mc,, M1, F(O), j¡ V/vo tb~J) tel que

¡ v(t,x) — v(t,xc,) ¡=Co Jx — xc, ¡2~ (15)

pour tout r < t =T, xc,, x E rN. 11 sufflt donc de mantrer qu’étant
donnéxoEEN,r =to=ti<T ona

¡ v(t1, xc,) — v(tc,. xc,) ¡=Ci It’ — tc, f~ (16)

oh C1 ne dépend pas de ro, to, t1.
Soient p> O, C2 > O des constantes quí seront choisies par la suite.

Posons

1? =]tc,, t1[xB(rc,, p),

8 = sup ¡ v(t, xc,) — v(tc,, xc,)¡,
to=ttSti

v± (t,x> = <22(1 + 2sp
2)(t — tc,) + sp2

¡ x — xc, ¡2 ~Cop2Y + (v(t, r) — v(to, xo)).

Ona

v±,t= a(v)Av±+ Vv±(vv±— 4sV2(x — ro)) + 1±,

avec

1±= C
2(l + 2sV2) + 4s

2p4(x — ro)2 + F(v) — 2a(v)N sp2.

D’autre part

v±(t,x)=Cop2’~ t (vQo,x) — v<to,x)) >0 Vr E R(xo,p).
v±(t,x) =8 + Cop~ ±<vQ,x) — v(to,xo)) =0 VQ,x) e (to,tí] x OB(zo,p).
f±=C

2— ¡ F(v) 1 +2sp
2(C2 — 2s — poN) aur R.
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Choía isaant

<22> max (F(o) + Mc,M1, 4Mc, + Npo),

on a f±=O sur fi, d’oú par príncipe du maximum v±> O sur fi. En
particulier

+ (v(t, xc,) — v(tc,,xc,)) =<22(1± 2sp
2)(t — to) + Cop~’.

d’oñ
a =<22(1 + +2sgC2)(ti — to) + Cc,p~’.

Choisissant
p = 2 (C

2(t1 —

on obtíent
a =2 (C2(ti — to) + 2

2”Co<2?(t
1 — toY~)

d’oú (16) avec Ci = 2 (C2T’~ + 2
2~Cc,C~’).

u

3 Solutions de (PC)0
Dans cette section on donne un résultat d’existence, d’équicontinuíté
d’une famille (y

0)o de solution de víscosíté (PC)
0 et sa convergence

vera l’uníque solution de víscosité du probléme (PC)o quand la fonction
param&re a tend vers O.

Rappelons qu’une solution de viscosité de (PC)0 (cf. [CIL], [Bal)
st une fonction y E C(Q) avec v(O,x) = vc,(x) sur ~N, vérifiant

I Pour toute fonction ~ de ciasse C
2(Q) 011 a

~(t, x) — a(v(t, x))Ay’(t, x)— 1 Vy’Q, x) 2 —F(v(t, x)) =O
resp. =O) en tout point (t, x) E 4> oh (y — y’) atteint (17)

un maxxmum (resp. minimum ) local.

Lorsque a = O il existe une unique solution de viscosíté y0 de (PC)c,
(cf. [8]). Oans le casa ~ 0, nous ignorons s’il y a ou non unicité d’une
solufion de viscosíté de (PC)

0, mais nona prauvona le résnltat suivant:
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Théor~me 4. tI existe une famulle (v0)«cÁ de fonetiona continues sur
Q Lelle que
1) (yO) est une solution de víscosité de (PC)

0 poiir tout a E A
ti) (y

9) —* y0 datis C(Q) quatid a —~ O au sene précisé dans la sectiora
1.

Preuve.
Qn consi&re d’abord le cas 1V = 1. Qn approxime vc,, F, a de la
maniére suivante. Qn se donne p E P(R), p(x) = p(—áj, suppp c

¡—1, +1],JP(x)dx = 1. Qn pose

1 n—l
= — + (yo * p,,), oh p,,(x) = rtp(nx), (18)

n n

011 évidement vc,,,, E Cc>~o(R),
=sup vc,, t~0,n — yo dans C(R),

j=Vc,,n
(19)I I Vv

0 E L~(R), ¡1 Vv0 ¡jo~=¡¡Vvo,~ ¡loo -

D’autre part on pose

F,,(k) = F(O) + j o,,cfldí— ¡J o,, — o j¡~, k, (20)

oh C,.(k) = j O(A,,1v + !~)pQ + 1)dl, avec

f F’(k) si O < 1v <Mc,0(k) _

} F’(Mo) si 1v =Mc,,

et
2

A,, — 1— raMc,

Qn a F,, E Coo(E),E4¿O) = F(0),F,, <F de telle sorte que la solution
M,, de Mk(t) = F,,(M,,(t)),M,,(0) = sup yo,,, vérifie M,«t) =Mc, ponr
tout t E [O,TI. Qn a aussí F,~(k) =G,«1v) ~ M1 pour 1v E [O,MoI et

— F dana C(LO, Mo]). Enfin on pose

a,.(1v) = (1— A,,)1v + ¡ a(>,,1v + ~p(l + 1)dl,
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on a Li,, E Coo([O, Mc,]), <4(1v) + 1 =mo(a) a,, > O sur ]0,Mc,] et
a,, —. a dans C([0, Mo]).

Qn est donc dans les hypothéses de la section 2, et u existe une
unique solution u,, E Coo(Q), des problémes de Cauchy correspondants
it (yo,,,, F,,, a,,); de plus d’apr’es le Théoréme 3, (vn),,6 ~jj~est relativement
compact dans C(Q). Puisque y,, est solution de viscosité des problémes
associés it (yo,,,, F,,, ah), 11 est clair par passage it la limite que y

0 vérifie
(17) (cf. [Bal).

Montrons que y0 E c(~) avec v0(O, x) = vc,(x) par une méthode
classique de barriéres. Considérons y.~, uc, E Wl~oo(R) tel que ni =vc, =
Vc,, yc,,,, it,, les approximatíons correspondantes définies par (18), y,,, f3~
les sohutions correspondant ~ ma..) , (uc,,,., F,,an), respectivement.

Par príncipe de comparaison on a y,, ~ vn =u,,; de plus d’aprés
le Théoréme 3, (~¿,,, i4.),,jj est relativament compact de C((); il existe
donc une suite extraite (nk) telle que (v,,k, ~flk~ Vn,,> —~ (it, y0, u) dana
C(Q) x C(4>) x C(Q); on a y <y0 <U sur 4> et donc

~o(x) = lim mf v0(t,x) =hm sup v0(t,x) =úo(x).
(t,x)—«O,x) (t,x)—.(O,x)

Puisquepourtout R,6> O, ilexisteni,i3o E Wltoo(R) telque~ ~ vc, =
13c, sur 1? et ~ — i~c, =6 sur [—R, +R], on a a bien le résultat énonce.
En fait ce raisonnement, montre que u0 est valeur d’adhérence de (u,,)

dana c(q).
Enfin considérona une suite (ai)=cy.¡de .4 telque a3 —* O dans

C([O, Mc,]) et mo(a5) =mc, > 0. Montrons que v~’ —* y0 E
Pour tout fE 1V, il existe d’aprés le résultat précédent, n5 ~ j tel que

0~ 1
— y “3 ¡< ~ sur [O,T~>< L—i,+il.

Puisque al,. — O dana C([O, Mo]) et mo (ak) =mo,

est relatívement compact dans C(~); en raisonnant comme ci-dessus,

tout point d’accumulatíon est valeur d’adhérence dana C(Q) et solution

de viscosíté de (PC)c,; c’est it dire v<k —* u
0 dans C(~). Donc y”’

u0 dans CQ).
La preuve dans le cas 1V > 2 est identique; le seul probléme est

l’approximatíon de a E A par des fonctions a,, E C2(R) vérifiant
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Pour cela notons pour 6,q> O

as(k) = a(1v) ±6k, «‘6(k) = kl/2a~(k

)

— 2k1/2± as(k).
dIc

= * p~ + ‘y~(’j)
ayee &Oi) = ¡1 4’& * — «‘6 ¡1 L~(ro,M0I et

) 2

a6q(1v) = (jk
2r1/

2 dr = 1v (fc,’ ?k6n(kr2)dr)

Puisque «‘e,., =«‘e sur [O, Mc,], on a a~ =a6 > O sur ]O, Mc,]. Puísque

«‘~~ E Coo(R±),on a aussi a¿,., E Coo(R+). La fonction «‘~ est contínue
sur ayee «‘e(O) = (<2(0) + 6)1/2 et done

«‘e dans C(R~) quand q—* O pour tout 6 > O;

ainsz

a~ dans C(R~) quaudq —~ O pour tout 6> 0.

Qna

et done mc,

_____ — 6 =a’
/ei/2

(4.,) =mo(a’). D’un autre

a~%(1v)1v — «‘2 <(4~ó +2-y~~~)2.
ae,,(k) — 6,17 —

d ou
e(a&., =(~(a)í./2 + 61/2 +

11 existe done a,~ daus Coo(R+) flA vérifiant (4) telle que a,, —. a dans
e (E?4-)

1

u
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