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Abstract. Generalizing a result of E. Ghys, we prove a general  theorem  that
implies  that if a rational function /  of the Riemann sphere of degree ^ 2 leaves
invariant a singular  domainzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C (a disk or a ring) on which the rotation number
of /  satisfies a diophantine condition, provided  that on C /  is injective,  then
each  boundary  component of C contains  critical  point of / .  The  injectivity
condition  is always  satisfied  for singular  disks  associated  to  linearizable
periodic  elliptic  points of / (z) =  zn +  α, with  n eN , n^2 and aeC. We also
show that the singular  disks, associated  to periodic elliptic points oϊf(z)  = eaz

that  satisfy a diophantine  condition, are  unbounded in C  In the end of the
paper, we give a survey of the theory of iteration of entire  functions  of <C.

Introductio n

In  1920, Fatou  [3, §30]  showed that if a rational  function g, of degree  ^ 2,  left
invariant  a singular  domain  C, then  the frontier  (or boundary) of C in S 2 was
contained in the  ω- limit  set under g of the set critical  points  of g (C is either
(C- diffeomorphic  to D or to a ring). In  1942, Siegel  [9]  showed the existence of
singular  domains that are disks and for  the existence  of rings we refer  to [6,1 and
VIII].

We propose to show in II. 1, under the restrictions that the rotation number α of
g\C satisfies a diophantine  condition  and g  ̂is injective,  then g has at least one
critical  point  in each  component of Fr(C).  This  generalizes  the  partial  result
obtained by Ghys  [4]  who  supposed  that  Fr(C) was a Jordan  curve.

This result follows immediately  from  the main theorem (1.4). The proof of the
main theorem was  influenced  by work of Ghys  [4] who introduced  diffeomorph-
isms of the  circle, by using a form  of conformal  welding for special  cases of
Theorem  1 and related questions. The main ingredient  to prove Theorem  1 is the
fundamental  theorem of [5, IX], as generalized  by Yoccoz  [10]  (we use  [10] to
obtain  rotation  numbers  that  satisfy  a  diophantine  condition  and not  the
"unnatural" set of numbers of [5] that satisfy a condition A). The exact  arithmetic
for  which  the theorem of 1.4 is true is an open question  (see  1.3).
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The question of proving  the existence of a critical point ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g in each boundary
component  of Fr(C) (if α satisfies  a diophantine condition) will have  a  positive
answer  if one can prove  that, if # 'Φ 0 on Fr(C), then gf|Fr(C) is  injective.

We  have  only  been  able  to  do  this  for  the  periodic  elliptic  points  of  the
following  polynomials:

z^>zm + a,  raeN,  m ^ 2,  α eC

We prove  this in 11.14. In 11.15 we give other examples  such that ^|F r(C) has a
critical value on Fr(C) and in 11.16, we show  that if C is associated  to a periodic
elliptic  orbit  of  z^>eaz (with  a  rotation  number  α that  satisfies  a  diaphantine
condition) then C is unbounded in (C (i.e. does not have compact closure in (C). The
proofs use Sullivan's  and Baker's non- wandering domain theorems ([S] and [B5])
as well as  the classification  III.6 tozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA III . 10.

In Appendix II I  we recall results of Fatou and Baker on the iteration of entire
functions, and I would like to thank Baker for many discussions  on this part. The
examples  of III. 9 are  original.

After  I completed a proof of a weaker version of the main theorem, Peter Jones
proposed  considerable  simplifications  by  suggesting  the  use,  in  1.7.1),  of
Caratheodory's  kernel  theorem  and  simplifying  the  structure  of  the  proof  of
Theorem 1. Lemma 9 is due to him. The main theorem presented  in 1.4  is more
general than the original one, the proof is simpler and the version presented should
be considered, in part, joint work with Peter Jones. I would  like to thank him for
this as well as Etienne Ghys for communicating to me his results  [4]. I would  like
to acknowledge  many pleasant  discussions  with Noel Baker, Lennart Carleson,
Adrien  and  Raphael  Douady, Albert  Fathi, Peter  Jones  and  Jean  Christophe
Yoccoz.

I would  like  to thank Karin Lindberg  for  typing, with  great  care, an almost
unreadable manuscript and acknowledge  support from the N.S.F. during my visit
at  MSRI when  the following paper was  written.1

I . The Main Theorem

1.  Notations

We  denote  the  Riemann  sphere  by  §2= (Cu{oo} =  P((C2)  with  its  canonical
complex  structure and  topology.

If A is a subset of S 2 we denote by A the closure of A in S2, by Int(^) the interior
of A9  and by  Fr(^4) the frontier  (or boundary) of A  (i.e. Z n S 2 — A).

We  put on C  the metric d(x,y) = \x — y\ .
If Lis  compact contained in (C we define, for  xeC ,  the distance of x  to  Lby:

d(x,L)=  in fφ c,y) ,
yeL

and we have  \d(xl9L) —

1  After  completing the following  work, Lennart Carleson and Peter Jones, using  a proof of
SiegeΓs  theorem by Jean- Christophe Yoccoz  for  fλ:  z- +λz + z2  and a e. \λ\ =  1, obtained a much
simpler proof that  —λ/ 2 is on the boundary of the singular domain of fλ  associated to 0, for a.e.
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We  denote, for  ε> 0, the ^neighborhood  of L  by:

We  will use  the following notations:

D =  {z||z|< l}  (for  the disk),

S r =  {z IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \z\ =  r}  (for  the circle of  radius  r > 0),

Aρ =  {zE<C|l< |z|<ρ},  l < ρ ^ + o o  (rings).

We  recall  that  if  L  is  a  compact  connected  subset  of  S, Lφ one  point  and
0 φ L φ S 2 ,  then every connected component of S 2 —L is (C- diffeomorphic  to the
disk  D .  Furthermore  if  D c S 2  is  a  simply  connected  domain,  then  Fr(D)  is
connected.

2. Rings

We say that A, an open connected subset of C (or S2), is a ring (or annulus) if A has
the homotopy type of S^  It is elementary  [2, §330- 331] to see that, if ,4φ§2 - {2
points},  then A  is C- diffeomorphic  to a unique  Aρ.

Let  A  be  a  ring,  ^4φS2- {2  points},  h:Aρ^A  a  C- diffeomorphism2  and
f:A- +Aa.  C- diffeomorphism  isotopic to the identity, then h~x  ° /   ° h: Aρ - > Aρ  is of
the form z- >e2πίαz, α e T 1 (see [8,14- 22]). We call α the rotation number of/   and
± α  is  an invariant  of  topological  conjugacy  of/   (cf.  [5, II]).

If ^4cS2  is  a  ring,  then Fr(,4) has  2 connected components (separated  by  a
generator  of  the πί  of  A).

If AC<E  is  a  ring  and  h: Aρ- +A  is  a C- diffeomorphism,  we  denote by  L the
component  (called  interior)  of  Fr(^4) contained  in  the  bounded  component  of

If U C C is open, we say that the function / :  17- >C is univalent iff  is C- analytic
and injective.  The mapping  is  also  called  conformal.

3.  Diffeomorphisms of  the Circle

Definition. We  say  that  αeIR  (mod 1) satisfies  a diophantine condition (and we
denote this by  cue DC)  if  there exists β^O, y>0,  such  that for  every p/ ζ[eQ, we

One has, if n e Z*, then α e DC  onoce  DC.
The main ingredient of the proof of the main theorem of this work, Sect. 4, is the

following  result:

Theorem. Let f  be an Ψ^- analytic diffeomorphίsm of  & x of  rotation number a e DC,
then f  is Ί ^- analytically conjugate on S x  to  the rotation  z^e2πiaz.

This  theorem was  first  proved  in  [5] for  α e A  (the set Ac  DC  and is of Haar
measure  1) and using  [5, A.2.4], it was generalized  by Yoccoz  [10]  to oceDC (see
also  [11]).  It  is  an  open  question  to  know  for  what  α e T 1 — (Q/Z) the  above
theorem is  true. It is not totally  unreasonable  to conjecture  that it is  the case, if

2  Note.  C- diffeomorphism  always means  a  surjection
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α elR—Q, and its convergentszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {pn/ qn)neM  satisfy  the following  condition:

Remark. In the proof of the main theorem, αzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e DC is only needed (in the proof of
Theorem 1) to apply  the above theorem.

4.  The Main Theorem

Let Ac<£ be a ring, ^4φC- {l  point} and L the interior component of Fτ(Λ). We
suppose that, for some ε > 0, the function f:Au  V£L)- ><C is defined, holomorphic,
and f\A  is a (C- diffeomorphism  isotopic  to the identity  of rotation number α.

If L is reduced to a point, then AuL  is (C- diffeomorphic  to D (or C*) and /   is
complex  analytically  conjugate  to z- »e~ 2πιαz.  This  is  also  the case  if  S 2 — L is
connected and L then reduces  to a point.

In the following  we suppose  that L is not reduced to one point. Therefore we
can find a (C- diffeomorphism  h: Aρo - »4,  1 < ρ 0 ^  +  oo, and we can suppose that

L=  n TO
l< Q< Qo

Theorem. With the above hypothesis,  if furthermore / ' φ θ on L, / jL is injective and
as  DC, then f  leaves invariant a ring ADAuL  such that fβ  is a (C- diffeomorphίsm of
rotation number α  and h extends analytically to a neighborhood of  Sx  and L is the
analytic cricle h(βγ).

5.

To prove the main theorem we will need the following  lemmas. We will suppose all
the hypotheses of 4 satisfied,  though in Lemma 1 the hypotheses / ' φ 0 on L and / jL

injective  are not used, and aeDC  is only  used  to prove  Theorem 1.

Lemma 1. / (L) =  L.

Proof. f(L)  C L (since f\A  is isotopic to the identity, f\A(jL  is continuous and f\A  is a
homeomorphism).

/ (L) =  L. Let yeL  and (y;)ie]N be a sequence of points of A converging  to y. Let
(Xί')i' be a convergent  subsequence of (/ ~ 1(yί)) ί to (x e L). As f\AuL  is continuous,
f(x)  = y.  D

We  will now  suppose  that / 'φ O on L and that / jL is  injective.
Since f(L)  = L, f\AuL  is  injective.

Lemma 3.  There  exists  <5>0, swc/z that  f\AuVδiL)  is  unίvalent.

Proof By the implicit function theorem, /   is locally injective  on F εi(L), for some ε1

> 0:  if Xi  and x2eVεi(L)  and f(x1)  = f(x2),  then d(xl9  x2)^^ε 1 .
If the lemma is false, then for every δ > 0, there exists x^δ)  φ x2((5) with  f(xγ(δ))

=  /(x2(<5)X  and  d(Xj(δ), L)<δ,  (j=l,2).   Letting  δt- +0  for  converging  subse-
quences  (Xiiδi)^ and  (x2(δi))h w e  contradict the fact  that / jL is  injective.  D

Remark 1.  As  f\AuVε(L)  is  continuous, by  Lemma  1, given  Jh> 0, there exists
772>O, such that

/ (F , 2(L))C F JL).
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•  There existszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA δί>0,  such that  f\AuVδί(L)  *s univalent (this follows by the above
remark and by the same argument as in Lemma 3 applied  to h(Aρi),  ί<ρ1<ρ0).
We  denote by  f\Au/ (vό (L» i*s  inverse  function  (that extends  analytically  C / µ ) 1

•   One obtains: given  n  ̂ 1, one can find δn>0,  such  that  f\A*VδjL)  are well
defined  and  univalent.

Notations. Let  (J  Ci =  S2—L, the (QX e ( 2 being the connected components and β

a  set  of  indices.  We  will  suppose  that  oo e Q  and  C  ̂ denotes  the  connected
component of S 2 —L containing oo.

Each Ct  is C- diffeomorphic  to D . Let Q( be the set  of i e Q such that

CjC Vδ(L)  (δ being  the number given by  Lemma 3).

We  will allow the possibility  that β i = 0-  Let Q2 = Q- Qi
As  L is not reduced  to one point, S 2 — L is not connected.

Lemma 4. The set  Q2  is finite.

Proof. Otherwise  there exists an infinite  sequence  (Xi)ieQ2  of points, with *; e Q if
izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e Q2 and satisfying d(xb  L)^δ.  Let y be a limit point of the sequence (x^. As y φ L,
y G C io, ί0 e β, we arrive  to a contradiction if Q2  is  infinite.  D

Lemma 5.  Let  D cC  be  a  bounded simply connected domain and  / :D - >D   a
(C- dίffeomorphism. Given ε > 0, we can find ro(0 < r0 < 1) such that, if r0 < r < 1, then

/ (Sr)cF ε(Fr(Z>)).

Proof  As  the set  V={xeD\d(x,Fr(D))^ε}  is  compact and contained in D, the
compact set Z~  X(F) is compact contained in D and the lemma follows easily.  D

Remark 2.  A similar  lemma is  true for  a ring Λc(C,  A = h(Aρ), considering  the
interior component L on Fr(^4).

•   If r- »l,  then given ε> 0, we can find ri  ( 0< r t < 1) such that, for  r1 <r<   1,

(This easily follows from [7, Corollary  9.3, p. 277] by considering a finite covering
of Fr(D) by disks of radii ε/4 and by choosing  an accessible  point in each disk.)

Lemma 6. J/ βx Φ 0, Zeί Q, vviί/i ie β 1 ?  fi.e./ jc.  is holomorphic and univalent), then
f(Ci)  = Cj for  some (unique) jeQ  (and f  is a (C- diffeomorphίsm of  Ct  onto  Cj).

Proof  The  set  / (C^)  is  open  and  connected  and  does  not  intersect  L,  hence
f(Ct)cCj  with  jeQ.  But  f(Ci)nCj=f{C)nCj  [since  / ( F r ( Q ) cL] ,  hence
f(Ct)nCj  is  closed  (and open) in the connected set  Cj.  D

Remark 3.  Using  Lemma 5  and  Remark  1,  we  see  that,  for  Ϊ G Q 2 ,  /   sends
univalently, a small enough neighborhood of Fr(C f) in C{ (that is a ring) onto a ring
that is a neighborhood of Fr(Cy) in Cp  (j e Q). [A neighborhood N of Fr(C f) in Cf

means  that N  contains  l^(Fr (C^nC^,  for  some  ε>0.]
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Lemma 7.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Let 0 < r0 and g: {r0 <  \z\ < 1} - >D- {0} fee a univalent function onto the
ring bounded by g(Sro)  and 8l9  homotopic to the identity. Theng extends on S1 to an
orientation preserving Ψ.- analytic diffeomorphism  ofSv

Proof.  Since, if r0 <r γ < 1 then  f]  g({r < \z\ < 1}) =  & l9 by Schwarz's  reflexion
rί<r<ί

principle [8, 11.7] g extends to an R- analytic mapping from S x to S^ By replacing
g by g'1  the lemma follows.  D

Lemma 8. For i e Q2 we can extend f  to a C00- orientation preserving diffeomorphism
Fι of C{ onto Cp and equal to f  on a neighborhood of F r(Q) in Ct.

Proof This follows immediately from the isotopy extention theorem. We can also
see this in the following way.  Let φt: D - ^Q and q>j: Ό - +Cj be conformal  maps
(onto). Using Remark 3 (and 1), we let

g^φj1  ofoψi'.  {r o< |z|< l}- > D  for some  r o > 0 .

By Lemma 7, if r- » 1, ̂ (Sr) is C 00 close to Si  By considering the radial projection
from 0, one easily constructs a C 00 - diffeomorphism  H of D , equal to the identity in
a neighborhood of S x  in D , and such that H ° g(Srί)  =  S r i  for some ro<r ί<l.   The
rest of the construction is immediate.  D

We define F: § 2 - > § 2 of class C 00  (see Lemma 4) by:

= Fi(x)9  if  xeCi9iεQ2;

F(x)= / (x), ifzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  xφ U Q.
ieQ2

F is a C00- orientation preserving diffeomorphism  of S 2  (since f\Vδ{L) is univalent, or
also since F is an immersion of S2).

We will make the following conventions on the extention F (and we will use
that  same letter F for possibly different  extensions).

Convention 1. On C^, we extend F such that F is C°°- conjugate to z^e~2πiaz  (on
D ) and F(z) = e2πitxz  in a neighborhood of oo (i.e. if \z\ is big enough) (it is enough to
extend  the diffeomorphism  h of Sect. 4 as in the proof of Lemma 8).

Convention 2. If i e 62"{°°}  a i χ d Q is a  periodic component by F of period g [i.e.
Fq(Cι) = CJ then we will suppose  that F has a periodic point pf e Q of period g.

Convention 3. If i e ζ ^ ' 0 0  a n d if Q i s a  periodic component by i7 of period q, such
t h a t / 4  leaves invariant  arbitrarily  small neighborhoods of Fr(C f) in Ct that are
rings,  then  we extend  F on ( / ^ ( C ^ o ^ ^ - !  in such  a  manner  that  Ffc. is
C00- conjugate  to a rotation (this is possible using 2 and a similar construction on
the one in the proof of Lemma 8).

6.

For  the proof of the main theorem we need the following intermediate theorem.

Theorem 1. Let Q be periodic component by F of period q^\ , with ί +  oo and i e Q2,
thenfq leaves invariant a ring Aγ that is a neighborhood o/ F r(C t ) in Ct and such that
f\ q

Aι is a (C- diffeomorphίsm,  isotopic to the identity and of rotation number qoc.
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Proof of Theorem 1. For 1 < ρ < ρ0, let Σρ = h(βρ\   let Dρ be the bounded connected
component of C — Σρ and gρ the conformal  representation of D onto Dρ such that:
gρ(0)eM.%,  gρ(G)=pi  is the fixed point  of Fq

c,  (See Convention 2, pt  does not
depend on ρ.)

1) As  C{  is  the connected  component  containing  pt  in  Int ( f]  D\   by
1  )\   )

Caratheodory's kernel theorem [7, pp. 28- 31], if ρ- >l, gQ- ^gx in the compact open
topology on ID and gx:  D - >Q is the unique conformal representation of D onto C t

such  that g 1 (0) =  pf and # ; (0) e R *.  _
2)  For l<ρ<ρ0,fρ  = g~1oFqogρ  is a C00- diffeomorphism  of D , analytic in a

neighborhood of Si in (C [# ρ is analytic in a neighborhood of S x since g^SJ  = Σρ is
an  R- analytic  submanifold  of C [2, Sect. 349]].

The R- analytic  diffeomorphism  / ρ ( S l is R- analytically  conjugate  on S x (by
g^ofyto  z- >e2πiqaz.

3) The diffeomorphisms  fρ  (1 < ρ < ρ 0 ) are K- quasiconformal  (q.c.) for some
finite K  independent of ρ (since Fq is K- q.c. and gρ is conformal).

4)  By Mori's  theorem (see for example  [1, p. 47]), since / ρ(0) =  0, we have:

y)y*  for  x9yeί5.

_  By Ascoli's theorem, a subsequence  (fβi) i9  ρ^l,  (ρ, > 1) converges  uniformly on
D  to a X- q.c. homeomorphism/ ^ of D [since the rotation number is continuous in
the  uniform  (C°- )topology,  the rotation number of/ 1(Sl  is qa (see [5, II])].

5)  Writing

and using 4), we can let ρf- > l  and take limits in the compact open topology on D ,
and  therefore

At this point the reader should also consult  [4]. It follows (cf. Remark 3) that/ i is
holomorphic on a neighborhood of S±  in D , and by Schwarz's  reflexion  principle
we conclude that the mapping/ i ( S i is R- analytic. If we use at the same time F~qwe
deduce (see also Remark 3 and Lemma 7) th at / 1 ) S l is an R- analytic  diffeomorph-
ism  (orientation preserving)  of rotation number qoceDC.

By  Sect. 3,fx^1 = h°Rqa

oh~x

9  h being an R- analytic  (orientation  preserving)
diffeomorphism  of S x  and Rqa:ze§ί- *e2πiqazG§V  Theorem 1 now follows by
complexifying  h and considering  g^1 of1°g1  (with  1).  D

Using Theorem 1 we consider a C°°- diffeomorphism  F extending/ that satisfies
the Conventions 1 and 3.

Lemma 9 (Peter Jones). The sequence  (Fn)neZ  is uniformly equicontίnuous on S 2.

Proof, a) Let us  show  first  that  Fn  is  X- quasiconformal  for  some  finite K
independent of n (we refer  the reader to [1, Chap. I ] for definitions  and elementary
properties):

1)  If F\Ci is holomorphic, then F"c. is 1- q.c. This is also  the case of F"L.



600  M.  R.  Herman

2)  IfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ct  is  wandering  [i.e.  (Fn(Ci))neE  are  mutually  disjoint]  then  F  is
holomorphic and univalent  on Fj{C^, O^  ^ n , except for  a fixed finite number of
/ s  [at most p =  C ard(β 2) ]  Since F is a C°°- diffeomorphism  of S 2 , F is K -̂ q.c. and
FfCί  is Kξ- q.c.

3)  If Q  is a periodic component [i.e. Fq(Ct) =  Q ] , and, if the whole orbit of C f

by  F  is  indexed  by  β l 5  then F"Ci  is 1- q.c.
4)  By  Lemma 4,  we  are  left  with  at  most  a  finite  number  of  periodic

components of period q3 indexed by a subset  of Q 2  This case is taken care of if we
use Convention 3. (For C^ we can use, for example, Convention  1.) This proves a).

b)  By Convention  1,  e~
2πίnaFn  is the identity on {\z\ >R}  for  some large R > 1.

Let H be a Mόbius transformation such that H(0) = 2R and # ( § 0 =  S 3 K . Applying
Mori's  theorem  [1]  to H~ι  o{e~

2πinaFn)oH  on D , the lemma follows from  a), by
conjugating  back  by H.  [One even obtains  that the sequence  (Fn)neZ  is  uniformly
Holder  of  exponent  l/ K  for  the metric dί  on  S 2 c R 3  induced  by  the  standard
metric of KA]  D

Corollary 1. All  the components Ct  are periodic.

Proof. Let  Ct  be  a  wandering  component, x e Cb  D  a  small  disk  centered  at  x
contained  in  Q.  By  Lemma 9,  there  exists  η>0  such  that  each  Fn{D),   neΈ,
contains a disk  of center Fn(x)  and of radius  η. As  all  the (Fn(D))neE  are mutually
disjoint  [and ^ C ^ ) =  C^]  this contradicts the fact  that the sum of the areas of the
F\D)  is  finite.  D

Corollary 2. /   has no periodic point on L.

Proof. If  xeL ,  satisfies  fq(x)  = x,  then  by  Lemma 9,  \ (f*)'(x)\  = l  and  on  a
neighborhood  Dx  of x, / β  would  be conjugate  to a rotation on Dx.  As D Λ.π^4Φ 0
and  α ^Q/ Z , this  is  only  possible  if L— 1 point.  D

Proo/   o/   ί/ze  Mαm  Theorem.  By  Corollary  1  and  Theorem  1  applied  to  Cb

i e <22"{°°}>/ leaves invariant  an open connected set  U containing AKJL  such that
f\u  is a C- diffeomorphism.  The closure of (fn\u)neZ  for the compact open  topology
on U, is a compact group G of complex analytic diffeomorphisms.  We have G  ̂   T 1 ,
since α ^Q/ Z and the action of G on U extends  the action of T 1  on A  obtained by
conjugating  by  the diffeomorphism  h, the canonical  action of T 1  on Aρ o :  t^Rt,
Rt(z) = e2πitz.  (In fact, the action of G on U is R- analytic but this is a consequence of
what  follows.)

We  conclude that L is a Jordan curve  or a point (cf. Corollary  2), and as L #  1
point, f\L  is  not  the  identity.  Using  the  action  of  G  we  conclude  that /   leaves
invariant a ring containing AKJL.  The theorem follows from 2 and the argument [2,
Sect. 350]  using  Schwarz's  reflexion  principle  to  extend  h  analytically  in  a
neighborhood  of S t .  D

II . Examples of Application of the Main Theorem

1.  Rational Functions

Let  # :S 2 - > S 2  be  a  rational  function  of  degree  d^2,J(g)  its  Julia  set  and  C an
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invariant  singular  component  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  §2  — J(g),  or  equivalently  # j c  is  a
C- diffeomorphi$m  of C [3, Sect, 30]).

By  [6], C is (C- diffeomorphic  to D  (a disk) or to a unique Aρ,  1 < ρ < +  oo (a
ring) and gιc  is complex  analytically  conjugate  to z- >e2πίαz, αeTΓ1 — (Q/Z).

The  existence  of  singular  components  that  are  disks  follows  from  SiegeΓs
theorem  [9]  and  for  the  existence  of  rings,  see  [6].  (SiegeΓs  theorem  is  a
consequence of the appropriate local existence theorem of rings [6, VIII.6 and 12]
and  by  Brjuno's  results  [BJJ  Siegel's theorem is  also  vaJid  for  certain LiouviJJe
numbers, see  [6S 1.4]  for  other  references.)

If oce DC and g  ̂ is injective,  then in every boundary component of C (one for a
disk, 2 for a ring), there exists at least one critical point of g [a critical point c means
g'(c) = 0  in C- charts  of  S 2] .  If  this  were  not  the case  we  would  contradict the
maximality  of  C  [i.e.  Fr(C) <:</(#)],  by  using  1.4  (after  conjugating  g  by  an
appropriate Mόbius transformation).

2.  Examples

From what we see above this reduces the question of the existence of critical points
of g in the boundaries of C to showing  that g  ̂ is injective  [if we suppose that/ has
no critical point on Fr(C)J.

We have only been able to show this for the periodic elliptic points of multiplier
e2π ία ,  one DC, of the following  polynomials:

For  the proof  of  this we refer  the reader  to 14.
Using the above examples and Douady- Hubbard's  theory on polynomial like

mappings  [D ], one can construct many other examples  of entire functions /  that
have a periodic disk  C of rotation number oceDC (i.e. α is the rotation number/ 4

where q is  the period  of C) and such that there exists a critical point of/ in  the
boundary  of the one of  the disks / / (C), j e N .

In 15, we will give other examples  of rational functions /   that have a periodic
disk C of rotation number α e DC and periodic q, but we will only show that / * has
a critical value  in the boundary  of C.

3.  Entire Functions

Let g be an entire function, such that g(0) =  0 and ^(O) =  e2πiα  = λ with oceDC. Let
C be the component of (C- J(g)  containing 0 (CΦ0  by SiegeΓs theorem) and  by
III. 10 C is C- diffeomorphic  to D . By the same argument as in 1, if C has compact
closure  in C  and if g  ̂ is injective,  than g has a critical point on Fr(C).

Remark.  By  Caratheodory's  theorem  [7,  p. 279],  if  ooeC,  then  F r(C )C § 2  is
neither a Jordan curve nor locally  connected (if g is not polynomial of degree 1):

L e t  (ydieK^C be a sequence tending to oo. Then the sequence {{g}c)~
n{yd)ie^

(n^l  fixed)  tends  to  oo  and  therefore  a  C- diffeomorphism  Z:D - >C,  /(0) =  0,
cannot extend continuously to S x  [since / "γ  ° g ° l(z) = λz, for \z\ < 1 and α  e R - Q ] .
By the above argument it is not difficult  to see that the impression of every prime
end of  C contains oo.
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4. Example

We will show  in 16, that for/ (z) =  eαz, αφO, every maximal  periodic disk  of/ of
rotation number α  e DC  has non- compact closure  in  C

5.  Functions on  D

Let  g:Ό - +<E be  a  holomorphic  function  that  does  not  extend  beyond  D .  We
suppose  that  #(0) =  0,  g'(0) = e2πia  = λ  with  oceDC. Let  C  be  the  maximal
^- invariant  open connected set containing 0. By SiegeΓs theorem CΦ 0, and it is
not difficult  to see that, CCD , is C- diffeomorphic  to D and that gιc  is (C- conjugate
to  z- *λz.

By  1.4,  if  C c D  and g  ̂ is  injective,  then there exists a critical point of g  on
Fr(C).

6.

Let / : <C- >C be an entire function  and we suppose  that /   is not a polynomial  of
degree  0 or  1 (but /   can be a polynomial).

We denote by J(f)  the Fatou- Julia set of / (cf.  III). We suppose that z0 e <C is a
periodic  point  of  period  q.  Furthermore  we  suppose  that  zoφJ(f)  and  that
(/ ΎOo) =  e2πία> α e R. It follows that αzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e R - Q . We will suppose in 14 and 16 that
α e DC, but we will not need this until then. Let C be the component of (C — J( / )
containing z0.  By III . 10, C is  (C- diffeomorphic  to D .

We  suppose  that  C  has  compact  closure  in  (C (i.e. is  bounded  in C;  this  is
necessarily  the case if/   is a polynomial of degree d ̂  2). It follows that for all j e N
/ 7(C) has compact closure  in <C.

7.

As C is simply connected, Fr(C) is connected. Let S 2  -   Fr(C) =  C U  C  ̂\1 Q be the
ίeJ

connected components, where ooeC  ̂ and /  is a set of indices at most  countable
(and possibly empty).

Each component C, C^  or  C{  is  simply  connected.
We  denote the "filled  up" compact set  of  C  by

The compact set C is connected and has a fundamental  system  of  neighborhoods

that are connected and simply  connected. We have CD Cu (\J  Cλ.  If we  suppose
\ iel  )

Iή=Φ   then each  Ci9  iel,  has  compact closure. We  have:

8.

Lemma 10. Each Ch  iel,  is a component of <E — J(f).

Proof It is enough to see this for g =fk  (cf. IΠ .lb). By Lemma 1, g(Fτ(Q) =  Fr(C),
and since Fr(C f) C Fr(C) by the maximum modulus principle the family  (gn\ C)n> I i s

normal since bounded. It follows that Q c C -  J(g) but as F r(Q)cF r(C)C J(g) it
easily follows  that  Q  is  a component of C — J(g).  D



Critical  Points on the Boundary  603

9.

Lemma 11. We have Fr(C) =  Fr(C J .

Proof. Since F r(C 00)cF r(C), if we suppose ye  (F r(C ) - F r(C o o) )φ 0, then we can
find a disk Day  such that (f\n

D)n>i is a normal family  since it is bounded, and this
contradicts y e J (/ ).  D

10.

Remark. The above lemma does not imply a priori, that Cf =  0; this fact can be seen
using  Wada  lakes  and similar  examples [HY].

11.

By the same argument  as in Lemma 1 [the only  things one uses is that  f:fj(C)
- +fj+1(C),je¥l,  is a homeomorphism  and/ J'(C) has compact closure  in <C] we
have

We  deduce from  this and Lemma 10 that

fif^QKf^HC),
where fJ(C)  is defined  in a similar  way to C.

For the definition  of singular  values we refer  the reader to III.3.

12.

Lemma 12. / / /  has no singular values in a neighborhood of  \J  fj(C)  then, for
every O^j^q,  osjsi

W< o>:

is a homeomorphism.

Proof. Let F be a connected and simply  connected neighborhood of fj+i(C)  such
that/ has no singular value in V. Since/ jy-   1{V) :f~

ι(V)^>Vis  a trivial covering3, the
(C- diffeomorphism

1

extending  continuously  to a continuous map h from/ 7+ 1(C)  in to/ J(C), and the
lemma follows  from:

/ofc(z) =  z,  if  ze / ; + 1( C )

and

Λo/ (Z) =  Z ,  if  zefj(C).  D

3  We use the word  covering in the sense of revetement (in  French)
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13.

Lemma 13.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA We suppose that:
a)  No component  o/ (C —J(/ )  is wandering.
b)  If we denote by S(f)  the set of singular values off  then there exists s0 e  S(f)

such that
i)  lim  f"(s)  =  oo for  every s e S(f)  — {s0},

n- + +  oo

ii)  inf  infd(/ "(s),Fr(C))>0
S ( / ) { }  N

/ i) implies  ii) if S(f)  is finite].
c) For  every O^j^q- l,  soφFr(f\Q).

is  injective.

Proof. By Fatou's result the set  (J  fn(S(f))  contains F = \J Fr(/ >(C)),seeIIL10.

By b) it follows that Ω = {fn(s0\n^O}  contains F. Let us prove  that s0 e / ( / ) . If
s0 φ J ( / ) , then using a) and the classification  III.6 to 10, we would contradict Ω 3 F
and hence s0 e J{f).  Now, by c) and Lemma 10, all the hypothesis of Lemma 12 are
satisfied  and Lemma 13 then follows  from  Lemma 12.  D

Remark. If a) and b) are true, then we always have  soeJ(f).
In the following  examples condition a) of Lemma 13 is automatically  satisfied

by  Sullivan's  theorem and  Baker's  theorem, cf.  III.7. We  will also  need  the  full
strength of 1.4, for in 7 we could have F r(Q) =  F r(/ J(C)) for som e;^ 1  and there
could  a  priori  exist  other  periodic  elliptic  points  associated  to  some  of  the
components Ct  (see 10).

14.

Proof of  2. Let / (z) =  zm +  α, m ^2, ae<£ and we will suppose  that we are in the
situation of 6, with oteDC. If we suppose  that condition c) in Lemma 13 is true,
then we can apply Lemma 13, and using 1 we arrive at a contradiction; hence c) is
not true. We deduce from this that so =  α = / ( 0) eF r ( / J + 1( C ) ) for  some  ^O. But
since/ : F r( / j(C)) - + F r(/ j+ 1(C))  is surjective,  this implies OeF r(/ j(C)) for  some
integer j .  •

15.

Other Examples, i) Let/ be polynomial such that all the critical points except one
belong to the basin of attraction of  oo. We  suppose furthermore /  has a periodic
elliptic point z0  as in 6, with aeDC.  Then/ * has  a critical value  on Fr(C).

The proof  is  the same as  above.

ii)   Let f(z)  =  λi*   +  λ2*  , χγ  =  ̂ ^  α   6  D C  a n d  ^  > l  O r Λ2 =  1. Let C be the
(1 - \ - z)

singular disk associated to z0 =  0. Then/ has a critical value on Fr (C) [this follows
by similar arguments to 14 using that basin B of attraction of oo contains a critical
point off  and f±1(B)  = Bl
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iii)  LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f(z) = e2πiaz  + zd, dΞ>2, α eD C. Let C be the disk  associated to zo =  0.
Then there exists a critical value of/ in  Fr (C). (The proof is similar to the one of 14
by  using  the fact  that  /   commutes  with  z- >e27"/ (α~ 1}z  and by  proving  an
appropriate modification of Lemma 13.)

16.

Proof of 4. Let / (z) =  eaz, a φ 0, /  has only one singular  value s0 =  0, the omitted
value.

We suppose that/ has a periodic elliptic point z0 with the conditions of 6 (i.e. C
has compact closure in (C) and furthermore α e DC. We want to show that C cannot
have compact closure in (C. By 3, it is enough to see that we can apply Lemma 13.
This is the case, since all the conditions of Lemma 13 are verified  (evenc)): for if
0eF r( / - / + 1(O) , for som e;eN , this would  contradict the fact that/ :F r(/ J"(C))
- >F r(/ 7+ 1(C)) is surjective  [by the same proof as for Lemma 1, using that/ J(C)
has compact closure in C ]. By the absurd, 4 follows.  D

17.

Let us give 2 propositions related to the question of the injectivity  of g =fq  on C
(we make the hypotheses of 6).

Proposition 1. If g is a polynomial with no critical values on Fr(C) then g is injective
on the set A of points of Fr(C) that are accessible by a Jordan arc in C.

Proof. Let x φ  y, x9 and ye A, and g(x) = g(y). Then there exists a Jordan curve c,
c =  c([0,1]), where c: [0,1] - ><C is continuous, injective on [0,1 [, c(0) =  c(l) =  g(x),
an dcQ0, l[)cC .

F r ( C )

11 il l 11 i I  i 1 I

F r ( C )

As g is a polynomial and S(g)nFr(C)  = 0, by changing the Jordan curve c we
can  suppose  that  cnS(g) = Φ and therefore  g~ι{c)  is a union of closed Jordan
curves.  It follows  that  if cx  is  the closed  Jordan  curve  containing x, y, and
(G\C)~  1(CQ0? 1 D)>  a n d if D1 is the open disk bounded in C by the Jordan curve cί9

then  by  the maximum  principle,  {gn\ DX^0 is  a  normal  family  since  x + y,
D1nJ(g)  Φ  0, and the proposition follows  since we arrived at a contradiction.  D

Proposition 2. The map g]Fr(C)  has a dense  orbit.

Proof. Let / z:D - >C be the unique conformal map with h(0) = zo  and h'(0)>0.
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We  have:

goh(z) = h(λz),  for  |z |< l  and  λ = e2πi\   (1)

Let B be the set  ίz e SJlim h(rz), 0 ̂  r < 1, exists}. By (1) we have for zeB,  λzeB.

For z e 2? we define  / i^z) =  lim h(rz). The set 1? is a borel subset  of Fr(C) and the
r- *l

mapping hx  :B- >F(C)C(E is  borel.
Using (1), we obtain:

gohι(z)  = hί(λz)9  for  zeB.  (2)

By Fatou's theorem, the Haar measure of B is equal to 1. Let µί=dθ\B  be the
induced probability  measure on B by  the Haar measure of Sl9  dθ. Let µ  be the
probability measure direct image of µ x  by hγ  [i.e. for every borel subset of C, µ (A)
=  µ1(hϊ  1(Λ))']. By (2), the measure µ is invariant by g and g is µ- ergodic, since ^risa
factor of z 6 B- >λz e B. We want to show that the support µ equals Fr(C). Let us
argue by contradiction: we suppose that there exists azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e Fr(C) and ε >0, such that
the Haar measure of  the set

is equal  to 0.

We consider a Mόbius transformation /(z) =   - . The holomorphic function

1 oh: D - »C is univalent and therefore by [Du, p. 50], UheHP(Ό ),  0<p<^,  where
Hp  denotes  the Hardy  space.  Our  hypothesis  implies  that  hh1eLco(S1).  Since
hheHp,  0 < p < i  and  / o ^ eL 0 0 ,  we  conclude  that  / °/ zetf°°(D)  and  this
contradicts  the  fact  that  oo eFr(/ °/ z(D)). By  the  absurd  this  proves  that  the
support  of µ equals  Fr(C); and since g  is µ- ergodic,  Proposition 2 follows.  D

III . Appendix. Iteratio n of Entir e Functions

7.

Let/ : <C- >C be a holomorphic map (or entire function) and we will suppose in the
following  that /   is not a polynomial  of degree  0 or 1.

By [F ], the set W~n(x))n^  i is infinite if x is not the exceptional Fatou value  of/
[i.e. x =  e o 6C , n e N , and f(x)  = e0 +  (x — eo)

neG{x\   G being an entire function].  If/
has a omitted value w [i.e. / (z) =  w +  eG ( 2)], we will denote this value by w with the
convention  that if w does not exist then {w} = 0.

2.

We  denote the Fatou- Julia  set  of/   by  J ( / ) c C :xφj(f),  if  there is  an open set
[7 3 x, such that the family  (fn\ u)n^1  is a normal family from U into S 2 (we allow oo
as a possible  limit function).
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We  have  the following  properties:
a)  The setzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J(f) is non empty, closed  in <C, perfect  and, if J ( / ) # C ,  then J(f)

is  nowhere dense,
b)  J(fn)  = J{f\n^\ .
c)  / W)W(/ ) - {w}, f- \J{f))  = J{f)  and  therefore

d)  As, if xe  J ( / ) , then for every neighborhood  V3x,  (J / "(F ) D<C - {e0} , e0

being, if it exists, the exceptional  Fatou value  of/ ;  it follows  that:
For  every xe  J ( / ) —{e0}, the set  (/ ~M(x))n^i  is dense  in J(f).
There exists a dense Gδ, GcJ(f)  such that, if x e G, then {/ "(*), w^ 1} is dense

in J ( / ) .
All  the above  properties  are due to Fatou [F ] (see [3], [BR], and [6] for  the

case of rational functions). The following  property is due to Baker  [ BJ :
e)  The set  of  repulsive  periodic points is dense  in J(f).

3.

Remark. Let x0 be a periodic point of/   [i.e./ fc(x0) =  x0]  with multiplier  (fky(x0)  a
root of unity, then x0 e J(f)  [iϊx 0  φ J ( / ) , then/ fe would be periodic and therefore/
would  be a polynomial  of degree  1].

4.  Singular Values off  ( = Critical Points of f  x)  (see  [B3]J

They are the values  S{f)  that stop/ from  being a covering map (or revetement in
French) (see [A, Chap. I, N o. 14, p. 29]) and S(f)  is composed of i) and ii):

i)  Every algebraic critical value belongs  to S(f)  [i.e. f(c) e S(f)  with CG(C and
/ '(c) = 0]

ii)  Every transcendental critical value s (or finite  asymptotic value) belongs to
S(f)  [i.e. there exists a path 4 γ: [0,1[- ><C, such that y(ί)- >oo and/ (y(ί))- >s e C, if
t - 1 ] .

If/   has an omitted value w then w e S(/ ) (since w is a finite asymptotic value)
and  if/ is  a transcendental  entire  function  "one  should  add"  {00}  to S(f)  and
J( / )  (which  we will not do).

5.

If D = {z\ \z -  zo\  < r} and if S( / )nD =  0, t h en / :/  " 1(D)^D  is a (trivial) covering (cf.
[A, p. 29]).

Let U be open  and  connected, with  f(U)=U- {w}  and / (F r(l/ ))cFr(E7),
where Fr (17) is the frontier of U in C, then /j ̂ : Ϊ7 - •  [7 is not a covering if one of the
following  conditions is satisfied  (cf.  [A, Chap. I, N o. 14, p. 291]):

•   There exists ce U, a critical  point  [i.e. / / (c) =  0],
•   {w} +  0 and weU.
•   There exists an asymptotic  value  in  U:  there exists a path y(ί):  [0,1[- »C7

such  that y(ί)—>oo and f(γ(t))- +seU,  if t—>1.

4  We  can  replace  path by  Jordan  path
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One  shows  (see  [B3])  that  the singular  values  of / ",zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n^\  are contained5 in
U   fj(S(f))  [and the inclusion  is  an equality  if S(f)  is bounded].

j

(We  use the following  fact:  if/ and  g  are non- constant entire functions, then
[B3]

S(f°g)CS(f)υf(S(g)),
and  the inclusion  is  an equality  if,  for  example, S(g) is  bounded since

is  a covering map.)

6.  We suppose that  J ( / ) φ C

Let  C  be  a  component  of  (C — J(f).  Then  there  are  only  the  2  possibilities
(considered by  Fatou [3]  and Julia):

a)  The sequence (/ "|c)«>o  has only constant limit functions  [a limit function
means  the  limit  in  the  compact  open  topology  of  a  converging  subsequence
(/ Ί cX ^o wi t h θ < n ί < n i + 1 ] .

b)  There exists  a non- constant limit  function.
There are also  the 2  possibilities:
1)  C  is wandering  [i.e. (fn(C))n^0  are mutually  disjoint].
2)  C  is  preperiodic  [i.e.  there  exists  integer  /c^O  and  g^O,  such  that

f
k+ q

(C)= f\ c)i
Fatou  [3, Sect. 28]  (see also  [BR]) shows  that  1) implies a).
To study the case 2), it is enough to suppose that/ (C) — C — {w}.  We have then

the possibilities  a) and b). We  will divide  a) into:
ax)  The sequence {f{c) n^ i has one finite constant limit function and C is called

a finite Fatou component.
a2)  The  sequence  (/ jc)w^i  tends  to  oo  and  C  is  called  an  infinite  Fatou

component.

7.  Wandering Domains

Baker  showed  in  [B4]  that  wandering  domains  could  exist  for  an  entire
transcendental  function.  For  other  examples,  see  [6,  11.11].  All  the  known
examples  satisfy:  ( / w |c ) ^ i  tends to oo.

Question. Does there exist an entire function f  with a wandering component C of
<C- J(f)  such  that  U   fn(Q  has  compact closure in  C?  (If  C  exists,  by  the

maximum modulus principle, C is  simply connected.)
Sullivan  showed  that for  a  rational function /   of  S 2  every  component C  of

S 2  — J(f)  [we suppose that S 2 — J ( / ) is non- empty] is preperiodic (see [S]). Baker
showed  [B5]  that for  every  entire function  of  the form

/ ( z) = f  P(u)e^du  or

5  Baker  showed  that one can  replace  contained  in by  equal  to
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wherezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P and Q are polynomials and Px  is a non- constant polynomial, then every
component  of C — J( / )  is non- wandering  (and therefore  is preperiodic).

In particular  this is  the case for/ (z) =  eflZ, αe(C- {0}  (this special  case follows
also  from  [G ] and  [B5, Sect. 3]).

8.  Finite Fatou Components C,f(C)  = C- {w}

Fatou  shows  that  (/ "|c)w>i  tends  locally  uniformly  on  C to xoeC,  xoe(C,  and
f(xo)  = xo  [3, Sect. 56] (what is used is that the fixed points of/   are discrete in (C
an d / is  holomorphic on S2- {oo}).

If xe  C, then m=f\x0)  (the multiplier) satisfies  \m\< 1.
If xφC,  then m= 1 [3, Sect. 54].
Furthermore, every fixed point x0  of/   with \m\ < 1 gives rise to one finite Fatou

component and every fixed point x0  of/ with  m=  1 gives rise to d— 1 finite Fatou
components, where d is the order of con tact / to the identity at x0  [3, Sect. 9 and
Sect. 11].

Furthermore, Fatou shows  [3, Sect. 30] th at / jc : C^C  can not be a  covering
map, and it follows  that C n S( / ) φ 0.

9.  Infinite  Fatou Components,  C, / (C) =  C- {w}

Then  (/ "|c)π^i  tends  locally  uniformly  to  oo. Baker  showed  that  C is  simply
connected  [B2]. There are  the 2  possibilities:

1) f\c:  C^Cis  not a covering map. The first example z- +z+ l+e~z  was  given
by  Fatou [F , Sect. 15].

2)  f\ c  is a (C- diffeomorphism. (It is not difficult  to see that this implies that / has
an  infinite  dimensional  space  of quasiconformal  deformations.)

Examples, i) Let α eR , 0< fl< l, feeR ,  and/ ,(z) =  z +  —  sin(2πz) +  b. If we choose
2π

the number ί? such that the rotation number offb9  Q(fb\ jg) =  α e R , satisfies  α eD C
(which is possible by [5, II and III]), then we can use 1.3 and complexification  to see
that / leaves  invariant an infinite Fatou component CDlR. Let us show that/ jc is a
(C- diffeomorphism.  We  denote by  p:C - >C/ Z , the canonical projection,  and  set
Rq(z) = z + q1  qeZ.  Then, since  Rqof=foRq,  one  deduces  that  Rq(C) = C.  We
denote  by  / :C / Z ^ C / Z the  induced  map  by  the  entire  function  /   We  have:
f(p(C))=p(C).  It follows that the family  (f^cX^i  is normal (since it omits more
than 2 values  of <C*) with non- constant limit functions  (since f\M/ z  is of degree 1).
Therefore p(C) ClR/Z is contained in (and is even equal to) a singular domain  of/ ;
and by the same argument as in [3, Sect. 28] (see also [BR]), we conclude that p(C)
is  a ring  (or a disk) and that f\piC)  is  a  C- diffeomorphism.

It follows that/ jc is a (C- diffeomorphism  [_p{C) is a ring since C is connected and
it contains R ] .

ii)  Let  (XGDC,

and

) =   e2πiazez
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One has, forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  qeZ,  Rq°f=f°Rq  and a commutative diagram:

/ : CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > C

I I
exp(z)  exp(z)

g:<£*  > C*

One concludes, using SiegeΓs theorem [9] (see also [6, VIII.6]) applied to g at z =  0,
that/ has an infinite invariant Fatou component, C, containing {Rez < — k} with k
a  large  positive  real  number.  In  a  similar  way  to  i), one  shows  that / jc  is  a
C- difFeomorphism.

iii)  To  give  an  example  of  1), it  is  enough  to  take  in  the  example  of  ii),
oc = pjq1  eQ, use the fact  that g has at least qί  — 1 finite Fatou components at 0
(with 12), and then replace, if necessary, α by  α +  p 2, p2  eZ , (to avoid  wandering
domains). (Fatou's example is a special case of the case when g has an attracting
fixed point  at 0.)

10. Singular Components C,f(C)  = C

If (f\c)n ̂  l has a non- constant limit function, then/ jc is a C- diffeomorphism  and the
closure  in  the  compact  open  topology  (on  C)  of  the  sequence  (fn\c)neZ  is
isomorphic to the circle group S x  (see [3, Sect. 28] or  [BR] and also  [6,1]).

Since an entire function C cannot have a ring, C is (C- diffeomorphic to D an d/
has a fixed point zoeC  with

If h: D - >C is a C- diffeomorphism,  with  /i(0) =  z0,  one has, for  |z| < 1,

h- iofoh(z)  =  e2πiaz.

By the same argument as for  rational functions  [3, Sect. 30] or [BR],

U   fj(S(f))  contains F r(C).

11.  Cases where <£ =  J(f)

Baker gave in 1970 [B3], an example of an entire function/ such that«/ (/ ) =  C, and
Misiurewicz  showed  this for z- >ez [M ]. Baker and Rippon showed in [B6], that
there exists a dense G -̂ set, G cT 1 , such that, if α e G, then the entire function

satisfies  J ( / ) =  C.
Let us notice that by 2.d) and the description of the components given from 6 to

10, we have:

0

•   There exists z ε C  such that the orbit  ( / "(z)) n g0 is dense in  C

Remark. Let / (z) =  z +  ...  be an entire function  different  from  the identity. For
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1,  let/ α(z) =  e2π ία/ (z). Then there exists a dense  G -̂ set, G cT 1 , such  that, if
α e G, then/ α is not linearizable  at 0. To show  this, let:

For α e T 1 fixed, r- »φ(α,r) is nondecreasing by maximum modulus principle and
forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  r fixed, α - >φ(α,r) is  lower  semicontinuous.

Let G1/ n=   jα e T 1  φl  α , - j  =  +  oo>. The set  G 1/M is a Gδ  and so is

GzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — [  ]   Gii
n
.

To see that G  is dense, it is enough to remark that GDQ/ Έ  (cf. 3) and α e G iff/α  is
linearizable.

(On related questions  the reader  should  consult Cremer's paper  [C].)

12.  Connectivity of  Components  o/ C — J(f)  [B5, Sect. 3]

Let  C be a component of <C — / ( / ) .  If C is not simply connected then:
•   /   is  a  polynomial  and  C is  the basin  of  attraction of  00  [C has  infinite

connectivity iff  there exists a critical point c off  such that /"(<?)- •  00, if n- > +  00].
•   The component C is a wandering component of C — J{f)  (for an example of

a non- simply  connected wandering  component, see  [B4]).
In all  the other cases  C is simply connected  [if  C is a finite preperiodic Fatou

component (cf. 8) or a preperiodic singular component (cf. 10) this follows from the
maximum  modulus  principle;  for  infinite  preperiodic  Fatou  components, this
follows  from  [B2]].

Remark. If  C is  a component of C — J( / )  and if  the closure  C- {oo} of  C (in C)
satisfies C- {oo} +  <C, then C is the interior (in (C) of C- {oo}  [for  the family  (ffc)n^0

omits more than 3 values].
For/ (z) = ez — ez°, where z0  G (C satisfies \ez°\  < 1, the basin of attraction of z0, C,

is  such  that C = §2.
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