
Communications in
Commun.  Math.  Phys.  98, 391- 424 (1985)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  MathΘITiatiCθ l

Physics
©  Springer- Verlag  1985

Asymptotically Anti- de Sitter  Spaces

Marc H enneaux
1
'* and Claudio Teitelboim

1
'
2

1  Center for  Theoretical Physics, The University  of Texas  at Austin, Austin, TX  78712, USA
2  Centro de Estudios Cientificos  de Santiago, Casilla  16443, Santiago 9, Chile

Abstract.  Asymptotically  anti- de  Sitter  spaces  are  defined  by  boundary
conditions on the gravitational field which obey the following  criteria: (i) they
are O(3,2) invariant; (ii) they make the O(3,2) surface  integral charges finite;
(iii) they include the Kerr- anti- de Sitter metric. An explicit  expression  of the
O(3,2) charges in terms of the canonical variables  is given. These charges are
shown  to close in the Dirac brackets  according to the anti- de Sitter  algebra.
The  results  are extended  to the case of  JV =  1 supergravity.  The coupling  to
gravity of a third- rank, completely antisymmetric, abelian gauge field  is  also
considered. That coupling makes it possible to vary the cosmological constant
and  to compare the various anti- de Sitter spaces which are shown to have the
same energy.

1.  Introductio n

The  need  for  a  satisfactory  explanation  of  the  vanishing  of  the  cosmological
constant is one of the outstanding problems of theoretical physics.

One  feels that a possible way of making progress  toward an eventual solution
of  the problem  is  to become familiar  with  one's enemy. Thus we  investigate  in
detail in this paper the dynamics of the gravitational field when the cosmological
constant  is  negative.

The  reason  for  restricting  ourselves  tozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Λ<0  is  that  in  that  case  spacelike
surfaces are open (non- compact) and the system possesses a richer structure due to
the  presence of  an asymptotic  O(3,2) symmetry  at  spacelike  infinity.  It is  then
necessary  to incorporate this asymptotic symmetry  into the hamiltonian of the
theory just as one incorporates the asymptotic Poincare group in the case A =  0
[1].  This problem does not arise if A >0, since in that case the spatial sections are
generically  compact and there is no asymptotic structure.
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"To incorporate the symmetry into the hamiltonian" means that one must find
appropriate boundary conditions at  infinity.

The first step in that direction is to observe that whenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A < 0 the solution of the
matter free Einstein equations possessing the maximum number of symmetries is
the anti- de Sitter spacetime [2] whose group of motions is O(3,2). This geometry
takes  then  the  role  played  by  Minkowski  space  when  Λ = 0. Therefore,  one
demands that the allowed fields in the action principle should approach at large
spacelike  distances the anti- de Sitter  configuration.

However, this observation in itself is not sufficient.  One must specify  precisely
what is meant by "approaching asymptotically  the anti- de Sitter geometry." This
must be done by finding a set of boundary conditions at spacelike infinity which
satisfy the following requirements, (i) The asymptotic conditions must be invariant
under  the  action  of  the  anti- de  Sitter  group  since  otherwise  a  symmetry
transformation  would  map an  allowed  configuration  onto a  non- allowed one.
(ii) The symmetry  transformations must have well defined  canonical generators,
i.e., one must  be  able  to  improve  the naive  weakly  vanishing  hamiltonian by
adding to it appropriate surface  integrals  which make its  functional  derivatives
well  defined  [1],  These  generators  should  obey  the  O(3,2)  algebra,  (iii) The
boundary  conditions should  include the asymptotically  anti- de Sitter  solutions
of physical  interest, such  as  the Kerr- anti- de Sitter metric  [3], since  otherwise,
they  would  be  too  restrictive,  (iv)  Lastly,  the  boundary  conditions  should
preferably  be  expressed  directly  in  terms  of  the spacetime metric components,
which are the variables to be summed over  in the path integral.

Now, it  is  not satisfactory  to  simply  mimic the boundary  conditions of the
A =  0 case, that is, to require the allowed  metrics to differ  from  the anti- de Sitter
configuration, written in the standard coordinate system, by perturbation terms
vanishing  as  r "

1
  at infinity.  Indeed, by  doing so, one gets boundary conditions

which not only do not obey requirement (i) above, but which also fail to make the
O(3,2) surface  integrals  convergent.

Therefore,  it  is  necessary  to  reconsider  asymptotically  anti- de Sitter  spaces
from  the very beginning. This program is carried through in this paper.

We propose in the next section a precise definition  of asymptotically anti- de
Sitter  spaces  by means of boundary  conditions at  spatial  infinity  on the metric
coefficients.  These  boundary  conditions  are  explicitly  shown  to  be  O(3,2)
invariant and to contain the Kerr- anti- de Sitter metric. They are also  shown to
imply the asymptotic conditions listed in [4], which were expressed in terms of the
Ricci tensor components.

The  canonical  analysis  is  undertaken  in  Sects.  I ll  and  IV,  where  the  last
necessary condition (ii) on the boundary conditions is proved to hold. An explicit
surface  integral formula for  the O(3,2) charges is given in terms of the canonical
variables of gravity. These surface  integrals  are all finite and close  in the Dirac
bracket  according to the O(3,2)  algebra.

New developments have been made recently in the study of the stability  of the
anti- de Sitter background [5- 7]. Based on arguments similar to those of the A =  0
case [8, 9], the anti- de Sitter solution has been shown, for a given A, to be a state of
minimum energy. This result follows from the existence of an additional symmetry,
namely, supersymmetry, under which the anti- de Sitter configuration is invariant
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(at least in the simpler models). Supersymmetry  enables one to find  a  manifestly
positive expression for the energy, by considering the variation of the supercharge
under an infinitesimal  global  supersymmetry  transformation  [10- 13].

These arguments remain formal in thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A < 0 case, however, as long as precise
boundary conditions on the fermionic partners of the gravitational field are not
given. These boundary conditions should obey criteria analogous to those of pure
gravity, that is, they should be invariant under supersymmetry  transformations
[and under O(3,2)] and they should make the supercharge surface integral finite.
It is only if these requirements are met that the graded extension of O (3,2) will be
realized as a canonical (asymptotic) symmetry.

Again,  one  cannot fulfill  the  above  demands  if  one  simply  takes  over  the
boundary  conditions of  the A = 0 case  \_ψχ = O(r~2)~\  and a detailed  analysis  is
necessary.

That analysis  is provided here for N =  1 supergravity,  along the same lines as
for  pure  gravity.  Boundary  conditions  under  which  the  asymptotic  OSp(l,4)
symmetry  is  incorporated  into  the  hamiltonian  of  the  theory  are  given. The
canonical generators of the OSp(l,4) superalgebra  are shown to be well defined
and, as an immediate consequence, they close in the Dirac bracket according to the
OSp(l,4) superalgebra, so important in the proof of the positivity  theorems. The
extension  to more elaborate models  is not considered here but  should proceed
along  the same conceptual lines.

Lastly,  since  the ultimate goal  of  the study  of  gravity  with  a  cosmological
constant  is  to  understand  why  the  latter  vanishes,  it  is  necessary  to  set  up  a
formalism  in  which  all  anti- de  Sitter  configurations  with  different  radii  of
curvature live in the same space, so  that they can be compared.

We study that question in the last section, in the case when the mechanism that
induces the cosmological constant is the coupling to gravity of an antisymmetric,
third- rank, abelian gauge field [14]. The hamiltonian formalism  is  shown  to be
well defined even when one considers different  values of A simultaneously and the
appropriate surface integrals are given. We find that when the theory consists only
of gravity  coupled to the antisymmetric tensor, all  anti- de Sitter spaces possess
classically  the same O(3,2) charges  (including the energy).

Finally, some useful  information  about  the geometric  properties  of anti- de
Sitter spaces  and the Kerr- anti- de Sitter solution is collected in the appendices.

The results of this paper have been previously  reported in abbreviated form in
[15, 16].

II .  Asymptotically Anti- de Sitter  Spacetimes

As we mentioned in the introduction, the boundary conditions at spatial  infinity
should be devised  so as  to meet the following  three requirements:

(i)  they should contain the Kerr- anti- de Sitter metric [3], a metric which it is
reasonable  to take as  the prototype which  all  isolated  systems  in anti- de Sitter
space approach at  infinity;

(ii)  they should be invariant under the anti- de Sitter group O(3,2);
(iii)  they should make the surface  integrals  associated with the generators of

O(3,2) finite.
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For  defϊniteness, we consider the coordinate systems  in which the empty anti-
de Sitter metric reads

( £ ) 2 ] [ ( £ ) 2 ]   V  +  rW.  (HI)
Here,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R  is  the  radius  of  curvature,  related  to  the cosmological  constant A  by
R = (ί/ —Λ)112.  The components of the Killing vectors in that coordinate system as
well as some of their properties are given in Appendix  A.

One  way to fulfill  the conditions (i) and (ii) above is to start with the Kerr- anti-
de Sitter metric, whose asymptotic structure is discussed in Appendix B, and to act
on  it with  the O(3,2) group in all possible ways.

If one goes  through that procedure, one generates  metric perturbations  hλµ

(ds2
 =  ds2, + hλµdxλdxµ)  which behave  asymptotically  as

(Π.2b)

(Π.2c)

(Π.2d)

(Π.2e)

, θ, Φ) +  O(r~
2
),  (Π.2h)

This motivates our adopting (II.2) as boundary conditions. One easily checks
that these are O(3,2) invariant: the Lie derivative of the perturbation hλµ  along the
anti- de Sitter generators obeys the same boundary conditions as the perturbation
itself.  This  can  be  easily  seen  by  straightforward  computations  using  the
asymptotic  behavior  of  the  Killing  vectors  given  in  Appendix A  [formulas
(A.8a- c)].  [It is assumed  throughout that drO(rn) = O(rn~1)  when needed.]

The  above  boundary  conditions are  actually  invariant  under Lie transport
along a wider, infinite dimensional group generated by the vector fields ξµ

  obeying

ξµ- ίξtUZb  >0.  (113)
r- +co

Here, the components ξa£ of ξµ
  along the Killing fields  Uµ

b  (α, b =  1,..., 5) are ten
constants. The precise fall  off  of  (II. 3) is determined in Appendix C.

It will be shown in the next section that the transformations with ξa£ =  0, which
vanish  at  infinity,  have  no  surface  integral  associated  with  them  and  are
accordingly  pure ("proper"  [17]) gauge transformations. Two  invariance trans-
formations differing  by a pure gauge transformation, i.e., characterized by the same
coefficients  <^, must be identified since they produce the same physical effects. The
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quotient group so defined is just the anti- de Sitter group, which is in that sense the
asymptotic symmetry  group of the theory.

What  happens  here  is  quite  different  from  thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Λ = 0  situation, where  the
asymptotic symmetry group contains not only the Poincare transformations but
also angle- dependent translations ("supertranslations") when one adopts the usual
1/r fall off of the metric to its Minkowskian value. The resulting group is called the
Spi group and is analogous  to the B.M.S. group  [18].

A  similar  difference  between  Λ = 0  and  Λ + 0  occurs  in  the  study  of  the
asymptotic properties at null infinity, which coincides with spatial infinity  in the
Λ<0  case  [2]  and  possesses  ten  conformal  Killing  vectors.  These  vectors
correspond  to  the ten asymptotic isometries  discussed  above. When  A =  0, null
infinity  is a null surface  and its degenerate induced metric possesses an infinity of
conformal  motions [19].

When A — 0, one must impose stronger boundary conditions at infinity in order
to get rid of the supertranslations. These can be parity conditions on the metric and
its momentum [1]  or asymptotic conditions on the magnetic part  of  the Weyl
tensor  [18].  (In the  former  case, not  all  supertranslations  are  eliminated, but
because  the remaining ones have a vanishing  charge, they are effectively  proper
gauge transformations  and there is no ambiguity  in the Poincare charges.)

But,  when  the  cosmological  constant  is  negative,  there  is  no  need  to
reinforce the natural boundary conditions (II.2) displayed above, since the anti- de
Sitter  group  is  selected  by  them  as  the  asymptotic  symmetry  group.  These
boundary  conditions are accordingly  satisfactory  as  they stand, and will  define
what we mean by an asymptotically  anti- de Sitter space. As discussed  in the next
section, they make all  surface  integrals  associated  with O(3,2) finite.

[It should be pointed out here that one can in fact relax (IL2d,f,g) and assume
that the radial- angular components of the perturbation tend to zero at infinity  as
r~ 2.  This would not be a significant  generalization, however, for  one can always
make  these  components behave  as  r~

4
  at  infinity  by  an  appropriate "proper"

spacetime  coordinate transformation.  Hence,  these  seemingly  wider  boundary
conditions will not be considered here.]

The question immediately arises here as to the relation between (II.2) and the
boundary conditions of [20, 6, 4]. In order to answer  that question, we first note
that  the "physical metric"

is conformally  related to the metric ds2,

ds2  = Ω2ds2,  Ω

for  which  the surface  at  infinity  r =  oo -   hereafter  denoted by  I   -   is  at  a  finite
distance. Introducing the new coordinate

(which is such that the coordinates of/   -  now defined by x1'  =  1 -  are all finite), one
then easily checks that: (i) ds2

  is  regular  close  to and on the surface  at  infinity;
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(ii) the induced metric on the surface  at infinity is

. - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dt2 +  R\dθ2
  +  sin

2 θdφ2)  (II.7)

and possesses accordingly O(3,2) as conformal group of motions; (iii) the gradient
of Ω is space- like and of constant magnitude on / .

To complete the comparison with [20,6,4], it remains to study the behavior of
the Riemann tensor close to L This is most easily carried out in the non- holonomic
frame

'  (Π.8)

ω2 = rdθ,  ω
3
 =  r sin θdφ.

In  that basis,  the background  metric has just  the standard Minkowskian  value
whereas the perturbation components are of order r"

3
, except hlθ9  h12, and Λ

13
,

which tend to zero as r~4.
Straightforward  computations reveal that the Riemann tensor components of

the physical metric with just one index equal to 1 (e.g., - R°i
2
3...) generically go to

zero at infinity as r~
4
, while all the others (e.g., i^

1

O
io

  o r
 ^°203  • ) typically  differ

from  their asymptotic (background) value by terms of order r~3.
This implies not only that the Ricci tensor components approach Λgaβ as r~

3

but also  that their covariant gradient goes  to zero at the same rate. Hence, our
boundary conditions obey the criteria for an asymptotically  anti- de Sitter space
listed in [4] (if one assumes in addition that /  is the whole of infinity, that is, there is
only one asymptotic region).  Conversely, it is shown in Appendix D that these
criteria  imply in turn that the metric obeys  (II.2) in an appropriate coordinate
system.

One  can  besides  explicitly  verify  that  the  rescaled  Weyl  tensor  Kaβγδ

= Ω ~1gaλC
λ

βγδ  of the conformally  related  metric ds2
  obey  reflective  boundary

conditions of the type discussed in [20, 6] on the surface at infinity. This  surface
appears  here  as  the  space- time  history  of  a  "perfectly  conducting" two-
dimensional surface, since the magnetic components oϊKaβγδ  with respect to / , (i.e.,
Kaβγδ  with only one index equal to Γj vanish on the surface at infinity, whereas its
electric components (Kaβγδ  with two indices equal to Γ) remain finite. (The "dual"
boundary  conditions, which  would  also  guarantee  that no "information"  leaks
through / , are thus excluded, as demonstrated in [4].)  *

We close this section by reformulating our basic boundary conditions (II.2) in
terms of the canonical variables  of general  relativity,  namely, the spatial metric
gίj(x) and its  conjugate  momentum  πιj(x).  We  consider  here  only  spacelike
hypersurfaces  that go asymptotically to the t =  const hypersurfaces  of (I I I ) or to
the hypersurfaces  that can be obtained from them by an asymptotic anti- de Sitter
transformation. On these slices, the momentum πij(x)  behaves  asymptotically as

ir(x)  =  r ~ V'(0, φ) + O(r ~ 2),  (Π.9a)

, φ) +  O(r~3),  (Π.9c)
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πθθ(x)  -   r~  5pθθ(θ,  φ) +  O(r~ 6
) ,  (IL9d)

π θ Φ ( χ )  ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  r

-   5pθΦ ( θ ?  ^   +   0 { r
-   β}  ?  ( Π   9 e )

6
)

?
  (IL9f)

as it follows  straightforwardly  from  its expression  in terms of the metric and its
spacetime  derivatives.

Equations (II.9), together with the boundary conditions (IL2e- j) on the spatial
metric constitute our  starting  point for  the Hamiltonian analysis  of  the O(3,2)
charges.  [See Appendix E for  a discussion  of  the preservation  of  the boundary
conditions by the time evolution and for the need to strengthen somewhat (Π.2e- j)
and (II.9).]

III .  Surface  Integrals  for  the Anti- de Sitter  Generators

The hypersurface  deformations  defined  by  the asymptotic O(3,2) Killing  vector
fields  (II.3) are generated, in the canonical formalism,  by  the gravitational field
hamiltonian

Here, the jfµ  (µ =  1,1,2,3) are the usual constraint generators of general relativity
[21- 23],

,  (IIL2a)

the  ξµ
  are  the normal and  tangential  components of  the deformation, and the

Jab = — Jba  are  surface  integrals  over  a  two- dimensional  surface  at  infinity.  In
(III.2),  the  semicolon  stands  for  the  covariant  differentiation  in  the  spatial
metric  gtj.

What  determines the surface  integrals  Jab  in the canonical formalism  is the
requirement  that  the  hamiltonian  (III.l)  should  have  well  defined  functional
derivatives when the canonical variables  obey (II.2, 9) and the deformation vector
satisfies (II.3) [1]. In other words, its variation should be given only by a volume
integral,

δH[_ξ\ =  J d W( x) 50y( x)  +  B^xWKxX,  (III.3)

where the variations δg^x),  δπij(x)  of the canonical variables  are compatible with
the boundary  conditions but  are otherwise  arbitrary.  (The functions  Aιj(x)  and

) are called  the functional  derivatives  of H\_ξ]  and can be found  in  [22].)
Now, if one computes the variation of the volume integral $d3xξµ3tµ  of (III.l),

one finds, keeping  all  terms  [1]

-   jd%{2ξkδπkl
  +  (2ξV  -   ξιπ*)δgjk},
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where

Gijki =igi/ 2(gikgjι  +   gii gjk  _  2 ^

The surface  integral in (III.4) does not vanish for arbitrary δgip  δπij
  obeying

(Π.2- 9) -  unless the ξa£ are all zero -  and hence, cannot be neglected. However, it
turns out that this surface  term can be rewritten, under the assumed  boundary
conditions, as the variation of the following  finite  integral  over a 2- sphere at
infinity,

with

Jab = § d2Sl{&* llUi bgulJ-   C/ ^ΛJ +2Uk

abπk

1}.  (ΠI.7)

Here, the vertical bar denotes covariant differentiation in the spatial anti- de Sitter
background g  ̂(II. 1) and

This  suggests how to deal  with  the surface  terms in (III.4). By adding to
\ (Pxξµ3tfµ the surface  integral \ ξ%Jab,  as in (III.l), one gets a new "improved"
hamiltonian which has well defined functional derivatives and which generates the
correct  equations of motion even  for asymptotic  O(3,2)  surface  deformations
which do not become the identity at infinity  (ξa£ φ 0).

The improved hamiltonian does not vanish, even weakly. Its value on shell -
i.e.,  when  the constraints  hold  -   reduces  to the surface  term,  which  defines
accordingly the O(3,2) charges. These charges are identical with those obtained in
[5] by a different  approach based on pseudo- tensors and superpotentials, if the
latter are reexpressed  in terms of canonical  variables.

The use in (III.7) of the covariant derivative with respect to the background gtj

explicitly  shows that all O(3,2) charges Jab are invariant under spatial changes of
coordinates and reduce to zero for the anti- de Sitter solution (hkl = πίj =  0). It also
simplifies  the technical analysis of the convergence of the integrals (III.7) as r ^ o o :
the  surface  terms  with  gklJ  and ̂

w
Γ

m
/

7
  separately  diverge,  but together,  they

remain finite.
It should be pointed out that the above  method only determines the anti- de

Sitter charges up to arbitrary constants Cab since only δ Jab is involved in (III.4) and
not Jab itself. These constants do not depend on htj and πij, but could involve the
radius of curvature R, which is kept constant in the present treatment. To evaluate
Cab as a function of R, one must allow R to vary. This will be done in the last
section, where it will be shown that Cab is actually R independent and hence can be
chosen so that the charges Jab take the form (III.7) for all values of R. The choice
(III.7) has the additional advantage of making the Jab obey the standard O(3,2)
algebra  without any (trivial) "central charge".

Lastly, we compute Jab both for the Schwarzschild- anti- de Sitter and the Kerr-
anti- de Sitter solutions (Appendix B). In the first  case, one has

hn=—^- + O(r-
8
),  other  / i

;
~ 0,  (ΠI.8a)

π
y
 =  0,  (ΠI.8b)
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and formula  (III.7) yields

J51  = 16πrnR,  other  Jab = 0.  (ΠL8c)

In the second case, one finds  (see AppendixzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B)

*),   (IIL9a )

(
I I L 9 b

)

a=~  (IΠ.9d)

(the other components do not contribute to the surface  integrals), and the non-
vanishing  charges are given by

iβπmR  _  \6πam

(The charges Jab  all generate "rotations" and have consequently the dimensions
of an angular momentum.)

The O(3,2) Casimir invariants J
t
 and I 2  (see Appendix B) turn out to be given

by

( 1 I U O b )

They both vanish when m =  0; the Kerr solution reduces then to the exact anti- de
Sitter background (see Appendix B). Upon contraction R- >oo), the Kerr- anti- de
Sitter metric becomes the usual  Kerr metric. J51/ R  tends to the asymptotically
flat  space mass  16πm whereas  J

2 3
  reduces to the ordinary  angular momentum

— ίβπam.

IV. Poisson Bracket Algebra

The  Poisson  bracket  algebra  of  the anti- de  Sitter  charges,  which  plays  an
important  role  in the proof  of  the positivity  of  the "energy"  J

1 5
  and of the

stability of the anti- de Sitter solution, can be simply obtained here from geometric
considerations.

Once the generator H\_ξ\ is improved by the addition of the surface  integral
\ ζa^Jah, its functional derivatives  with respect to the canonical variables  become
well defined. Moreover, the Poisson bracket of H[£] and H[rβ  [where ξµ

 and ηµ
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both define asymptotic O(2,3) surface deformations] becomes also well defined as
a generator and obeys

ίHίξ- ],H[_ηJ]=H[lξ,ηJ].   (IV Λ)

The bracket  [ξ,  η\ is given here by the "algebra  of surface- deformations"  [24],

lξ,η] = - (ηiξ\ i- ξiη\ i),  (IV.2a)
i.j- ri1ξij).  (IV.2b)

(That  [# [£]> # [/ ?]] has also well defined  functional  derivatives  once i/ [ξ] and
H[rβ   are  improved  can  be  checked  by  straightforward,  but  involved
calculations.)

From  (IV.2), one can express  the asymptotic  part of [£, η\ in terms of the
asymptotic parts of ξ and η. One then finds using (II.3) and (II.2) that [£, r\ ]   also
takes the form (II.3) and that, furthermore, the asymptotic part [£, ηY  ̂is given in
terms of ξ% and ηa£ according to the  Lie- algebra  of O(3,2),

This implies that the O (3,2) charges H\Uµ

b~\ -  which reduce to the surface term Jab

when  the constraints  hold  -   indeed  obey  the O(3,2)  algebra  (in the Poisson
bracket).

It is sometimes useful in applications to fix the gauge. In the case at hand this
may be done by imposing  conditions on gtj  and πιj

  whose  preservation  under
surface deformations destroys the possibility of an arbitrary ξµ

 inside. Thus, once
the gauge is fixed, giving ξa£ determines ξµ

  everywhere.
The generators of the resulting overall "global"  transformations are then just

the  surface  integrals  Jab  by  themselves.  However,  this  time  they  must be
understood as acting in terms of Dirac brackets [25,23] associated with the chosen
gauge condition. This is so because neither the volume integral nor  the  surface
integral in (III.l) have separately well defined Poisson brackets but after the gauge
is fixed the jfµ  become "strongly"  (i.e., identically) zero and the Jab acquire well
defined  (Dirac) brackets.

As a consequence of the geometric arguments given above, one sees, without
explicit  computation  of  the change  of the surface  integral  under  a  surface
deformation obeying (II.3) that the Dirac brackets of the Jab close according to the
algebra  of O(3,2) and are thus  independent of the particular gauge condition
chosen.

V.  N=l  Supergravity

The preceding analysis can be easily extended to supergravity. The framework and
general conceptual points made above remain applicable but it becomes necessary
to  give also  boundary  conditions for the other fields  appearing  in the theory.
Furthermore,  O(3,2)  is  replaced  by its appropriate  graded  extension  as the
asymptotic symmetry group. Additional surface integrals then appear which act as
generators of the new symmetries. In those surface  integrals, Killing  spinors [5]
play for the supersymmetries  the  role that Killing  vectors  play in (III.4).



Asymptotically Anti- de Sitter Spaces  401

In  the  simplest  casezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  oϊ  N=\   supergravity  with  A<0  a  vector  spinor  ψλ  is

present  as  the fermionic  partner of  the metric [26, 27]. The boundary  conditions

for  ψλ  which  accompany  (II.2) turn  out  to  be

5 / 2
) ,  (V.la)

9 / 2
) ,  (V.lb)

•
5 / 2

)
5
  (V.lc)

V* =  r "
3
j

2
[ l - y ( i ) ] z / i , e ^ )  +  O ( r -

5 / 2
) ,  (V.ld)

H ere,  the  spinor  indices  are  referred  to  the  local  orthonormal  spherical  frames

defined  below  and  y{1)  = y{r)   is  the "radial"  y- matrix  (whose  square  is  unity). As  a

rule,  indices  in  parentheses  will  refer  to  the orthonormal tetrads.

The actual  local  orthonormal spherical  frames  ew

µ  differ  from  their counter-

parts  ωλ  = e{λ)
  (II.8) in  the background  metric by  terms  of  the  following  order:

eir)

r  = έ{r)

r  + O(r- *)9  (V.2a)

(V.2b)

(V.2c)

(V.2d)

H ere,  the "hat ted" indices  refer  to  the angular  variables  t, θ, φ. These  frames  are

only  defined  up  to  Lorentz  rotations  of  order  r~3
  in  the  angular- angular

directions,  and  up  to  Lorentz  rotations  of  order  r~4
  in  the  radial- angular

directions.  F or  definiteness,  we  use  in  the  calculations  the  following  convenient

frame:  ,,
λ
  ,,

x  Λ  ,„

e(λ)  _^(Λ) - \ - ±gW gaβfo  +O(h).  (V 3)

(One easily  checks  that the ambiguity  in the asymptotic Killing  spinors  resulting

from the lack of complete determination of the frame e{λ)

µ  is pure gauge -   see  below

-   and  hence, has  no  physical  effect.)

Straightforward  computations  show  that  the  boundary  conditions  (V.I)  are

invariant  under asymptotic  anti- de Sitter  transformations.  Besides,  one also  sees

that  they  are  invariant  under  supersymmetry  transformations

Ψλ — Ψλ=VλU—  ΓJΓ7χU  +  torsion  terms,  (V.4)

where  U  is  a  spinor  field  which  becomes  at  infinity  a  linear  combination  of  the

Killing  spinors  UΛ  (see  Appendix  A). The precise  rate  of  approach  is  given  by

''i 2),  (V.5)

where  a  is  an  arbitrary  r- independent  spinor  field.  The  following  formula,  valid

asymptotically,

right - hand- side  of  (VA) = hµ MρS
µ ρU  ~ihλµy

µU

+  torsion  terms  that  die  off  faster  (V.6)

was  found  useful  in  explicitly  verifying  the  invariance  of  (V.I)  under  (V.4).
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The  boundary conditions (IL2d, f, g) on the metric components are, however,
not  invariant  under the bosonic counterpart of (V.4),

λ9  (V.7)

for  the radial - angular  com pon en ts grχ  acquire  th rough  this  t ran sform at ion  a r "
2

dependence.
But it tu rn s out th at this dependence can be com pen sated for by an appropria te

coordin ate  t ransform at ion  generated  asymptotically  by

ξr = 0,  <^ =  O ( r -
3
) ,  (V.8a)

-   ξxjχβ  = UyβΨr  +  UyrΨµ  +  O(r~*) .  (V.8b)

Such a coordinate transformation leaves invariant the other boundary conditions
and  does not change the surface  integrals  Jab.

In  other words  "naive"  supersymmetry  transformations  do not leave all  the
boundary  conditions  invariant  since  they  fail  to  preserve  the  requirement
gr^=z0(r~4).  However,  there are combined coordinate- supersymmetry  transfor-
mations  which  are  equivalent  -   i.e.,  which  differ  from  (V.7)  by  a  coordinate
transformation without physical  effects  -   and which preserve  the asymptotic  r "

4

fall off  of grχ. Equations (V.8) give just one of these transformations, which must
replace the naive (asymptotically  non- trivial) supersymmetry  rotations when the
boundary  condition grχ = 0(r~4)  is  adopted, as here.

One  can  understand  the  need  for  the  coordinate  transformation  (V.8)  by
realizing  that the r~

2
  and r~3

  parts  of the angular- radial  components grχ  of the
metric  are  pure gauge  and  can always  be  set  equal  to zero  by  an  appropriate
change of coordinates that tends to the identity at infinity.  Once this is done, i.e.,
once the gauge condition grχ = 0(r~4)  is enforced, one can only perform combined
coordinate and supersymmetry  transformations  that preserve  that  gauge.

On  account of  the supersymmetry  an extra  term of the form

id3xξA£eA  + ξ\QA  (V.9)

is added to the hamiltonian (III.l), where the £fA are the constraint- generators of
local  supersymmetry  transformations  and  QA  04 =  1, ...,4)  are  the  supercharge
surface  integrals.

These surface  integrals  are again determined by demanding that (V.9) should
have  well  defined  functional  derivatives.  If  one  computes  the  variation  of  the
volume  integral  \άΊ >xξA9?

A,  one finds, keeping  all terms,

term s"- µ2Siξ
A

O0{g
1i 2Uτ

A[y\ y^ δxpj

V^*» }   ( v  10)
withS

( α ) ( &)
= |[y

( α )
, /

&)
]

Under the above asymptotic decrease of the fields, the surface  terms reduce to

(v.ii)
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Consequently, the superchargeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  QA  are given  by

an expression  formally  equal  to the Λ = 0 one [8]. [f  is equal  to e
(fl)

y
α )

  and T
denotes transposition. We have adopted the time gauge condition on the tetrads
(e

(0)Λ
 =  0) for  simplicity.]

The generators Jab, QA  close in Dirac brackets according to the superalgebra of
OSp(l,4)

Uab,QA]  = QB(Nab)BA,  (V.13a)

[^δJ^^Λ  (V.13b)

Again  here it  is not  necessary to resort to explicit computation to establish  this
algebra  since  it  follows  from  the asymptotic  form  of  the local  supersymmetry
algebra.  (The matrices Mab,  Nab  are given  in Appendix  A.)

VI .  Varying  the CosmologicalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Constant

In the above analysis, the cosmological constant was treated as a fixed parameter
and only those gravitational field configurations  that approached asymptotically
an  anti- de Sitter  space with  a given  radius  of curvature were  considered  in the
action principle.

It is much more satisfactory,  however, to regard the cosmological constant as
a  constant of  the motion rather than  as a fundamental parameter appearing in
the  action  of  the gravitational  field. This  enables  one  to  compare  the  various
anti- de Sitter spaces which thus become different  states of the same system. New
possibilities  are also  opened up quantum mechanically.

In order to treat A as a dynamical variable one must be able (by definition) to
vary it in the action. This is not possible if one takes the usual gravitational action

S = $d4x(- g)ll2({4)R- 2A),  (VI.l)

because extremizing (VI.l) with respect to A yields g =  0, which is not permissible.
Therefore, a way  is needed to include A  indirectly in the action. The simplest

mechanism  for  doing  this  is  suggested  by  supergravity  [14].  It  is  given  by
coupling  the gravitational  field  to a completely antisymmetric gauge  field  Aµ vρ

according to

where the gauge  invariant field  strength F  is given  by  the totally antisymmetric
combination

As  will  be  shown  shortly,  the coupling  to  gravity  of  this  four- dimensional
generalization of the Schwinger model is equivalent to the inclusion of a negative
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cosmological constant. [The casezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A > 0 can be described by changing the sign of
the  coupling  in  (VI.2), but  it will not be  discussed  here  since  it  does  not  raise
boundary  term difficulties  at  spatial  infinity.  Indeed, when  Λ>0,  it  is  natural
to  consider only closed  spacelike  sections.]

We now pass  to discuss  the relationship between  the action principles based
on  (VI. 1)  and  (VI.2)  within  the  canonical  formalism.  The  hamiltonian which
follows  from  (VI.2) reads

H =  f d3x(ξµ34fµ +  ξijy

ij)  +  (surface  integral),  (VI.4)

Here jΊ ?µ is the sum of the gravitational  constraint- generators (with A =  0) and of
the  energy  momentum densities  of the gauge field which are

^ gau ge  field
  =

  _  _ ^  g  -   Wrf]^
  ?

  ( VI .5a )

^ gau ge  field  =  Q  (VI.5t>)

In  (VI.5), πίjk
  is  the gauge field momentum conjugate  to the spatial component

Aijk.  The function  γij
  is  the constraint- generator of the gauge transformations

Aµ vρ- >Aµ vρ  +  d[µAvρ],  (VL6a)

under which  the action is invariant. It is given by

yij=- 7ejktk.  (VI.6b)

The  field  component  Aoij  enters  the  action  as  a  Lagrange  multiplier  for  the
constraint- generator  (VI.6b). It is  the ξVj  appearing in (VI.4).

When the equations for the gauge field are satisfied,  the field strength πijk
  takes

the  form

R

where R is independent of space and time and where εijk
  is the three- dimensional

Levi- Civita tensor density. If one inserts (VI.7) back into the hamiltonian, one sees
that  a cosmological constant,

R2
  '

appears  as  a constant of  integration in the equations of motion of  the coupled
system  of gravitational  and gauge  fields.

What happens here is that due to the gauge in variance of the action, the gauge
field has only one degree of freedom (not one per space point, just one). By virtue of
the field equations, the canonical coordinate that describes  that single degree of
freedom  is  then  constant in  time. From  the point of view of  the metric (i.e., in
Einstein equations), different  values of that constant of the motion play the role of
different  cosmological constants. In this sense the theory with the anti- symmetric
gauge field and  without  cosmological  constant  is  equivalent  to  the  Einstein
theory  with  an  arbitrary  cosmological  constant  and  without  anti- symmetric
gauge field.
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However,  the  very  fact  that  the  cosmological  constant  appears  as  an
integration constant that can take any (negative) value will enable one to compare
the  anti- de Sitter  spaces  with  different  radii  of  curvature, which  correspond, in
this  theory,  to  different  configurations  of  the  same  system.  The  comparison
cannot  be  even  attempted  whenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  is  given  a  priori  as  a  universal  constant
because then only one anti- de Sitter space is a solution, that one whose radius of
curvature is related  to the universal  A  through AR2=   — 3.

The key point in making the comparison actually possible is the existence of a
surface  integral in the Hamiltonian (VI.4) which makes its functional  derivatives
-   and hence those of the action -   well defined. This surface  integral determines
the O(3,2) charges.

The need  to  have  well  defined  functional  derivatives  of  the action is  not a
technicality but it is a fundamental point. It ensures that when the field equations
hold, the action is indeed stationary under the most general variation of the fields
consistent with  the boundary conditions.

Because  we  do  not want  to  impose  a particular  value  to  the  cosmological
constant through the boundary conditions at spatial infinity, we must enlarge the
class  of field configurations  of  the previous  sections  so as  to include all anti- de
Sitter spaces, and not just one with a given radius of curvature.

In  order  to  carry  out  this  program, we  rewrite  the metric gλµ  in  terms  of
dimensionless  coordinates τ =  t/ R, ρ = r/ R, θ9 φ. Next, we set

ds2 = R2(gλµ  + hλµ)dxλdx  ̂ (VI.9a)

where gλµ  and hλµ  are also dimensionless and are obtained from gλµ  and hλµ  of the
previous  sections  by  taking  £ = 1 . The  perturbation  hλµ  obeys  the  boundary
conditions (II.2). The key new feature is that the radius of curvature R appearing in
(VL9a) is no longer a universal constant but can take any value. That value may, in
principle, be  time dependent. In order  to preserve  the canonical commutation
relations, we also  redefine

πij  = R~2(πίj
  of Sect. II with R=l).  (VI.9b)

The boundary conditions on the gauge field momentum are taken to be

_  ε  +  O ( ρ )  (VLlOa)
R

with the same (unspecified) .R as in (VL9a). This ensures that the constraints hold
asymptotically. The gauge field itself will be restricted to vanish as ρ~1

  at infinity,

^ ^ ) .  (VLlOb)

(The behavior  of the Lagrange  multiplier  Aoij  will be determined later on.)
Since the functional space defined here is larger than the one considered in the

previous sections, it is necessary to re- examine the variation of H. The new class of
field  variations  might  indeed  yield  new  surface  terms  to  be  added  to  the
hamiltonian  (or might, a priori, make  the formalism  inconsistent  if  no  surface
term  at  all  could be found  that would  make H  to have well defined  functional
derivatives).
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These new variations  are just  overall  conformal  changes  in the metriczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gίj9

induced by varying the radius of curvature in (VI.9a), and do not vanish at infinity.
In order to analyze their role, we first study the variation of H under a change of R
only,  from  one pure  anti- de  Sitter  configuration  [gij = R2gip  /z

o
 =  0,  πίj = 0,

πijk=(2]/ 3/ R)είjk]  to another. This simpler case contains the main points. Besides,
it illustrates very clearly that all anti- de Sitter spaces have the same O(3,2) charges
[the  variation H will turn out to be zero under O(3,2) surface  deformations].

It is easy  to see from  (III.4) that the variation of $d3xξµ34?µ -  where ξµ
  obeys

(II.3) -   under δgij = 2RδRgip  consists  of the usual  volume  term plus  a  surface
integral at infinity. When the variation IRδRg  ̂ is made away from a pure anti- de
Sitter configuration,  this surface  integral  reduces to

and diverges like ρ
3
 when the Killing vector Uµ

b generates time translations. (Here,
Uab is equal to U^ of the previous sections rescaled by the factor R~1

 so that it is
dimensionless.  The parameters  ξ% are  also  dimensionless  and H  has the
dimensions of an angular momentum.)

The  divergence of the surface  integral (VI. 11) does not mean that there is no
hamiltonian formulation when the cosmological constant is varied. For, another
surface integral arises from the variation of the gauge- generator γij. This boundary
contribution  reads  explicitly

By taking ξtj  equal to

the integral (VI. 12) cancels exactly (VI. 11), so that the surface term in the variation
oϊ^d3x(ξµJ^µ +  ζijyίj) is actually equal to zero. Since this surface term must also be
equal to minus the variation of the O(3,2) charges (times ξa£) between two anti- de
Sitter configurations, one concludes furthermore that these configurations possess
exactly  the same anti- de Sitter charges.

The  adjustment (VI. 13), dictated by the desire to have a well- defined canonical
formulation of the theory even when A is varied, can also be arrived at by different
considerations, as we now pass to show. These considerations will also reveal that
the choice (VI. 13) is unique if one wants the surface deformation algebra to become
asymptotically  that of O(3,2).

The  point here is that the boundary condition (VI. 10b) on the gauge  field  Aijk

is not invariant under a naive O(3,2) surface  deformation. Indeed, the variation

of Aijk  reads

δA
ijk

= - - l

an expression which grows as ρ2
 at infinity (except for a spatial rotation for which it

vanishes). Therefore, a naive anti- de Sitter transformation cannot be allowed in the
present formalism, since it does not preserve the asymptotic behavior of the  fields.
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The  transformation  (VI. 14) can, however, be exactly  compensated for by an
appropriate gauge transformation, which turns out to be precisely given by (VI. 13)
becausezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ξ±  = (l/ 2)ζi£U^  obeys

Ffyjξ1^1
  (VL15)

as a consequence of Killing's  equation for the anti- de Sitter metric. Accordingly,
although neither naive O(3,2) surface deformations nor gauge transformations of
the  type  (VI. 13) can be considered  separately,  they become admissible  transfor-
mations when  they are performed  simultaneously.

Moreover, these combined transformations clearly obey the algebra of O(3,2)
since  they do not affect  the gauge field variables  at all [this  property  makes
(VI. 13) unique] and they  coincide with  ordinary  deformations  for the gravita-
tional variables.  Hence, by locking through (VI. 13) a "compensating gauge trans-
formation"  with  every  surface  deformation,  one recovers  O(3,2) as an asymp-
totic symmetry  group.

The  extension of these results to the general case (variation of H away from an
arbitrary configuration obeying the boundary conditions) follows the same line of
thinking but raises  some technical complications which we merely  summarize.

One  again finds that the O (3,2) surface deformations must be accompanied by
a  compensating gauge transformation  ^j

)m p
[ξ]  asymptotically  given by

S ^ t e l  =  <?% +  *%•   (VL16a)

The first term in the right- hand- side of (Vl.lόa)  is of order ρ
3
 and is the obvious

generalization of (VI. 13),

ξ(1)ij=  ^ξtVUrnQ^Y'^kiy  (VL16b)

Just as in the pure anti- de Sitter case considered above, the gauge transformation

associated  with it compensates -  but, this  time, only to order —  the unwanted
Q

variation  of Aijk  induced by the  term  - (ί/ 2)(gyί/ 2πijkπ
ijk
  in the hamiltonian

generator J ±̂ [Aξ1 = 3R~2ξ1  + O(ρ~2)~].
The  need for ξ{2)

ip which yields  finite  surface  integrals and only affects  Aijk  to
order 1/ρ, is more subtle. It results from the fact that the total surface  term arising
from  the variation of the volume  piece of the hamiltonian, which is finite once
(VI. 16b) is included, is not an "exact  differential",  i.e., the variation of a surface
integral, if £

(2)

I 7
 =  0.  This  is so because  the  coefficient  of δR has not  then the

appropriate  (finite)  functional  dependence on the other  independent  variables
hipπ

ij.  But this coefficient  can be adjusted  at will to be a suitable  choice of ξiS in
(VI. 12). This fixes the asymptotic form of ξ

(2)

t J
 uniquely if one requires in addition

that  ξ{2\ j reduces  to zero for the anti- de  Sitter  space. The parameter  ξ
(2)

ί7
 is

asymptotically a function of htj and hijk  and its variation does not contribute to the
surface  terms because £

( 2)
^ is multiplied by yιj, which vanishes as ρ~

4
. The explicit

form is,

R3

£(2)  _   r  µ abriklmnrτjL n  γτ±  ί.  \   (\ ττ  i £
o
\
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AfterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ξ\ °mp[ζ\   is  included,  the  surface  term  in  the  variation  of
U3x(ξµ^µ  + ξijy

il)  takes  the form

- δ(&at  + \ξijπijkd2Sk),  (VI.17a)

where the Jab  are the same functions of the perturbation htj  from the anti- de Sitter
geometry  as  above,

J
Λ
  =  Λ

2
^

2
Sι{G

y w
l/ iΛ«,

i
-  C/ i|A, +  2tfJW}  (VI.17b)

The parameter ξV] in (VI. 17) is independent of ξµ.  It is equal  to the  difference
between the ξi}  appearing in (VIA) and the compensating gauge totation <^°

mp
K]

needed  to  bring  the  surface  integral  to  the  form  (VI. 17). Thus, except  for  the
restrictions  implied  on its  asymptotic  behavior  by  the preservation  of  (VI. 10b)
under gauge transformations,  f̂   is  an arbitrary  function  of x  and  t. It contains
the gauge freedom  of  the  system.

There are two conceptually different  kinds of gauge transformation contained
in ξijm  If the term

is different  from zero, then one has a "global gauge rotation" and (VI. 18) gives the
"total  associated  charge"

Q=^-   (VL19)

multiplied  by  the amount of asymptotic  internal rotation

K̂V  (VL20)

The cosmological  constant is just  — β "
1
.  (We have normalized  the charge Q so

that  it has also  the dimensions of an angular momentum.)
A gauge transformation with a non- zero value for (VI.20) should be thought of

a priori as inducing a change in the physical  state. Such a transformation, which
has been termed "improper" in [17], is quite analogous  to a surface  deformation
(II.3) with  a non- zero ξ%.

On the other hand, if for a given ξu  the flux (VI.20) is zero (as it happens when
ξij  leaves  the  potential  Aijk  invariant  everywhere  in  space),  then  the  gauge
transformation is a bona- fide "proper" one which can have no physical effect.  It is
only  this  latter  proper  gauge freedom  which  can legitimately  be  eliminated  by
eventually  imposing  a gauge condition.

It  should  be noted at  this point that the boundary  conditions adopted here
(Aijk- >0  at infinity)  differ  from  more traditional gauge choices  (Aoij  = 0,  Aijk~ρ,
see e.g.  [28])  by  an improper gauge transformation  yielding  an infinite  asymp-
totic amount of rotation α^ (but the gauge invariant field strength  is, of course,
the same). Therefore,  the latter gauges are not permissible  in our  formalism.

It follows from (VI. 17) that the complete hamiltonian (VI.4) whose  functional
derivatives  are well defined  reads  explicitly
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The  chargeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Jab  are  exactly  the  same  as  when  the cosmological  constant  is  a
universal constant, i.e., unvaried. They commute with the internal charge Q. By the
same  arguments  as  those  used  above,  they  can  be  shown  to  obey  the  O(3,2)
algebra, without  the "central charge" Q on the right- hand side. For this reason
these Jab  will be called the O(3,2) charges even when the cosmological constant is
varied.

The need to include a "compensating gauge transformation" in the canonical
formalism  in  order  to  have  well  defined  generators  for  the  asymptotic  O(3,2)
symmetry  means  that  one  must  replace  one's  naive  notion  of  a  spacetime
displacement by an appropriate combination of surface deformations and gauge
transformations.  This  is  not  the  first  instance  of  such  an  interplay  between
displacements in "physical  space" and "internal space". A similar phenomenon
happens in the field of a magnetic monopole [29] and has been studied by various
authors  (see, e.g.,  [17, 30, 31]  and references therein).

The  above  analysis  can  be  easily  extended  to  JV= 1  supergravity  with  a
cosmological constant. When the spinor field obeys the boundary conditions (V.I),
there is no divergent term proportional to δR in the variation of the supersymme-
try generator. There is, however, a finite  piece which cannot be integrated away
and  which  must  then  be  compensated  by  an  appropriate  additional  gauge
transformation. The notion of a global  supersymmetry  transformation at infinity
has thus also  to be "improved" when the cosmological  constant is  varied.

The fact  that one can still have a well- defined  variational principle when the
cosmological constant is varied enables one to compare the various vacuum anti-
de Sitter spaces with different  radii of curvature. These (supersymmetric) solutions
appear here as different  states of the same system possessing classically  the same
energy,  namely  zero,  because  the  energy  is  the  same  functional  as  when  the
cosmological  constant is  unvaried.

It  is  important  to  understand  clearly  that  this  conclusion  is  not  just  a
conventional adjustment of a "zero- point" energy. Indeed, the most one can do by
adjusting the zero of energy is to make the energy to vanish for one value of A. After
this is done one can then evaluate the energy for other values  of A. According to
our analysis  that energy turns out to be also zero. This result, although simple, is
not empty since according to previous  ideas there was no way  to compare these
different  vacua.

The case A = 0 (asymptotically flat space) deserves special consideration. From
a mathematical point of view our analysis  of the surface  integral applies only to
A Φ  0. However, by continuity, this limiting case should also have zero energy. This
conclusion may be also arrived at by noticing that the surface integrals take upon
contraction  (JR- >OO) the ADM form  whose value  is zero for  Minkowski  space.

Appendix A.  Killin g Vectors,  Killin g Spinors,  OS p( l, 4) Algebra

The anti- de Sitter metric with  radius of curvature R can be written as

2 2 2  Q2Y1drι  + r2dΩ2
  (A.I)

with  Q = rR~1.  It  is  the  solution  to  the  vacuum  Einstein  equations  (with
cosmological  constant  A = — 3/ R2)  that  possesses  the  maximum  number  of
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isometries.  In the above  coordinate  system,  its ten Killing  vectorszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Uab =  — Uba

(α,ft =  l, ...,5)  read

l 7
5 1

= Λ( l + ρ
2
)

1 / 2
n ,  (A.2)

U2ι=   — Rρ sinτ sinθcos^n +  (l +  ρ2)112
  cosτ sin θ cos^ —

dρ

( A
.

3
a )

=  — ρR sinτ sin0 sin^n +  (1 +  ρ
2
)

1 / 2
 cosτ sin#  sinφ—-

dρ

U4ί  = —ρR sinτ cosθn +  (1 +  ρ
2
)

1 / 2
 cosτ cos#  —

U25  =  Rρ cosτ sin0 cos^n +  (1 +  £
2
)

1 / 2
 sinτ sinθ  cosφ—

( 7
3 5

 =  jRρ cosτ sinθ sin^n +  (1 +  ρ
2
)

1 / 2
 sinτ sinθ sin^ —

U45  = Rρ cosτ cos0n +  ( l + ρ
2
)

1 / 2
  sinτ  c o s0—

( A . 3 b )

inθ—,  (A.3c)
Oϋ

sinθ  δφj'  (A.4a)

Yρ

( A
.4b)

- ^ ,  (A.4c)

t/
2
3 =  ̂ ,  (A.5a)

C7
34

=   - sinφ—  - c o t gθ c o s^ — ,  (A.5b)

i ^ ( A . 5 c )

H ere, τ =  ί i ^
- 1

 and n is the unit  normal  to the hypersurfaces  t — const,
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t /
5 1

  is everywhere  timelike and defineszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R times the "energy". U pon contraction
(R- »oo) (A.I) becomes the Minkowski  metric, R~1U5ί  becomes the generator of
time  translations  in  flat  space,  R~1U2i>  R~ιU3U  and  K "

1
^  become  the

generators  of  space  translations  whereas  the  other  Killing  vectors  keep  their
meaning as  generators  of  boosts  ( t /

1 5
,  l/

25
,  l/

35
)  and  of  spatial  rotations (17

23
,

U
3 1

,  UA1).
The Killing  vector  fields  obey  the algebra  of  O(3,2)  (in the Lie bracket),

lUab,Ucd]  = C°fabcdUef  (A.6a)

with

{- δ{δΐ)- (a ~  b).  (A.6b)

The  signature  of  the five- dimensional metric ηab  is  ( — , + , + , + , — ) .
They  are  two  Casimir  invariants  for  O(3,2). The first one is  quadratic

.  (A.7a)

The other one is  of  fourth  order

h  =yabJb

CJc%"- i(Jj'Jb
a)2  • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (A.7b)

(Jab  are elements of the Lie algebra.)  U pon  contraction, IJR2
  becomes  the mass

squared  and  —I2/ 2R2
  the  square  of  the  norm  of  the  Pauli- Lubanski  vector

β

In order to study the invariance of the boundary conditions put forward  in the
main  text  and  the  convergence  of  the  surface  integrals  for  Jab,  one  needs  the
asymptotic behavior of the Killing vector components. Straightforward  analysis of
(A.2- 5)  reveals  that

'  = 0(1),  (A.8a)

ξ *
r  =

  O ( r -
3
) ,  (A.8b)

(A.8c)

and

ξx  = O(r).  (A.8d)

Anti- de  Sitter space possesses  also  four  linearly  independent Killing  spinors
UB  which  obey  by  definition

V,U
A
= ± y

β
U

A
  (A.9)

(A =  1,2,3,4). These Killing spinors play an important role in the theory because
they  define  supersymmetry  transformations  which  leave  the  spin  3/2  field  ψµ

asymptotically  invariant  [5] {δψµ=   Vµs — {2R)~1yµ&  [27] vanishes  at infinity).  \Vµ

is here the spinor covariant derivative  without torsion. The D irac y- matrices  are
taken  to  be  real,  and  so  are  the  spinor  fields  ("Majorana  spinors").  y°  is
antisymmetric whereas  the yk

  are  symmetric]
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The  general  solution to (A.9) is

(  ΘzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  .  Θ  V  Φ  Φ
• I cos-  + sin - y

( 1 )
7

( 2 )
 II co s -  +  sin - y

( 2)
y

( 3)

where  U is  a spinor whose  components are constant in the orthonormal frame
ωµ

  in which we  carry  out the calculations  [see  (II.8)]. Different  choices of that
constant  spinor  define  the  different  UA.  For  definiteness  we  take  here  (UA)

B

=  δA

BR1/ 2.
The  solution  (A.10)  is  double- valued  (e.g., it  changes  sign under  φ- >φ + 2π).

This, however, simply  results from  the fact  that the frame ωµ
  rotates by 2π with

respect  to the standard frames  that define  the spinor structure when  φ^>φ + 2π,
and  is  analogous  to what  happens in flat  space when  one expresses  spinors  in
spherical coordinates.

The  Killing  spinors possess a number of interesting properties:
(i)  They  grow  as  ρ

1 / 2
  at  infinity.  Moreover,  their  leading  part  is  given  by

ρ
1/ 2

(l +  y
(1)

) [where (1) is the radial leg of the tetrad] acting on some ρ- independent
spinor and hence, they belong to the eigenspace of y

(1)
 with eigenvalue  - 1  to that

order.  The  next  order  (ρ~
1/ 2

) belongs  to  the  other  eigenspace,  the  one  with
eigenvalue + 1 .

(ii)  They are such that

where the 10 matrices Mab
  are given by

Mab=- Mba,  Mab=- y°Γarb,  a>b,  (A. 12a)

with

Γx=- I,  Γ2  = γ2,  Γ3  = γ\  Γ
4
 =  / ,  Γ5  = y°.  (A. 12b)

(iii) The Lie derivatives of the Killing spinors along the Killing vector fields are

£UabUA  =  UB(Nab)BA,  (A.13)

where the matrices Nab  read  explicitly

Nab=- Nba,  Nab = ΓaΓb,  a>b,  (A.14a)

Γa = ηabΓ\   Nab = y°Mab.  (A. 14b)

(For  a definition of Lie derivatives  of spinors, see [33, 34] and references therein.)
The  set of Killing vectors- Killing  spinors of anti- de Sitter space is thus closed

under the operations (A.6), (A.ll), and (A.13). Those relations define the OSp(l, 4)
"superalgebra." The left hand side of Eq. (A. 11) may be thought of as defining the
"Lie derivative  of the spinor  UB  along the spinor  UA"  It yields  a result which is
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symmetric  inzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A  and B and is a vector. The "Lie derivative  of Uab  along  UA"  may
in  turn  be  defined  to  be  the  negative  of  (A. 13)  and  is  thus  a  spinor.  The
combination  (Uab, UA) may  be  regarded  as  a  single geometrical  object  for  each
value of ab, A.  The whole  set  of equations  may  then be described  as giving the
"Lie- Derivative"  of each of  these objects  along  each other.

Appendix B.  The  Kerr- Anti- de Sitter  Metri c

The solution of Einstein equations with mass, angular momentum and a (negative)
cosmological constant has been worked out in [3]. The metric is explicitly given by

2mf  f2
  +  a2

 sin
2θ\   , „

}dt2

f2 + a2cos2θ  R2

^  .  0~{  2mf  f2  + a\  Ί~1Ϋ- 2asm2θ[  ^  ~  y- ?  ~— \dtdφ
\ f2  + a2cos2θ  R2  ]  ψ

cos θ)
df2  dΰ2

•  +  •
a\2(a\   2

\ RJ
C
 °

The parameter a, which will be related  to the angular momentum per unit mass,
obeys  \a\<R.

When a φ 0, the metric (B. 1) does not obey the boundary conditions of the text.
A coordinate transformation is necessary  to bring it to a manifestly  asymptotically
anti- de Sitter  form.

This coordinate transformation is easily found by noticing that the metric (B.I)
with  m = 0  is  the  anti- de  Sitter  solution  written  in  unusual  coordinates.  The
coordinate transformation  implicitly  defined  by

i,   (B.2a)

(B.2b)

2
cos

2
θ ,  (B.2c)

indeed brings  (B.I) with  m =  0 into the standard  anti- de Sitter form.  It turns out
to be  the desired  transformation  in  the general  case mΦO.

In  order  to  compute  Jab,  we  need  the  deviation  from  the  anti- de  Sitter
background

Γl -  W

2am sin
2 §r  ,^  ^

  x

r2+a2cos2θ
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hα
2
cos

2
0)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  2mf

n
  ~  'J2

_  2mfa2sm4θ
hff  =   2  2

C Q S
2 ^  (

B  3 d
)

in  the new  coordinate system  only  to the leading  order in  ί/ r.
Straightforward  computation yields  as  non- vanishing components  hλµ

htt=—(1—α
2
sm

2
θ)

  5/ 2  + O(r  3
) ,  (B.4a)

r

htφ  =  -
  2 a m s m \ ι  _

α
2

s i n
2gj- s/ 2

  +   0 (
, -

3 ) ;  ( B  4 b )

2 l W f l 2 S m 4 f l  3
) ,  (B.4c)

6
) ,  (B.4e)

^  ) ,  (B.4f)

with  α =  α/K.
The extrinsic  curvature  of  the surfaces  t =  const is  easily  computed from  the

expression  Kij  = (2Ny1(  — gij>o  + Ni\ j + Nj\ i).  It  is  given  by

Krθ  = 0,  (B.5a)

(B.5b)

4
) ,  (B.5c)

Krr  = Kθθ  = Kφφ  = 0  (B.5d)

Its trace is zero. The gravitational momentum πίj
  has consequently the  following

non- vanishing components

π'*= -
3am

t
nθ

(l- a
2
sm

2
ΘΓ

5
!

2
  +  O(r- *),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (B.6a)

π
^  =  O ( r -

5
) .  (B.6b)

We  are  now  in  a  position  to  evaluate  the  surface  integrals  Jab.  Because  the
gravitational  variables  are ^- independent, one immediately infers  that J

2
i = ^31

/ 2π  2π  \

ί  oosφdφ=  j  sinφdφ = 0  .  Hence,  only  energy,
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angular momentum about  the axis of symmetry  ("the z- axis") as well as the two
types of boost  generators  along  the z- axis can have a non- zero value.

Let us consider J
4 1

 first ("boost along z"). Since the gravitational variables  are
invariant for 0- >π —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA θ and since U\ γ and £/

41
 both contain an odd power of cos θ,

the  integralzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (III.7 )  reduces  to the - §d2SrG
rθklUi>θhkl  and to the 2§d2SrU

θ

abπ
r

θ

pieces. But these are zero in the limit r- ^oo  \hθr = O{r~4
) and π /  =  0], so that J

4 1

vanishes. Similarly, J
4 5

 is equal to zero by the same reasoning. Hence, we are left
with J

5 1
 (energy) and J

2 3
 (angular momentum about  the axis of symmetry).

These charges do not vanish. Straightforward  use of the formula (III.7 ) leads to

+  —- —fsm
3
0( l - α

2
sm

2
0)

K  0

iβπmR

( 1 - α
2
)

2

and

(B.7)

J
2 3

= - 12π α m ί sin
3
θ ( l - α

2
sin

2
θ ) -

5 / 2

0

ίβπam

(1- α
2
),2\2

(B.8)

In  the limit R- +ao, J51/ R and J
2
3

 t e n
d  to their Λ = 0 value.

The  above  computation  shows  that m cannot be interpreted  as the mass
(although it is closely  related to it). Rather, the mass is given by

m
m = ( 1 - α

2
) '

whereas  the angular  momentum a! per unit mass is just

(B.9)4j
KJ

5ί

Note that for a given m, m'- >oo as a approaches R.

Appendix C. Asymptotic  Isometries

In  this appendix  the "asymptotic  Killing  equations"

£ ^  =  O(r- *^)  (C.I)

are  considered (here, ktt = ktθ = ktφ = kθθ = kθφ = kφφ = l, ktr = kθr = kφr = 4, krr = 5 -
see  Sect. II). These equations  define  coordinate transformations  which  preserve
the asymptotic  form of the metric, i.e., asymptotic  isometries.
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It  turns out that any solution of the Eq. (C.I) for  the background metric

**) ,  (c.2)

is  also  a  solution  of  (C.I).  Accordingly,  it  is  enough  to  solve  the  asymptotic
Killing  Equations (C.2).

Straightforward  computations show  that  (C.2) is  satisfied  if  and  only  ifzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ξλ

differs  from  a Killing  vector field \ ξa^U^b  by  terms of the following  order:

O(r- 5),  (C.3a)

0( r -
2
) ,  (C.3b)

O(r- 5),  (C.3c)

O(r- 5).  (C.3d)

[Here  the  upper  left  index
  {4 )

  emphasizes  that  one  is  dealing  with  spacetime
contravariant components.] Since the right- hand sides of (C.3a- d) go to zero at
infinity,  they do not contribute to the surface  integrals  Jab.  Only the asymptotic
anti- de Sitter part  contributes, which means that the anti- de Sitter group  is  the
asymptotic symmetry  group.

In the case of JV=  1 supergravity,  one considers besides  (C.I) supersymmetry
transformations  which  leave  the  fields  asymptotically  invariant.  Again,  it  is
enough to study  the asymptotic Killing- spinor  equations for  the empty anti- de
Sitter background, where they read

ϊ
χε  =   r

-   3/ 2(1 _  y ( i ) ) ^ ( ί ?  Q
9 φ)  +   0 ( r

  -  5/ 2}  9

( )
  ).  (C.4b)

Equations (C.4) easily  yield

^2),  (C.5)

where a is an arbitrary  r- independent spinor and where  the εΛ
  are constants.

Again,  the difference  between s and a true Killing spinor has no effect  on the
surface  integrals  QA  and  OSρ(l,4)  is  therefore  the  asymptotic  symmetry
superalgebra.

Let us finally point out that ψr can be set equal to zero by a suitable choice of
the proper gauge piece of (C.5) (which is obtained by setting the constant εA

 equal
to zero). This result is related to the fact  that ψr  drops out from the supercharges
QA.  However, taking ψr =  0 does not really simplify  the discussion and this gauge
condition  has  not  been  adopted  here.  A  similar  feature  arises  when  the
cosmological  constant vanishes  [35].

[We  would  like  to  point  out  here  that  when  Λ = 0  the  asymptotic  super-
algebra is infinite dimensional due to the angle dependent translations (which are
absent  when  Λ<0)  but  its  fermionic  component is  nevertheless  just  the usual
"square root" of the Poincare algebra and is thus four- dimensional. Spinor  fields
which  behave  like  ε(t,θ,φ)  (in  the  cartesian  frames)  and  which  yield  angle-
dependent translations when squared must be discarded because their covariant
derivatives  only fall off as 1/r at infinity  and hence, do not preserve  the flat space
boundary  conditions  ty?

f
~l/ r

2
.]
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Appendix D.  Equivalence of Our Boundary Conditions with the
Boundary Conditions on the Conformal  Completion of Spacetime

We have shown in the main text that our boundary conditions for asymptotically
anti- de Sitter spaces imply the ones proposed in [4]. We prove here the converse,
namely, that those of [4]  imply  ours.

We begin the analysis by assuming, as in [4], that one can conformally  rescale
the "physical"  metriczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ds2,

ds2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  =  Ω2ds2  (D.I)

so  that  the surface  at infinity  / , which is located  where  the conformal  factor Ω
vanishes, is brought in to a finite distance in the new metric. We also assume, for
simplicity,  that the physical  metric obeys exactly  the vacuum Einstein equations
everywhere  [although, as will be apparent in the  sequel,  one only  needs  these
vacuum equations -  equations (D.4) below -  to hold asymptotically  to order Ω -
as in [4] -  to prove  the equivalence].

Lastly, in order to simplify  the mathematical discussion as much as possible,
we also take the "unphysical" metric gaβ to be analytic close to and on the surface
at infinity. We will not go in this paper into the problem of relaxing this condition
-   something  that can clearly be done.

The Ricci tensors of two metrics which are conformal to each other according
to (D.I) are related by

n  Ω K   Δ
2& 

 ̂χ
Ω

K
aβ  =aβ = Kβ+2  —Q-  +  θotβ —Q  tyaβ  - Q2~

(see e.g.  [36]). Here and everywhere  in this  appendix,  the semi- column denotes
the covariant  derivative  in the "unphysical"  metric gaβ, whereas  Δ2Ω and AγΩ
stand for

A2Ω = g^Ω;aβ9  J
1
O =  r

/ ?
O

; β
O.

/ ϊ
,  (D.3)

respectively.  Besides, we refer  the  components of tensors  to frames  which are
smooth in the vicinity of I  [unlike  the orthonormal frame  (II.8) of Sect. I I ].

The metric gaβ and the function  Ω are by hypothesis  regular  close to and on
the  surface  at infinity.  Accordingly,  the Ricci  tensor  Raβ and the covariant
derivatives Ω .φ  Ω .a are also regular. It follows from this remark and the Einstein
equations for the physical metric,

Kβ= - ig«
β
= - i

g
- § ,  (D.4)

that  the square of the gradient of Ω must be constant and equal to one on  the
surface  at infinity  Ω =  0. This  results  from  the fact  that  the most  singular  parts
(Ω ~2  terms) on both  sides of the  identity  (D.2) must be equal.  Here, we have
assumed, for definiteness,  that the radius of curvature is itself unity. There is no
loss of generality  in doing  so, because if one can prove  the equivalence of both
sets of boundary conditions for a given radius of curvature, then, equivalence for
all  radii follows  upon constant conformal  rescaling of the physical metric.
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A useful  simplification  is  introduced by  noticing  that  the unphysical  metric
ds2

  is not uniquely determined by  the physical metric ds2,  since one still has the
freedom  of making  conformal  transformations

ds'2 = ω2ds2
  (D.5)

with a function  ω which vanishes  nowhere. Under that rescaling,  the conformal
factor  becomes

Ω '=ωΩ .  (D.6)

One  can  take  advantage  of  this  freedom  to  make  the  gradient  of  the  new
conformal  factor  (D.6), computed in  the new  unphysical  metric (D.5), equal  to
one not only  on the surface  at infinity  / , but  also  in its  vicinity,

A\Ωf=\ .   (D.7)

Equation (D.7) can be read as a partial differential  equation for  ω and possesses
locally  a solution.

Furthermore, one may exploit  still further  the freedom  (D.6) by  requiring in
addition  that the induced metric on /  be given by

ds%  =- dt2  + dθ2
 +  sin

2 θdφ2
.  (D.8)

This  can always  be  done as  a  result  of  Hawking's  demand  that  the  conformal
group of motions of /  be the anti- de Sitter group  [4]. [The ten O(3,2) conformal
Killing vectors  of (D.8) are simply  obtained from the vectors (A.5) by  subtracting
their d/ δρ- component]

We  will  assume  from  now  on  that  the  conformal  factor  has  been  chosen
according  to (D.7) and (D.8) and we will drop the prime on the new  unphysical
metric.

In  order  to  make  contact  with  the  boundary  conditions  put  forward  in
Sect. II, we first construct an appropriate coordinate system in the neighborhood
of the surface  Ω  =  0 as follows. The first coordinate u is  taken to be just  Ω  itself.
The other coordinates ya  (a= 1,2,3) are, on w =  0, the coordinates ί, θ, φ of (D.8).
They  are propagated  off  the surface  at infinity  in such a way  that the curves  of
constant  ί, 0, φ are orthogonal  to the surfaces  u =  const.

Because  the gradient  of Ω has unit magnitude, this coordinate system  turns
out  to be  gaussian,

ds2 = du2 + gab(u,y)dyady\  (D.9)

with  gab  given by  (D.8) on u =  0.
Next, we  investigate  the  consequences  of  Einstein  Eq. (D.4) on  the metric

functions  gab.  Let

§Jµ , y) =  Σ   - .{L(y)un,  (D.io)
n =  o n\

(o)

be the Taylor expansion  of gab.  From (D.8), the non vanishing  coefficients  gab(y)
are equal  to

L=- l,  Jββ= l>  | ^  =  sin
2
θ.  (D .ll)
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In view of (D.7), the vacuum  Einstein equations  (D.4) for  the physical  metric
become, after  some elementary  rearrangements,

A a β  =  Ω G0ίβ  +  2Ω;aβ- 2A2Ω g0[β  = 0.  (D.12)

Here  Gaβ  is  the  Einstein  tensor  of  gaβ.  Note  that  these  equations  are  not  the
vacuum Einstein equations for  the metric gaβ.  Nevertheless,  they possess some of
their general  features.

For  instance,  because  of  the  contracted  Bianchi  identity  for  Gφ  the
Eq. (D.12)  are  not  all  independent.  It  actually  turns  out  that  the  "constraint
equations"

hold for  all values of the "time" u as a consequence of the "dynamical  equations"

A a b = 0  (D.14)

provided  (i) that  the  second  order  term  Auu  in  the Taylor  expansion  of  Auu  in
powers  of u is zero,

(3)

and (ii), that the tr- coefficient  Aau  in the expansion  of Aau  vanishes  too,

The detailed  proof  of  this  statement  is  straightforward  and  is  based  (i) on  the
contracted Bianchi  identity  for  Gaβ  as mentioned above;  and  (ii) on  the  Taylor
expansion  of  the Eq. (D.12). It will not be reproduced here.

It follows from the above analysis that in order to solve the system  (D.12), it is
sufficient  to consider  the Eqs. (D.14), (D.15), and (D.16).

Let us first study the dynamical Eq. (D.14), which contain the first and second
derivatives  of  gab.

Straightforward  computations reveal  that to order one, these equations  imply

Relation (D.17) is equivalent  to the statement  that the extrinsic  curvature  of the
( i )

surface  at  infinity  vanishes  since  gab  reduces  there  to  the first derivative  of  the
metric with  respect  to u and  since  the "shift"  gau  vanishes.

Next, lengthy  -   but  still elementary  -   calculations  show  that to order w, the
(2)

Eq. (D.12) determine completely  gab  as

(D.I 8a)

(D.18b)

(D.18c)

(2)

9u =
(2)

9ΘΘ  =

(2)

- 1 ,

- 1 ,

— sin
2
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The  conditions (D.I7) and (D.I8) are already  sufficient  to guarantee  that the
physical  metriczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gaβ  possesses  the  asymptotic  behavior  of  Sect. II. This  can  be
explicitly  seen by making  the change of radial variables

which  transforms  the metric ds2 = Ω ~2ds2
  into

ds2
  =  ds2

adS  +  haβdxadxβ
.  (D.20)

Here, ds2

dS  is  the anti- de Sitter metric written in the standard coordinate  system
(II. 1) whereas  the perturbation haβ  has the asymptotic decrease dictated by (II.2).

Although  this  completes  the  proof  of  the  equivalence  between  Hawking
boundary  conditions and ours, it is  of interest  to study  further  the Eq. (D.12), if
only to see "how many" non trivial solutions gaβ  of Einstein equations exist which
are asymptotically  anti- de Sitter. This is done by analyzing  the next order terms
in  the  expansion  of  Aab  (orders  u2

  and  beyond). That  analysis  is  devoided  of
conceptual difficulties  and we only  report  the results here.

To  order  w
2
,  the  dynamical  Eq. (D.14)  completely  degenerate  and  are

identically  fulfilled  as  a  consequence  of  (D.I7).  Accordingly,  they  yield  no
(3)

restriction on  gab,  which can be chosen arbitrarily  at  this stage.  In contrast, the

higher  orders  (w
3
, w

4
,...)  of  the dynamical  equations  completely  determine the

/   (4)  \   (3)

next orders of gab  y coefficients  gab  and higherj  in terms of  gab.  Hence the general

solution  of the dynamical  Eq. (D.14) contains six  functions

of the three variables  ί,  θ, φ.
It  remains to impose the constraint Eq. (D.I5) and (D.16). These turn out to

imply  restrictions  on the "initial data" pab  which  explicitly  read

PaJ
ab  = 0  (D.22)

and

Λ  =  0  (D.23)

In  (D.23), the covariant derivative  is computed with  the metric (D.8). The linear
conditions (D.22), (D.23) are the only  constraints on the symmetric  tensor  pab.

The  conclusion  of  the  study  of  the  Eq. (D.12)  is  that  there  are  as  many
asymptotically  anti- de Sitter solutions  of  the Einstein equations with  a  negative
cosmological  constant  as  there are  symmetric,  traceless  and  transverse  second
rank tensors on the manifold  RxS2

  endowed with the metric (D.8). (These local
conditions should be supplemented, in the case when  the spacetime  topology  is
#

4
,  by  the non  trivial  requirement  that  the field  components match  at  points

within  a finite  distance when coming from  infinity  in different  directions.)
Finally, we note that the transverseness  and tracelessness  of pab  imply that the

surface  integral

i?Pabd2Eh9  (D.24)
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taken  over  a  spacelike  two- dimensional  section  of  the  "cylinder"zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  RxS2,  is
actually  independent  of  the  chosen  section  whenever  ξa

  is  one  of  the  ten
conformal Killing vectors of the metric (D.8). This is no accident because one can
show  that  the O(3,2)  charges  of  Sect.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Il l  are  intimately  connected with  those
defined by (D.24). [The connection involves conjugation ("similarity  transforma-
tion") of the O(3,2) charges by an appropriate section- dependent element of the
anti- de Sitter group.] Incidentally, one may show  that pab  is equal to the electric
part  of  the rescaled Weyl  tensor of  (D.I). If this fact  is used, the charges (D.24)
coincide with  those considered in [32].

It is important to realize that the conservation of the charges  Q[ξ]   does not
completely  follow  from  the asymptotic behavior  (II.2) of  the spacetime metric.
Indeed,  as  we  have  just  seen,  Q[_ζ\ will  be  conserved  only  if  the "constraint
equations"  (D.I5) and  (D.16)  -   which  are  part  of  Einstein  equations  for  the
physical  metric  -   hold. But  (D.I5) and  (D.16) yield  the additional  restrictions
(D.22) and (D.23) on the leading order of the deviation hλµ(t, r, θ, φ) from the anti-
de Sitter background.

The need for additional restrictions on hλµ  besides  those of Sect. II also  arises
in  the  hamiltonian  formalism.  Indeed,  as  shown  in  the  next  appendix,  the
canonical  generators  H[ζ\   associated  with  asymptotic  O(3,2)  Killing  vectors
preserve  the boundary conditions on the canonical variables,  and hence, are well
defined  as  canonical  generators,  only  if  additional  requirements  are  met  at
infinity.  From the hamiltonian viewpoint,  this  happens  even  on- shell,  because
there exist solutions  of the vacuum Einstein equations which are asymptotic to
anti- de Sitter  space  [in the sense  of (Π.2e- j), (II.9)] on some spacelike  slice, but
which do not remain asymptotically  anti- de Sitter in the course of evolution.

It  should  be  noted  that  the  necessity  of  extra  boundary  conditions  in  the
(3 +  l)- analysis  of  the  field  equations  in  the  presence  of  reflective  boundary
conditions is not peculiar to the gravitational field. It also occurs, for example, in
the  simpler  case  of  a  two- dimensional  Klein- Gordon field  φ propagating  in a
finite interval  [α, b~]  and required  to vanish  at  the boundaries. In that instance,
one finds that the conditions φ(a) = φ(b) =  0 are preserved  by  the Klein- Gordon
equations  only  if  all  the spatial  derivatives  φn/

 of even  order  also  vanish  at the
endpoints.

Appendix  E. Asymptotic Conditions and  Time Evolution

In the main text, we have  shown that a spacetime metric obeying  the boundary
conditions  (II. 1- 2)  is  asymptotically  invariant  under  spacetime  changes  of
coordinates  (or "diffeomorphisms")  which  become asymptotically  anti- de Sitter
transformations. We have also shown that in such a spacetime, the spatial metric
and its canonical momentum fall off as in (Π.2e- 2j, 9) on the appropriate spacelike
sections.

One can then ask the following initial value problem: suppose one is given on
an  initial  surface  t = 0  data  (gipπ

ij)  which  obey  the  constraint  equations
everywhere  and which  have  the asymptotic  behavior  of  Sect. II. Can one find
appropriate lapse and shift functions such that these initial data can be developed,
by means of Hamiltonian equations, into a spacetime metric obeying (II.2)?
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Here, we give to the terms lapse  and shift  their standard meaning

N^i- g00)- 112,  (E.la)

tf*= < 3W  ( E l b )
They are equal to the ξ1

  and ξ(
 used in the main text when the asymptotic Killing

vector  is chosen  to be US1. For simplicity,  we restrict  the discussion  in this
appendix  to ordinary  (vacuum) gravity. The extension  to supergravity  should
proceed along similar  lines but we have not investigated it.

The  analysis  of this problem is much subtler  and difficult  than its analog in
asymptotically flat space. The difficulties  which appear may already be seen if one
takes as initial data those of a t =  constant slice of the Schwarzschild anti- de Sitter
metric [Eq. (B.I) with α =  0]. In that case the exact JV

1
, Nk

 are of course such that
the boundary conditions are preserved in time. However if one takes instead those
of anti- de Sitter space, which we will call NadS, N

k

dS, one finds that the boundary
conditions are not  preserved.

Now,  the difference between both choices of JV
1
, Nk

 vanishes at large distances
but, as the above observation shows, cannot be neglected. This means that in the
general case one must also impose conditions on the next orders in an expansion of
N1

  and Nk
 in decreasing powers of r. This, of course, must be done by requiring the

permissible  N1
  and Nk

  to preserve  the boundary  conditions  (Π.2.9) on  the
canonical  variables.

The analysis proceeds as follows. Comparison of Eqs.  (II.2) and (E.I) yields the
following  asymptotic behavior for the lapse  and the shift:

2),  (E.2a)
2 ) ,  (E.2b)
3 ) ,  (E.2c)
3 ) .  (E.2d)

Straightforward  examination of the hamiltonian equations reveal that the r~3

and  r~
4
  orders  of  the differences  Nθ — NadS  and Nφ — N$dS  are completely

determined by demanding that grθ and grφ  (equal to lgrθ,HlξJ]  and  {jgrφ,H[ξJ\ 9

respectively)  be of the same  order as grθ  and grφ  [i.e., 0(r~4y].  The other gab

equations give no constraint on JV
1
, Nk.

It remains to impose the conditions that πab
 be also of the appropriate order.

This should yield restrictions on Nλ — NadS and Nr — Nr

adS. A problem arises here,
however, namely that the conditions [πab, H[ξJ\  = O(πab) are not two in number,
but  rather they are four  asymptotic partial differential  equations. [Four and not
six  because  two of  them,  the πrθ = O(r~2)  and πrθ = O(r~2)  equations, are
automatically satisfied.]  Moreover, Nr

 drops out from the remaining four relations
so that they become simultaneous restrictions on the single function N1.

Now,  these equations are not integrable unless the initial data gab and πab
 obey

additional requirements at infinity.  Only if these integrability  conditions are met
will N1

 exist.
This is not the end of the story for one must impose the preservation in time (i.e.,

by  the hamiltonian equations) of the integrability  conditions. This leads to new
asymptotic conditions on the canonical  variables.
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We will not analyze  in detail here the additional asymptotic conditions that
must be imposed on the canonical variables. One may be sure that a consistent set
of additional restrictions can be found just from the simple observation  that those
-   yet to be determined -  conditions will be obeyed by canonical variableszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (gab, π

ab)
that can be obtained from  a spacetime metric gλµ  (i) which obeys  the boundary
conditions given in Sect. II and (ii) which  is  a solution  to Einstein equations.

Moreover  the convergence  and proporties  of  the surface  integral  giving the
O(3,2) charges  has been  shown  without  appealing  to  the explicit  form  of  these
extra  conditions  -   although  it  was  implicitly  used  that  the  generators  # [£ ]
mapped allowed configurations  on allowed configurations  -   so  the analysis and
conclusions  in the paper  remain valid.

Lastly  we  remark  that  the  considerations  of  this  section  may  be  carried
through if one assumes that the constraint equations are only valid asymptotically
(instead of everywhere). One then finds, in particular, that the constraint functions
JΓ

±
  and JΓ

fc
 must decrease faster  than what would be naively suggested by (II.2).

Actually it turns out that they must decrease more rapidly than any power  oir~ ι.
[This, incidentally, guarantees that the volume integral J (iV

1
 Jfj_ +  NkX*k)d

3x in the
Hamiltonian converges —  a property  which  does not follow  from  (II.2) alone.]

A complete analysis  of  this  problem  in 2 + 1 spacetime  dimensions  may  be
found  in [37]. In that simpler  theory one finds the concise statement that all the
extra conditions are just the requirements on the asymptotic decrease of Jf]_ and
JίΓk mentioned above.
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