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✺✳✶ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶✳✶ ❊❯❱✲♣✉♠♣✴■❘✲♣r♦❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✶✳✷ ❊❯❱✲♣✉♠♣✴❊❯❱✲♣r♦❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✷ ❇❡②♦♥❞ ❍2✿ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛t♦♠✐❝s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝s✶✵✽

✻ ❚♦✇❛r❞s s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❜✐♦✲r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✶✶✻

✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✼ ❚♦✇❛r❞s ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ✶✹✶

✸



✼✳✶ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✼✳✷ ▲❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✼✳✸ ❚✐♠❡✲❘❡s♦❧✈❡❞ ❍♦❧♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✼✳✹ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✶✺✷

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t ✶✺✾

✾ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✶✻✵

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✻✸

✹



❆❜str❛❝t

❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ✐♥

❛t♦♠✐❝✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞✐r❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r ❢♦♦tst❡♣s

t♦✇❛r❞s ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❘❡❧❡✈❛♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✲

❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❡♠❡✲✉❧tr❛✈✐♦❧❡t s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ q✉❛♥t✉♠

s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ r❛✐s❡❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st

✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ■♥

t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❝♦♠✲

♣❧❡♠❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢

❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇✐t❤ ❡♠✲

♣❤❛s✐s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ✐s ❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❢♦r ❜♦t❤

t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧② ❤❛✈❡ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ✐♠♣❛❝t ✐♥ ❝❤❡♠✐str② ✐♥

t❤❡ ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✧❈❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜② t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠❛❦✐♥❣ ❜♦♥❞s t♦

❢♦r♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t s♣❡❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❛❝t❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ... t❤✐s ❝❤❡♠✐❝❛❧ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝

♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞②♥❛♠✐❝❛❧ st❡♣s ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢

♠♦❧❡❝✉❧❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ r♦t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s ✭✶ ❢s ❂ ✶✵−15 s✮✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛❧❧ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❢❡♠t♦❝❤❡♠✐str② ✳✶✧

❇♦r♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✱ ❢❡♠t♦❝❤❡♠✐str② ✐s ♥♦✇ ❛ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s❝✐❡♥✲

t✐✜❝ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳✷ ❖♥❡ ♦❢ ✐ts ❣♦❛❧s ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❜② st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢

✺



t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡s✳ ❆s r❡❛❝t✐✈✐t② ✐s ❛t t❤❡

❤❡❛rt ♦❢ ❝❤❡♠✐str②✱ ♥♦✇❛❞❛②s ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡rs ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ❛r❡❛s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧

s❝✐❡♥❝❡s✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t②✲✜rst ❝❡♥t✉r②✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ♣❡r✲

♠✐tt❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡s✱ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s ✭✶ ❛s ❂ ✶✵−18

s✮✱ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ✭❊❯❱✮ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❧❛s❡r t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ❤❛s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡

✇❛② t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❛♣✐❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧♦♥❣❡r t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦♥❞

❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤✐s ♠♦t✐♦♥ ❤❛s t❤✉s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ❞♦♦r t♦ ❛ ♥❡✇ ✇❛② ♦❢

❞♦✐♥❣ ❝❤❡♠✐str②✱ ✉s✉❛❧❧② t❡r♠❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❝❤❡♠✐str② ✸✕✺ ♦r ❛tt♦❝❤❡♠✐str② ❢♦r s❤♦rt✳

❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❡r❡ ✜rst ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢

✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✱✻✱✼ t❤❡② ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❆✉❣❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❦r②♣t♦♥ ❛t♦♠s✳✽ ❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r✇❛r❞s✱

♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❛t♦♠s✱ ❛s t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❦r②♣t♦♥✱✾ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✭❲Ps✮

✐♥ ❤❡❧✐✉♠✱✶✵ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞✶✶ ♦r

tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱✶✷ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✶✸

❛♥❞ t❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ ❋❛♥♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✶✹✱✶✺ ✐♥ ❤❡❧✐✉♠✱ ♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❡❞ ❢r♦♠ ♥♦❜❧❡ ❣❛s ❛t♦♠s✱✶✻✕✶✽ t♦ ♥❛♠❡ ❜✉t ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st

❢❡✇ ②❡❛rs✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ✉❧tr❛❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❝♦♥✲

❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r✶✾✕✷✸ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♠❛② ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣

♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐ts t♦ ❛t♦♠✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳✷✹

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✉❧tr❛❢❛st

❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡✐r ❤✉❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣r♦❝❡ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② r❡❛❧✐③❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❧✐❣❤t

✻



♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✱ ✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②

r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ❛♥② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs✳ ❆s r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥✱✷✺ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❛❧♦♥❣ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤

❢❛st❡r t❤❛♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡q✉✐r❡s ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐ts

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ st✉❞✐❡s

✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧②

✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ✉s✉✲

❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳✷✻

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ❊❯❱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❝❤❛♥♥❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ s②st❡♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡s✱ ❝❤❡♠✐str② ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ♥❡✇✱

♥❡✈❡r✲❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡♦r② ❛s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡

t♦ ♦✉t❧✐♥❡ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ t❤❡✐r ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ✇✐❧❧

❜❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❡✈❡r ❜❡❢♦r❡✳ ❯♥t✐❧ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛❢t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❍2✳✷✼✕✸✷ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❍2 ❛♥❞ ❉2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱✸✸ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s t♦ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡

t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ❛ ✈❡r② ❡①❝✐t✲

✐♥❣ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t

♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛r❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣✉r❡❧② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✸✹ ❛♥❞
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❝❛♥ ♣r❡❝❡❞❡ ❛♥② r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❦❡❧❡t♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧

s❝❛❧❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s ❞♦✇♥ t♦ t❡♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✳✷✺✱✸✹✕✸✼

❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❍❍●✮ ♣r♦✲

❝❡ss ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❣❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞

♣✉❧s❡s ♦r tr❛✐♥s ♦❢ ♣✉❧s❡s✳ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♣❤♦t♦♥ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ♣✉❧s❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡✲❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ s♣❛t✐❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛♥❣strö♠ r❛♥❣❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡

❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡

❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♦❢ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❢t❡r

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ r❡♣♦rts ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥

♠♦❧❡❝✉❧❛r s❝✐❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❍2✱ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ✉♣ t♦ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✇❤② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ s✉❝❤ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛❢t❡r s✉❞❞❡♥ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢

❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s✱ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡s✱

❉◆❆✱ ❡t❝✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❛♥❣strö♠ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡

❢r♦♠ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ ❛tt♦❝❤❡♠✐str②

✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥✳

✽



✷ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s

✷✳✶ ❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❛s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡

❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡

❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❍❍●✮ ✐s ♥♦✇ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❡①tr❡♠❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ✭❊❯❱✮ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤✐❣❤✲

♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❛❧❧✲♦✛✱ ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❢r♦♠ t❤❡

✸r❞ t♦ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ✺t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛t❡❛✉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

r❡♠❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢

❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡rs✱ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❤❛r♣ ❝✉t♦✛✱ ❛s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❖♥❧② ♦❞❞

❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥

❛ ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✭❣❛s t❛r❣❡t✮ ❛ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ♠✉st ❝❛✉s❡ ❛ r❡✈❡rs❛❧

♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ♦♥❧② t❤❡

♦❞❞ t❡r♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❧❛t❡❛✉

✐♥ ❍❍● ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✶✾✽✵s ❜② ▼❝P❤❡rs♦♥ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✸✽ ❛♥❞ ❜② ❋❡rr❛②

❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✳✸✾ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ∼ 1✲♣s ♣✉❧s❡s ❛t ✷✹✽ ♥♠✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❑r❋∗ ❧❛s❡r s②st❡♠✱

✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥♦❜❧❡ ❣❛s t❛r❣❡t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣✉❧s❡❞ ❣❛s ❥❡t✱ ❛t ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ 1015 − 1016 ❲✴❝♠2✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛s t❤❡ s❡✈❡♥t❡❡♥t❤ ✭✶✹✳✻ ♥♠✮

✐♥ ♥❡♦♥✳✸✽ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ①❡♥♦♥✱ ❦r②♣t♦♥ ❛♥❞ ❛r❣♦♥

❜② ❛ ◆❞✿❨❆● ❧❛s❡r ❛t ✶✵✻✹ ♥♠✱ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ∼ 30 ♣s✳ ❍❛r♠♦♥✐❝s ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡

✸✸r❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡r ✭✸✷✳✷ ♥♠✮ ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛r❣♦♥✳✸✾ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧t ✇❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❧❧s s❧♦✇❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡

✜❢t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✿ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ✜rst ❝❧❡❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❇② ✉s✐♥❣ s❤♦rt❡r ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✭❁ ✶♣s✮ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ✐♥ ✶✾✾✸✱ ❜② t✇♦

✾
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(2n+1) 0 

plateau 
cutoff 

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❍● ✐♥ ❣❛s❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② r❡♠❛✐♥s r♦✉❣❤❧② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ r❡❣✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞r♦♣s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❧② ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✱ ω0✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❣r♦✉♣s✳✹✵✱✹✶ ❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♥♦❜❧❡ ❣❛s t❛r❣❡ts ❛ ✶✲♣s ◆❞✿❣❧❛ss ❧❛s❡r ✭✶✵✺✸ ♥♠✮ ❛t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

❜❡t✇❡❡♥ ✶✵14 ❛♥❞ ✶✵15 ❲✴❝♠2✱ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✉♣ t♦ t❤❡ ✷✾t❤ ✐♥ ①❡♥♦♥✱ ✺✼t❤ ✐♥ ❛r❣♦♥ ❛♥❞ ❛t

❧❡❛st ✉♣ t♦ t❤❡ ✶✸✺t❤ ✐♥ ♥❡♦♥ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳✹✶ ✶✷✺✲❢s ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❛t ✽✵✵✲♥♠ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❜②

▼❛❝❦❧✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✉♣ t♦ t❤❡ ✶✵✾t❤ ♦r❞❡r ✐♥ ♥❡♦♥ ❣❛s✳✹✵

✷✳✷ ❚❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❛ ✇✐❞❡❧②✲❡♠♣❧♦②❡❞ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ❍❍●✳ ❆ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✶✾✾✷ ❜② ❑r❛✉s❡ ❡t

❛❧✳✱✹✷ ✇❤♦ ✜rst s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② ❍❍● ✐♥ ❣❛s❡s ❢♦❧❧♦✇s

t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❝✉t♦✛ ❧❛✇✿ h̵ωmax ≈ Ip + 3Up✱ ✇❤❡r❡ Ip ✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣❛s

❛♥❞ Up ✐s t❤❡ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣

✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✳ ❆ s✐♠♣❧❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ s❤♦rt❧②

❛❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤r❡❡✲st❡♣ ♦r s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✬s ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ✶✾✾✸ ❜② ❑✉❧❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱✹✸ ❙❝❤❛❢❡r ❡t ❛❧✳✹✹ ❛♥❞ ❈♦r❦✉♠✳✹✺ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛

✶✵



♥♦t ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r❡❝✉rs♦r ♦❢ t❤✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❛♥t❡♥♥❛ ♠♦❞❡❧

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑✉❝❤✐❡✈ ✐♥ ✶✾✽✼✱✹✻ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡

♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ r❡❧❡✈❛♥t ❡❛r❧② ✇♦r❦ ✇❛s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❇r✉♥❡❧✱

✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ♦✈❡r❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛s✹✼

❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛st ✈❛r②✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡

❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱✹✽ ❛♥❞ ❜② ❈♦r❦✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✇❤♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛❜♦✈❡✲t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

✭❆❚■✮ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❍❍● ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳✹✾

❚❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳ ❲❤❡♥ ❛ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞

❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡✮ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❛s t❛r❣❡t✱ ✇✐t❤ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵13

❛♥❞ ✶✵15 ❲✴❝♠2✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s str♦♥❣❧②

♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ❜② ❛ r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r

✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ t✉♥♥❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷

✭❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ t❡♠♣♦r❛❧

r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❝r❡st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✷✳✶✱

t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst

st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❍❍● ❤❛s ❛ ♣✉r❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥✿ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r

t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ✐ts ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts

✭◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇✮✱ ❛t ❧❡❛st ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✜rst

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞✱ t❤❡♥ r❡✈❡rs❡s ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

❛♥❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞s ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✳

✷ ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✮✳ ❚❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❜②

t❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥st❛♥ts✱ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ✐t ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t
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Step 3 
Recollision 

Step 1 

Ionization 

Step 2 

Motion after ionization 

A 

B 

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s❡t ❢r❡❡ ♥❡❛r ❛ ✜❡❧❞ ❝r❡st ❜② t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
✭st❡♣ ✶✱ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦
✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭st❡♣ ✷✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✮✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ✭st❡♣ ✸✱ ♦r❛♥❣❡ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✮✳

✐♦♥✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❜✉rst ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ s✉❜✲❝②❝❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛♥❡❧

♦❢ ❋✐❣✳ ✷ ✭♦r❛♥❣❡ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣

✜❡❧❞✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤✐s ❜✉rst ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♠❛② ❡①t❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❊❯❱ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❡❱ t♦ ❛ ❢❡✇

❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❡❱✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✭❝✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❡t ❢r❡❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝r❡st ✐♥❞✐❝❛t❡❞

❜② ❧❡tt❡r ❆ r❡❝♦❧❧✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ✜rst ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

♣❡❛❦ ❝r❡st ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❧❡tt❡r ❇✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss ✭✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♥❞

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❡✈❡r② ❤❛❧❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢r❡❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥②

♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝r❡sts✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s s❡♣❛r❛t❡❞

❜② ❤❛❧❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❊❯❱ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❉✉r✐♥❣

t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ψc✱ t✉♥♥❡❧s ❛♥❞

♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∣ψb + ψc∣2 ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣❡❛❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t
✭ψb✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭ψc✮✳
❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❜♦✉♥❞ t♦ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✱ ψb ✭t❤❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✮✳

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞✐♣♦❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧

❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∣ψb + ψc∣2 ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥t♦✉r

♣❧♦ts ❧②✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢

∣ψb + ψc∣2 ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛s

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ❚❤✐s ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ❛❝ts ❛s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❛♥t❡♥♥❛ ✹✻

❧❛st✐♥❣ ❥✉st ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤

❤❛r♠♦♥✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧

st✉❞② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥

❡✈❡♥ts✳

✶✸



✷✳✷✳✶ ❚✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

■♥ ✶✾✻✺ ❑❡❧❞②s❤ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ t❤❡♦r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛t♦♠ ❡①♣♦s❡❞

t♦ str♦♥❣ ❧❛s❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✳✺✵ ❆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❑❡❧❞②s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❛s ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❑❡❧❞②s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r

✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

γ = ω0τT = 2π
τT

T0
=

√
Ip

2Up

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ ω0 ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ T0 t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞

❛♥❞ τT t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣

t✐♠❡✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✇❤❡♥ γ ≪ 1✱ ✐✳❡✳✱ τT ≪ T0✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❜❛rr✐❡r

✐s st❛t✐♦♥❛r② ❞✉r✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡♥ γ ≫ 1✱ ✐✳❡✳✱ τT ≫ T0✱ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ γ ≪ 1✱ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡♥ γ ≫ 1✱ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿✺✶✱✺✷ ❡❧❡❝tr♦♥s s❤♦✇ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞✱ E(t)✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r γ < 1✱ ❛❧s♦ ❢♦r γ > 1✳

❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ P❡r❡❧♦♠♦✈✱ P♦♣♦✈ ❛♥❞ ❚❡r❡♥t✬❡✈

✭PP❚✮ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜♦t❤ t✉♥♥❡❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳✺✸✕✺✺ ■♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ r❡❣✐♠❡

✭γ ≪ 1✮ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❆♠♠♦s♦✈✱ ❉❡❧♦♥❡ ❛♥❞ ❑r❛✐♥♦✈ ✭❆❉❑✮ ♠♦❞❡❧✳✺✻ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♠♦st

♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡

❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ E✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s q✉❛s✐✲st❛t✐❝✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✮✿

w = −
1

N

dN

dt
= Ip∣Cn∗ℓ∗ ∣2Gℓm(2F0

E
)2n∗−∣m∣−1 exp ( − 2F0

3E
) ✭✷✮

✶✹



✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱

∣Cn∗ℓ∗ ∣2 = 22n
∗

n∗Γ(n∗ + ℓ∗ + 1)Γ(n∗ − ℓ∗) ,
Gℓm =

(2ℓ + 1)(ℓ + ∣m∣)!
2∣m∣∣m∣!(ℓ − ∣m∣)! , F0 = (2Ip)3/2, ✭✸✮

Γ ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ n∗ =
√
IpH/Ip ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ IpH

✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱ ℓ∗ = n∗−1 ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦r❜✐t❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ n ✐s

t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ℓ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞m t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡

✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ t❤✐s ❤✐❣❤❧②

♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ✭s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞✮ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✷✳✷ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❆❢t❡r t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② v = 0✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞✱ E✱ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

E0✱ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t❛r②

✈❡❝t♦r ux✱

E(t) = E0 cos(ω0t) ux, ✭✹✮

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❢t❡r t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s

dv

dt
= −

e

m
E(t), ✭✺✮

✇❤❡r❡ m ❛♥❞ −e ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✉s❡ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✮✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✶✺



❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡ t ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✿

v(t) = − eE0

mω0

[sin(ω0t) − sin(ω0t
′)] ux, ✭✻✮

✇❤❡r❡ t′ ✐s t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

x(t) = − eE0

mω2

0

[cos(ω0t) − cos(ω0t
′) + ω0(t − t′) sin(ω0t

′)], ✭✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s x(t′) = 0✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❡ t♦ t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x(t) = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ✐❢ 0 ≤ ω0t′ ≤ 80○ ♦r 180○ ≤ ω0t′ ≤ 260○✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x(t) = 0 ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿✺✼

t

T0
=
1

4
−

3

2π
sin−1 (4 t′

T0
− 1). ✭✽✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t′✱ ✐♥ ❛

t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ■t ✐s

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

✐♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ s♣❡♥t ❜② t❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❡❢♦r❡

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s❡t ❢r❡❡

❜② t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛t t′ = 0 ✭✐✳❡✳✱ ❡①❛❝t❧② ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝r❡st✮✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❯♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t′ t❤❡

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

❣✐✈❡♥ ❜②

Ek =
1

2
mv2(t) = 2Up[sin(ω0t) − sin(ω0t

′)]2, ✭✾✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞ T0✱ t/T0✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ t′/T0✳
✇❤❡r❡ Up = e2E

2

0
/4mω2

0
✐s t❤❡ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✭t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Up ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞②

✇r✐tt❡♥ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡

r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

✐♥st❛♥t✳ ❯♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t′ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ Ek ≈ 3.17Up✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❛t t′/T0 ≈ 0.05 ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ❛t

t/T0 ≈ 0.7✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❜② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡t✉r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

h̵ωmax = Ip + 3.17Up ✭✶✵✮

✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❧❛✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜✉rst ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❊❯❱

s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♣♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ Up ∝ I0λ
2

0
✱ ✇❤❡r❡ I0 ✐s t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡

❛♥❞ λ0 t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❆❢t❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t′/T0 ≈ 0.05✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ t′/T0 ≈ 0.25✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❧❡❛s❡❞ ❛t ❛

✶✼



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

E
k
=3.17 U

p

 E
k
 /

 U
p

t’ / T
0 

 

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t′✳

♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥t t′/T0 < 0.05 ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❛t t′/T0 >
0.05✳ ❙✐♥❝❡ s❤♦rt❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t′✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦♥❣❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t ✭s❡❡ ❋✐❣✳

✹✮✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♦♥✐③❡❞ ❛t

t′/T0 < 0.05✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♦♥✐③❡❞ ❛t t′/T0 > 0.05✳ ❋♦r

s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s 0.25 < t/T0 < 0.7 ❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡

❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ 0.7 < t/T0 < 1✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥

❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t t′ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✻✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦♥❣ ♦r t❤❡ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❛❝❝✉r❛❝② ❜② s✐♠♣❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢

t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡rs ✐♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❡❛♠✲♣❛t❤✳ ❙❤♦rt

❛♥❞ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❊❯❱ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡✲❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♣♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✿ ✐✳❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♣♦ss❡s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❤✐r♣✱ C = dω/dt✱ ♥❛♠❡❞

❛tt♦❝❤✐r♣✳ ❚❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧♠♦st

✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t′ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥
t✐♠❡✱ t ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✳ ❙❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤✐r♣❡❞✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✲

✐③❛t✐♦♥✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❡✈❡r② ❤❛❧❢

♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② T0/2✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②

❍❍● ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ❡♠✐tt❡❞ ✉♣♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡♦♥ ✭Ip = 21.56 ❡❱✱ F0 = 1.02×1012 ◆✴❈✱ n∗ = 0.79✱

m = 0✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✭t′/T0 > 0.05✮✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣

❛ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② I = 1.4 × 1013 ❲✴❝♠2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F0/E = 100✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❆❉❑ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

✶✾



r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

w =
Ip

h̵
∣Cn∗ℓ∗ ∣2Gℓm( 200∣ cos(ωt′)∣)

0.58

exp ( − 200

3∣ cos(ωt′)∣) ✭✶✶✮

✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤❡s ❛❧r❡❛❞② ❛t t′/T0 = 0.07✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡

str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡s

❛ ✈❡r② s❤♦rt t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.05 < t′/T0 < 0.07✳ ❇②

✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✽✮✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ s❤♦rt

✇✐♥❞♦✇ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ 0.63 < t/T0 < 0.7✱ t❤✉s ❧✐♠✐t✐♥❣ t♦ ∼ 180 ❛s t❤❡ s♣r❡❛❞

✐♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s✿ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡

❡♠✐tt❡❞ ✉♣♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

✷✳✸ ❙❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ str♦♥❣✲

✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❆ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✭❙❋❆✮ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✶✾✾✹ ❜② ▲❡✇❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✺✽ ■♥ ❙❋❆✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ▲❡✇❡♥st❡✐♥✬s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡✛♦rts

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✿

∂2E

∂z2
−

1

c2
∂2E

∂t2
= µ0

∂2P

∂t2
✭✶✷✮

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ µ0∂2P /∂t2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡

❊❯❱ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

✷✵



✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✿

P(t) = N⟨er(t)⟩ ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ ⟨er(t)⟩ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

⟨r(t)⟩ = ⟨ψ(r, t)∣r∣ψ(r, t)⟩ ✭✶✹✮

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

∣ψ(r, t)⟩✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✿ ✭✐✮ s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭❙❆❊✮ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❋❆✮❀ ✭✐✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❛t♦♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙❆❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❛t♦♠

✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡

✐♥✈♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛t♦♠s✺✾✱✻✵ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱✻✶ t❤❡ ❙❆❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞

❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❆❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✲

s✉❧ts✳✻✷✱✻✸ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♠♦st ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜rst

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈❡ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦

t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤✉s r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙❆❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡✳✻✷

❚❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ∣ψ(r, t)⟩✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦✲

s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ∣g⟩eiIpt✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛❢t❡r t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

✷✶



❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❍❍● ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t r❡✲❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ st❛t❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✷ ✭s❡❡ ❋✐❣✳

✸✮✳ ❋♦r ❤②❞r♦❣❡♥✲❧✐❦❡ ❛t♦♠s✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✲✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✭❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✮✿

∣g⟩ = α3/4

π1/2 e
−

√
α∣r∣ ✭✶✺✮

❆♥ ❛♥s❛t③ ❢♦r ∣ψ(r, t)⟩ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∣ψ(r, t)⟩ = eiIpt[a(t)∣g⟩ +∫ d3v b(v, t)∣v⟩], ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ a(t) ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ b(v, t) ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s✳ ■❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✲❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ⟨v∣r∣v′⟩✱ t♦ t❤❡

❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

❛s

⟨r(t)⟩ = ∫ d3v a∗(t)b(v, t) d∗(v) + ❝✳❝✳ ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ d∗(v) = ⟨g∣r∣v⟩ ✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s

t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q ✶✼ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡

❤❛r♠♦♥✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲❝♦❧❧✐❞✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t b(v, t) ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a(t)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❙❋❆ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q ✶✹✿

⟨r(t)⟩ = i∫ t

0

dt′∫ d3p a∗(t)d∗[p +A(t)]e−iS(p,t,t′)a(t′)E(t′)d[p +A(t′)], ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ E(t) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ A(t) = −∂E/∂t ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ p ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛s p = v(t) −A(t)✱ d[p +A(t′)]
❛♥❞ d∗[p+A(t)] ❛r❡ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Ψg ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✲

✷✷



t✐♥✉✉♠ st❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠ p +A(t′) ❛♥❞ p +A(t)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

d[p +A(t)] = ⟨p +A(t)∣d̂∣g⟩, ✭✶✾✮

❛♥❞ S(p, t, t′) ✐s t❤❡ q✉❛s✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✿

S(p, t, t′) = ∫ t

t′
dt′′{[p +A(t′′)]2

2
+ Ip}. ✭✷✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✽ ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣

q✉❛s✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s

❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛t ❛♥ ✐♥st❛♥t t′ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ t❡r♠ E(t′)d[p+A(t′)]❀ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡s

❛ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r e−iS(p,t,t′)✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r❡❝♦♠❜✐♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ❛t ❛♥ ✐♥st❛♥t t ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② d∗[p+A(t)]✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❋❡②♥♠❛♥✬s q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s ❛♣♣r♦❛❝❤✱✻✹ ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛❥❡❝t♦r② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ d3p ❛♥❞ ♦✈❡r

t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥ts dt′ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✿

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❡r♠✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❛♣❛rt ❢r♦♠

t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥✿

∇pS(p, t, t′) = 0. ✭✷✶✮

■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇

❡❧❡❝tr♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠

t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t t♦ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t

♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ x(ω) ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐③❡❞

❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠
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t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥s

✭ps, ts, t′s✮✱ ✇❤❡r❡ ps ✐s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ✐s

s❡t ❢r❡❡ ❛t t✐♠❡ t′s ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ❛t t✐♠❡ ts✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t

q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ t❡r♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ q✉❛♥t✉♠

♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✻✺

x(ω) = ∑
s∈short

∣xs(ω)∣ exp[iΦs(ω)] + ∑
s∈long

∣xs(ω)∣ exp[iΦs(ω)], ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst s✉♠ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s✳ Φs(ω) ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥

xs(ω)✳

✷✳✹ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s

■♥ ✶✾✾✷ ❋❛r❦❛s ❛♥❞ ❚ót❤ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❍❍● ✐♥ ❣❛s❡s t♦

❣❡♥❡r❛t❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳✻✻ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❛t

t✐♠❡✱ t❤❡② ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✐♥s ♦❢ ∼ 30 − 70 ❛s ♣✉❧s❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤❛❧❢ ♦♣t✐❝❛❧

❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s✱ I(t)✱ ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ Aq✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤❛s❡s✱ φ(ωq)✱ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ N
❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✿

I(t) = ∣ N∑
q=1

Aq exp[−iωqt + iφ(ωq)]∣2 , ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❋♦✉r✐❡r✲❧✐♠✐t❡❞

♣✉❧s❡s✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ φ(ωq) = qω0te ❤♦❧❞s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱

te✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❧❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✱ te = ∂φ/∂ω = ∆φ/2ω0✱ ✇❤❡r❡ ∆φ ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

❤❛r♠♦♥✐❝s ✭s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② 2ω0✮✳

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇❛s r❡♣♦rt❡❞

❜② P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ✷✵✵✶✳✻ ❇② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆t✲
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t♦s❡❝♦♥❞ ❇❡❛t✐♥❣ ❇② ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❚✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ✭❘❆❇❇■❚❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❛s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ♥❡❛r✲❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♠♦♥❣ ✜✈❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛r❣♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛✐♥

♦❢ ✷✺✵✲❛s ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ❘❆❇❇■❚❚ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❤✐r♣ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ▼❛✐r❡ss❡

❡t ❛❧✳ ✐♥ ✷✵✵✸✻✼✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡

t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ te ✈❛r✐❡s q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱

t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❯♥❧❡ss t❤✐s ❝❤✐r♣ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r✱ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s✳ ■♥ ❛ ✜rst s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞

✐♥ ❛r❣♦♥ ❛t ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 1.2 × 1014 ❲✴❝♠2❀ s❤♦rt ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞

❜② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣❛s ❥❡t ❛❢t❡r t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❡❛♠✳✻✽✱✻✾ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ q ❛♥❞ q +2✱ ❞❡✜♥❡❞

❛s ∆te(ωq+1) = te(ωq+2) − te(ωq)✱ ✇❛s ∆te = 106 ± 8 ❛s✱ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♥❣❧❡✲❛t♦♠ ♠♦❞❡❧ ∆tthe = 81 ± 3 ❛s✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡❞

✉♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❇❡st s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥✲

❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❡♦♥✳ ❆t ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 3.8 × 1014 ❲✴❝♠2✱ ❛ ♥❡❛r❧②✲❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

te ✈s ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡r ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ∆te = 33 ± 3 ❛s ✭❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

∆tthe = 26.1±0.2 ❛s✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼❆ ✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡s

♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢

t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼❇✮✳

❊✈❡♥ s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♣♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❤✐r♣✳ P♦s✐t✐✈❡❧②

❝❤✐r♣❡❞ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❧✐♠✐t ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡♦♥ ❛t ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 3.8× 1014 ❲✴❝♠2✳ ✭❆✮ ❍❛r✲
♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ✈s ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡r✿ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s✱
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜② r❡❞ ❞♦ts✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥t❡♥s✐t②✳
✭❇✮ ❚❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜✈❡
r❛♥❣❡s✿ ❢r♦♠ ✷✺t❤ t♦ ✻✾t❤ ✭②❡❧❧♦✇ ✜❧❧❡❞ ❝✉r✈❡✮✱ ❢r♦♠ ✷✺t❤ t♦ ✸✸r❞ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❢r♦♠ ✸✺t❤
t♦ ✹✸r❞ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✱ ❢r♦♠ ✹✺t❤ t♦ ✺✸r❞ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✺✺t❤ t♦ ✻✸r❞ ✭♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡✮✳
❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❢✳ ✻✼✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✵✸ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢
❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳

s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤✐r♣✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ✜❧t❡rs✳✼✵✱✼✶ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❧✉♠✐♥✉♠

✜❧t❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✻✵ ❡❱✱ ❜② s✐❧✐❝♦♥ ✜❧t❡rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✷✺ t♦ ✾✵

❡❱ ❛♥❞ ❜② ③✐r❝♦♥✐✉♠ ✜❧t❡rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✼✵ t♦ ✶✻✵ ❡❱✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡ss ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝❤✐r♣❡❞ ❊❯❱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❣r❛t✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛t ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳✼✷

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛♥ ❊❯❱ t✐♠❡✲❞❡❧❛②

❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠

✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳✼✸ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡✐t❤❡r ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊❯❱ ❛♥❞ s♦❢t ❳✲r❛② r❡❣✐♦♥s ✭✶✵✲✸✵✵ ❡❱✮✳

✷✻



✷✳✹✳✶ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r✲✇✐♥❞♦✇ r❡❣✐♦♥

❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉s❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ✇✐♥❞♦✇ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✭✷✽✹✳✷ ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ∼ 4.4 ♥♠✮ t♦ t❤❡ ❑✲❡❞❣❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥

✭✺✹✸✳✶ ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ∼ 2.3 ♥♠✮✱ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✱ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ t✐ss✉❡

s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ✇❛t❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❤✐❣❤❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❊✈❡♥

❤✐❣❤❡r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥

❝♦rr❡❧❛t❡❞✲❡❧❡❝tr♦♥✱ ♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❛♥❞ ❝❛t❛❧②t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❋❡✱ ❈♦✱ ◆✐✱ ❈✉✮✱ ✇❤♦s❡ ✐♥♥❡r✲s❤❡❧❧

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ❧✐❡ ❛t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♥❡❛r✐♥❣ ✶ ❦❡❱✳✼✹✱✼✺ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ❛ ✈❡r②

❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉t♦✛ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❍❍● ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥❢r❛r❡❞

✭■❘✮ ♣✉❧s❡s ❛t ✶✳✺✶ µ♠✱✼✻ ♠❛♥② ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✐❞✲■❘ s♦✉r❝❡s ❢♦r ❍❍●✳ ❋♦r ❡①❛♠✲

♣❧❡✱ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✭❖P❆s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❍❍●✳✼✼✕✽✵

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♦❢ t❤❡ r❡✲❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t

t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ②✐❡❧❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡s ❛s λ−6.3±1.1 ✐♥ ①❡♥♦♥ ❛♥❞ ❛s λ−6.5±1.1 ✐♥

❦r②♣t♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ ✽✵✵✲✶✽✺✵ ♥♠✳✽✶

❆ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✉♥❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ②✐❡❧❞

✇✐t❤ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✷✵✶✷✽✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r✐❣❤t ❊❯❱

s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ✉♣ t♦ ✶✳✻ ❦❡❱✱ ✐♥ ♣r✐♥✲

❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❛s s❤♦rt ❛s ✷✳✺ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ✸✳✾✲µ♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣✉❧s❡s ✐♥t♦ ❛ ❤♦❧❧♦✇✲❝♦r❡ ✜❜❡r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❍❡ ❣❛s

❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❞r✐✈✐♥❣ s♦✉r❝❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❦❡❱ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✽✸✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡
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■❘ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❯s✐♥❣

s✉❜✲t✇♦✲❝②❝❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s ❛t ✶✳✻ µ♠ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❝❛rr✐❡r✲❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣❤❛s❡ ✭s❡❡ ♥❡①t ♣❛r❛✲

❣r❛♣❤✮✱ ❍❍● ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ✇✐♥❞♦✇ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳✽✹ ❳✲r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t

t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❑✲❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤✲✢✉① ✇❛t❡r✲✇✐♥❞♦✇ s♦✉r❝❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✹✵✵ ❡❱

❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❍● ✇✐t❤ ❛ ✶✲❦❍③✱ s✉❜✲✷✲❝②❝❧❡ s♦✉r❝❡ ❛t ✶✳✽✺ µ♠ ✇✐t❤ ❈❊P st❛❜✐❧✐t② ✇❛s r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ✷✵✶✹✳✽✺ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

t❤❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❛t t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❑✲s❤❡❧❧ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥

❜❡❧♦✇ ✹✵✵ ❛s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛ ✸✵✲❛s ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳✽✻

✷✳✹✳✷ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛✲

s❤♦rt ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❈✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❡✳❣✳✱ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐❝❤r♦✐s♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤✐r❛❧

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱✽✼ ❛♥❣❧❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❆❘P❊❙✮ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞

♣✉❧s❡s✽✽ ❛♥❞ ❳✲r❛② ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐❝❤r♦✐s♠ ✭❳▼❈❉✮ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢

♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳✽✾ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡✲

t♦♣ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❊❯❱ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉❧tr❛s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠

t❡♥s ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✮ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❜♦♦st ❢♦r t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❤✐r❛❧✐t②✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❱❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r

❤❛r♠♦♥✐❝s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳✾✵ ❊❧❧✐♣t✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧

❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ✭ǫ < 0.37✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s✱✾✶ ✇✐t❤ t❤❡

❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣

r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧✐❣♥❡❞

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s✳✾✷ ❆ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ♠✐rr♦rs ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ✸✺ ♥♠ ♦❢ ♠♦❧②❜❞❡♥✉♠ ❛♥❞ ❛ ✺✲♥♠

✷✽



❧❛②❡r ♦❢ ❇4❈✳✾✸ ❍❛r♠♦♥✐❝s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✽✳✶ ❛♥❞ ✷✻✳✸ ♥♠✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✻ ❛♥❞ ✹✳✹%✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♠♣♦s❡❞ ❜②

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♠✐rr♦r ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✶✾✾✺✾✹✱✾✺ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✱

❝♦✉♥t❡r✲r♦t❛t✐♥❣ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ s❛♠❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ✷✵✶✹ ❜② ❋❧❡✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r

t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ❢r♦♠ ❝✐r❝✉❧❛r t❤r♦✉❣❤ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ t♦ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱

✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳✾✻ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣

✐♥ ❛ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❜r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② ❑✜r ❡t ❛❧✳✳✾✼ ❆♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✱ r❡❝❡♥t❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❋❡rré ❡t ❛❧✳✱ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ r❡s♦♥❛♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s✳✾✽ ■♥ ✷✵✶✸ ❛♥

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

✇❛s r❡♣♦rt❡❞✱✾✾ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❍● ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧❧②

♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ t❡r❛❤❡rt③ ✜❡❧❞✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡s❡ ♣✉❧s❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❨✉❛♥ ❛♥❞ ❇❛♥❞r❛✉❦✱ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞✲

♠❛❣♥❡t✐❝✲✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳✶✵✵

✷✳✺ ■s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s

✷✳✺✳✶ ❇r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s ❜② P❛✉❧ ❡t ❛❧✳✱✻

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✺✵ ❛s✱ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r ❜② ❍❡♥ts❝❤❡❧ ❡t ❛❧✳✳✼ ❆ ❢❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❡r❡

❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r r❡❧✐❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❛rr✐❡r✲❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣❤❛s❡ ✭❈❊P✮ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣❡❛❦✲

✷✾



♣♦✇❡r✱ ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s✳

❚❤❡ ❈❊P ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s E(t) = E0(t) cos(ω0t + φ)✱ ✐s
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t✱ φ✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ E0(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ■♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧❛s❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ ❈❊P ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♣✉❧s❡

t♦ ♣✉❧s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ tr❛✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛

♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❝❝✉rs✱ s♦ t❤❛t ❛ s②st❡♠❛t✐❝

♣✉❧s❡✲t♦✲♣✉❧s❡ ❈❊P s❧✐♣♣❛❣❡✱ ∆φ✱ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ∆φ ✐s

♥♦t ❝♦♥st❛♥t s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❧❛s❡r tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❈❊P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❑❡rr ❡✛❡❝t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧❛s❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡

s❡❧❢✲r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♣❤❛s❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱✶✵✶✕✶✵✹ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❡tr♦❧♦❣②✱

❤❛s r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐③❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣❤②s✐❝s✳ ❈❊P st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✲

✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛ss✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❧❡✱

✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❈❊P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜② ❛❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❝t✐✈❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤✐r♣❡❞✲♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ✭❈P❆✮✶✵✺ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣s✿ ❛ ❢❛st ❧♦♦♣ ❢♦r ❈❊P st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❛ s❧♦✇✲❧♦♦♣ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r r❡s✐❞✉❛❧ ❈❊P ✈❛r✐❛t✐♦♥s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳✶✵✻ P❛ss✐✈❡ ❈❊P st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ❇❛❧✲

t✉➨❦❛ ❡t ❛❧✳ ✶✵✼ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❉❋●✮ ✐♥

❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❊P r♦❧❡ ♦❢ ❢❡✇✲

❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✻✲❢s ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠

❈❊P✳✶✵✽

❚❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥

❈P❆ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs✱ ✇❤✐❝❤ r♦✉t✐♥❡❧② ❞❡❧✐✈❡r ∼ 20✲❢s✱ ✽✵✵✲♥♠✱ ❈❊P✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ♣✉❧s❡s ❛t

t❤❡ ♠✉❧t✐✲♠✐❧❧✐❥♦✉❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r

♣✉❧s❡s ✐s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❤✐r♣❡❞ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❖P❈P❆✮ t❡❝❤♥✐q✉❡✱✶✵✾

✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈P❆ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s

✇✐t❤ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ✉♣ t♦ t❤❡ ♣❡t❛✇❛tt ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥

✸✵



❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱✶✶✵ ❖P❈P❆ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❡r❛✇❛tt✲s❝❛❧❡ ♣✉❧s❡s ❢r♦♠ ②tt❡r❜✐✉♠ ❧❛s❡rs ❛t

❦✐❧♦✇❛tt✲s❝❛❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤✐r❞✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡ ❤✐❣❤ ✭t❡r❛✇❛tt✲s❝❛❧❡✮ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✭❦✐❧♦✇❛tt✲s❝❛❧❡✮ ❛✈❡r❛❣❡

♣♦✇❡rs ✐♥ ✉❧tr❛s❤♦rt ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r r♦✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s ✐s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

♣♦st✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡s✱

❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♣♦st✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r

♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣❛s✲✜❧❧❡❞

❤♦❧❧♦✇✲❝♦r❡ ✜❜❡r ✭❍❈❋✮ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉❧tr❛❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳✶✶✶✕✶✶✸

◆♦✇❛❞❛②s✱ s✉❜✲✺ ❢s ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐❥♦✉❧❡s ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳ ❚♦ s❝❛❧❡ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇✲✜❜❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❤✐❣❤❡r

♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭> 1015 ❲✴❝♠2✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♠♣❧♦② s♣❡❝tr❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❣❛s

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❍❈❋ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❧✐✉♠ ❛t ❧♦✇ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡✿ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✸✳✼ ♠❏

❛♥❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✶✳✹ ❢s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳✶✶✹

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❈❊P st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❡❣❛❤❡rt③ ❧❡✈❡❧✱✶✶✺

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧②

r❡q✉✐r❡s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ❡✈❡♥t ♣❡r ❧❛s❡r s❤♦t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ❛ss✐❣♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❝t✐♦♥

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙✉r❢❛❝❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r st✉❞✐❡s ♦❢t❡♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ s♣❛❝❡

❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♣❡r ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❙❡✈✲

❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❍❍● ❛t ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✳✷✻ ❆ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛✈✐✲

t✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❜✉✐❧❞✉♣ ♦❢ ♣✉❧s❡s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛t t❤❡ ▼❍③ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❜② ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t②

✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳✶✶✻✕✶✶✾

❆♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②s ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ✜❜❡r✲❜❛s❡❞ ❧❛s❡r s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛✈❡r✲

✸✶



❛❣❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡rs ♦❢ ♥❡❛r❧② ✶ ❦❲✱✶✷✵ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣✐❡s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❍❍● ❛t r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡s

❛s ❤✐❣❤ ❛s ❛ ❢❡✇ ▼❍③✳ ❆s r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❍ä❞r✐❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ❛ ❜r♦❛❞ ♣❧❛t❡❛✉ ✭r❛♥❣✐♥❣

❢r♦♠ ✷✺ ❡❱ t♦ ✹✵ ❡❱✮ ♦❢ str♦♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ 1 × 1012 ♣❤♦t♦♥s✴s✱

❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤❡❞ ❍❍● ♦❢ ❛ ▼❍③ ✜❜❡r ❧❛s❡r✳✶✷✶ ❍✐❣❤✲❛✈❡r❛❣❡

♣♦✇❡r ❨❜✲✜❜❡r ❧❛s❡r s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♣✉♠♣ ❖P❈P❆ s②st❡♠s ❛t ✉♣ t♦ ✶ ▼❍③

r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✱✶✷✷ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳✶✷✸

✷✳✺✳✷ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s

❇② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ✉❧tr❛❢❛st ❧❛s❡r t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✱ ✈❛r✐♦✉s s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡

❡✈❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛t✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❢❡✇ s❝❤❡♠❡s

❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s♣❡❝tr❛❧✱ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❣❛t✐♥❣✳ ❖♥❧② ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛✐♥ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s

r❡✈✐❡✇s✳✾✵✱✶✷✹✕✶✷✻

❚❤❡ ✜rst ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣❛t✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤♦✉t ❈❊P st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳✼ ❆ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱

t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ❈❊P st❛❜❧❡✱ ✺✲❢s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣✉❧s❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✷✺✵✲❛s ❊❯❱ ♣✉❧s❡s

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳✶✷✼ ❚❤❡ ✐❞❡❛✱ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤r✐st♦✈ ❡t ❛❧✳✱✶✷✽ ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡

❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ❤❛❧❢✲❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝✉t♦✛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉❧tr❛s❤♦rt ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❤❡r❡

❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❣❛t❡ ♠✉st ❜❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✭❤❛❧❢✲

✸✷



♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❝♦❧♦✉r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣✱ ❞♦✉❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧

❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s

❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❍❍●✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ str♦♥❣❧②

❞❡❝r❡❛s❡s ✉♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♦r

❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡t✉r♥ t♦

t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞

❜② ❇✉r♥❡tt ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ∼ 2 ❢♦r

❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② εth ♦❢ ✵✳✶✸✳✶✷✾ ■♥ ✶✾✾✹ ❈♦r❦✉♠ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡✿✶✸✵ ❝✐r❝✉❧❛r ♦♥

t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ❥✉st ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ✇❤❡r❡

❡✣❝✐❡♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢

s✉❝❤ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧②

♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω1 ❛♥❞ ω2 s❧✐❣❤t❧② ❞❡t✉♥❡❞ ✭(ω1−ω2)≪ (ω1+ω2)/2✮✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉❧s❡

❜❡✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❝❤❡r❜❛❦♦✛ ❡t ❛❧✳

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s❡t✉♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❝♦❧♦r ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✐♥

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♣❧❛t❡s✳✶✸✶ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

✐♥ ✷✵✵✻ ✜rst ❜② s♣❡❝tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✶✸✷ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳✶✸✸ ❇② ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦✲❝♦❧♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❤❛r♠♦♥✐❝ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❞♦✉❜❧❡✲♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣✱ ❉❖● ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❖●✱

●❉❖●✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣✉❧s❡s

❢r♦♠ ❤❛❧❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤✉s r❡❧❛①✐♥❣

t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡✳✶✸✹✕✶✸✽

❆♥♦t❤❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✭✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣✱ ■●✮✳ ■❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s ✐♥t❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡

✸✸



♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣

❛ ♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❍❍● ❢♦r ❛❧❧ ❧❛t❡r ❤❛❧❢✲❝②❝❧❡s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡

✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t❡ ❛s ♥❛rr♦✇ ❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦

s❡❧❡❝t ❛ s✐♥❣❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱ t❤❡ ■● ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣

t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳✶✸✾✱✶✹✵ ■♥ ✷✵✶✵ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝t✐♦♥

♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ❜❡❛♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss✳✶✹✶ ■s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s

✇✐t❤ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ✶✺✺ ❛s ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❛r❣❡t ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦❥♦✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛s❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡

✐s ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

❧✐❣❤t❤♦✉s❡ ❛♥❞ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱✐♥❝❡♥t✐ ❛♥❞ ◗✉éré✱✶✹✷ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❣❛t✐♥❣

♠❡t❤♦❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♣❛t✐❛❧❧② ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❊❯❱

r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✷✵✶✷ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❯❱

❤❛r♠♦♥✐❝s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❧❛s♠❛ ♠✐rr♦r✶✹✸ ❛♥❞ ✐♥ ✷✵✶✸ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛s ❤❛r♠♦♥✐❝s✳✶✹✹

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t❤♦✉s❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳✶✹✺ ❆ ♥♦♥❝♦❧❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ ✭◆❖●✮ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❧✐❣❤t❤♦✉s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳✶✹✻ ❚❤✐s ❣❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦❧❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❥❡t✳ ❚❤✐s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛

♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❝♦❧❧✐♥❡❛r ❛♥❣❧❡✳ ❆t ③❡r♦

t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡♣❧✐❝❛s✱ t❤❡ ❊❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ❛♥❣❧❡

♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❡❛♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❧❛② ∆t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡

❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤❛❧❢✲❝②❝❧❡s ❛r❡ ❛♥❣✉❧❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜② ❛ s♣❛t✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞✳ ◆❖● ✐s ❛
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♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♦✉t❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❍❍●✳

❈♦❤❡r❡♥t s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣✉❧s❡s ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳✶✹✼✕✶✹✾ ❆♥

✉❧tr❛❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✳✶ t♦ ✹✳✻ ❡❱✱ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❤♦❧❧♦✇ ✜❜❡r

✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♥❡♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❜❡❛♠s ✇✐t❤

❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❝❡♥tr❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✭❛❜♦✉t ✶✳✶✲✶✳✼✺ ❡❱✮✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✭❛❜♦✉t

✶✳✼✺✲✷✳✺ ❡❱✮✱ ✈✐s✐❜❧❡✲✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ✭❛❜♦✉t ✷✳✺✲✸✳✺ ❡❱✮ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ✭❛❜♦✉t ✸✳✺✲✹✳✻ ❡❱✮✳

❚❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❛r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞

❜② ♣r♦♣❡r ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♣❛t✐❛❧❧② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣❧❡

♣✉❧s❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✉❧tr❛❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠✳ P✉❧s❡s ❛s s❤♦rt ❛s ✸✽✵ ❛s ✇❡r❡ r❡❝❡♥t❧②

♠❡❛s✉r❡❞✳✶✹✾

✸ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✸✳✶ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ st✉❞✐❡s

♦❢ ♠❛tt❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

r❡q✉✐r❡s t♦ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥

❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❞✐✉♠ ♦r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❞✐✉♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡

✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡①✲s✐t✉✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✮✱ ✇❤✐❧❡✱

✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥✲s✐t✉✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❣❡♥t❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✮✳

✸✳✶✳✶ ❘❆❇❇■❚❚

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡①✲s✐t✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❇❡❛t✐♥❣ ❇② ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢

❚✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ✭❘❆❇❇■❚❚✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧✿ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✲s✐t✉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊❯❱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✐♥ ❛ ✜rst ❣❛s ❥❡t ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆■❘ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r
❜❡❛♠ ✐s r❡❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯❱ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r❧② ❢♦❝✉s❡❞ ✭✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
t✐♠❡ ❞❡❧❛②✮ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣❛s ❥❡t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❖❋✿ t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s
❢♦❝✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❡❛♠ ✭♣❡rt✉r❜✐♥❣ ❜❡❛♠✮ ✐♥ ❛ ❣❛s ❥❡t t♦ ♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ❊❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❊❯❱ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳

t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳✻✱✻✼✱✼✶ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣❤♦t♦✲

❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❣❛s ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡❧❛②❡❞ ■❘ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝✲

tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤

❞✐s❝r❡t❡ ♣❡❛❦s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② 2h̵ω✱ ✇❤❡r❡ ω ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❍❍●

♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❡♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ■❘ ✜❡❧❞ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦s ❛t ±h̵ωIR ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♣❡❛❦s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯❱ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r ❛s s✐❞❡❜❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛♥❞

❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✭♦r ♠♦r❡✮ ■❘ ♣❤♦t♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ■❘

✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ■❘ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ♦r ❡♠✐tt❡❞✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❤❛s ♦♥❧②

❛ s✐♥❣❧❡ s✐❞❡❜❛♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ s✐❞❡❜❛♥❞✿ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ q+1 ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥
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♦❢ ♦♥❡ ■❘ ♣❤♦t♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ q − 1 ❛♥❞

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ■❘ ♣❤♦t♦♥✳ ❆s t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ t❤❡② ✐♥t❡r❢❡r❡ ❛♥❞✱ ❛s

❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞s✱ ❙❇✱ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✶✺✵✱✶✺✶

SB = Af cos(2ωτ −∆φq −∆φ
f
atom) ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ Af ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s✱ τ ✐s t❤❡

❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯❱ ❛♥❞ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡s✱ ∆φq = φq+1 −φq−1 ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s q + 1 ❛♥❞ q − 1✱ ❛♥❞ ∆φf
atom ✐s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ q + 1 ❛♥❞ q − 1 ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❊q✉❛t✐♦♥

✷✹ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✉♣♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② τ ✱ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t

t✇✐❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✾✮✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

t❤❡ t❛r❣❡t ❣❛s✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❤❛s❡ ∆φf
atom ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡

❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✹✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡

❜② P❛✉❧ ❡t ❛❧ ✐♥ ✷✵✵✶✳✻ ❆ ✹✵✲❢s ✽✵✵✲♥♠ ❧❛s❡r ✇❛s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ❛r♠s✿ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ ❛♥ ❛r❣♦♥ ❣❛s ❥❡t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

■❘ ❜❡❛♠ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯❱ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛r❣♦♥ ❣❛s ❥❡t✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣

♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t

✭❚❖❋✮ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s✳ ❋r♦♠

t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✷✺✵ ❛s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❤❛r♠♦♥✐❝s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❢r♦♠ ✶✶ t♦ ✶✾✮ ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝

❝❤✐r♣ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✭❛tt♦ ❝❤✐r♣✮ ❜❡✐♥❣ r❡✈❡❛❧❡❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❜② ▼❛✐r❡ss❡ ❡t ❛❧ ✻✼ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘❆❇❇■❚❚ s❝❤❡♠❡✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ♦❞❞ ♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✭♣✉r♣❧❡ ❛rr♦✇s✮ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭■p✮ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❤♦t♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s✐❣♥❛❧ ✭❜❧✉❡ ♣❡❛❦s✮✳ ❋✉rt❤❡r ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥✴❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘ ♣❤♦t♦♥ ✭r❡❞ ❛rr♦✇s✮ ❝r❡❛t❡s s✐❞❡❜❛♥❞ ♣❤♦t♦✲❡❧❡❝tr♦♥s ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡
♣❡❛❦s✮✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ✉♣♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❊❯❱ ❛♥❞ ■❘ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ s✐❞❡❜❛♥❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞✳

♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✳ ✷✳✷✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✹

❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ∆φf
atom ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ∆φq ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❙✐♥❝❡✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❲✐❣♥❡r✱✶✺✷ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧②

❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇❤❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❢♦r♠✉❧❛ τatom = dφ
f
atom/dω✱ t❤❡ ❘❆❇❇■❚❚ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡

♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✐♥ ❛t♦♠s✱✶✶✱✶✷✱✶✺✸✕✶✺✺ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱✶✺✻✱✶✺✼ ❛♥❞ s♦❧✐❞s✳✶✾✳

✸✳✶✳✷ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦ ❝❛♠❡r❛

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦♠❛✐♥ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② I(ω) ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤❛s❡ φ(ω)✳ ❲❤✐❧❡ I(ω)
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ φ(ω) t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡s

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇
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❡♥❡r❣✐❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❆s ❢♦r tr❛✐♥s ♦❢

❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ■❘ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✷✵✵✶ ❜② ❍❡♥ts❝❤❡❧

❡t ❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦✲❝❛♠❡r❛✳✼ ■♥ t❤✐s ❡①✲s✐t✉ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡✲♣❛❝❦❡t ❜② ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ■❘

♣✉❧s❡ ✭str❡❛❦✐♥❣ ♣✉❧s❡✮✱ ✇❡❛❦ ❡♥♦✉❣❤ ♥♦t t♦ ✐♦♥✐③❡ ❛t♦♠s✱ ❜✉t str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣❛rt s✉❜✲

st❛♥t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ❧✐❜❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✭❛✮✲✭❜✮✮✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

✭✐♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠✱

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r

♣♦t❡♥t✐❛❧ A ♦❢ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞ ♠♦❞✉❧❛t❡s ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛s✿✶✺✽✱✶✺✾

Φ(t) = −∫ +∞

t
dt′[v ⋅A(t′) +A2(t′)/2]

= −∫
+∞

t
dt′Up(t′) +

√
8WUp

ωL

cos θ cosωLt − (Up/2ωL) sin 2ωLt ✭✷✺✮

✇❤❡r❡ ωL ✐s t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ Up ✐s t❤❡ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡✱ θ ✐s t❤❡

❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ❛♥❞ W = p2/2 ✐s

t❤❡ ✜♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✭❝✮✮✳ ❚❤✉s✱

❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ str❡❛❦✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❞❡❧❛②s

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❘❆❇❇■❚❚

t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ str❡❛❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠

❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡

❞❡❧❛②s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✶✺✹✳

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦ ❝❛♠❡r❛✳ ✭❛✮ ❆ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛❢t❡r ❊❯❱ ✐♦♥✲
✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ pi❀ ❛♥ ■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ tr❛♥s❢❡rs ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠
∆p(t) = e ∫ ∞t EL(t′)dt′ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ■❘ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ pf = pi +∆p✳ ✭❜✮ ■♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ str❡❛❦✲
✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❘
♣✉❧s❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯❱ ❛♥❞ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡✳ ✭❝✮ ❙tr❡❛❦❡❞ s♣❡❝tr❛
♦❢ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s✿ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡
■❘ ♣✉❧s❡✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✽ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✵✷ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

■♥ ✷✵✵✺ ▼❛✐r❡ss❡ ❛♥❞ ◗✉ér❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦ ❝❛♠❡r❛ t❤❡ ■❘

♣✉❧s❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ ❣❛t❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✈❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❛t✐♥❣ ✭❋❘❖●✮✲❧✐❦❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳✶✻✵ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐❞❡❛ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ❝r❡❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛ str♦♥❣

❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝s ❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❋❘❖●

✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ ♣✉❧s❡s✳✶✻✶ ■♥ t❤✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠

♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛t❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ✭❋❘❖● tr❛❝❡✮✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

S(ω, τ) = ∣∫ +∞

−∞

dtG(t)E(t − τ)eiωt∣2 ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ G(t) ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t❡ ❛♥❞ E(t − τ) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❋r♦♠

✹✵



s✉❝❤ ❛ s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✉s✐♥❣ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❘❖● t♦ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❞♦✲

♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✉❜❜❡❞ ❛s ❋❘❖●✲❈❘❆❇ ✭❋❘❖● ❢♦r ❈♦♠♣❧❡t❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆tt♦s❡❝♦♥❞

❇✉rsts✮✳ ❚❤❡ str❡❛❦✐♥❣ s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉♣♦♥ s❝❛♥✲

♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯❱ ❛♥❞ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

S(v, τ) = ∣∫ +∞

−∞

dteiΦ(t)dp−A(t) ⋅EEUV (t − τ)ei(W+Ip)t∣2 ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ Φ(t) ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q ✷✺✱ d ✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✱ Ip ✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ EEUV ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✳ ✷✻ ❛♥❞ ❡q✳ ✷✼✱ t❤❡ str❡❛❦✐♥❣ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛

❋❘❖● tr❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ ♣❤❛s❡ ❣❛t❡✿ G(t) = eiΦ(t)✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❋❘❖●✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭P❈●P❆✮✱✶✻✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❈❘❆❇

tr❛❝❡s ❛♥❞ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✶✸✸✱✶✹✼✱✶✻✸✕✶✻✺ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✶✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ❡①✲s✐t✉ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦ ❝❛♠❡r❛ ♦♥❧②

❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞✱ ✐s t❤❡ P❤❛s❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❜② ❖♠❡❣❛ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✐♥❣

✭P❘❖❖❋✮✳✶✻✼ ❆s ❢♦r t❤❡ ❘❆❇❇■❚❚ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛

✇❡❛❦ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ■❘ ✜❡❧❞✱ ✇❤♦s❡ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊❯❱ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛✲

t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P❘❖❖❋ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❘❆❇❇■❚❚✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❘❖❖❋✱ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣♦s❡❞

❜② ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡❛❦s ❜✉t ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t✱ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣

t❡r♠s✿

I(ων , τ) = I0(ν) + IωL
(ν, τ) + I2ωL

(ν, τ) ✭✷✽✮

✹✶



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦✐♥❣ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✭❜♦tt♦♠✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❛✮✱ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣ ✭❜✮ ❛♥❞ ●❉❖● ✭❝✮✳ ❋r♦♠ r❡❢s✳ ❬ ✶✸✸✱✶✻✹✱✶✻✻❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t
✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳ ❈♦♣②r✐❣❤t
✷✵✶✵ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

✇❤❡r❡ ων ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ωL ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡s❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠s ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s ❝❛✉s❡❞ ❜②

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❘ ❞r❡ss✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s str♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆❢t❡r ✐s♦❧❛t✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωL✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s

✉♥✐q✉❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ ❞✐r❡❝t ♣❤♦t♦✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥

✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ων ✱ ❞✐r❡❝t ♣❤♦t♦✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭ων +ωL✮ ✇✐t❤

❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘ ♣❤♦t♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ♣❤♦t♦✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭ων−

ωL✮ ✇✐t❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤❛s❡s

φ(ων)✱ φ(ων+ωL) ❛♥❞ φ(ων−ωL)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② τ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ων ✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❘❖●✲❈❘❆❇✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ✉❧tr❛❜r♦❛❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐♥ ✷✵✶✷ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢

✹✷



✻✼✲❛s ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❉❖● t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳✶✷✹✱✶✻✽

✸✳✶✳✸ ❖♣t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❡①✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆s ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳✶✻✾ ❚❤❡ ✜rst ✐♥✲s✐t✉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✉❞♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦✲❛✉t❤♦rs ✐♥ ✷✵✵✻✿✶✻ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✇❛s

❣❡♥t❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐♥❡❛r s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤❡ ❍❍●

♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

❤❛❧❢✲❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❞❞✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ❜r❡❛❦s

t❤❡ s②♠♠❡tr②✱ t❤✉s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢ ❝②❝❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t

❤❛❧❢ ❝②❝❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣❤❛s❡✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝✱ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s s✐❣♥❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✷✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r

❡❛❝❤ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❛❦ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♦♥❡

❤❛r♠♦♥✐❝ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱

t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞

❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❤❛s❡ ❣❛t❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② t❤❡

✇❡❛❦ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✹✸



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❍❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s s❤♦✇ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦r❞❡r✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✶✻❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t
✷✵✵✻ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s✳✶✼✵ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ❛ ✇❡❛❦ ✜❡❧❞ ✭s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞✮ ✐s ✉s❡❞

t♦ ❣❡♥t❧② ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱

r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t σε ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ■❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧

✜❡❧❞ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ θp✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛♥

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ σε ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✸✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝tr♦❣r❛♠✿

S(θ, τ) = ∣∫ ∞

−∞

dy Enear
E
(y)GE(y − cτ/θp) exp(ikEθy)∣2 ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ τ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✱ kε ✐s t❤❡ ❊❯❱

✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞ EE(y) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❊❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❣❡♥✲

✹✹



❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ GE(y − cτ/θp)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❣❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡q ✷✾ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❣❡♥✲

❡r❛❧ ❋❘❖● s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❊❯❱

♥❡❛r ✜❡❧❞ Enear
E
(y)✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ✭✇✐t❤ ❜♦t❤ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ♣✉❧s❡✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜②

❑✐♠ ❡t ❛❧✳✶✼✶ ■♥ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✺✲❢s ✼✺✵✲♥♠ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❜❡❛♠s✿ ♦♥❡

❜❡❛♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡❛♠ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧ ✜❡❧❞ Es(t) t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦

❜❡❛♠s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s

♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❯❱ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✻✳✾ ❡❱ ❛♥❞

✹✵✳✷ ❡❱ ✇❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t②

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ dEs(t)/dt✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❡t❛❤❡rt③ ♦♣t✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✱ r❡♣r❡s❡♥ts

❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣❡t❛❤❡rt③ ✜❡❧❞s✳

✸✳✷ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦

r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥✲

✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ✜rst ♣✉❧s❡ ✭♣✉♠♣✮ t♦

❡①❝✐t❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡❧❛②❡❞ ♣✉❧s❡ ✭♣r♦❜❡✮ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣✉♠♣✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱

❢♦r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ❤❛s ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥

❊❯❱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ■❘ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦

❧♦♥❣❡r t❤❡ ♦♥❧② ❛❞♦♣t❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ❛s t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤✲♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❊❯❱ s♦✉r❝❡s

❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞✲♣✉♠♣ ❛tt♦s❡❝♦♥❞✲♣r♦❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✐♥✲s✐t✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ✭❛✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞✲♣✉❧s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐✲
③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❊❯❱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ✭❜✮ ❙♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❊❯❱ s♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
❞❡❧❛②s✿ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ ✉♣ ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ♦r ❞♦✇♥ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞❡❧❛②✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✶✼✵❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✸ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❤♦✲

t♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✭r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯❱ t♦ t❤❡ s♦❢t✲❳ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥✮✱

t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♠♦st ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ✐♥♥❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ♦r ❝♦r❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥

❡♠✐ss✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❆✉❣❡r ❞❡❝❛②✱ s❤❛❦❡✲✉♣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♦r ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥

❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♠♠❛r✐③❡ ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡s ♣r♦♣♦s❡❞

❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜♦t❤

str❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❘❆❇❇■❚❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❞❡❧❛②s ✐♥ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞s✳
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✸✳✷✳✶ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✴✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❚❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛t♦♠s ❛♥❞

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥

t✐♠❡ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✈❛✲

r✐❡t② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ♦❜t❛✐♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ❊❯❱ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❝♦❧❧❡❝t

❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❡❛❝❤

♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ✢② ❛❧♦♥❣ ❛ ❞r✐❢t✲t✉❜❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❚✐♠❡ ♦❢

❋❧✐❣❤t ✭❚❖❋✮ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❚❖❋ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t✲r❛t❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣✉r♣♦s❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r✲

✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦✲❡❧❡❝tr♦♥s ✭❡❧❡❝tr♦♥ ❚❖❋ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✮✶✼✷ ♦r t❤❡

♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❤♦t♦✲✐♦♥s ✭✐♦♥ ♠❛ss ❚❖❋ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✮✳✶✼✸ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❚❖❋ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦tt❧❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳✶✼✹ ❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦tt❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐s ❛ str♦♥❣ ✐♥❤♦✲

♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❞✐r❡❝t

t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ❣✉✐❞❡s t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❞r✐❢t

t✉❜❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❜♦tt❧❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t

❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ▼♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠✉❧t✐✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❱❡❧♦❝✐t② ▼❛♣ ■♠❛❣✐♥❣ ✭❱▼■✮ s♣❡❝tr♦♠✲

❡t❡rs ❛♥❞ ❘❡❛❝t✐♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡s ✭❘❊▼■✮✳ ❱▼■ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢

❜♦t❤ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t

r❛t❡s✳✶✼✺ ■♥ ❛ ❱▼■ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ❛ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭r❡♣❡❧❧❡r ❛♥❞ ❡①tr❛❝t♦r✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♣♦✲

s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ♠✐❝r♦❝❤❛♥♥❡❧ ♣❧❛t❡ ✭▼❈P✮ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦s♣❤♦r s❝r❡❡♥ ❛♥❞ ❛

❢❛st ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ❢♦r t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ✸❉

♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡✲❆❜❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❱▼■ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✴✐♦♥ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣②✳ ❱1 ❛♥❞ ❱2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡♣❡❧❧❡r ❛♥❞ ❡①tr❛❝t♦r ❡❧❡❝✲
tr♦❞❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭▼❈P✮
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✳

tr❛♥s❢♦r♠✳✶✼✻ ❱▼■ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱

❱▼■ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❉2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❢❡✇✲❝②❝❧❡ ❈❊P st❛❜✐❧✐③❡❞ ❧❛s❡r

♣✉❧s❡s✱✸✸ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆2
✶✼✼ ❛♥❞ t♦ st✉❞② t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❈❖2 ❛♥❞ ❈2❍4✳✶✼✽ ❙✐♥❝❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡s t②♣✐❝❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛

r❡❞✉❝❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❛s t❛r❣❡t

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ tr❡♠❡♥❞♦✉s ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❛s

✐♥❥❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❧❧❡r ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳✶✼✾ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ❛ ❱▼■ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢r❛♠❡✱ ❛ ♠♦r❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣

♣❤♦t♦✲❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
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❚❤❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❘❊▼■✱✶✽✵

✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✸❉ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛r❣❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❞✲t❛r❣❡t r❡❝♦✐❧ ✐♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠

s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❈❖▲❚❘■▼❙✮ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳✶✽✶✱✶✽✷ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❘❊▼■ r❡✲

q✉✐r❡s ❛ ✇❡❧❧ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ❝♦❧❞ ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡rs♦♥✐❝

❣❛s ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ❆ ✇❡❛❦ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r

❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ t❛r❣❡t ❢r❛❣♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❝❡❧✲

❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✺✮✳

❖♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛✱ ❛ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❞r✐❢t ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡

❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ r❡❝♦✐❧ ✐♦♥s

✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦❣❡✲

♥♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❧❛r❣❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❝♦✐❧s✮ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡

s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛①✐s✳ ❈❖▲❚❘■▼❙ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❜❡❛♠❧✐♥❡

✭❛tt♦❈❖▲❚❘■▼❙✮ ❛♥❞ str❡❛❦✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡

❞❡❧❛②s ✐♥ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❆r ❛♥❞ ◆❡ ❛t♦♠s t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳✶✽✸

✸✳✷✳✷ ❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❲❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✐♦♥✐③❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜② ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✱ ✐t ✐s

✐♥❡✈✐t❛❜❧② st❡❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❡❢♦r❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❜❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t

✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ st❡♣ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✭❍❍●✮ ♦r t♦

❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭▲■❊❉✮✳✶✽✹✱✶✽✺ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ ❛

s✉❜✲❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✱ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❡①tr❡♠❡ s♣❛t✐❛❧ ✭➴♥❣strö♠✮ ❛♥❞

t❡♠♣♦r❛❧ ✭❛tt♦s❡❝♦♥❞✮ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥ ♦r t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ♣✉♠♣✲

♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♦♥s ✭r❡❞
❛rr♦✇✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❣r❡❡♥ ❛rr♦✇✮ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦❧❞
s✉♣❡rs♦♥✐❝ ❣❛s ❥❡t ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✈✐❛ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②✲❧✐♥❡ ❛♥♦❞❡s✳

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ❡♠✐tt❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭▲■❊❉✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳

✼✳✷✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠ ❡♠✐tt❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss

❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❝❛t✐♦♥ ✭✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❤♦❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳✾✽✱✶✽✺✕✶✽✽

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✱ ✐♥ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❧♦♥❣ ❛♥❞ s❤♦rt✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡

♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡t ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ s❤♦rt

♦♥❡s✮✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ s②st❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s

❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s s♣❡♥t ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥

✺✵



t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳✶✽✾✱✶✾✵ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✐♥ ✷✵✵✻ ❇❛❦❡r ❡t ❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✉❧tr❛❢❛st

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❝❤✐r♣✲❡♥❝♦❞❡❞ r❡❝✲

♦❧❧✐s✐♦♥ ✭P❆❈❊❘✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❍2 ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

✐♥ ❈❍4 ❛♥❞ ❈❉4 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳✶✾✶ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞

t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞

♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞

t❤❛♥ ✐♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳✶✾✷✕✶✾✹

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❍❍❙✮

t♦ r❡s♦❧✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛✲

t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❍● s♣❡❝tr✉♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱

❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞

s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❍❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦❧♦✉r ❧❛s❡r ✜❡❧❞s✳✶✾✺✱✶✾✻ ■♥ s✉❝❤ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡

♣r♦♣❡r❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❙❤❛✜r ❛♥❞ ❝♦✲❛✉t❤♦rs ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡

✽✵✵✲♥♠ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✹✵✵✲♥♠ ♣✉❧s❡✳✶✾✼ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛s❡r

♣✉❧s❡s ✇❡r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇❛s ✜♥❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❆s ❛

r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧✐❜❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

✐s ❧❛t❡r❛❧❧② ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❛❦ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤✐s ❧❛t❡r❛❧ s❤✐❢t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞

♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣✮✳ ❇②

❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❞❡❧❛② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛t❡ t♦ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✐s s❤✐❢t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥

❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❆♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r✲

❣✐❡s ✐s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✻✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦

✺✶



♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠♦❞❡❧✳ ❆ q✉❛♥t✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ✐t ❡①✐ts t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❈❖2 ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②s t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❍❍❙ ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② s❤♦✇ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❣❛✐♥ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲

✉❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♣❡♥✐♥❣ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐

♦r❜✐t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✸✳✷✳✸ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✉♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧②

♠♦st ❊❯❱ s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ❧❛❝❦✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❊❯❱✲♣✉♠♣ ❊❯❱✲♣r♦❜❡

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts

✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❊❯❱✲■❘ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❍❍● s♦✉r❝❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✶✹✶✱✶✾✽✕✷✵✷ ❤❛✈❡ ♣❛✈❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✷✵✵✺ ❜② ◆❛❜❡❦❛✇❛ ❡t ❛❧ ✳✷✵✸ ■♥

t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♦s❡❧② ❢♦❝✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

❛❧❧♦✇❡❞ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ µ❏ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧② ❝❤❛r❣❡❞

❍❡2+ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✭t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮

♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❢❡r✲

♦♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ♣❛✐r ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣✉❧s❡s ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②

s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❜❡❛♠ s❡♣❛r❛t♦rs ♦❢ ❙✐❈ s✉❜str❛t❡s✳ ❖♥❡ ♦❢

✺✷



❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ✭❛✮ ❍❛r♠♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❞❡❧❛②✳ ✭❜✮ ❘❛t✐♦ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❞❡❧❛②✳ ✭❝✮ ■♦♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭r❡❞ ❞♦ts✮ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❡② ✭s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✮
❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ✭q✉❛♥t✉♠ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✶✾✼❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷
▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

t❤❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ♣✉❧s❡s ✇❛s t❤❡♥ ❞❡❧❛②❡❞ ♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣✉❧s❡ ❜② ♠♦✈✲

✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦rs ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡③♦✲❛❝t✉❛t♦r✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣

t❤✐s ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t♦r s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❡✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢

✽ ❢s ✇❛s r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛s ❜❡❡♥

✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s

t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜♦✈❡✲t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❆r❣♦♥✷✵✹ ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ ◆2 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✷✵✺✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✼✮✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r ♠❛♥② ❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♦s❡❧②

❢♦❝✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s r❛♣✐❞❧② ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s

❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡✲✉❧tr❛✈✐♦❧❡t s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳

✺✸



❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ✭❛✮ ❚②♣✐❝❛❧ ◆+ t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ ◆2 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❚✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❊❯❱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s✳ ❋❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✷✵ ❛s
❤❛s ❜❡❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✷✵✺❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t
✷✵✵✻ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡s t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ✷✵✵✼ ❚③❛❧❧❛s ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡♠♣♦r❛❧

❣❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✺✵✲❢s ❧♦♥❣ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞✉❜❜❡❞ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ●❛t✲

✐♥❣ ✭■P●✮ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①tr❡♠❡✲✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✉s✐♥❣

❤✐❣❤ ♣❡❛❦✲♣♦✇❡r ♠❛♥②✲❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s✳✷✵✻ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❊❯❱ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✶✲❢s t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❛ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

✺✹



❊❯❱✲❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❳❡ ❣❛s ❜② ■P●✳✷✵✼✕✷✵✾ ❙❡❝✲

♦♥❞ ♦r❞❡r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳❡2+ s✐❣♥❛❧ ♦♥

t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✺ ❢s ✇❛s

r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❡

♦❢ ❛ ❢❛st✲❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t❤❡ ①❡♥♦♥ ❛t♦♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ s✉❜✲❢s t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❞✐r❡❝t ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❡♥❝♦✉r✲

❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ ❍2 ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s✳✷✶✵ ❙✐♥❝❡

t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❡✈❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❊❯❱✲✐♥❞✉❝❡❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ✐t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✳

✸✳✸ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤♦✉t ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞✐r❡❝t❧② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t❡❞✿ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❛tt♦❝❧♦❝❦ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✸✳✸✳✶ ❈♦r❡✲❤♦❧❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❝❧♦❝❦ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡①✲

tr❡♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✮ ❜② ♣❡r❢♦r♠✲

✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦r❡✲❤♦❧❡✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣

❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦r❡ st❛t❡✱ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✉❧tr❛❢❛st ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❧♦❝❦✱ ❛❣❛✐♥st ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳✷✶✶ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss✱

✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦r❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡❝❛② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞♦✉❜❧② ✐♦♥✐③❡❞ s②st❡♠

✭2h ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❆✉❣❡r ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❡①❝✐t❡❞ t♦ ❛♥ ❡♠♣t②

❧❡✈❡❧ t❤❛t ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❛②s t♦ ❛ s✐♥❣❧② ✐♦♥✐③❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦r❡✲s❤❡❧❧ ✈❛❝❛♥❝✐❡s
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(a) Core-hole excitation 

Occupied 

valence states 

Conduction 

band 

(b) 2h1e final state (c) 2h final state 

e- e- 

e- 

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ✭❛✮ ❆ ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ s♦❢t ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥✳ ✭❜✮ ❙♣❡❝t❛t♦r ❆✉❣❡r ✜♥❛❧
st❛t❡ ✭✷❤✶❡✮✿ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ✭❝✮ ◆♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ✜♥❛❧ st❛t❡
✭✷❤✮✿ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡s✳

r❛♥❣❡s ❢r♦♠ τ = 4 ❢s t♦ τ = 6 ❢s ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r ♦①②❣❡♥ ❑▲▲ τ = 4 ❢s✱✷✶✷ ❢♦r ♥✐tr♦❣❡♥ ❑▲▲ τ = 5

❢s✱✷✶✷ ❢♦r ❛r❣♦♥ ▲3▼4/5▼4/5 τ = 6 ❢s✷✶✸✱✷✶✹✮✳ ▼✉❝❤ s❤♦rt❡r t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ ❞❡❝❛② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❝♦r❡✲❤♦❧❡

❧✐❢❡t✐♠❡s✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✭s❡❡ ❘❡❢✳ ❬ ✷✶✶❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❢t ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ❡①❝✐t❡s ❛ ❝♦r❡

❡❧❡❝tr♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❡r❧②

❡♠♣t② ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✽✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✈✐❛

❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦r ✈✐❛ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✭✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ τ ✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦❧❡

✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧ ✭♣❛rt✐❝✐♣❛t♦r ❞❡❝❛②✱ 1h ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✐♥♦r✐t② ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♦r

t✇♦ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭s♣❡❝t❛t♦r ❞❡❝❛②✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t✇♦ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧ ♣❧✉s t❤❡ ❡①❝✐t❡❞

❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✷h✶e ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ✭❋✐❣✳ ✶✾✭❜✮✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✭❝✮✱ ♣r✐♦r t♦ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❞❡❝❛②✱ t❤❡

❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ✭✐✳❡✳✱ ✐t ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡s ♦✈❡r ♠❛♥② ❛t♦♠✐❝ ❝❡♥t❡rs
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s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t♦♠✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡❝❛②

♣r♦❝❡ss ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ t❤❡

❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✐♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦r ✐❢ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ❞❡❝❛② ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝t❛t♦r ❆✉❣❡r ❞❡❝❛② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ✜♥❛❧ ❤♦❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦✉t❣♦✐♥❣ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳✷✶✺✕✷✶✼ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝t❛t♦r ❞❡❝❛② ❤❛s

❤✐❣❤❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡

s♣❡❝t❛t♦r ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱

t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t

t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r t✐♠❡ τT ✱

❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❞❡❝❛② ♣r♦❝❡ss✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ τ ✳ ■t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ s♣❡❝t❛t♦r✱ I2h1e✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t I2h ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✷✶✶✱✷✶✽✱✷✶✾

I2h1e

I2h
=
τT

τ
✭✸✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② r❛t✐♦ I2h1e/I2h ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r

t✐♠❡ τT ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ τ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡✱ ❛s

❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛t♦♠✱✷✶✷ s♦ t❤❛t ✐ts ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛✿ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r t✐♠❡✳✷✶✽✕✷✷✵ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝

❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♣❛rt✱✷✷✶ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❛♥❣❡ 0.1 ≤ τT /τ ≤ 10✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✾✱ t❤❡ r❛t✐♦

✺✼



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
10

-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

 τ T
/τ

f

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ τT /τ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r f ✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ s♣❡❝t❛t♦r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②✳

τT

τ
=

f

1 − f
✭✸✶✮

✇❤❡r❡ f r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝t❛t♦r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②✷✶✹

f =
I2h1e

I2h1e + I2h
=
I2h1e

Itotal
. ✭✸✷✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ st❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ τT /τ ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ f ✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❝❧♦❝❦ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r tr❛♥s❢❡r t✐♠❡s ♥♦t t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ t❤❡r❡

❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝t❛t♦r

❆✉❣❡r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ❞❡❝❛② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦

❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s♣❡❝t❛t♦r✲t②♣❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✐s♣❡rs❡

✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r

❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳✷✶✾✱✷✷✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

✺✽



t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❡①❝✐t✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧

❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❆✉❣❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♥

t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ✇✐t❤ ✐t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s♦ t❤❛t

t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st✳✷✶✾ ■❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦r❡✲❤♦❧❡

❞❡❝❛②✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② s✐♥❝❡

t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✻✳✶ ❛ ❢❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦r❡✲❤♦❧❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s❤♦✇✐♥❣ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ❆tt♦❝❧♦❝❦

■♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✶✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛♣ t✐♠❡

t♦ ♣❤♦t♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❆ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❛♥❣✉❧❛r str❡❛❦✲

✐♥❣✿ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛tt♦❝❧♦❝❦ ✳✶✽✱✷✷✸✱✷✷✹ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✇✐t❤

❛❧♠♦st ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♦♥✐③❡ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s

✇❛② t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r✳ ■♥

❝❧♦s❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍❍●✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡

❛tt♦❝❧♦❝❦ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞

❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳ ❋♦r ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥

t✇♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡s ✭❁ ✻ ❢s ❛t ✽✵✵✲♥♠ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮✱ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡

❝❡♥tr❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t✐♠❡✲t♦✲❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥✐✈♦❝❛❧✳✷✷✺ ❋♦r

♣❡r❢❡❝t❧② ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s✱ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✼✳✹ ❛s

❛t ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✽✵✵ ♥♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ r♦t❛t❡s ❜② 360○

✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ∆θ ≈ 1○ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧

✺✾



❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡

t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦❝❧♦❝❦ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ❛s✳✷✷✸

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✿ t❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣✉❧s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t②✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡

❛♥❞ t❤❡ ❈❊P✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❡✇✲♦♣t✐❝❛❧✲❝②❝❧❡ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱

❈❊P ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✷✵✳ ■❢ t❤❡ ❈❊P ✐s ✈❛r✐❡❞ ❜② ∆φ✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s r♦t❛t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❜② ∆φ✳ ❙✐♥❝❡

♠♦st ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❈❊P

❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✳

E
max 

E
max 

𝜙 = 0
 

𝜙 = 𝜋/3
 

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❙♣❛t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❈❊P✳ ❆s s❤♦✇♥✱ ❛ ❈❊P✲s❤✐❢t ∆φ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❜② ∆φ✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣s❡✱ s♦ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ✐t ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❧♦❝❛❧

♠❛①✐♠❛✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✱ ❛♥❞ t✇♦

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ∼ 180○✱ ✇❤♦s❡

r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❊P ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✶✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡✐r ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❊P ✈❛❧✉❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❛①✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❈❊P✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲
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b)

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ✺✳✺✲❢s ♣✉❧s❡
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❊P ✈❛❧✉❡s✿ ❈❊P❂✵ ✭❛✮✱ ❈❊P❂π/2 ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✉r❡❧② ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s✱ r❡❞
❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣✉❧s❡s✱ ✇✐t❤ ǫ = 0.92✳ ❚❤❡ ✐♥s❡ts s❤♦✇ ❛ ③♦♦♠ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭px, py✮✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢✳ ✷✷✻
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✸ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜❡❧❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❈❊P✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s✉❝❤

❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤♦✇s s✉❜✲❝②❝❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛❧❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡

♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✶✳ ❊✈❡♥ ❛ ♠✐♥♦r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st

✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱

✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢

t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10% ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ❜② ❛❧♠♦st ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
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♠❛①✐♠✉♠✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦r ❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❈❊P✱✷✷✸ s♦ t❤❛t ✐t ♦✛❡rs ❛♥

❛❜s♦❧✉t❡ t✐♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♥❣❡r ♣✉❧s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ t✐♠❡✲t♦✲❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣

✐s ❧♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t✐♠✐♥❣

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳✷✷✹

❚❤❡ ❛tt♦❝❧♦❝❦ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ✸✹ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ❛♥

✐♥t❡♥s✐t②✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ✶✷ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ✐♥ str♦♥❣ ✜❡❧❞

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡❧✐✉♠ ❛t♦♠✷✷✼ ❛♥❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥

t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣♦♥✳✷✷✹ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢

t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❛tt♦❝❧♦❝❦ s❡t✉♣ ✇✐t❤

❛ ❈❖▲❚❘■▼❙ ❛♣♣❛r❛t✉s✱✶✽✵ P❢❡✐✛❡r ❡t ❛❧✳ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✶✷ t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ t✐♠❡

❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❡❞ ❢r♦♠ ♥♦❜❧❡ ❣❛s ❛t♦♠s ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✶✵ ❛s✳✶✽ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♦✛s❡t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r str❡❛❦✐♥❣❀ t❤✐s ♦✛s❡t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❤❡❧✐✉♠

❛t♦♠s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t s❤♦✇s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛r❣♦♥ ♦♥❡s✳✶✽ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❙t❛r❦ s❤✐❢t ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

✐♥ ❛r❣♦♥ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤♦✉❣❤ ❛ ❈❖▲❚❘■▼❙ s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ r❡❝♦r❞

❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥✱ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❧♦❝✐t② ▼❛♣ ■♠❛❣✐♥❣

✭❱▼■✮ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❢♦r ❛tt♦❝❧♦❝❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳✷✷✽

✸✳✹ ❳✲r❛② ❋r❡❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ▲❛s❡rs

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✣❝✐❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡

❦❡❱ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥t❡♥s❡ ✉❧✲

✻✷



tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❱❯❱✴❳✲r❛② ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❳✲r❛② ❋r❡❡✲❊❧❡❝tr♦♥ ▲❛s❡rs

✭❋❊▲s✮✳✷✷✾✕✷✸✶ ■♥ ❛ ❋❊▲ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣r♦♣❛✲

❣❛t✐♥❣ ❛t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❛❣♥❡t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥

✧✉♥❞✉❧❛t♦r✧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡①❡❝✉t❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

❡♠✐t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▲♦r❡♥t③

❢❛❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ t❤❡ ❋❊▲ ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❛ss ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣✉❧s❡s

✇✐t❤ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵10 ❲ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ r❛♥❣❡✳

❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❤✐❣❤✲❣❛✐♥ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❳✲r❛② ❋❊▲s ♦♣❡r❛t❡ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✷✷✿ ❡❧❡❝tr♦♥s ✜rst ❡♥t❡r t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t♦r ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡s✱ t❤✉s ❡♠✐tt✐♥❣

♠♦st❧② ✐♥❝♦❤❡r❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞

r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❣✐♥ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦✲

❝❡ss s❛t✉r❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ♦❢ s❡❧❢✲❛♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❙❆❙❊✮✱✷✸✷ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧②

❤✐❣❤ ❜r✐❣❤t♥❡ss ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✷✸✸✱✷✸✹ ✇✐t❤ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ t✐♠❡ ❥✐tt❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❢r❛♠❡✳ ■♥ r❡❝❡♥t

②❡❛rs ❡♥♦r♠♦✉s ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❆❙❊

r❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❡❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤

❍❍● r❛❞✐❛t✐♦♥✷✸✺✱✷✸✻ ✭❞✐r❡❝t s❡❡❞✐♥❣✮ ♦r s❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❜✉♥❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥t

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳✷✸✼✱✷✸✽ ❙❡❡❞✐♥❣ ❛ ❋❊▲ ❤❛s t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✐✮ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ✐✐✮ ❛❧❧♦✇s s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❋❊▲ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❡ ❧❛s❡r ❢♦r t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐✐✐✮ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❤♦t t♦ s❤♦t st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❊▲ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧

❞✉r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❡ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❳✲r❛② ❋❊▲s t♦

♣r♦❜❡ t❤❡ ✉❧tr❛s♠❛❧❧ ✭♥♠✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✉❧tr❛❢❛st ✭❢s✴❛s✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ ❛ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ s♦ ❢❛r ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❜♦t❤ ❙❆❙❊ ❛♥❞

s❡❡❞❡❞ ❋❊▲s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ❝♦❤❡r❡♥t ❞✐✛r❛❝t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱✷✸✾✱✷✹✵ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ st✉❞✐❡s
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❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❋❊▲ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ ❡❧❡❝tr♦♥s ✜rst ❡♥t❡r t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t♦r ❛♥❞
♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡s✱ t❤✉s ❡♠✐tt✐♥❣ ♠♦st❧② ✐♥❝♦❤❡r❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❣✐♥ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥
♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss s❛t✉r❛t❡s✳ ❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ r❡❢✳ ✷✸✵✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✵ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

✐♥ ❛t♦♠s✱✷✹✶ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✷✹✷✕✷✹✹ ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs✱✷✹✺ ❳✲r❛② ❧❛s✐♥❣ ♣✉♠♣❡❞ ❜② ❳✲r❛② ❋❊▲✷✹✻ ❛♥❞ ❝♦♥✲

tr♦❧❧❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣✷✹✼ ✭❢♦r ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ s❡❡ ❇♦st❡❞t ❡t ❛❧✳✱✷✹✽ P❡❧❧❡❣r✐♥✐ ❡t ❛❧✳✷✷✾

❛♥❞ ❋❡❧❞❤❛✉s ❡t ❛❧✳✷✹✾✮✳ ❙✐♥❝❡ t②♣✐❝❛❧ ❋❊▲ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥s

♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡ s❡✈❡r❛❧

♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❋❊▲s✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣

❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♠❡ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❜♦t❤ ❛t♦♠✐❝✲s❝❛❧❡ s♣❛t✐❛❧

❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛t t❤❡ ▲✐♥❛❝ ❈♦❤❡r❡♥t ▲✐❣❤t ❙♦✉r❝❡✱ ❍❡❧♠❧ ❡t ❛❧✳✷✺✵ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛

s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊▲ ♣✉❧s❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤✐❣❤✲✐♥t❡♥s✐t② s♣✐❦❡s ✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛❧

❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♥❡❛r✲

✐♥❢r❛r❡❞ str❡❛❦✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✷✸✿ ❛ ◆■❘ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✭str❡❛❦✐♥❣ ♣✉❧s❡✮ ✐s ❝♦❛rs❡❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❋❊▲ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❛♥❞
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s♣❛t✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ◆❡ ❣❛s t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ❋❊▲ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦tt❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭▼❇❊❙✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡s ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ str❡❛❦✐♥❣

♣✉❧s❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡

s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣s❤✐❢t❡❞✱ ❞♦✇♥s❤✐❢t❡❞ ♦r s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t

✐♥st❛♥t ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ str❡❛❦✐♥❣ ♣✉❧s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st

✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❍❍●✲❜❛s❡❞ s♦✉r❝❡s✱ t✐♠❡ ❥✐tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢

t❤❡ str❡❛❦✐♥❣ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❋❊▲ ♣✉❧s❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛ s✐♥❣❧❡✲

s❤♦t ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ t✐♠❡✲t♦✲❡♥❡r❣② ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ s♣✐❦❡s ✇✐t❤

❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✽✵✵ ❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ▲♦t ♦❢ ✇♦r❦ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s❡❡❞✐♥❣

♦❢ t❤❡s❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❧❛s❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ♣✉❧s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②

r❡s✉❧ts ❛❧r❡❛❞② ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ❢✉t✉r❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❋❊▲ s♦✉r❝❡s✳

✹ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡

✹✳✶ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ❊❯❱ ❧✐❣❤t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t✲

t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ❧❡❛❞s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱

✐✳❡✳✱ ❛ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❛tt♦✲ ❛♥❞ ❢❡✇✲

❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s t❤✉s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤

❝♦✈❡rs s❡✈❡r❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱ ♦r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡

♦❢ ❛ ❞❡♥s❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ❞✉❡ t♦ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦r t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜❛❝❦❜♦♥❡✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋✉❧❧② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ▲❈▲❙✿ ❛ ◆■❘ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✭str❡❛❦✐♥❣
♣✉❧s❡✮ ✐s ❝♦❛rs❡❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❋❊▲ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ◆❡ ❣❛s t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋❊▲ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦tt❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭▼❇❊❙✮✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
str❡❛❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ t❤❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✉♣s❤✐❢t❡❞✱ ❞♦✇♥s❤✐❢t❡❞ ♦r s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❜r♦❛❞✲
❡♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ✐♥st❛♥t ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
t❤❡ str❡❛❦✐♥❣ ♣✉❧s❡✳ ❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❢✳ ✷✺✵✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✹ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥
P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

♥✉❝❧❡✐ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❍2✳✷✼✕✸✷ ❚❤❡

r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞

♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧s♦ ❡①✐st

✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✮✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ ✐♥

❛t♦♠s ♦r ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ♠♦st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈❡ ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❝❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣

✇♦r❦ ♦♥ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✸✹✱✸✺✱✷✺✶ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✉❞❞❡♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❧❡❛✈❡s ❛

✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❤♦❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❤♦❧❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❤❛r❣❡
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♠✐❣r❛t✐♦♥✳✸✹✱✸✺✱✷✺✷✱✷✺✸ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦rr❡❝t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✳✷✺✱✷✺✹ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱

❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱ ✇✐❧❧ ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ❢❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t ❧♦♥❣❡r t✐♠❡s✳

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡s✳

✹✳✶✳✶ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t

■♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❚❉❙❊✮✿

i
∂

∂t
Φ(r,R, t) =H(r,R, t)Φ(r,R, t), ✭✸✸✮

✇❤❡r❡ r ❛♥❞ R st❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ H(r,R, t)
✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ H0(r,R)✱ ❛♥❞ t❤❡

❧✐❣❤t✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ V (r, t)✱
H(r,R, t) =H0(r,R) + V (r, t). ✭✸✹✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ Φ(r,R, t)✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❜② ❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ T ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡✐❣❡♥st❛t❡s✱

Φ(r,R, t > T ) =∑
n

cne
−iEntΨn(r,R) +∑

Ef

cEf
e−iEf tΨEf

(r,R) ✭✸✺✮

✻✼



✇❤❡r❡ Ψn(r,R) ❛r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② En ❛♥❞ ΨEf
(r,R)

❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② Ef ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥

❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥ ❧❡❢t ❜❡❤✐♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cn ❛♥❞ cEf
❛r❡ t❤✉s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❛❢t❡r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ Ejt ♣❤❛s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s

✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

♣r♦❜❧❡♠

H0(r,R)Ψj(r,R) = EjΨj(r,R), ✭✸✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ M ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ MI ♠❛ss❡s ❛♥❞ N

❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ me = 1 ♠❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ❜②

H0(r,R) = − M

∑
I=1

1

2MI

∇
2

RI
−

N

∑
i=1

1

2
∇

2

i +

N

∑
i=1

∑
i>j

1∣ri − rj ∣ −
N

∑
i=1

M

∑
I=1

ZI∣ri −RI ∣ +
M

∑
I=1

∑
J>I

ZIZJ∣RI −RJ ∣ . ✭✸✼✮

■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♠❛ss ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ▼♦❧❡❝✉✲

❧❛r r♦t❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r ✭♣✐❝♦s❡❝✲

♦♥❞s✱ ✶ ♣s ❂ 10−12 s✮ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛s❡r✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞✴s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q ✸✺

❛ss✉♠❡s t❤❛t ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t②✳ ❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ❛r✐s❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ✇❤❡♥ ❡q ✸✻ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s

t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛✱ δ(Ef −E
′

f)✱ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛t❡r r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♦❢

st❛t❡s✳✷✺✺

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q ✸✺ ✐♥ t❤❡ ❚❉❙❊ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q ✸✸✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ s②st❡♠

✻✽



♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ❛s

i
∂

∂t

⎛⎜⎜⎝
cn

cEf

⎞⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎝

V(t)n′n V(t)Ef
n

V(t)n′Ef
V(t)E′fEf

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

cn

cEf

⎞⎟⎟⎠ . ✭✸✽✮

❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱

❈r❛♥❦✲◆✐❝♦❧s♦♥✱ ▲❛♥❝③♦s✱ ❡t❝✳✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❝✉rr❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✲

♦r❛t♦r② ❛r❡ ✇❡❛❦✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ < 1011 − 1012 ❲✴❝♠2✳ ❯♥❞❡r t❤✐s

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ Ψ0(r,R)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✱ n = 0✱ ❛♥❞

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

✜rst ♦r❞❡r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ cn=0 ≈ 1 ❛♥❞ t❤❡ cEf
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜②

cEf
= −i⟨ΨEf

(r,R)∣ǫ ⋅∑
k

dk∣ Ψ0(r,R)⟩∫ ∞

−∞

E(t)ei(Ef−E0)tdt, ✭✸✾✮

✇❤❡r❡ ∑k dk ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ǫ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t

❧✐❣❤t✱ E(t) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ (Ef −E0) t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ✐♥

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Ψ0(r,R) t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ΨEf
(r,R)✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ st✐❧❧ ♥♦✇❛❞❛②s ❛♥❞ ✈❡r②

❢❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳✷✺✻✕✷✻✻ ❆❧❧ t❤♦s❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✸✹✱✸✺✱✷✻✼✱✷✻✽

s✐♠♣❧② ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐t ❜② ❛ ❞✐r❡❝t

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♥❡✉tr❛❧ st❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❛♥❞ r❛t❤❡r ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♠♦r❡

❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧❛tt❡r ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■t ✐s

✻✾



❛ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❡ ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛

❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛❢t❡r ♣r♦♠♣t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✱✸✹✱✷✻✼

ρhole(r1, t) = ρneutral(r1) − ρion(r1, t), ✭✹✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t✐♠❡ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐✳❡✳✱

t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐❣♥♦r❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✷✻✾

❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❝❡♥t❡rs✳ ❚❤❡

♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ M ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ N ❡❧❡❝tr♦♥s ❜✉t ♦♥❡✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣✿

ρ(r1) = N ∫ dr2 . . .∫ drN ∫ dR1...∫ dRM ∣ΦN(r1, ..., rN ,R1....,RM)∣2 . ✭✹✶✮

ρneutral ✐s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ0(r,R) ❛♥❞ ρion(r, t) ❢r♦♠
t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t Φ(r,R, t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✺❀ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✉♥✐t②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ ♠♦st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞r♦♣ ❢r♦♠ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✇r✐t❡♥ ❛s✱

ρ(r1) = N ∫ dr2 . . .∫ drN ∣ΦN(r1, ..., rN)∣2 . ✭✹✷✮

❲❡ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s ΨEf
(r1, ..., rN)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ♦♥❡s

✼✵



t❤❛t ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ r❡✈✐❡✇s t❤❡

st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ΨEf
(r1, ..., rN ,R1....,RM)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦

❡①♣❧♦r❡ ❍❍● ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤❡♥ ❡①♣♦s❡❞ t♦ str♦♥❣ ✜❡❧❞s✳ ❘❡❛❞❡rs ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

st❛t❡s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❤✐❣❤✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❝❛♥ ❣♦ ❞✐r❡❝t❧② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇✐t❤♦✉t

❧♦ss ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳

✹✳✶✳✷ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳✷✼✵✕✷✼✷

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❛t ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ ❛❧❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s R✳

❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❈❈✮ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✭N ❡❧❡❝tr♦♥s✮

ΨN
Eαlm
(r1, . . . , rN) = ∑

α′l′m′
A [ΨN−1

α′ (r1, . . . , rN−1)ϕεα,αlm,α′l′m′(rN)]+∑
K

CEαlm,KΦ
N
K(r1, . . . , rN)

✭✹✸✮

✇❤❡r❡ α,α′ ❛r❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ΨN−1
α′ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ΨN
Eαlm

✇✐t❤ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②

Eα✱ ❛♥❞ ϕεααlm,α′l′m′(rN) ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡❥❡❝t❡❞

✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs lm ❛♥❞ ✇✐t❤ εα ❡♥❡r❣②✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ α ✐♦♥✐❝

st❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣

st❛t❡s✱✷✼✷✕✷✼✹ ✐✳❡✳✱

ϕεααlm,α′l′m′(r) Ð→
r→∞
[fl′(kα′r)δll′δmm′δαα′ + gl′(kα′r)Kαlm,α′l′m′]Yl′m′(θ, φ)

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ K✲♠❛tr✐① ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣

✇✐t❤ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ fl′(kα′r) ❛♥❞ gl′(kα′r) ❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r ❛s②♠♣t♦t✐❝

✼✶



❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❈♦✉❧♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ kα′ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡❧❛t✐✈❡

t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ΨN−1
α′ st❛t❡✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ΦN

K

✐♥ ❡q ✹✸ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ A ✐♠♣❧✐❡s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r

s②♠♠❡tr② ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ΨN
Eαlm

♦r ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts

DEαlm = ⟨ΨN
Eαlm
∣∑

k

dk∣ΨN
0 ⟩ ✭✹✹✮

t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Ψ
(−)
Eαlm

= (1 + iK)−1ΨN
Eαlm

,

✇❤❡r❡ Ψ
(−)
Eαlm

❜❡❤❛✈❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s α′

❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡s l′✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ α ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡ l✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱

t❤❡ ❈❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❈■✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

❛♥❞ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ s②st❡♠s✳ ❆s ❢♦❝✉s s❤✐❢ts t♦ ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ str♦♥❣

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✹✳✶✳✸ ❙✐♥❣❧❡ ❈❤❛♥♥❡❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❘❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❈❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❡q ✹✸ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡r♠✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s ❝❛♥

❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s

ΨN
Eαlm
(r1, . . . , rN) = A [ΨN−1

α (r1, . . . , rN−1)ϕεαlm(rN)] , ✭✹✺✮

✼✷



✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍❡r❡ ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t r♦❧❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧

❞❡✜♥❡❞ ❛s✷✼✺✱✷✼✻

ϕD
α (r) = N ∫ ΨN−1∗

α (r1, . . . , rN−1)ΨN
0 (r, r1, . . . , rN−1)dr1 . . . drN−1 , ✭✹✻✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ΨN
0

❛♥❞ t❤❡ (N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❝❛t✐♦♥ ΨN−1
α ✳

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦r❜✐t❛❧ ϕεαlm✱ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦♠❡♥ts

DEαlm = ⟨A[ΨN−1
α ϕεαlm]∣∑

k

dk∣ΨN
0 ⟩ = ⟨ϕεαlm∣d∣ϕD

α ⟩ + ⟨ϕεαlm∣ηDα ⟩ ✭✹✼✮

r❡❞✉❝❡s t♦ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ϕD
α ❛♥❞ t❤❡

✧❝♦♥❥✉❣❛t❡✧ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ηDα ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲

t✐♦♥s✱ ΨN−1
α ❛♥❞ ΨN

0
✳✷✼✼✕✷✼✾ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉②s♦♥

♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦r❜✐t❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦♥♦♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠

ηDα t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❧♦s❡ t♦

t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❜❛s✐s {ϕp}✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝r❡❛t✐♦♥ a+p ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥

ap ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ϕp✱✷✼✻ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉②s♦♥

✭♦r s♣❡❝tr❛❧✮ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

χαp = ⟨ΨN−1
α ∣ap∣ΨN

0 ⟩ ✭✹✽✮

ξαp = ⟨ΨN−1
α ∣(∑

k

dk)ap∣ΨN
0 ⟩ ✭✹✾✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞

ϕD
α (r) =∑

p

χαpϕp(r) ✭✺✵✮

ηDα (r) =∑
p

ξαpϕp(r)

✼✸



❛♥❞

DEαlm =∑
p

χαp⟨ϕεαlm∣d∣ϕp⟩ +∑
p

ξαp⟨ϕεαlm∣ϕp⟩ ✭✺✶✮

P❤②s✐❝❛❧❧② t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ϕp t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

♦r❜✐t❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st❛t❡ ΨN−1
α ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥

❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ✐♥ ϕp❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♠♦♥♦♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ϕp t♦ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✳✷✼✼✱✷✼✽ ❲❡

s❤❛❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✳ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥

r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱✷✽✵✱✷✽✶ ♥♦t❛❜❧② ❢♦r str♦♥❣ ✜❡❧❞ ♦r t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳✷✽✷✱✷✽✸

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

ΨN
0 = Φ0 = ∣ϕ1, . . . , ϕN⟩ ✭✺✷✮

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❧❡✈❡❧✮✱ ❛♥❞ ΨN−1
α ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛s s✐♥❣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② χαk = 1 ❢♦r t❤❡

s✐♥❣❧❡✲❤♦❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

ΨN−1
α = Φk = akΦ0, ✭✺✸✮

❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♠❛r② st❛t❡s✱ ❛♥❞ χαp = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❡ ❑♦♦♣♠❛♥s✬

♣✐❝t✉r❡✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts r❡❞✐str✐❜✉t❡ ✐♥t❡♥s✐t② t♦✇❛r❞s ♦t❤❡r st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

❧❛t❡r✳

✹✳✶✳✹ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❖r❜✐t❛❧s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✐♥ ❡q ✺✸✱ ♦♥❡ ❤❛s

ΨN
Eαlm

= a+εklmakΦ0 = ∣ϕ1, . . . , ϕk−1ϕεklm . . . ϕN⟩ ✭✺✹✮

✐✳❡✳ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ϕk t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦♥❡ ϕεklm✱ ❛❣❛✐♥ ✐♥

s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r♠✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ s♣✐♥ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❝♦✉♣❧✐♥❣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② t❛❦❡♥
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✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦r❜✐t❛❧ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥

hkϕεklm(r) = εkϕεklm(r).
❆t t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❧❡✈❡❧✱ h ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❋♦❝❦✲t②♣❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

❝❛❧❧❡❞ ✧st❛t✐❝✲❡①❝❤❛♥❣❡✧ ♦r ❥✉st ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❍❋✳✷✽✹✱✷✽✺ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ Φ0 ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st

❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ✭❑❙✮ ♦r❜✐t❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✷✽✻

hKSϕk(r) = εkϕk(r), ✭✺✺✮

hKS = −
1

2
∇

2
+ Vnuc + VC + VXC , ✭✺✻✮

✇❤❡r❡ Vnuc ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ t❡r♠✱ VC(ρ) ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♥s✐t② ρ(r)✱ ❛♥❞ VXC(ρ) ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣r❡ss❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❉❋❚ ✧st❛t✐❝✲❡①❝❤❛♥❣❡✧✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❍❋ ♦♥❡✱

❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❑❙ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q

✺✺✿✷✽✼

hKSϕεlm(r) = εkϕεklm(r).
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ VXC ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲

❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ❢♦r r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✳

❆❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st❛t❡ ΨN−1
α ✱ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

♠❛tr✐① ✐♥ ❛ ❜❛s✐s s❡t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈❈ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞

❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ϕεαlm✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρα(r; r′)
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ΨN−1

α ✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ s✐♠♣❧②✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❍❋ ♦r ❉❋❚ st❛t✐❝✲❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
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✐♥ ❡q ✺✶ ✐s st✐❧❧ ❞❡❡♠❡❞ ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❋❚✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ ✐t

❉❋❚✲❉②s♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹✳✶✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❖r❜✐t❛❧s

❖♥❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ❛♥② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st❛t❡ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ❛ s✐♠♣❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜

✇❛✈❡ ✭❈❲✮ ♦r ❥✉st ❛ P❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✭P❲✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

❆ ✈❛r✐❛♥t ✐♥❝❧✉❞❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❲ ✭❖P❲✮ ♦r t❤❡ ❈❲ ✭❖❈❲✮ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛s t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡

♠♦♠❡♥t ⟨ϕD
α ∣d∣ϕD

α ⟩ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧✳✷✽✸ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧②

❞❛②s ♦❢ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱✷✽✽✕✷✾✶ ❜✉t t❤❡♥ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❛s t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞

r❛t❤❡r ♣♦♦r r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡❝❛♠❡ s♦♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧②

r❡✈✐✈❡❞✷✾✷ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t

♦❢ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❚❘P❊❙✮✷✽✸ ♦r

❝❧♦s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳✷✾✸✕✷✾✺ ❆ r❡❝❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❉❋❚✲❉②s♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❢✉r❛♥ ❤❛s ❝♦♥✜r♠❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛t❤❡r ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐♥♦r r♦❧❡ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳✷✾✻

❊✈❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛t ❡❛❝❤ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡♠♣❧♦②

❧❛r❣❡ ♦♥❡✲❝❡♥t❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭❖❈❊✮✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❡str✐❝t❡❞ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✲

❝❡♥t❡r❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✭▲❈❆❖✮

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r❡ ❖❈❊ ❛♣♣r♦❛❝❤

ϕεlm(r, θ, φ) = ∑
l′m′

Rεlm,l′m′(r)Yl′m′(θ, φ) ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ r❛❞✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s R(r) ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧

❤❛r♠♦♥✐❝s Ylm(θ, φ)✱ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛s ✐t r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ ♦r ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ ✐s st✐❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ s♦♠❡
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❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✷✼✶✱✷✾✼ ■t ❝♦✈❡rs ❛ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t②♣✐❝❛❧❧② s♦♠❡ t❡♥s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ♦r

♠♦r❡✱ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✜tt❡❞ t♦ ✐ts ❛♥❛❧②t✐❝ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❢♦r♠✳ ■t ✐s ✈❡r② st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② s❧♦✇❧② ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✱

t❤❡ ♠♦r❡ s♦ t❤❡ ❢❛rt❤❡r t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s q✉✐❝❦❧②

✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❧♦✇✲s②♠♠❡tr② s②st❡♠s✳ ❆ ❜❛s✐s s❡t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣❛rt

r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ ♣✉r❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ✭●❚❖✮ ♦r ❙❧❛t❡r ✭❙❚❖✮ t②♣❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ❜♦✉♥❞

st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦r❜✐t❛❧s ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❢❛st ❜② s✉♣♣❧❡♠❡♥t✐♥❣

❖❈❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ▲❈❆❖

t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♦❢ L2✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡ t②♣❡✱ ❡✐t❤❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

●❚❖ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❈❊ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ✉s✉❛❧ ❘❛❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊✐t❤❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ t②♣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✭❈♦♠♣❧❡① ❑♦❤♥✱✷✾✽ ❙❝❤✇✐♥❣❡r✷✾✾✱✸✵✵✮✱ ▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r✱✷✺✺✱✸✵✶ ❘✲♠❛tr✐①✷✼✶ ♦r ●❛❧❡r❦✐♥

✭▲❡❛st ❙q✉❛r❡s✮✸✵✷✕✸✵✺ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛❧❧ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ✇♦r❦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❈▼❙✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞

❣r✐❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈▼❙✸✵✻ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ♠✉✣♥

t✐♥ ✭▼❚✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s s♣❛❝❡ ✐♥t♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐

❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❢♦r ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦

❜❡ q✉✐t❡ s❡✈❡r❡✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳✸✵✼✱✸✵✽ ●r✐❞

♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ♣♦♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤❡r❡ ♣s❡✉❞♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱✸✵✾ ✇❤✐❝❤

s✉r♠♦✉♥t t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❜✉t t❡♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥✳
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❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜✉t✱ ❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❜❛s✐s s❡t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜❡②♦♥❞ ❛ ♣✉r❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❈

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✹✳✶✳✻ ❈♦✉♣❧❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❈■ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❈■❙✱

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✶❤✶♣ ✲❢♦r ♦♥❡ ❤♦❧❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲ ❈■✱ ♦r ❚❛♠♠✲

❉❛♥❝♦✛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❚❉❆✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❛♥t ❧❡✈❡❧ ✭✺✹✮ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ♣r✐♠❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧②

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝❛s❡✸✶✵✕✸✶✸ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t♦t❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t✐❡s✳✸✶✹✕✸✶✼ ❆ ❇✲s♣❧✐♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳✸✶✽

❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✱ ♦r ♣r♦♣❛❣❛t♦r t❤❡♦r②✱ ✐s

t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❉❋❚ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚

✭❚❉❉❋❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱✸✶✾✱✸✷✵ ❚❉❉❋❚ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛❧s♦ t♦ ♣r❡tt② ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✳✷✻✺✱✸✷✶✱✸✷✷

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ❢♦r t❤❡ tr❡❛t✲

♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳✷✼✶✱✷✼✷ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛r❡ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣❡r✷✺✻✱✷✺✼✱✸✵✵ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ❑♦❤♥✷✾✽ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘✲♠❛tr✐①

❝♦❞❡✱✸✷✸ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠✱✷✽✱✷✺✺✱✸✵✶ ✇✐t❤ ♥❡✇❡r ❝♦❞❡s ❜❡✐♥❣ ❛❝t✐✈❡❧②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳✸✵✺✱✸✷✹✕✸✷✽ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤❡♠✐str② ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✱ ΨN
0
❛♥❞ ΨN−1

α ✱ ❛s ❈■ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜❛s✐s s❡ts χµ ❣❡♥❡r❛❧❧②

❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ❇✲s♣❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ●❚❖s ❛r❡ ❛❧s♦

❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥♥❡r ❘✲♠❛tr✐① r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯❑ ❘✲♠❛tr✐① ❝♦❞❡✸✷✸ ♦r ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ r❡❣✐♦♥✳✸✵✺✱✸✷✽✱✸✷✾ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
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❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r♠ ΨN−1
α χµ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✇✐❡❧❞② t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛✲

tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s✱ ▼❖✬s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ●❚❖s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❖❢t❡♥ ❧❛r❣❡ ❖❈❊ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r❡

❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s✳ ❆❧s♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ ✉♥✐q✉❡✲

♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥ ✐ss✉❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t

❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳✷✻✷✱✷✻✻✱✸✸✵✱✸✸✶

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q ✸✺ ❛♥❞ ❡q ✸✽✱ ✇✐t❤ ❛

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✭❖P❲✮ ❤❛s ❜❡❡♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✷✾✹✳

✹✳✶✳✼ ❚❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ st❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❝♦❞❡ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❧②

♦♥❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t

❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt♦s❡♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤♦s❡

s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐❝❡♥tr❡ B✲s♣❧✐♥❡ ❜❛s✐s✳✷✻✹ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❛r❡ ❛

s❡t ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ [0,Rmax] ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❝❛s❡✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s ❜② ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ❦♥♦ts✳✷✺✺✱✸✸✷ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r❞❡r ✭✉s✉❛❧❧② ✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦t s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✇❡❧❧

❜♦t❤ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦r❜✐t❛❧s✳

Pr✐♠✐t✐✈❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛ B✲s♣❧✐♥❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✐♠❡s ❛ r❡❛❧ s♣❤❡r✐❝❛❧

❤❛r♠♦♥✐❝

χilm(r, θ, φ) = 1

r
Bi(r)Ylm(θ, φ). ✭✺✽✮

❚❤❡ ❢✉❧❧ ❜❛s✐s ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❖❈❊ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦r✐❣✐♥✱ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ Rmax0✱

❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ Lmax0✳ ❚❤✐s ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝✲
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t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ♦❢ ✈❡r② s❤♦rt r❛♥❣❡✱ Rmaxp✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ Lmaxp✳

❆ s❤♦rt r❛♥❣❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛✈♦✐❞ ✭q✉❛s✐✮ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✱ ✇❤✐❝❤ s♣♦✐❧s t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ Lmaxp ✐s s❡t ❛s ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▲❈❆❖ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ l ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠ ♣❧✉s ♦♥❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❈❆❖

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❡♥s✉r❡ ❛ ✈❡r② ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❡

s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❖❈❊✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛♥② s❡❧❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✸✵✷ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦

t❤❡ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡✳✸✵✸✱✸✵✹ ❋r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣ S

♠❛tr✐❝❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛tr✐①

A(E) = H − ES ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡s❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡✲❝❤❛♥♥❡❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❧♦❝❦ ✐♥✈❡rs❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱

s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❣❛♣s ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡

❢♦r♠ A+A ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞✳✸✸✸ ❋✐♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ K✲♠❛tr✐① ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠ ❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r②

Rmax0✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✱✷✺✱✷✺✹ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♠✲

♣❧♦②❡❞ ❛r❡✿ Rmax0 = 30.0 ❛✳✉✳✱ ❧✐♥❡❛r ❣r✐❞ ✇✐t❤ st❡♣ s✐③❡ h = 0.375 ❛✳✉✳ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ 108

❇✲s♣❧✐♥❡s✱ Lmax0 = 21✱ Rmaxp = 0.71 − 1.30 ❛✳✉✳✱ ❛♥❞ Lmaxp = 2 ❢♦r ❛❧❧ ❛t♦♠s✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❚❉❉❋❚✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡

♥♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ V SCF ❛s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ 1h−1p ♠❛tr✐❝❡s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠

❈❤❡♠✐str② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳✸✸✹ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s st✐❧❧ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✱✸✷✶✱✸✷✷

❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ✶✲✷ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝✲

❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ st❛t✐❝✲❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❧✐❦❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❢r❛♠❡
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♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭▼❋P❆❉❙✮✱ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✇✐t❤

❣❡♥❡r❛❧❧② r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳✸✷✷✱✸✸✺✕✸✸✼ ❚❤❡ ❚❉❉❋❚ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❞s ✐♥t❡r✲

❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❧♦s❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥

r❡s♦♥❛♥❝❡s✱✸✷✷ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❤❡❛✈✐❡r ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❉❋❚✲❉②s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ r❛♥❣❡

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r ♠✉❧t✐✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❧✐❦❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡

st❛t❡s✱ ♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳✷✼✾✱✷✾✻

✹✳✷ ❈❤❛r❣❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡

✜rst ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✸✹✱✸✺✱✷✺✸✱✸✸✽✱✸✸✾ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞

✧s✉❞❞❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✧ ✭❙❆✮✳✷✼✺✱✷✼✼✱✸✹✵ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ ❤♦❧❡ ✐s

❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❡ ❤❛s ♥♦

t✐♠❡ t♦ r❡❧❛①✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✭❲P✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦❡s

♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞✱ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠♦st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞

✐♥ ✹✳✷✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦♥❡✲❤♦❧❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ▼❡t❤♦❞s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✷✳
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✹✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

■❢ ❛ ❤♦❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ϕk✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲P ✐s akΨN
0
✱ ✇❤❡r❡ ΨN

0
✐s t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞

akΨ
N
0 =∑

α

ΨN−1
α ⟨ΨN−1

α ∣ak∣ΨN
0 ⟩ =∑

α

χαkΨ
N−1
α , ✭✺✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s χαk ✭s❡❡ ❡q ✹✽ ✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣✉r❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡✐t❤❡r ●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭Pr♦♣❛❣❛t♦r✱ ❊❖▼✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱✸✹✵✱✸✹✶

❧✐❦❡ t❤❡ ❆❉❈✭✸✮ ❧♦♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❡❞❡r❜❛✉♠✱ ❙❝❤✐r♠❡r ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✸✹✷✕✸✹✹ ❛♥❞ ❧❛r❣❡❧②

✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❊❖▼✲❈❈ ♦r ❈❈✲▲❘✱✷✽✵✱✸✹✺✱✸✹✻♦r ❈■ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡

❙❆❈✲❈■✱✸✹✼✱✸✹✽ ▼❘❈■✱ ❈❆❙❙❈❋✴❘❆❙❙❈❋✳✸✹✾✕✸✺✷ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧✱ t❛❦✐♥❣ ❥✉st r❡❧❛①❛t✐♦♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② s❡♣❛r❛t❡ ❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭∆❙❈❋✮ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❡✐t❤❡r ❛t

t❤❡ ❍❋ ♦r ❉❋❚ ❧❡✈❡❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱✸✺ ✇❤❡r❡ χαk = detSαk✱ ✇❤❡r❡ Sαk ✐s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♠❛tr✐①

❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ΨN−1
α ❛♥❞ akΨN

0
✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ ❡✛❡❝ts ✉♣♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❝❛rr✐❡❞

♦✉t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳✷✺✶✱✸✺✸ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❑♦♦♣♠❛♥s ♣✐❝t✉r❡ ✭❑❚✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱ ✐✳❡✳

ΨN
0
= ΦN

0
= ∣ϕ1, . . . , ϕN⟩ ❛♥❞ ΨN−1

α ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡t

♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r② st❛t❡s ΦN−1
k = akΦ

N
0
❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ✇✐t❤ χαk = δαk✱

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭■P✮

IPk = E
N−1
k −EN

0 = −εk

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍❋ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛✛❡❝t ❜♦t❤ ■Ps ❛♥❞ χαk✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡

❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡

✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❜② t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ✷✲❤♦❧❡✱ ✶✲❡❧❡❝tr♦♥ ✭✷❤✶❡✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

Φa
ij = a

+

aajaiΦ0
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✇✐t❤ t❤❡ ✶❤ st❛t❡s Φk✱ ❣✐✈✐♥❣

ΨN−1
α (r1, . . . , rN−1) =∑

k

Ck,αΦk + ∑
i<j,a

Ca
ij,αΦ

a
ij. ✭✻✵✮

❙✐♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♥♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ✭✈✐❛ sq✉❛r❡ ❞✐♣♦❧❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❡q ✹✼✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Rαk = χ
2

αk✱ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❢❛❝t♦rs✱ ♦r ♣♦❧❡

str❡♥❣t❤s✳ ❈❧❡❛r❧② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ χαk = Ck,α✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♦♥✐❝ st❛t❡ r❡❝❡✐✈❡s ✭✧❜♦rr♦✇s✧✮

✐♥t❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠❛r② st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✐♥t♦ ✐t✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❛t❡❧❧✐t❡ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤

❜❡❝♦♠❡ q✉❛s✐ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥♥❡r ❤♦❧❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦ ❧❛r❣❡ ❛s t♦ ❝❛✉s❡ ❞r❛♠❛t✐❝

❡✛❡❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ Φk ↔ Φa
ij ✭t❤♦s❡ ✇✐t❤ i = k

♦r j = k ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■Ps ✉♣ t♦

s❡✈❡r❛❧ ❡❱✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉❜✈❡rt✐♥❣ t❤❡

❑❚ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ✭❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❑❚✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ s❛t❡❧❧✐t❡ st❛t❡s✱

t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣r✐♠❛r② ❧✐♥❡ ✭❡✳❣✳ Rαk > 0.5✮ ❝❡❛s❡s t♦ ❡①✐st ✭❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢

t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡✷✺✶✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥s❛t③ ♦❢ ❡q ✺✾ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❲P✱ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥

❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρion ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q ✹✵ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡

✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② r❡✈✐❡✇❡❞✳✷✺✸ ❆s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ r❡❛❧✐st✐❝

♣✉❧s❡s ✇✐❧❧ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ♣r♦♠♦t❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ϕk✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❲P

✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜♥❛❧ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ΨN−1
α ❜♦rr♦✇ ✐♥t❡♥s✐t②

❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ϕi✱ ✐✳❡✳ χαk ≠ 0 ♦♥❧② ❢♦r k = i✱ t❤❡✐r ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ϕD
α = χαiϕi

❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♣♦❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❙❆ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❲P✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❲P ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❙❆ ❲Ps✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐♣♦❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t

♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❲Ps ♦❢ t❤❡ ❙❆ ❢♦r♠ ❡q ✺✾✳ ❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧
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t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✵ ❛s ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞ t♦ ❛ s✉❞❞❡♥

✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳✸✼ ❆❧s♦

✐t ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠

❛♥❞ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈❡❞❡r❜❛✉♠ ❛♥❞ ❑✉❧❡✛✷✺✸ ❤❛✈❡ ✉s❡❢✉❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦✉r

t②♣❡s ♦❢ ❲Ps✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹ ❛s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❜❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜❛rs ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❢❛❝t♦rs Rαk✱ ❛t t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ■Pα✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡ r❡❢❡rs t♦ ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ϕk✳

❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ❚②♣✐❝❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛
❝❛t✐♦♥✐❝ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❢❛❝t♦r Rαk✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✶❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✷✺✸ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✹ ■❖P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✭❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣✮ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ ❑❚ ✐s ✇❡❧❧ ✈❡r✐✜❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡

❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♦r❜✐t❛❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② st❛t❡ t❛❦❡s ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ Rαk ≃ 1 ❢♦r α = k✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❲P ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦❧❡

st❛t❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❆s ✇❡

✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❲P ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧

s✐♥❣❧❡✲❤♦❧❡ st❛t❡s✱ ❛s ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s
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r❛t❤❡r ❝✉r✐♦✉s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤♦❧❡ ♠✐①✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱

ΨN−1
α1

❛♥❞ ΨN−1
α2

✱ ✇✐t❤ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧ sq✉❛r❡ ♥♦r♠✱ ✐✳❡✳ t♦t❛❧ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ str❡♥❣t❤✱ ❝❧♦s❡ t♦

♦♥❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ Rαk ❢r♦♠ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ϕk1 ✱ϕk2 ✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ✉♥❝♦♠♠♦♥

s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞✉❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ ❑❚ ♣✐❝t✉r❡✳ ■t ✐s

❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❧✐♥❡s t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✱ ✇✐t❤ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❝♦❧♦rs s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

t✇♦ ♦r❜✐t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❆ ❛♥s❛t③ ✐s ✉♥❝❧❡❛r✱ ❛s t❤❡ t✇♦ ✐♦♥✐❝

st❛t❡s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r✐♠❛r② st❛t❡s ❛t t❤❡ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ❧❡✈❡❧✱

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❲P s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❙❆ ❛♥s❛t③✱ ❡❛❝❤ ❲P

akiΨ
N
0 = c1iΨ

N−1
α1
+ c2iΨ

N−1
α2

✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❤r ❢r❡q✉❡♥❝②

h̵ω = ∣Eα2
−Eα1

∣✳ ■t ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❤♦❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❜✐t❛❧s ϕk1 ❛♥❞ ϕk2 ✳ ❚❤❡ t❤✐r❞

s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ϕk1 ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞

❜② ❛ str♦♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✮✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦♠✐♥❛♥t ✷❤✶❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Φa
ij✳ ❆❣❛✐♥ t❤✐s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♦♥✐❝

st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

■❢ i, j ≠ k✱ ✐t ✐s ❛ ♣✉r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♥t❛✐❧ s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❢r♦♠

k t♦ i✱ ♣❧✉s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ j → a✳ ■❢ k = i✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭t❤❡ t②♣❡

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ∆❙❈❋ ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ st❛②s ✜①❡❞✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ j → a ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r

❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❝r❡❡♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤♦❧❡ ✭a ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ i✮✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♠✐♥❡♥t ✇❤❡♥ str♦♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛✛❡❝t t❤❡ ❤♦❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①tr❡♠❡

❡①❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣✐❛♥t s❛t❡❧❧✐t❡s ✉♣♦♥ ❝♦r❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐s♦r❜❡❞ s♣❡❝✐❡s✱

❧✐❦❡ ❈❖ ♦r ◆2 ♦♥ ◆✐✳✸✺✹✱✸✺✺ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ✈❛❧❡♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢t❡♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ❛s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❜r♦✇♥ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✹✳
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■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❲P ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ q✉❛s✐❝♦♥t✐♥✉✉♠

✐❢ t❤❡② ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♦r ❛ r❡❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐❢ t❤❡② ❧✐❡ ❛❜♦✈❡✱

❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t akΨN
0

✐s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡❝❛②

❛❧♠♦st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ❡✐t❤❡r ❞❡❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦✈❡r ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s✱ ❛♥❞ ♦✈❡r

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❦❡❧❡t♦♥✱ ♦r ♣r♦♠♦t❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❧❧ s✐t✉❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s✳✸✹✱✸✸✽✱✸✸✾✱✸✺✻✕✸✺✽ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡

✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ♠✐❣r❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❡✈❡♥

s♣❛t✐❛❧❧② ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✶❤

♠❛✐♥ st❛t❡s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✷❤✶❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✢♦✇ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ ❛♥❞

❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❙✉❝❤ ✐s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ●❧②✲●❧②✲◆❍✲❈❍3 ♠♦❧❡❝✉❧❡

st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✸✸✽✱ ♦r t❤❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✸✺✳

✹✳✷✳✷ ▼❡t❤♦❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐✲

t✉❞❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✜♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✇✐t❤ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡ st❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✼✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭✸✾✮ ❢♦r ❛❧❧ ♦♣❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❉❋❚✲❧✐❦❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱

❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❍❋ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭✹✷✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛r❣❡t ✐♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞

st❛t❡✱ ρneutral✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠

s♣✐♥♦r❜✐t❛❧s ϕα(r) t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ΨN
0
(r1, r2, ..., rN)✿

ρneutral(r) = N

∑
α=1

ϕ2

α(r) . ✭✻✶✮

✽✻



❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✱ ρion(r, t)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❛❢t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛♥ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ t❛r❣❡t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

❡s❝❛♣✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♦r ❢r♦♠ ❛♥ (N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ t❛r❣❡t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♦♥ ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ✭s❡❡ ❡q✳ ✹✺✮✱ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ st❛t❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢r♦③❡♥ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥

❛s t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΨN−1
α (r1, ..., rN−1)✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ φα ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ s♣✐♥♦r❜✐t❛❧

❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥

ϕαlε(rN) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ l t❤❛t

❧❡❛✈❡s ❜❡❤✐♥❞ ❛♥ α ✐♦♥✐❝ st❛t❡ ✭❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞r♦♣♣❡❞ t❤❡ ✐♥❞❡① m ✐♥ ❡q ✹✺

❛♥❞ ✉s❡❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛❜❡❧ ε t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❝❤❛♥♥❡❧s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ En ✐♥ ✸✺ ❛♥❞ ✸✾ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② En = Eα + ε✱ t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ε ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ Eα✳

■♥ t❤✐s s✐♥❣❧❡✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿✸✺✾

ρion(r1, t) =∑
α,l
∫ dε

⎡⎢⎢⎢⎢⎣( ∑α′≠α ∣ϕα′(r1)∣2 + ∣ϕαlε(r1)∣2) ∣cαlε∣2
+ ∑

α′≠α

c∗αlε cα′lε ϕα(r1) ϕα′(r1) e−i(Eα′−Eα)t ✭✻✷✮

+ ∑
l′
∫ dε′ cαlε

∗ cαl′ε′ ϕαlε(r1) ϕαl′ε(r1) e−i(ε′−ε)t⎤⎥⎥⎥⎥⎦,
✇❤❡r❡ ϕα ❛r❡ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ cαlε ❛r❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

❡q ✸✾✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✭N − 1✮✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

❝❛t✐♦♥ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

ρN−1ion (r1, r2, ..., rN−1, t) =∑
α,l
∫ dε⟨ϕαlεe

−iεt∣ΨN⟩⟨ΨN ∣ϕαlεe
−iεt⟩ ✭✻✸✮

✽✼



✇❤❡r❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ N ✲

t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❡q ✹✷ ❛♥❞

✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ (N − 2) ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✿

ρN−1ion (r, t) =∑
α

ϕ2

α(r) ∑
α′≠α

γ
(ion)
α′α′ −∑

α

∑
α≠α′

γ
(ion)
αα′ e

−i(Eα−Eα′)tϕα(r)ϕα′(r), ✭✻✹✮

✇❤❡r❡ γ(ion)αα′ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✿

γ
(ion)
αα′ =∑

l
∫ cαεl(T )c∗α′εl(T )dε. ✭✻✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ❡q ✻✸ ❛♥❞ ❡q ✻✹ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❢❛r ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r

❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ❡✈❡♥

✐♥ t❤❡ ❧❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞✱✸✺✾ t❤✉s

✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ (N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✷✺✱✷✺✹ ❛♥❞ ❣❧②❝✐♥❡✸✻✵ ❝❛t✐♦♥s✳

✹✳✸ ◆✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

P✉r❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇✐❧❧ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ ❢❡✇

②❡❛rs✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❢♦♦t✐♥❣✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s

♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❛r❣❡ts ✭❍+
2
❛♥❞ ❍2 ❛♥❞ t❤❡✐r ✐s♦t♦♣❡s✮✳✸✷

❚❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡✲

❞♦♠✱ ✐s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ tr❡❛t ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❛r❣❡ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡

✽✽



❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❜❡✐♥❣ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

H0 =Hel + TR ✭✻✻✮

✇❤❡r❡

Hel = −

N

∑
i=1

1

2me

∇
2

i +

N

∑
i=1

∑
i>j

1∣ri − rj ∣ −
N

∑
i=1

M

∑
I=1

ZI∣ri −RI ∣ +
M

∑
I=1

∑
J>I

ZIZJ∣RI −RJ ∣ ✭✻✼✮

❛♥❞

TR = −
M

∑
I=1

1

2MI

∇
2

RI
✭✻✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥✱ Ψ(r,R) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ψn(r1, ..., rN ;R1, ...,RM)
❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χn,vn(R1, ...,RM)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧② s♦❧✈❡

t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✱

Helψn(r1, ..., rN ;R1, ...,RM) = εn(R1, ...,RM)ψn(r1, ..., rN ;R1, ...,RM) ✭✻✾✮

❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

[TR − εn(R1, ...,RM)]χn,vn(R1, ...,RM) = En,vnχn,vn(R1, ...,RM) ✭✼✵✮

❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦r ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣s ❞♦ ♥♦t

♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧②

s♦❧✈✐♥❣ ❡q ✻✾ ❛♥❞ ❡q ✼✵✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ ✐✳❡✳ s♦❧✈✐♥❣ ❡q ✻✾ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s ❛

✜♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ 3M − 6 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❡❝♦♠❡s

❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝❡♥t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s

st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❡✳❣✳✱ ♦❢ r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞

✽✾



♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ❤✐❣❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❢♦r

❇❋3✱✸✻✶ ❈❍4✱✸✻✷ ❈❋4✱✸✻✸ ❙❋6✳✸✻✹ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛ s✉❣❣❡st ❛ ♠❛❥♦r

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str❡t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ✼✵ t♦ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛t♦♠s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s✱

En(R)✱ ❢r♦♠ ❡q ✻✾✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 3M − 6 ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

⟨ΨEf
(r,R)∣∑

k

dk∣Ψ0(r,R)⟩ = ∫ dRχn,vn(R)⟨ψn(r,R)∣∑
k

dk∣ψ0(r,R)⟩rχ0,v=0(R) ✭✼✶✮

✇❤❡r❡ ∑k dk ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐♠♣❧② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧②

s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥

❛ q✉❛♥t✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱✸✻✺✕✸✻✼ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②

♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊❤r❡♥❢❡st ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✷✻✽✱✸✻✽✕✸✼✵ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦✲

r❛t❡ s✉r❢❛❝❡✲❤♦♣♣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳✸✼✶✕✸✼✺ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❜❡✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞

t♦ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱✸✺✾ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥

❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧✐❡s ♦♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ str✉❝t✉r❡ ❛s

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♠✐✲

❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❦❡❧❡t♦♥

♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝✲

♦♥❞s✸✹✱✸✺✱✷✻✼✱✸✺✽ ❛♥❞ r❡❝❡♥t❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞✳✷✺ ■♥ s✉❝❤ s❤♦rt t✐♠❡

s❝❛❧❡s✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ t♦ ♣❧❛② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡✱ s✐♥❝❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡

✾✵



✐♥ t❡♥s ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞

♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✐t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥t t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥

❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ♦r ❣✉✐❞❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ s✐t❡ ❛♥❞ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♦r r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✛♦rts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈♦t❡❞

t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥✸✼✻ t❤❡ ❤♦❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞

❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐st♦rt❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡♥③❡♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t

❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ≈ 10 ❢s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞

✉s✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♣❛❝❦❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ t❤❛t

❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

t❛r❣❡ts ♦❢ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡✱✷✺✷✱✷✻✽ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❊❤r❡♥❢❡st ❞②✲

♥❛♠✐❝s✱✸✼✹✱✸✼✼ ♠✐①✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛t✐♦♥✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✇❛s t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✱ ✐♥ ❛ st❛t❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡

s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✜❡❧❞ ✭❈❆❙❙❈❋✮ ❧❡✈❡❧✱ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠❛♥♥❡r✳

■♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t r❡s♣♦♥✲

s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❢❛st ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

r❡♠❛✐♥s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✱ ✐t ✐s r❛♣✐❞❧② ✇❛s❤❡❞ ♦✉t ✭✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ❢s✮

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s

✭❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣s✮ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✭❝✉r✈❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡

♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧

❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣❡r t✐♠❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s ✇❤♦s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ✭❝✉r✈❡s✮ r✉♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r

✾✶



str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥♦✇❛❞❛②s ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

❛❢t❡r ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❛♥♥❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❚❉❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳✸✻✽✕✸✼✵ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱

♥♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡✲s❤❡❧❧ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧②❝✐♥❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞✳✸✺✾ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❡♥t❡rs

r❡♠❛✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ≈ 10 ❢s✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢✳✸✼✻ ❆t

❧❛t❡r t✐♠❡s✱ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t t❤❡②

❛r❡ st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ❧❡❛st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✶✵✲✶✺ ❢s✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❡ ❙❡❝t✳

✻✳✷✳

✹✳✹ ❍❍● ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❍❍● ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✉❝❡❞

❜② ❛ str♦♥❣ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❧❡❛✈❡s ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❤❛❧❢ ❛ ❝②❝❧❡ ❛❢t❡r s✉❝❤ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② s✉❜ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦

r❡s♦❧✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜✉t ✐t

♣r♦♠✐s❡s t♦ s❤❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳

❋♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥

❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❚❉❙❊✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱✸✼✽✕✸✽✵ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛❧♠♦st

❡①❛❝t❧② ✐❢ ♦♥❡ ♥❡❣❧❡❝ts r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r

t❤❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss

✾✷



❛r❡ ✈❡r② s❤♦rt✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s✱ ✐♥ ❢✉❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱

[Hel(r,R) + T (R) + V (r, t) − i ∂
∂t
]Ψ(r,R, t) = 0, ✭✼✷✮

✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡✱ r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ Hel = Tel +VeN +

1/R ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ T (R) t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r
❛♥❞ V (r, t) t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ Tel ❛♥❞ VeN st❛♥❞ ❢♦r

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✐ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❚❉❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡ s♣❛t✐❛❧ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣

❛❜s♦r❜❡rs ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ s♣✉r✐♦✉s r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ r❡s♣♦♥s❡✱ d̈(t) = −⟨Ψ(r,R, t)∣d(r, t)∣Ψ(r,R, t)⟩✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦r✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ d̈(t)✳
❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❉❙❊ ✐♥ ❢✉❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✉s✱ ♠♦st

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡❧② ♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤r❡❡✲st❡♣ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝t✳ ✷✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛♥ N ✲

❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❢ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ (N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ❧❡❛✈❡s ❜❡❤✐♥❞ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡ ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t s❛♠❡ st❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱

❞✉r✐♥❣ t❤❡ r♦✉♥❞ tr✐♣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s st❡♣s✱

t❤❡ ❧❛s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❤❡♥❝❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤♦s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✷✳ ❯♣♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✱ t❤❡

s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❍● s♣❡❝tr✉♠✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s

✾✸



❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❡q ✶✽ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s

♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙♠✐r♥♦✈❛ ❛♥❞

■✈❛♥♦✈✳✺✷ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐♣♦❧❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s < rαβ > ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✿

< r(t) >=∑
β,α

< r(βα)(t) > . ✭✼✸✮

❍❡r❡ < rβα > ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ α st❛t❡

❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ β st❛t❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❧②

❛❝ts ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ < rβα > ❞✐♣♦❧❡ t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

< r(βα)(t) >= i∫ t

0

dt′∫ d3pd∗β(p +A(t))aβα(t, t′) e−iS(p,t,t′)E(t′)dα(p +A(t′)) ✭✼✹✮

✇❤❡r❡ aβα(t, t′) ✐s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡ α ♣♦♣✉❧❛t❡❞

❛t t✐♠❡ t′ ✭t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ β ❛t t✐♠❡ t✱

dα(p +A(t)) = ⟨p +A(t)∣d∣ϕD
α ⟩, ✭✼✺✮

S(p, t, t′) = 1

2
∫

t

t′
[p +A(τ)]2dτ + Ip(t − t′), ✭✼✻✮

ϕD
α ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s♣❡❝✐✜❝ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❡q ✹✻✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ (N −1)✲
❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s

❛r❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✹✳✶✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❡q ✼✹ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❡q ✶✽ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥

❞✐♣♦❧❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦❤❡r❡♥t❧② s✉♠ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s aβα(t, t′) ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣

✾✹



t❤❡ ❚❉❙❊ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t✱ t′ ❛♥❞ p✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✸✱

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❤❛❧❢✲❝②❝❧❡ ❞✐♣♦❧❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❣✐✈❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✕ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✿

< r(j,βα)(t) >= aβrec(ps, t)aβαprop(ps, t, ti)aαion(ps, ti), ✭✼✼✮

✇❤❡r❡

aαion(ps, ti) = [ 2π

S′′ti,ti
]1/2 e−iS(ps,t

′

i,ti)E(ti)dα(ps +A(ti)), ✭✼✽✮

aβαprop(ps, t, ti) = (2π)3/2(t − ti)3/2 e−iS(ps,t,t
′

i)aβα(t, ti), ✭✼✾✮

aβrec = d
∗

β(ps +A(t)). ✭✽✵✮

❛♥❞ S′′ti,ti ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ ti✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣✲

❛❣❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❧❛s❡r ✕ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥ aβα(t)✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐♣♦❧❡

❢♦r ❡❛❝❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛❧❢✲❝②❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡

❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❋❋❚ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐♣♦❧❡ rβα(Nω)✿
< r(βα)(t) >=∑

j

< r(j,βα)(t) >, ✭✽✶✮

r(βα)(Nω) = ∫ dt < r(βα)(t) > eiNωt. ✭✽✷✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✕ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r

❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✶✽✽

< r(j,βα)(t) >= aβrec(ps, t)aβαprop(ps, t, ti)C(t − ti)aαion(ps, ti), ✭✽✸✮

✇❤❡r❡ C(t− ti) ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱✸✽✶ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡

✾✺



❝❛t✐♦♥✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ti✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t✐♠❡✲❡✈♦❧✈❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛t t✐♠❡ t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs

❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛❝t♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s

❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡

♥✉❝❧❡✐ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ ♠♦✈❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r♦✉♥❞ tr✐♣

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞✳ ●♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❛s ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜②

❡q ✼✺ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❆❧s♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❉②s♦♥✲♦r❜✐t❛❧ ♣✐❝t✉r❡ t♦ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡q ✼✺ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♦♥❡

dα(p +A(t)) = ⟨ΨN−1
α × [p +A(t)]∣ N∑

k

dk∣ΨN
g ⟩, ✭✽✹✮

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡N ❛♥❞N−1 ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞s✱

t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

t❤❡ ❚❉❙❊ t❤❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ❛tt❡♠♣ts ❣♦

❜❡②♦♥❞ t❤❡ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡s dα(p+A(t))
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✺ ❋r♦♠ ❞✐❛t♦♠✐❝ t♦ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

❢♦♦tst❡♣s ♦❢ ❢❡♠t♦❝❤❡♠✐str②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱

t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ❛t t❤❡ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡s❡ ✉❧tr❛❢❛st ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡r❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

✾✻



✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛r❡

♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ s❤♦rt❧② r❡✈✐❡✇

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐❛t♦♠✐❝s ✭❍2✱ ❉2✱ ◆2✱ ❡t❝✮

t♦ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ t❛r❣❡ts ✭❈❖2✱ ❈2❍4✱ ❡t❝✮✳

✺✳✶ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❆ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❧✐❣❤t✱ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ♠♦✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❢❛st✸✽✷✱✸✽✸ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❞♦ s♦ ✐♥ ❛ t✐♠❡ s❝❛❧❡

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥✳✷✼✱✷✽ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡❛❧ s②st❡♠s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ ✷✵✵✹ ❇❛♥❞r❛✉❦ ❡t ❛❧✳ st✉❞✲

✐❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❍+
2
♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❚❉❙❊ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛

♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥✲❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❍+
2
♠♦❧❡❝✉❧❡✳✸✽✹ ❈❤❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛

♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✸✺✵ ❛s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✵✳✽✲❢s✱ ✶✶✺✲♥♠ ♣✉♠♣

♣✉❧s❡ ❛♥❞ ❛ ✵✳✶✲❢s✱ ✷✵✲♥♠ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❆ ✈❡r② r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✜♥❞✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✉❧tr❛❢❛st

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ P✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻✱ ✇❤✐❝❤

♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ■❘ ✜❡❧❞s ♦♥❧②✱✸✽✺ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✲

✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❈❊P✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✷✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s✸✽✻ ♦r ❡✈❡♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✸✸ ✇❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ■❘ ✜❡❧❞s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥

s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦r❦ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s t❤❡ ✜rst ❡✈❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱✲♣✉♠♣

✴ ■❘✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡s t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❉2✱ ❜② ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤✐s

✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇✳

✾✼



✺✳✶✳✶ ❊❯❱✲♣✉♠♣✴■❘✲♣r♦❜❡

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♥❣❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡

♣✉❧s❡s ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉s✐♥❣ tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ♣✉❧s❡s✳✸✷ ■♥✲

❞❡❡❞✱ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s ❧❛✉♥❝❤❡s r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts t❤❛t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡s tr✐❣❣❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t t❤❛t ❝❛♥

t❤✉s ❡✈♦❧✈❡ ❢r❡❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ ❛rr✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s

t❤✉s s✐♠♣❧❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❛♥s♦♥❡ ❡t ❛❧✱✸✸ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❤❛r❣❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✸✵✵✲✹✵✵ ❛s ♣✉❧s❡

❛♥❞ ❛ ❢❡✇✲❝②❝❧❡ ✻ ❢s ■❘ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡r❡❞ ❛ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥

✷✵ ❛♥❞ ✹✵ ❡❱✱ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❍❍● ✐♥ ❛ ❦r②♣t♦♥ ❣❛s ❥❡t ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞

❢❡✇✲❝②❝❧❡ ■❘ ♣✉❧s❡s✳✸✸✱✶✸✸ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉+ ✐♦♥s ✇❛s r❡✲

tr✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✲♠❛♣ ✐♠❛❣✐♥❣ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦♠❡♥✲

t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❉+ ❢r❛❣♠❡♥ts ✉♣♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

❞✐♣♦❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♠♣❧② t❤❛t✱ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡✱ ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❳1Σ+g ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ♦♥❧②

r❡❛❝❤ st❛t❡s ♦❢ 1Σ+u s②♠♠❡tr②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ t❤❡ ♣r♦t♦♥s

✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✹✺o ❝♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✱ s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ 1Πu st❛t❡s

❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✲✹✵

❡❱ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐r❡❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶sσg ❛♥❞ ✷♣σu st❛t❡s✱

✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ✭❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥

♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ❉2 ❛♥❞ t❤❡ ✶sσg st❛t❡ ♦❢ ❉+
2
❢❛✈♦rs ❧♦✇ ♥✉❝❧❡❛r ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣✐❡s ✭❁ ✶ ❡❱✮✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡

✐♦♥✱ ✷♣σu✱ ❢❛✈♦rs ♥✉❝❧❡❛r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✺✲✶✵ ❡❱✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱ ❞♦✉❜❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❝♦♥t✐♥✉❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③✐♥❣ st❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛st ♠♦❧❡❝✉✲

✾✽
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Mechanism II

❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭②✲❛①✐s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛② ✭①✲❛①✐s✮✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s s❤♦✇
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ■ ❛♥❞ ■■✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❖r❛♥❣❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❊❯❱ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡❀ ♣✉r♣❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡❀ t❤✐❝❦ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛t❤s t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥
❢♦❧❧♦✇ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s✳

❧❛r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ❡❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❡❛r❧② ✇♦r❦s✱✷✼✱✷✽✱✸✵✶✱✸✽✼

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵

❛♥❞ ✹✵ ❡❱ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛✉t♦✐♦♥✐③✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◗1
1Σ+u s❡r✐❡s t❤❛t

❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✷♣σu ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞

♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t❡

♦❢ t❤❡ ◗2
1Πu s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ◗1 st❛t❡s ❞❡❝❛② ✐♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

♦❢ t❤❡ ✐♦♥✱ ✶sσg✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❢r❛❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ✷✲✼ ❡❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◗2 st❛t❡s ❝❛♥ ❞❡❝❛②

✐♥t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✶sσg ❛♥❞ ✷♣σu ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❛✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥t❡r❢❡r❡ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡

t♦ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✷✼✱✸✵✶✱✸✽✽ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t♦

❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

✾✾



❡❧❡❝tr♦♥✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✲

❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②✳ ❇♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✐t② ❜✉t ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛♥❞

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞

✷✲✽ ❡❱✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✐✮ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ t❤❡ ✶sσg st❛t❡ ❛♥❞

❞✐r❡❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✷♣σu ❝♦♥t✐♥✉✉♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢

❛ ❊❯❱ ❛♥❞ ❛♥ ■❘ ♣❤♦t♦♥✱ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛②❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘ ♣❤♦t♦♥ ❜② t❤❡ ✐♦♥

❧❡❢t ❜❡❤✐♥❞ ✉♣♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ✭s❡❡ ♣❛♥❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✺✮✳

■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♠ ♦❢

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

Ψ(t) = c1(t) [1sσg(1)ǫlg(2)]g + c2(t) [1sσg(1)ǫlu(2)]u +
+ c3(t) [2pσu(1)ǫlu(2)]g + c4(t) [2pσu(1)ǫlg(2)]u , ✭✽✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

❡❧❡❝tr♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✷ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ǫ ❛♥❞

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ lu(lg)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭c1, c2,✳✳✳✮ ❛r❡

❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡

✇✐t❤ t❤❡✐r st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡s ♦♥❝❡ ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❣♦♥❡✳✸✷ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦r t❤❡ ❧❡❢t ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ΨL = [1sσg(1) + 2pσu(1)] ǫlg/u(2) ✭✽✻✮

ΨR = [1sσg(1) − 2pσu(1)]] ǫlg/u(2) ✭✽✼✮

✶✵✵



✇❤❡r❡ ΨL ❤❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ΨR ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❚❤❡

❛s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭NL✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭NR✮✿

NL −NR = ∑
i=g,u

[∣⟨ΨL,i∣Ψ(t)⟩∣2 − ∣⟨ΨR,i∣Ψ(t)⟩∣2] = 4Re[c1c∗4 + c2c∗3] ✭✽✽✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②✲❢r❛♠❡ ❛s②♠♠❡tr② ❛r✐s❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s c1, c4 ≠ 0

♦r c2, c3 ≠ 0✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✐t② ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✺✱ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❉❙❊✱ ✐s ♣❧♦tt❡❞

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳ ❆ ✈❡r②

❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❉✐st✐♥❝t ❛s②♠♠❡tr②

❢r✐♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❞❡❧❛②s ✉♣ t♦ ✼ ❢s ❛♥❞ ❛t ♣r♦t♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ≈✺✲✼

❡❱✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✷♣σu ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ✶sσg ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②

♦❢ t❤❡ ■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❧❡❛❞ t♦

♠♦❧❡❝✉❧❛r st❛t❡s ♦❢ 1Σ+u s②♠♠❡tr② ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s c2 ❛♥❞ c4

✐♥ ❊q✳ ✽✺✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞ ♠❛❦❡s c1 ❛♥❞ c3 ♥♦♥✲③❡r♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢r✐♥❣❡s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡r

❛❢t❡r ✸✲✹ ❢s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ◗1 ❛✉t♦✐♦♥✐③✐♥❣ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❇❡❢♦r❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡

♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦t ❧❡❢t t❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ②❡t ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛♥ ♣❡rt✉r❜ t❤✐s ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t ❧♦♥❣❡r ❞❡❧❛②s✱ t❤❡ ✜rst

❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❣♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ■❘ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❞r✐✈❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤♦✉t

❛♥② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡r✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❍2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉♠♣ ❛♥❞
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■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢r✐♥❣❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧②

♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③✐♥❣ st❛t❡s✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♦❜✈✐♦✉s ✐♥

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞✳

❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ tr❛✐♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦

s✐♥❣❧② ✐♦♥✐③❡ ❉2 ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✸✽✾

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❝❤❡♠❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❘❆❇❇■❚❚ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r

♠♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✐♠❡✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡

❞❡❧❛② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❆❇❇■❚❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s✳ ❆

❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❘❛♥✐t♦✈✐❝ ❡t ❛❧✸✾✵ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ tr❛✐♥s ♦❢ ❱❯❱

❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❦❡❞ ■❘ ♣✉❧s❡ ❛s ❛ ♣✉♠♣✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥

❱❯❱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭♥♦t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✮ ♦❢

t❤❡ ❉2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛tt♦s❡❝♦♥❞

❱❯❱ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇ 1Σ+u ❛♥❞ ❊❋ 1Σ+g st❛t❡s

t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ♣❛t❤✇❛②s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✼t❤ ❛♥❞ ✾t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝s

♦❢ t❤❡ ❊❯❱ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❦❡❞ ■❘ ✜❡❧❞✳ ❊❛❝❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡

❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❜r♦♥✐❝ ✇❛✈❡

♣❛❝❦❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❇ 1Σ+u ❛♥❞ ❊❋ 1Σ+g st❛t❡s ❝♦✈❡r✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr♦❧

t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❊❋ 1Σ+g st❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❜♦♥❞✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❜② ✐♦♥✐③✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳

✺✳✶✳✷ ❊❯❱✲♣✉♠♣✴❊❯❱✲♣r♦❜❡

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

♦❢ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❍❍● ♣✉rs✉❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❯❱✲♦♥❧② ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ■❘ ✜❡❧❞s✱ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❜❛r❡❧② ❞✐st♦rt t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✉❡ t♦
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t❤❡✐r s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❑❡❧❞②s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❛❝❝❡ss ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❡r❡ t♦♦ ❧♦✇ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❡r❢♦r♠

s✉❝❤ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❞❡❝❛❞❡

❋❊▲s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s

✐♥ t❤✐s ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥✳✶✽✵✱✸✾✶✱✸✾✷ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❊❯❱✲

♣✉♠♣✴❊❯❱✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❋❊▲s✱ ♥❛♠❡❧② t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✉❧tr❛❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ✜rst ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥s ❍+
2
❛♥❞ ❉+

2
✸✾✸✱✸✾✹ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ◆2

❛♥❞ ❖2✱✷✹✹ ❛♥❞ ✐♥ ❛❝❡t②❧❡♥❡✳✷✹✸✱✸✾✺ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✱✸✾✸✱✸✾✹ t✇✐♥ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❛

❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❊▲ ❢❛❝✐❧✐t② ✐♥ ❍❛♠❜✉r❣ ✭❋▲❆❙❍✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥

❛ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ ✶✵ ❢s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡

♣❛❝❦❡t ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❉+
2
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s

tr❛❝❦❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❜② ✐ts ❞✐r❡❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱

t❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ✜rst ❜② ✐♦♥✐③✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ❉2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡♥

❜② ✐♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❉+
2
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯❱ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣

❡♥❡r❣② r❡s♦❧✈❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡

❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣

♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡ ❉+
2
✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘❊▼■

✭♦r ❈❖▲❚❘■▼❙✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❧❧

❡❥❡❝t❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡①♣❧♦s✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢

t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ ❛ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ tr❛❝❦ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ❜✉t ❛❧s♦

t❤❛t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ s❤♦rt❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❋❊▲ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s

❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉❧s❡s ❛s s❤♦rt ❛s ✺ ❢s✷✹✾✱✸✾✻ ♦r ❡✈❡♥ s♣✐❦❡s

✇✐t❤ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥✷✺✵ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞

❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❤♦rt ♣✉❧s❡s ❛♥❞

✶✵✸



♠❛❦❡ t❤❡♠ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✉❧tr❛❤✐❣❤ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳✷✹✾✱✸✾✻✕✸✾✽

❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❛t ❋❊❘▼■✱ ✇❤❡r❡ t✇♦✲❝♦❧♦r ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱

♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♣❤❛s❡✸✾✾ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✹s r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ◆❡ ✇✐t❤ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✸ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✦

❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❱▼■ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❋❊▲ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❊❯❱✲❊❯❱

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡s r❡q✉✐r❡ ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r

♣✉❧s❡s✱ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲❢s r❡❣✐♠❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② tr❛❝❦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s✳ ❙✉❝❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❍❍●✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✲

t✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✱✷✵✼✱✹✵✵ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❊❯❱✲♦♥❧② ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✷✳✸✱ t❤❡ ✜rst ❊❯❱✲♣✉♠♣✴❊❯❱✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ ❍❍● ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❳❡ ❛t♦♠ ❜② ❚③❛❧❧❛s ❡t ❛❧✳✷✵✼ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡r❡ ❧❛t❡r ✉s❡❞ ✐♥ ❍2 ❜② ❈❛r♣❡❣❣✐❛♥✐ ❡t ❛❧✱✷✶✵ ✇❤♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✜rst ❛t✲

t♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱✲♣✉♠♣✴❊❯❱✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ✶✺✵✲♥♠✲t❤✐❝❦

✐♥❞✐✉♠ ✜❧t❡r ✇❛s ✉s❡❞✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✷✳✺✲✶✽ ❡❱✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

t✐♥✉❛✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢

t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❧❡❛❞s t♦ ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s

♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❋r❛♥❝❦✲❈♦♥❞♦♥

♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❍2 ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧ ♦❢ ❍2 ✐s ✶✺✳✹ ❡❱ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❬❊✭❍2+✭✈❂✵✮✮✲❊✭❍2✭✈❂✵✮❪ ❛♥❞ ✶✽✳✶✺ ❡❱

❢♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❬❊✭❍+✰❍✭♥❂✶✮✮✲❊✭❍2✭✈❂✵✮❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ s✐♥❣❧❡

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♦♥❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉♠♣✴❊❯❱ ♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇✐t❤ t✇♦
♣✉❧s❡s ♦❢ ✷ ❢s ❞✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s
♦❢ t❤❡ ❍2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✿ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭❳1Σ+g ✮✱ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s
✶1Σ+u ✭❇ ❛♥❞ ❇✬✮✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ◗1

1Σ+g ❞♦✉❜❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡ ❲P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣
♣✉❧s❡ ❛❢t❡r ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❲Ps ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ ✭r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡s ♣r✐♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐r❡❝t
t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ ❛❢t❡r ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲P ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✮✳ ❚❤❡ ❲P ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✳
❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❲Ps ✐♥ ❈ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❲P r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❲Ps✳ ✭❜✮ ❉✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ✭❝✮ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❛♥❞ ✭❞✮ st❛♥❞❛r❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞✳
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✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ❛❜✲

s♦r♣t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣

❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✷ ✐♥ ❛

❧♦❣✲❧♦❣ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐t ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ s❧♦♣❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ❛ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ r❡s♦♥❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦♥❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✶sσg ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✳ ❆s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r

✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❡✈♦❧✈❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤✲

♦❧❞ ✷♣σu ♦♣❡♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥❡r❣② ♣r♦t♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡

❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✷♣σu st❛t❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣✉♠♣❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✳✹✵✶ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤♦s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❜✉t

✐t ❞♦❡s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r♦t♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s

♣r♦t♦♥s ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧

♣r♦t♦♥ ②✐❡❧❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❡❛t✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇ ❛♥❞ ❇✬ 1Σ+u

❛♥❞ ❈ ❛♥❞ ❉1Πu st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✉♠♣❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤♦s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡

❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t ❛

❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✭❜✮

❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤✉s ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❣r❡ss ✐♥t♦ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ❛ ❢✉❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❊P ♦❢

t❤❡s❡ ♣✉❧s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥✱✹✵✷ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❊❯❱✲

♣✉♠♣✴❊❯❱✲♣r♦❜❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❍2 ❜② ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ♣✉❧s❡s ❝r❡❛t❡s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥✲

t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✳ ❚❤❡ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❞✐r❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s

♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛②❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇❛✈❡

♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❧❡❛❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧

❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ ✭✐✮ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞
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♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛❧s♦ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r✲

❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s ❜② ❞✐r❡❝t t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ s✐♠♣❧❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ P❘❖❖❋ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✸✳✶✳✷✱ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r✮ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡✳✹✵✷✱✹✵✸ ❋✐❣✉r❡

✷✻✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s ♦❢ ✷ ❢s ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✶✵12❲✴❝♠2 ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t

✶✹ ❡❱✳ ❆ ✈❡r② ❢❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❛ ≈✸✺✵ ❛s ♣❡r✐♦❞✮ ❛♣♣❡❛rs ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s❧♦✇❡r ♦s❝✐❧❧❛✲

t✐♦♥ ✭✷✽✲✸✵ ❢s✮✳ ❆ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✭❝✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡

✷✲❢s ✇✐♥❞♦✇✳ ■♥ t❤❡ ②✲❛①✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

st❛t❡s✱ t❤❡ ❇ ❛♥❞ ❇✬ st❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✶✷ ❛♥❞ ✶✹ ❡❱✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ①✲❛①✐s ✉♥❝♦✈✲

❡rs t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡♠✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ s❡❧❡❝t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❞❡❧❛② t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✻✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡❛❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜❡❛t✐♥❣s✱ ✐✳❡✳✱ ❡♥❡r❣②

❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❇ ♦r t❤❡ ❇✬ st❛t❡s✱ ♦r ✇✐t❤

♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳✹✵✷ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠❛③✐♥❣❧② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s

❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t ✐t ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐

❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❘❊▼■✱ ✐s t❤✉s ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥

r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛ ❢✉❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ❍2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❆❧s♦✱ ❛s ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛t✲

t♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱✴❊❯❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r

t❛r❣❡ts✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱✹✵✹ ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦r
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❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

✺✳✷ ❇❡②♦♥❞ ❍2✿ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❛t♦♠✐❝s ❛♥❞

s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝s

❚❤❡s❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦♥ ❍2 ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐❛t♦♠✐❝s✱ ♠♦st

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖2✱ ❈❖ ❛♥❞ ◆2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ◆■❘ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❖+
2
♠♦❧❡❝✉❧❛r

❝❛t✐♦♥✱✹✵✺✱✹✵✻ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ❊❯❱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ st✉❞② ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥

✐♥ ❖2✳✹✵✼ ❆❧s♦✱ ✇❛✈❡❢♦r♠✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❤✐❣❤✲✐♥t❡♥s✐t② ◆■❘ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐✲

❣❛t❡ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❈❖✳✹✵✽ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤ ❱▼■

s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ t❤❡ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆2 ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳✹✵✾ ■♥ t❤❡s❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❛s t❡♠♣♦r❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❛t

✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆+
2
✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛✉t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦

❜❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❧♦❝❦ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢

◆2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✐♦♥

s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳✹✶✵

❲❤❡♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐rr❛❞✐❛t❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛♥②

❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ♦♥❡ ❧✐❦❡ ◆2✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠

s✉❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s

♠✉st r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ❜✉t

❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❤❛❦❡✲✉♣

♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts

♥❡❡❞ t❤❡ ❣✉✐❞❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

✶✵✽



❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ✭❛✮ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆+ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡
❞❡❧❛② ✐♥t❡r✈❛❧ ✺✲✶✻ ❢s✳ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆+ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✶✼✼✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✺ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ✭P❊❈s✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♥❞ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♥✐❝❡❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧②

r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❚r❛❜❛tt♦♥✐ ❡t ❛❧✳✶✼✼ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ◆2 ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡❧②

❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡♦r②✱ t❤❛t ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡

♦❢ t❤❡ P❊❈s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥✐tr♦❣❡♥ ✇❛s ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜✲✸✵✵✲❛s ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣

♣✉❧s❡ ✭s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✻ ❡❱ ❛♥❞ ✺✵ ❡❱✮ ❛♥❞ ❛ ✇❛✈❡❢♦r♠✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✉❜✲✹✲❢s ◆■❘

♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥✱✹✵✾ t❤❡ ✸❉ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

◆+ ❛t♦♠✐❝ ✐♦♥s ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❱▼■ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞

♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✼✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ◆+✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✱ ✐♥ t❤❡ ♣✉♠♣✲

✶✵✾



❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ ✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆+ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♠♦❞❡❧✳ ✭❜✮ ❋♦✉r✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋2Σg✱ ✸2Σg✱ ❈2Σu ❛♥❞ ✺2Σu st❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❋r♦♠ r❡❢✳ ✶✼✼✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✺ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

♣r♦❜❡ ❞❡❧❛② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❢s ❛♥❞ ✶✻ ❢s✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿ ✭✐✮ t❤❡

❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ✶ ❡❱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✽ ❢s ❛❢t❡r t❤❡ ③❡r♦ ❞❡❧❛②✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢

❛ ❢❛st ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❧❛② r❛♥❣❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ✶✳✷✷ ❢s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t✐❧t ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s✳ ❚❤❡

♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇❛s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❚❉❙❊ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❞✐❛❜❛t✐❝ ◆+
2

st❛t❡s ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❋✐❣✉r❡

✷✼✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ◆+ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡

❞❡❧❛②✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱

t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝tr✉♠ ✇❤❡r❡ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❝❡ss ✭t❤❡ ✉♣♣❡r ❜❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

s♣❡❝tr✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞♦✉❜❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ◆2+

2
st❛t❡s ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ✉s❡❞ t♦

s♦❧✈❡ t❤❡ ❚❉❙❊✮✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❞♦❡s ♥♦t

♣r♦✈✐❞❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡s❡

✶✶✵



❛r❡ t❤❡ ❋2Σg✱ ✸2Σg✱ ❈2Σu ❛♥❞ ✺2Σu st❛t❡s ♦❢ ◆+
2
✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✽✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❢♦✉r st❛t❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✷✽✭❜✮✿ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❡❱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡s♦♥❛♥t s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❋2Σg st❛t❡ t♦ t❤❡ ✺2Σu st❛t❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋2Σg st❛t❡ t♦ t❤❡ ❈2Σu st❛t❡

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ ✭❜❧❛❝❦ ❞♦✉❜❧❡✲❤❡❛❞❡❞ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❞❡❧❛② ♦❢ ✽ ❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✭◆❲P✮ t♦ r❡❛❝❤

t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸2Σg st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✸2Σg st❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋2Σg st❛t❡ ✈✐❛ ❛ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✺2Σu

st❛t❡ ❛s ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ✭♠❛❣❡♥t❛ s✐♥❣❧❡✲❤❡❛❞❡❞ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ t✐❧t ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s

✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ◆❲P ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ P❊❈s✳

❚❤✐s t✐♠❡✲✈s✲❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛rr✐❡s ❝r✉❝✐❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ q✉❛♥t✉♠

♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ◆❲P✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚r❛❜❛tt♦♥✐ ❡t ❛❧ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡

✸2Σg st❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t✐❧t ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❧♦st✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❛t♦♠✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str✐♥❣❡♥t t❡st ♦❢ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦

✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ◆❡✐❞❡❧ ❡t ❛❧✶✼✽ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ ◆2 ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❈❖2 ❛♥❞ ❈2❍4✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐♣♦❧❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ◆■❘ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✇❛s ♣r♦❜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊❯❱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ✭❆P❚✮✳ ❆t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊❯❱✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❡r❡

r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯❱ ❆P❚ ❛♥❞ t❤❡ ◆■❘ ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s

♣❤❛s❡ ❧♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ ❊❯❱ ❆P❚✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✾✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t s♣❡❝tr❛ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤

✶✶✶



❋✐❣✉r❡ ✷✾✿ ✭❛✮ ◆+
2
✱ ❈❖+

2
❛♥❞ ❈2❍+4 ②✐❡❧❞s ✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆■❘ ♣✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ ❊❯❱ ❆P❚ ♣r♦❜❡✳ ✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋❚✮
♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❣r❛② ❛r❡❛ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡✲
❋❚✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♦s❝✐❧❧❛t❡
✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ◆■❘ ✜❡❧❞ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ✭❝✮ ❚✐♠❡✲
♦❢✲✢✐❣❤t s♣❡❝tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆2✱ ❈❖2 ❛♥❞ ❈2❍4 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜② t❤❡ ❊❯❱ ❆P❚✳
■♥ ❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❢r❛❣♠❡♥ts✳
❋r♦♠ r❡❢✳ ✶✼✽ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✸ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

✈❡❧♦❝✐t② ♠❛♣ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs ❛❢t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆P❚ ♦♥❧②✳ ■♥ ◆2✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❧❡❛❞s ♠❛✐♥❧② t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝

◆+ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛t t❤❡ ❊❯❱ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

♣r❡❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ st❛t❡s ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❈❖2✱ ♠♦r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts

❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡

❈❖+
2
♣❛r❡♥t ✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❈2❍4✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥②

♠♦r❡ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❜✉t ❛❣❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧

✶✶✷



❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧②✲

❝❤❛r❣❡❞ ♣❛r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✇✐t❤ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✾✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✾✭❜✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ◆+
2
✐♦♥s✱

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✲✷✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s

❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ◆■❘ ❧❛s❡r ♣❡r✐♦❞✳ ❙✐♠✐❧❛r ✐♥✲♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ◆+ ✐♦♥s✱

t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛❧s♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❋r♦♠

t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ◆■❘ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐③❡s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ◆2 ♠♦❧❡❝✉❧❡

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❆P❚ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r ❈❖2 ❛♥❞ ❈2❍4 t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡r✱ ❛r♦✉♥❞ ✷✳✺✪ ❛♥❞ ✻✪✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✿ ✶✳✼✶ ➴3 ❢♦r ◆2✱ ✷✳✺✵✼ ➴3

❢♦r ❈❖2✱ ❛♥❞ ✹✳✶✽ ➴3 ❢♦r ❈2❍4✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❉❉❋❚

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✈❡s t❤❛t ◆■❘✲❞r✐✈❡♥

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐♣♦❧❡s ✐♥ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❊❯❱✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✬s ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤✐s ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❙t❛r❦ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦♥ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡

s❝❛❧❡✳

❊❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳

■♥ ❛ r❡❝❡♥t ❥♦✐♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❜② ❑r❛✉s ❡t ❛❧✱✶✽✽ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ ✐♦♥✐③❡❞ ✐♦❞♦❛❝❡t②❧❡♥❡ ✭❍❈❈■+✮ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣

t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❛❢t❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❈❈■ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ■❘ ♣✉❧s❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❡✱

str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

X̃+ 2Π ❛♥❞ Ã+ 2Π ♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇s

♦♥❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡

✶✶✸



❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡

♣❤❛s❡✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t✇♦✲❝♦❧♦r ✭✽✵✵ ♥♠ ✰ ✹✵✵ ♥♠✮ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❢♦r ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

✜①❡❞✲✐♥✲s♣❛❝❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s t❤❡♥ ✐♥t❡rr♦❣❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

✭❍❍●✮ ♣✉❧s❡ ♦♥❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞ ✭✶✺✼✳✵ ♣s✮ ❧❛t❡r✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❛✉t❤♦rs ❝♦✉❧❞ s❡♣❛r❛t❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❧❛s❡r✲❞r✐✈❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞

♦♥ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ ■❘ ✜❡❧❞ ✇❛s

❛❜❧❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ X̃+ 2Π ❛♥❞ Ã+ 2Π st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞✲t♦✲t❛✐❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ t✐♠❡

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜❝②❝❧❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ❡♠✐tt❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝

♦r❞❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

❛♥❞ ♣❤❛s❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❍❍● ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✉❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✵ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❡r✲

♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡

str♦♥❣✲✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ✐♦❞✐♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦❞✐♥❡ ❛t♦♠✳ ❙✉❜✲

s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡s ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s ❛t t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ s✐❞❡ ❛❢t❡r

✾✸✵ ❛s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙t❛r❦ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ X̃+ 2Π ❛♥❞ Ã+ 2Π

❧❡✈❡❧s ❛♠♦✉♥ts t♦ ♦♥❧② ✶✽ ♠❡❱ ❛♥❞ ❧❛s❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ✐s

♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ q✉❛s✐✲✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❜②

✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✇❛s ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ■❘ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ ✽✵✵ ♥♠ t♦ ✶✸✵✵ ♥♠✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s s❤♦✇♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡

✶✶✹



0 fs

0.93 fs

1.36 fs

1.85 fs

time

0.46 fs

polarization

❋✐❣✉r❡ ✸✵✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ q✉❛s✐ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❍❈❈■+ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ✐♦❞✐♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱
✜rst ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s ❛t t❤❡ ❛❝❡t②❧❡♥❡ s✐t❡ ❛❢t❡r ✾✸✵ ❛s✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✶✽✽ ✇✐t❤
♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✺ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡
✭❆❆❆❙✮✳

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛s ❛♥❛❧②s✐s

t♦♦❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✱ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡

❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ str♦♥❣❧② ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✶✺



✻ ❚♦✇❛r❞s s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❜✐♦✲r❡❧❡✈❛♥t

♠♦❧❡❝✉❧❡s

❚✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ st✉❞✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❜✐♦✲r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛② s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✱ ❝❡❧❧✉❧❛r

r❡s♣✐r❛t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛❧♦♥❣ ❧❛r❣❡ ♣❡♣t✐❞❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s✳✹✶✶✕✹✶✸ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❯❱ ❛♥❞ ❊❯❱ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦❝❝✉r

✐♥ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❛❧♦♥❣ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛✐♥ ♦r

❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ♠❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥✳✹✶✹

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦

❝♦♥tr♦❧ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str②✳ ❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r②

s❧♦✇✱ ❛s ❡✳❣✳ ✐♥ ❧❡❛❦❛❣❡s ❛❝r♦ss ❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡✈✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

t❛❦❡ ♠♦♥t❤s✱✹✶✹ ♦r ✈❡r② ❢❛st✱ ❛s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣❤♦t♦❡①❝✐t❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ t❤❛♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♦①②r✐❜♦♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞

✭❉◆❆✮ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛❜♦✉t ✼✹✵ ❛s✳✹✶✺ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣✉r❡❧② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✱✸✹✱✹✶✻ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❝❡❞❡ ❛♥② r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ♦♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s ❞♦✇♥

t♦ t❡♥s ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s✳✸✹✕✸✼✱✷✺✸ ❚❤✐s ✉❧tr❛❢❛st ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✲

✐❝s ✐♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ s②st❡♠s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♣❛rt✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s st✐❧❧

t♦ ❝♦♠❡✱ ❜✉t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦
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❛♥s✇❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡st✐♦♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛r❡ r❛t❤❡r

❛❜✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ s②st❡♠s✳

✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s

P✐♦♥❡❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❙❝❤❧❛❣ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✹✶✼✕✹✶✾ ♦♥ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✇❡❧❧ ❜❡❢♦r❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❤❛✈❡ ✐♥s♣✐r❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❢♦r

s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s✉❜✲✉♥✐ts s✉❝❤ ❛s ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s✱ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✱

s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❛r♦♠❛t✐❝ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s✱ ❧✐♥❦❡❞ ❜② σ−❜♦♥❞s✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

♦♥ ♣❡♣t✐❞❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ (X)n−Y ✭n = 1,2,3✮ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ Y

✐s ❛♥ ❛r♦♠❛t✐❝ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ✭tr②♣t♦♣❤❛♥✱ t②r♦s✐♥❡ ♦r ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❈✲t❡r♠✐♥❛❧

❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❛♥❞ X ✐s ❛ ♥♦♥✲❛r♦♠❛t✐❝ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥✉s✳ P❡♣t✐❞❡s

✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛r♦♠❛t✐❝ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡

s✐t❡ ❜② r❡s♦♥❛♥t t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❯❱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✹✶✼✳ ❆❢t❡r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ❯❱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❝❛t✐♦♥✱ ❢r❛❣♠❡♥t ♠❛ss s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss

s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✭▲❡✉✮n✲❚r♣ ✭n = 1 − 3✮✱ ✇❤❡r❡ ▲❡✉ ✐s ❧❡✉❝✐♥❡ ❛♥❞ ❚r♣ ✐s tr②♣t♦♣❤❛♥✱ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t

✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ✽✻ ❉❛ ✇❛s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✹✶✼✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛

♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❈✲t❡r♠✐♥❛❧ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ✜♥❛❧❧②

❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✭❆❧❛✮n✲

❚②r ✭n = 2,3✮✱ ✇❤❡r❡ ❆❧❛ ✐s ❛❧❛♥✐♥❡ ❛♥❞ ❚②r ✐s t②r♦s✐♥❡✱ ✭▲❡✉✮n✲❚②r✱ ❆❧❛✲❆❧❛✲❚②r✲❆❧❛✲❆❧❛

❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❡♣t✐❞❡s✹✶✽✳ ❲❡✐♥❦❛✉❢ ❡t ❛❧✳ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛

✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✶✵ σ−❜♦♥❞s✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s s✉❣❣❡sts

t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ✐s ❧✐❦❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣✉r❡❧②

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡t

♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❲❡✐♥❦❛✉❢ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞
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CH2 CH2 (CH3)2N 

chromophore 
fragment - H 

N terminal 
fragment 

104 Da 

58 Da 

❋✐❣✉r❡ ✸✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❊◆◆❆✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆ t❡r♠✐♥❛❧
❛♥❞ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳

❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤s✳

■♥ ✷✵✵✺✱ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✲♣❤❡♥②❧❡t❤②❧✲N,N ✲❞✐♠❡t❤②❧❛♠✐♥❡

✭P❊◆◆❆✮ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞✳✹✷✵ P❊◆◆❆ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs✱ ❛ ♣❤❡♥②❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛♥

❛♠✐♥❡ ❣r♦✉♣✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✲❈❍2✲❈❍2✲ s♣❛❝❡r ✭❈1✲❈2 ❜♦♥❞✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✶✳ ❚❤❡

♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛t t❤❡ ♣❤❡♥②❧ s✐t❡ ❜② r❡s♦♥❛♥t t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❘✷P■✮✱

❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✳✹✷✶ ❋❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✷✵✵✲❢s ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t✉♥❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✸✵ ❛♥❞ ✷✽✵ ♥♠

❛♥❞ ✶✷✵✲❢s ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s t✉♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✻✵ ❛♥❞ ✺✻✵ ♥♠✳✹✷✵ ❋✐❣✉r❡ ✸✷✭❆✮

s❤♦✇s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ◆ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♦♥ ②✐❡❧❞s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡

❢r❛❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠❛ss❡s ✶✹✾ ❛♥❞ ✺✽ ❉❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✷✭❇✮ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ ♣❤❡♥②❧❡t❤②❧❡♥❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♦♥ ✭❈ ❢r❛❣♠❡♥t ✇✐t❤

❛ ♠❛ss ♦❢ ✶✵✹ ❉❛✮✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t✱ ❛❢t❡r

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❤❡♥②❧ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss

t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♠✐♥❡ s✐t❡ ✇✐t❤ s✉❜s❡q✉❡♥t ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ❝❛t✐♦♥✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ ❣r♦✉♣ ❤❛❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡

❧✐❢❡t✐♠❡✱ τ ✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✲✐♦♥ ②✐❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ r✐s❡ ❛t t = 0✱ s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛②s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s✱ t❤❡ ❈✲✐♦♥ ②✐❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ r✐s❡ ❛t t = 0✱ ❜✉t t❤✐s

t✐♠❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛t ❧♦♥❣❡r ❞❡❧❛②s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❝❛②

✶✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✸✷✿ ✭❆✮ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ◆ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♦♥s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❧❛② ✭✜❧❧❡❞ sq✉❛r❡s✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❀ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡✿
❜❡st ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡✮✳ ✭❇✮ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥②❧❡t❤②❧❡♥❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♦♥ ✭❈ ❢r❛❣♠❡♥t✿
♠❛ss ✶✵✹ ❉❛✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❧❛② ✭✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛❀ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡✿ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡✮✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✹✷✵❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t
✷✵✵✺ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

✐♥ t❤❡ ✐♦♥ ②✐❡❧❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✷✭❇✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❘✷P■

❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs ✐♥ ∼ 80 ± 28 ❢s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t

✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❛♠✐♥❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡✳ ❋♦r s✉r❡✱ s✉❝❤ ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡

t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♣✉r❡❧② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❋❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❍● ❤❛s ❛❧s♦

❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ✭P❆❍s✮✿ ♥❛♣❤t❤❛❧❡♥❡✱

❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ ♣②r❡♥❡ ❛♥❞ t❡tr❛❝❡♥❡✳✹✷✷ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛

✶✶✾



r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s

❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳✸✺✽

❇② ✉s✐♥❣ s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡s✱ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛r♦♠❛t✐❝

❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ✭✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ P❊◆◆❆✮ ❜② ❇❡❧s❤❛✇ ❛♥❞

❝♦✇♦r❦❡rs✳✹✷✸ ❆❧s♦ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❝❤❛r❣❡✲❛❝❝❡♣t♦r s✐t❡s

✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ ❛♥❞ ❛♠✐♥❡ ❣r♦✉♣s✱✹✷✹

s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t✇♦ s✐♥❣❧② ❜♦♥❞❡❞ ❝❛r❜♦♥s ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✸✮✳ P❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ✐s ❛♥ α✲❛♠✐♥♦

❛❝✐❞✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✭α ❝❛r❜♦♥✮✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥ ❛♠✐♥❡ ✭✲◆❍2✮ ❣r♦✉♣✱ ❛

❝❛r❜♦①②❧✐❝ ❣r♦✉♣ ✭✲❈❖❖❍✮✱ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❛ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ✭✲❘✮✳ ❚❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ✐s s♣❡❝✐✜❝

❢♦r ❡❛❝❤ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❛♥❞ ❢♦r ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❤②❧❡♥❡ ✭✲❈❍2✲✮ ❣r♦✉♣ ✭β ❝❛r❜♦♥✮

t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❤❡♥②❧ r✐♥❣✳

𝛼 

𝛽 

❋✐❣✉r❡ ✸✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❊❯❱ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✳✺ ❢s ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡

r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✻ ❛♥❞ ✹✵ ❡❱ ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t✐♠❡✲❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✻✲❢s ♥❡❛r✲■❘

♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s✱ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ s♣❡❝tr✉♠ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✺✵✵ t♦ ✾✺✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❢r❛❣♠❡♥t

✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲♦❢✲

✢✐❣❤t ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r ♠❛ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✹ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊❯❱

♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ▼+ ✭♠❛ss✴❝❤❛r❣❡✱

m/q = 165✮✱ t❤❡ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ■♠+ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✹✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡

❝❛r❜♦①②❧ ❣r♦✉♣ ✭m/q = 120✮ ❛♥❞ ❢r❛❣♠❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❡❛❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ Cα −Cβ ❜♦♥❞

✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ r❡s✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♠✐♥❡ ♦r ♣❤❡♥②❧ ❣r♦✉♣s ✭❘✱ m/q = 91✱ ❘✰❍✱ m/q = 92✮✳ ❆

s♠❛❧❧ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss t♦ ❝❤❛r❣❡ r❛t✐♦ m/q = 60 ✐s ✈✐s✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧②

✶✷✵



❝❤❛r❣❡❞ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥♥❡r

s❤❡❧❧ ♦r❜✐t❛❧s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ♦♥❧②

t❤❡ ❱■❙✴◆■❘ ♣✉❧s❡s t♦ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣❛r❡♥t ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss

s♣❡❝tr✉♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✹✿ ▼❛ss s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ❜② ❛♥ ❊❯❱ ♣✉❧s❡✳ ▼ st❛♥❞s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✱ ■♠+ ❢♦r t❤❡ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ❛♥❞ ❘ ❢♦r t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❣r♦✉♣✳

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②

❢♦r ❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❋♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧②✲❝❤❛r❣❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ✭m/q = 65,77,91,103✮✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛②s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 80 ± 20 ❢s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ t❤❡ π1 st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ r❛❞✐❝❛❧

❝❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②

✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ✭m/q = 60✮ ②✐❡❧❞✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✺✳ ❆ ✜t ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

F (t) t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

R(t) = A(e−t/τ1 − e−t/τ2), ✭✽✾✮

✶✷✶



t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✹✲❢s ❢✉❧❧✲✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮ ❧❡❞ t♦ τ1 = 10± 2 ❢s ❛♥❞

τ2 = 25 ± 2 ❢s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ tr②♣t♦♣❤❛♥ ❛♥❞ t②r♦s✐♥❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞

t❤❛t ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧②✲❝❤❛r❣❡❞ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛r♦♠❛t✐❝ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✺ ✭τ2 ≈ 23 ❢s ❢♦r tr②♣t♦♣❤❛♥ ❛♥❞ τ2 ≈ 20

❢s ❢♦r t②r♦s✐♥❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✺✿ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♠♠♦♥✐✉♠ ✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❊❯❱ ♣✉♠♣ ◆■❘ ♣r♦❜❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ✭❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ tr②♣t♦♣❤❛♥ ✭r❡❞ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t②r♦s✐♥❡ ✭❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✳

■♥ ✷✵✶✹ ❈❛❧❡❣❛r✐ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡s✳✷✺ ❈❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ✐s♦❧❛t❡❞

s✉❜✲✸✵✵✲❛s ♣✉❧s❡s✱ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✼ ❡❱ ❛♥❞ ✸✺ ❡❱✱ ❛♥❞

s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r♦❜❡❞ ❜② ✹✲❢s✱ ✇❛✈❡❢♦r♠✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✭◆■❘✮ ♣✉❧s❡s✱ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✼✷✵ ♥♠✳ ❆ ❝❧❡❛♥ ♣❧✉♠❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡

✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❢r♦♠ ❛ t❤✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❢♦✐❧ ❤❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❈❲

❞✐♦❞❡ ❧❛s❡r✳ ■s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦❥♦✉❧❡ r❛♥❣❡✱ ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s

✭290 ± 20 ❛s✮ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❘❖● ❈❘❆❇ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❈❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✇❛s

❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❛s ❛ ❢❛st ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✻✭❆✮ s❤♦✇s t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✻✿ ✭❆✮ ❉♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❋✭t✮✳ ❊rr♦r ❜❛rs s❤♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❇❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❛ ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ❛
s✐♥❣❧❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ✭❇✮ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❞✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✷✺❪✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✹ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡ F (t)✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✻✭❇✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❆t s❤♦rt ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②s

✭t < 10 ❢s✮✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✶✷ P❍③ ❛♥❞ ✵✳✷✾ P❍③✳

❆t ❧♦♥❣❡r ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❞❡❧❛②s✱ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❢s ❛♥❞ ✸✻ ❢s✮ ❛ str♦♥❣ ❛♥❞ ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞

✵✳✷✹ P❍③ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✹✳✸

❢s✱ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ✹✳✸✲❢s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞✱

❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝t✳ ✻✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
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✐s ✵✳✶✶ P❍③✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✽✳✾ ❢s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❳✲❍ str❡t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡s✱

✇❤❡r❡❛s s❦❡❧❡t♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❡♥ s❧♦✇❡r✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ r✉❧❡ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✹✲❢s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r

♠♦t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛

❢❡✇ ♣✐❝♦♠❡t❡rs ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❜♦♥❞s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡

❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳✸✺✽✱✹✷✺

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦r❡✲❤♦❧❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ✇❛s ✉s❡❞

❜② ■❦❡✉r❛✲❙❡❦✐❣✉❝❤✐ ❛♥❞ ❙❡❦✐❣✉❝❤✐ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥

❜❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝ ❉◆❆✳✹✶✺ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❉◆❆✳ ❇♦t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ❉◆❆ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t②♣❡s ✇❡r❡

✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇❧♦❝❤✲t②♣❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ❇▲✲✷✼❆ ♦❢ t❤❡ P❤♦t♦♥ ❋❛❝t♦r②✱ ❍✐❣❤ ❊♥❡r❣②

❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✭❑❊❑✲P❋✮ ✐♥ ❚s✉❦✉❜❛✱ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✾

❡❱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ P ❑✲❡❞❣❡ ✉s✐♥❣ ❘❡s♦♥❛♥t ❆✉❣❡r ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❘❆❙✮ ❛♥❞ ❳✲r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❳❆❙✮✳ ❳❆❙ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✶✺✵ ❛♥❞

✷✶✻✵ ❡❱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ 1s ❝♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ ♣❤♦s♣❤♦r✉s ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ t∗
2
♦r❜✐t❛❧s ✐♥ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❣r♦✉♣s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ P

KL2,3L2,3 ❘❆❙ ♦❢ ❞r② ❉◆❆ ❛t t❤❡ t∗
2
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✷✶✺✷✳✾ ❡❱✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✼❆✱ ✇❤❡r❡

s♣❡❝t❛t♦r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ♣❡❛❦s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✼❇ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞

✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♣❡❝t❛t♦r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❆✉❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ PK ❡❞❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❞r② ❛♥❞ ✇❡t ❉◆❆ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❉◆❆ ♦❧✐❣♦♠❡r✱ P❉✲♦❧✐❣♦ ✭✉s❡❞ ❛s

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❛❝❦❜♦♥❡✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✸✳✶✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

t✐♠❡✱ τT ✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♣❡❝t❛t♦r✱ I2h1e✱

❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✱ I2h✱ ❆✉❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ τT = τ(I2h1e/I2h)✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ P 1s ❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✱

τ = 1.25 ❢s✳✹✷✻ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✼❈✳ ❋♦r ✇❡t ❉◆❆✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s 740 ± 30 ❛s

❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷✶✺✸✳✼ ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ 2h ②✐❡❧❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✼✿ ✭❆✮ ❚②♣✐❝❛❧ P KL2,3L2,3 ❘❆❙ ♦❢ ❞r② ❉◆❆ ❛t t❤❡ t∗
2
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✷✶✺✷✳✾ ❡❱✮✳

❉♦ts✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛❀ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✿ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✜t✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❆✉❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝t❛t♦r ❆✉❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ✭❇✮ ■♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♣❡❝t❛t♦r ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✭♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮ ❆✉❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❛r
t❤❡ PK ❡❞❣❡ ❢♦r ❞r② ❛♥❞ ✇❡t ❉◆❆ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ P❙✲♦❧✐❣♦✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦r 2h1e
❛♥❞ 2h s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭❈✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❢♦r ❞r② ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✇❡t ✭sq✉❛r❡s✮
❉◆❆✳ ●r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r P❙✲♦❧✐❣♦✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜tt✐♥❣ ❝✉r✈❡s✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬ ✹✶✺❪ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✵✼
❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢❡♠t♦✲ ❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥

❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ✺✬✲●✉❛♥♦s✐♥ ♠♦♥♦♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭●▼P✮ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✳✹✷✼ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❣r♦✉♣s ✐♥ ●▼P ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐♥ ❉◆❆✳

✻✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❝❤❧❛❣ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❩♦❜❡❧❡② ❛♥❞ ❈❡❞❡r❜❛✉♠✳✸✹ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧s✉❞✲

✶✷✺



❞❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡② ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②st❡♠s✱ ❞r❛✇✐♥❣

✐♠♣♦rt❛♥t ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛s t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛♥❞

♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❜② ❘❡♠❛❝❧❡ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥❡✳✸✺ ❇❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❛♥s❛t③

✐s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛

❢r♦③❡♥ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t s♦ ❢♦r♠❡❞ ✐s ❢r❡❡❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢

❝❛t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛t ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉②s♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❆❉❈✭✸✮

●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❡❞❡r❜❛✉♠ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❢r❡❡ ♣r♦♣✲

❛❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ tr✐✈✐❛❧✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛ ▲❛♥❝③♦s

t✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❚❉❙❊✱ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s✱ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡

❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❑r②❧♦✈ s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡❝t♦r✳✷✻✼ ❆❝t✉❛❧❧②

t❤❡ t❡r♠ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❈❡❞❡r❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② s❧♦✇❡r ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥

s❡ts ✐♥✳ ❇❡s✐❞❡s st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❑✉❧❡✛ ❛♥❞ ❈❡❞❡r❜❛✉♠✹✷✽ r❡❛❧✐③❡❞

t❤❛t ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐♣♦❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r✲

❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐♣♦❧❡✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t✇♦ ♦✉t❡r♠♦st ♦r❜✐t❛❧s ✭❍❖▼❖ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✶ ✐♥ t❤❡ ▼❡P❊◆◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡✮ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ■❘

♣✉❧s❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❛♥❞

✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✉❧tr❛❢❛st

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍❋ ▼❖ ❜② ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ♣✉❧s❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ❡♠✐ss✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❱❯❱✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣❛✐♥❡❞✱ s✉❝❤

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✈❡r② ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ r❡❝❡♥t

r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❋✐rst ✐s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❢t❡r t❤❡

♣✉♠♣ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❡✐t❤❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧②

♦r ✈✐❛ ❚❉❙❊✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❜r♦❛❞ ♣✉❧s❡

✶✷✻



✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t

s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ st❛t❡s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❘❡❧❛t❡❞

q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦✛❡r

♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ✐ts ✐♥t❡r♣❧❛② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t ❛♥❞ t❤❡

s♣r❡❛❞ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

♥✉❝❧❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❆ ✜♥❛❧ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡

♣r♦❜✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜② ♠❛♣♣✐♥❣

t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t②✱✸✹ ❡✐t❤❡r ♣❧♦tt✐♥❣ ✐t ❞✐r❡❝t❧②✱ ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥

♥✉♠❜❡rs✱✷✻✼ ♦r ✈✐❛ ▼✉❧❧✐❦❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳✹✷✾ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤♦❧❡

❞❡♥s✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✈✐❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞

♠❛ss s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❛❢t❡r ❛ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s

q✉✐t❡ ❤❛r❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧

✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ ♦r ❛ss✉♠✐♥❣ ❝❤❛r❣❡

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❞✉❡ t♦ ❡♥s✉✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥✳

❆ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ✈✐❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥

♦r ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥

t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ♥♦t t♦ ❞✐st♦rt t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❆✱

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡s ❛❜♦✈❡✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❞✐✣✲

❝✉❧t② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣✐❝t✉r❡✱ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

❈❡❞❡r❜❛✉♠ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✈❛r✐♦✉s

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s ❛❢t❡r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♠♣t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✷✻✼✱✸✺✻ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧

❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❛

❢❡✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ◆ ✲♠❡t❤②❧

❛❝❡t❛♠✐❞❡✱✸✻ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ✐♥ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡

✶✷✼



♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❜♦♥❞ ❛♥❞ t✇♦ ♠❡t❤②❧ ❣r♦✉♣s ♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆t

t✐♠❡ t = 0✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r s✉❞❞❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭t❤❡ 13a′

♦r❜✐t❛❧✮✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❝❡t②❧✲❈

❛t♦♠s✳ ❆❢t❡r ✹✳✷ ❢s t❤❡ ❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❤❛s ♠✐❣r❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ N ✲♠❡t❤②❧ ❣r♦✉♣✱ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ r❡t✉r♥s

t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t = 8.4 ❢s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✲♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥

t❤❡ ❙❆ ♠♦❞❡❧ r❡❢❡rs t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ 13a′

❛♥❞ 14a′ ▼❖s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡s❡ t✇♦ ♦r❜✐t❛❧s r❡♣r♦❞✉❝❡s ❝❧♦s❡❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ✉❧tr❛s❤♦rt ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r

❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❢♦r♠❡r ♦❢ ❣❧②❝✐♥❡ ✭◆❍2✲❈❍2✲❈❖❖❍✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

s✐♠♣❧❡st ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

♦❢ ♣❡♣t✐❞❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r

♦♥❡ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✳✷✻✼ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ✜rst s❡t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛s

r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ 11a′ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧✳ ❆t t = 0 t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ 11a′✱

t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ ❈❖ ❛♥❞ ❖❍ ❣r♦✉♣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✽✭❛✮✳ ❆ s✉❜st❛♥t✐❛❧

❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❛❢t❡r ∼ 5 ❢s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♠✐❣r❛t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡

❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❈✲❈❍2 ❜♦♥❞✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡

❈❍2✲◆❍2 ❜♦♥❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛❢t❡r ∼ 8 ❢s✳ ❆t t❤✐s ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣s

❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ 91% ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ 12a′✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❤♦❧❡ st❛rts t♦ ♠♦✈❡ ❜❛❝❦

t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s✉❞❞❡♥❧② r❡♠♦✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡ 14a′ ❍❋ ♦r❜✐t❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❥♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ♠♦✐❡t②✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ❝❤❛r❣❡ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❈❖❖❍ ♠♦✐❡t② ✐♥ ❛❜♦✉t ✸✳✺

❢s✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ 90% ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ 13a′ ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡

♣r♦❝❡ss ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❤♦❧❡ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥

❛❢t❡r ∼ 7 ❢s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr② ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥✹✸✵ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❧②❝✐♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ●❧②■✱ ●❧②■■ ❛♥❞ ●❧②■■■✳

❆ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ tr❛❝❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✶✷✽



❋✐❣✉r❡ ✸✽✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❣❧②❝✐♥❡ ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ✶✶❛✬✳ ❚❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ◆❍2 ❣r♦✉♣ ♣♦✐♥ts ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❖❍ ❣r♦✉♣ r✐❣❤t✳ ✭❛✮ ❆t t❂✵
t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦r❜✐t❛❧ ✶✶❛✬✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛✐♥❧②
♦♥ t❤❡ ❈❖ ❛♥❞ ❖❍ ❣r♦✉♣s✳ ✭❜✮✲✭❝✮ ❆ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t❡s t♦ t❤❡ ❈✲❈
❜♦♥❞✳ ✭❞✮ ❆t t❂✽✳✹ ❢s t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✶✷❛✬ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r
❛❧♠♦st t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❜✉t ❤❛✈✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ❈✲❈❍2 ❛♥❞ ❈❍2✲◆❍2 ❣r♦✉♣s✳
❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✷✻✼❪✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✵✺ ❆■P P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ▲▲❈✳

✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❙✐♥❝❡ s②♠♠❡tr② ✐s ❧♦✇ ✭Cs✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❍❋

♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t r❡✢❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞

t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❛s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❥✉st t✇♦

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉②s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥

r❡♠♦✈❛❧ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❙♦✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠

●❧②■ ❛♥❞ ●❧②■■■✱ ✐♥ ●❧②■■ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ 14a′ ♦r❜✐t❛❧ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

♥❛t✉r❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛❧♠♦st st❛t✐♦♥❛r②✱ ❛s ✐t ✐s ♠♦st❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛t✐♦♥
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st❛t❡✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ✷❤✶❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❛ t✐♥② s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✈❡r② ❢❛st

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❞r❛♠❛t✐❝ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✵✵ ❢s✱ ✐s

✐♥st❡❛❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ ✶✶❛✬ ♦r❜✐t❛❧ ✐♥ ●❧②■■■✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❤♦❧❡ ♠✐①✐♥❣

✇✐t❤ ✶✷❛✬ ❝❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ❜❡❝♦♠❡ ❛❧♠♦st ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ s♦ t❤❛t ♥♦

❛♣♣❛r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s st✉❞② ❣✐✈❡s ❛ ✜rst ❤✐♥t ♦❢

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳

❊❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ♣r♦♠♣t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ P❊◆◆❆✱✸✺✽

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt t♦ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✹✷✵✳

◆♦✇ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡ ∣Φi⟩ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❍❖▼❖ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✶ ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡

♣❤❡♥②❧ r✐♥❣ ✭t❤❡ π ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ ❜❡♥③❡♥❡ s♣❧✐t ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ❍❖▼❖✲✷ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥

t❤❡ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❣r♦✉♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❍❖▼❖ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞

❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡✱ ❛♥❞ ♠✐①❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❍❖▼❖✲✶ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✷✱ ❛❧❧ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞

❜② t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧✱ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❛t ❤♦❧❡✲♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ♣✉r❡❧② ❞✉❡ t♦

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛t t❤❡ ❍❋ ∆❙❈❋

❧❡✈❡❧✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥✳✹✸✶ ❆t t✐♠❡ t = 0✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ r✐♥❣❀ ❛❢t❡r

✹ ❢s s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t❡s t♦ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ s✐t❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

r❡t✉r♥s ♠❛✐♥❧② t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ st❛rt ❛❣❛✐♥✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✉♣♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜② ✷✵

♣♠ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❈1✲❈2 ❜♦♥❞ ✭♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✻✳✶✮ ❛❧♠♦st t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡

❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣r❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ r✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥

❜❡ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥

s❤♦✇s ❛ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈1✲❈2 ❜♦♥❞ ♦❢ ✺ ♣♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✺ ❢s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✐s t❤❡

❜♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ▲❡❤r ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✳✹✷✵✱✹✷✶ ❖♥ t❤❡

❜❛s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥

P❊◆◆❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥②❧ r✐♥❣✱ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛rts t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤

✶✸✵



❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❈1✲❈2 ❜♦♥❞ ❡❧♦♥❣❛t❡s

❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❈1✲❈2 ❜♦♥❞ ❜r❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s

tr❛♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ∼ 80

❢s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✹✷✵ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ tr❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ◆✲♠♦✐❡t②✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✲r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧s♦ ❜② ❘❡♠❛❝❧❡ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡r ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✳✸✺

❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❛ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡tr❛♣❡♣t✐❞❡s

st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❲❡✐♥❦❛✉❢ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs✹✶✼✱✹✶✽ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐✲

❣❛t❡❞✱ ❛s t❤❡ t❡tr❛♣❡♣t✐❞❡s ❚r♣✲❆❧❛✲❆❧❛✲❆❧❛✱ ❚r♣✲▲❡✉✲▲❡✉✲▲❡✉ ❛♥❞ ❚②r✲❆❧❛✲❆❧❛✲❆❧❛✱ ✇❤❡r❡

❛♥ ❛r♦♠❛t✐❝ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ✐s ❛t ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♣r♦♠♣t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♦♥✲

✐③❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❍❖▼❖✱ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❆ ❤♦❧❡

✐s t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❍❖▼❖ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛

st❛t✐♦♥❛r② ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚r♣✲❆❧❛✲❆❧❛✲❆❧❛✱ t❤❡ ❍❖▼❖

♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❚r♣✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❤♦❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣r♦♠♣t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❚r♣✳ ❚❤❡ ❍❖▼❖ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❍❖▼❖ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✭♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✶✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✶✶✶ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡

♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❚r♣ ❛♥❞ t❤❡ ◆ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ t❡tr❛♣❡♣t✐❞❡✳✹✸✷ ❚❤❡ ❤♦❧❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚r♣ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡ ♠✐❣r❛t❡s t♦ t❤❡ ◆ t❡r♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ✐♥ ✼✺✵ ❛s✱ ✇✐t❤

❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❢s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ∆E✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ✶✶✵ ❛♥❞

✶✶✶ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✿ τ = h/∆E ≈ 1.4 ❢s✳ ❚❤✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐

❧❡❛❞s t♦ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥

❚r♣✲▲❡✉✲▲❡✉✲▲❡✉✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❞❞❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖✲✶

♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭✶✵✺✮ ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

✶✸✶



t❤❡ ❤♦❧❡ r❡♠❛✐♥s st❛t✐♦♥❛r②✳✹✸✷

ABCU+ - GS 

GS 

1A 

2A 

1E 

2E 
3A-3E 

Excited states 

10 to 18 

0 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

Excitation 

energy (eV) 

❋✐❣✉r❡ ✸✾✿ ▼♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❣❡❞ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✶✲
❛③♦❜✐❝②❝❧♦❬✸✳✸✳✸❪✉♥❞❡❝❛♥❡ ✭❈10❍19◆✮ ✭❆❇❈❯✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡s ♦❢ ❆❇❈❯ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✭●❙✮ ❛t t❤❡
❈❆❙✲❙❈❋ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡
❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ st❛t❡s✿ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t✇♦ ❧♦✇ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡
st❛t❡s ✷❆ ❛♥❞ ✶❊✳ ❘❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✷✾✸❪✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ❆♠❡r✐❝❛♥
P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❡r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② ❑✉❧❡✛ ❛♥❞ ❉r❡✉✇✱✹✸✶

✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ ♣✉r❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♥❧②

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ∆❙❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s ♦❢ ❉❋❚ tr❡❛t♠❡♥ts ❞✉❡

t♦ t❤❡ ♣♦♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐♥ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ VXC ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛s

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ❢♦r t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r ✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❝❛t✐♦♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❞♦

♥♦t ❛♣♣❡❛r ✈❡r② ❝r✐t✐❝❛❧✱ ✇❤❡♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❝♦rr❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥
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❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❙❆ ❛♥s❛t③✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s

❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❆ ❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❙❡❝t✳ ✹✳✶✳✷ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼✐❣♥♦❧❡t ❛♥❞

❝♦✇♦r❦❡rs ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs✳ ❆ ✜rst ♣❛♣❡r✷✾✸ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②✐♥❣

t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢r❛♠❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭▼❋P❆❉❙✮✹✸✸✕✹✸✺ ❛s ❛

♣r♦❜❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳

❚❤❡ ♣✉♠♣ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❚❉❙❊ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❛s tr❡❛t❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❖P❲ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ▲✐❍ ❛♥❞ ♦❢

❛ ❝❛❣❡❞ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✶✲❛③♦❜✐❝②❝❧♦❬✸✳✸✳✸❪✉♥❞❡❝❛♥❡ ✭❈10❍19◆✮ ✭❆❇❈❯✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✾

s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❆❇❈❯✳ ■♥ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤r❡❡ st❛t❡s✿ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t✇♦ ❧♦✇ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡ st❛t❡s ✷❆ ❛♥❞ ✶❊ s❤♦✇♥ ✐❢

❋✐❣✳ ✸✾✳ ❋❛st ❜❡❛t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✷❆ st❛t❡ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✶❊ st❛t❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶ ❢s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡❛t✐♥❣

✇✐t❤ ❛ s❧♦✇❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✶✶✳✷✽ ❢s ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✭∆EA−E = 0.36 ❡❱✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡

▼❋P❆❉❙ r❡✢❡❝t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s✳ ■♥ ✷✵✶✸

❑✉➧ ❡t ❛❧✳ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥

♣❡♣t✐❞❡s✳✹✸✻ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♣❡♣t✐❞❡s✱ ✇❤♦s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛✐♥s ❡①t❡♥❞

♦✈❡r ✶✺ ➴✱ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♥❞ ♥❡①t✲♥❡✐❣❤❜♦r ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ s✉❜✉♥✐ts✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥

❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥✷✾✺ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐♥ ❛

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❚❉❙❊✱ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❊❯❱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥

✶✸✸



❛s ❛ ♣r♦❜❡ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ▲✐❍ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❛♥ ■❘ ♣✉♠♣✳ ❇② t✉♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧

♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛✐♥ t♦ ❛ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❲P ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲P ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❈❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❊◆◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s r❡✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥✱✷✾✹ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♥♦✇ ❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣

✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❜❡s✐❞❡s ♥❡✉tr❛❧ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❝❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ ❛❧s♦

❞♦✉❜❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❝❛t✐♦♥ st❛t❡s ♣❧✉s t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

❜❛s✐s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇❛✈❡s ♦✈❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞✱

❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✾✵✵ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ✶✵ ❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✷ ❞✐❝❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ ♣❧✉s ✸✵ ♥❡✉tr❛❧

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❆ ❉❋❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s✱ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ ❈❆❙❙❈❋ r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❛❜❧② ❉②s♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❑♦❤♥✲

❙❤❛♠ ♦r❜✐t❛❧s✱ ✇✐t❤ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥✳✸✺✽ ❚✇♦ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡s

✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❛ ❯❱ ♣✉♠♣ ✭✶✸✹ ♥♠✱ ✶✳✹ ❢s✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❊❯❱ ♣r♦❜❡ ✭✾✸ ♥♠✱ ✵✳✹ ❢s✮✱ ❛♥❞

❛♥ ■❘ ♣✉♠♣ ✭✽✵✵ ♥♠✱ ✻ ❢s✮✱ ❊❯❱ ♣r♦❜❡ ✭✾✸ ♥♠✱ ✶✳✹ ❢s✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ♣✉♠♣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

♣♦♣✉❧❛t❡s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♦✉t❡r♠♦st ❝❛t✐♦♥ st❛t❡s✱ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t

♣r♦❜❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❞✐❝❛t✐♦♥ st❛t❡s✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡

♠♦♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ♣❤❡♥②❧

❣r♦✉♣s✳ ❆ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❜❡❛t✐♥❣s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❲P✳

❚❤❡ ✜rst ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❛r♦♠❛t✐❝ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❜② ✉s✐♥❣ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✻✳✶✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❤♦s❡ ❦❡② ❛s♣❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✳ ✹✳ ❆ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❛s ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜② ✜rst ♦r❞❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t P❚✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❞❡q✉❛t❡ ❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆❝❝✉r❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

t♦ ✐♦♥✐③❡❞ st❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ st❛t✐❝✲❡①❝❤❛♥❣❡ ❉❋❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✹✳✶✳✹✳

❈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❖❱●❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✳✸✹✵ ❍♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
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✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢❛st ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❝❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞✱ ❛ s②st❡♠✲

❛t✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❣❧②❝✐♥❡✱ ❛❧r❡❛❞②

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❑✉❧❡✛ ❡t ❛❧✳✱✷✻✼ ❛♥❞ tr②♣t♦♣❤❛♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡♠♦✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧✱ ❜✉t ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ♦r❜✐t❛❧s✱

t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✶✺ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❧②❝✐♥❡✱ ✸✷ ❢♦r ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ❛♥❞ ✸✾

❢♦r tr②♣t♦♣❤❛♥✮❀ t❤❡♥ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

s❦❡❧❡t♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✵ s❤♦✇s s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

0.4 fs 2.45 fs 4.3 fs 

❋✐❣✉r❡ ✹✵✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts t✐♠❡✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❛❜✉♥❞❛♥t ❝♦♥❢♦r♠❡r ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✳ ■s♦s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✶✵−4 ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞ −10−4 ✭♣✉r♣❧❡✮ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳
❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✷✺❪✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✹ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢
❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳

t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❊❯❱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤✐s ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❤♦❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉✲

❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡

❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❋♦✉r✐❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r♦✉♥❞

✶✸✺



t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❣r♦✉♣✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✱✷✺ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ❢r♦♠ t❤❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❍❖▼❖

♦r❜✐t❛❧ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❤❡r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❡❝tr❛ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❜❡❛t✐♥❣ ♣❡❛❦s✱ ✇❤♦s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ❜❡❛t✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s 41a

❛♥❞ t❤❡ 44a ♦r❜✐t❛❧s✱ ❜♦t❤ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦❞❛❧ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❈✲◆ ❛♥❞ t❤❡ ❈❂❖ ❜♦♥❞s

✇✐t❤ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳✷✺✹ ❇② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❣r♦✉♣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✶✱ ❛ ❝❧❡❛r

Frequency (PHz) 

❋✐❣✉r❡ ✹✶✿ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❞✐♥❣✲✇✐♥❞♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧❡
❞❡♥s✐t② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛♠✐♥❡ ❣r♦✉♣ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❛❜✉♥❞❛♥t ❝♦♥❢♦r♠❡r ♦❢ ♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✳
❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢✳ ❬ ✷✺❪✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✹ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢
❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳

♣❡❛❦ ❛t ✵✳✷✺ P❍③ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱

✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ✐♥ ❛❜♦✉t ✶✺ ❢s ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✸✺ ❢s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛✐♥ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❜❡❛t✐♥❣

♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ss✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❣❧②❝✐♥❡✳✸✽✵ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ r♦❧❡

❛♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✶✸✻



✇❛s t♦t❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞②✱ ❛s ✐♥ ♠♦st ♦t❤❡r tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦✲

t♦❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ (N − 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

❞❡♥s✐t② ❛❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛t✐♦♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❧♦st ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ❢s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ s♦ t❤❛t ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ t❤❡

❧❛tt❡r ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✵✳✺✲✶ ❢s ✐s t♦t❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥❝❡s ✇❛s ❛❧s♦

❢♦✉♥❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥✸✶✷ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❳❡♥♦♥ ❛t♦♠ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r

♠♦t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❊❤r❡♥❢❡st ❞②♥❛♠✐❝s

✇✐t❤✐♥ ❚❉❙❊✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❢t❡r s✉❞❞❡♥ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

✶✹❛✬ ♦r ✹❛✧ ♦r❜✐t❛❧s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✐t❤❡r ❦❡❡♣✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐ ✜①❡❞✱

♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ♠♦✈❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❢♦r ❛❜♦✉t t❤❡ ✜rst

✽ ❢s✱ t❤❡♥ st❛rt❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❢t❡r ✷✺ ❢s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s

❝❧♦s❡❧② t❤❛t ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✱✷✺✷✱✹✷✾ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♥♦♥❛✲

❞✐❛❜❛t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r♦✉♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❛♣✲

♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❛❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ♥♦t ❞❡str♦②❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r

♠♦t✐♦♥✱ ❞❡s♣✐t❡ s♦♠❡ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✴❞✐s❛♣♣❡r❛♥❝❡ ♦❢

❛ ❢❡✇ ♣❡❛❦s✳ ❆ t❤✐r❞ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❲P ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❲P ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣✉❧s❡s✳

■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❞❡s♣✐t❡

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s ✇❡r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ♣✉❧s❡s ❛t

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♠❛② ♦✛❡r ❣r❡❛t❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✱ s✐♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♠✲

♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡

str✉❝t✉r❡❞✱ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥✳ ▲❛st✱ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡

✇✐t❤ t✇♦ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛s ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞♦✉❜❧❡

✶✸✼



✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s✱ ♥♦t ❛ t♦♦ s❡✈❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ❧✐❢t❡❞✱ t❤❡ ❞✐❝❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞

❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r♦✉♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐t❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❧♦st✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t

✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ❞✐❝❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♣✉♠♣✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤♦✉t

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥✱✺ ✇❤❡r❡

❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣✉❧s❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣✉♠♣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜②

t❛✐❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ♠❡t❤②❧❛t❡❞ P❊◆◆❆ ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❖▼❖

♦r ❍❖▼❖✲✶ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ t✇♦ ❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t✐♦♥ st❛t❡ ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧

s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣②✱ s♦ t❤❛t ❛ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛t✐♦♥ st❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛

s✉✐t❛❜❧❡ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❙❆✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❡♥ ❞❡✈✐s❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜r✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t✇♦ st❛t❡ ❲P t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡✱ ❡✐t❤❡r ❍❖▼❖ ♦r

❍❖▼❖✲✶✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

❛♥ ❙❆ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✱ ❡✈❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛t✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✈✐❛ t❤❡ ❆❉❈✭✸✮

s♣❡❝tr✉♠✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❧❛❝❦✐♥❣ ❛♥② s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❝♦❤❡r✲

❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦ ✇❡❧❧✲❧♦❝❛❧✐③❡❞

▼❖✬s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤♦❧❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ❝❧❡❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤❡♥ ❛ s✉♣❡r✲

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡r❛❞❡ ❛♥❞ ✉♥❣❡r❛❞❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠♦✐❡t✐❡s✱

❣✐✈❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ♥♦r❜♦r♥❛❞✐❡♥❡✳✷✻✽

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ■t ✐s

❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛t✐♦♥ st❛t❡s✱

✈❛r②✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ ❛❧t❡r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❜❡♥③❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥✳✸✼✻ ❆♥ ❙❆ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❖▼❖✲✷✱ 1a2u π ♦r❜✐t❛❧ ❣✐✈❡s ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢

❛ ♣r✐♠❛r② ❝❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ✷❤✶❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❍❖▼❖ ❛♥❞ ❛♥
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❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❯▼❖✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❞✐st❛♥t ✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ✹✳✹✷ ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞

♦❢ ✾✸✺ ❛s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜r❡❛t❤✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✷✵ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ r❡♣❡❛t✐♥❣

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t✉r♥ str♦♥❣❧② ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✈❛❧✉❡✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿ ❛✮ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ❛ str♦♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇✐t❤ ♠♦r❡ st❛t❡s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ 1a2u ✐♦♥✐③❛t✐♦♥❀ ❜✮ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤

❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✐①✐♥❣❀ ❛♥❞ ❝✮ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ❛ ♠✐♥♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ❞❡str♦②s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡♥❞s t♦ q✉❡♥❝❤ ✐t✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ r❡st ❝❤❛♥❣❡s ❧✐tt❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝s ♦✈❡r ❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✈✐✲

❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✸✵✵✵ ❑✱ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦

❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❝❤❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s

❲P ✐♥ ❜❡♥③❡♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❆s ❤♦❧❡ ❞❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t❡s ♠♦st❧②

❛r♦✉♥❞ ❍ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ❍✲❧♦ss ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❜❡♥③❡♥❡✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❍ ❧♦ss ❛❢t❡r

♥♦♥❧✐♥❡❛r ■❘ ♣r♦❜❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ♦♥ ❲P ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❘♦❜❜ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲

t♦rs ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs✳✷✺✷✱✹✷✾ ❇❛s✐❝❛❧❧② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦s❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❲P

✭♦❢t❡♥ ❜② t❤❡ ❙❆✮✱ ❊❤r❡♥❢❡st ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❲P ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇✐t❤ ❢♦r❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❣r❛❞✐✲

❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❊❤r❡♥❢❡st ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡

t♦ tr❡❛t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❞②✲

♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❧❛tt❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r ✇♦r❦✿✸✽✵ ♠♦st❧② ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❡rs✐st✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ❢s✱ ✇❤❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞

t♦ ♠♦✈❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡r❣② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛t✐♦♥✐❝

st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❧②❝✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ●❧②✲●❧②✲◆❍✲❈❍3 ❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

✶✸✾



t❤❡ ❧♦♥❡ ♣❛✐rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r❜♦♥②❧ ❛♥❞ ❛♠✐♥♦ ❣r♦✉♣s r❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦st ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛❢t❡r

✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✉♣ t♦ ✹✵ ❢s ✐♥ ❣❧②❝✐♥❡✳✷✺✷ ■♠♣♦rt❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉✲

❧❛r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ✸✺✽✳ ❆ ♠♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝ r❡s✉❧t ✇❛s

r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥✱✷✻✽ ✇❡r❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❛

s✐♥❣❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✳ ■❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s ♦❢

t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✭❝❛t✐♦♥✐❝✮ st❛t❡s r✉♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡

♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ♥♦ ❡✛❡❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ ❤♦✇❡✈❡r ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①✐sts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞

✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛✈❡r❛❣✲

✐♥❣ q✉✐❝❦❧② ❞❡str♦②s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜② ❞❡♣❤❛s✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②

❡①♣❧✐❝✐t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛①✐❧❡♥❡ ❛♥❞ ♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ♥♦r❜♦r♥❛❞✐❡♥❡ ✭P◆▲✮✱

❛❢t❡r ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ✺✵✿✺✵ ♦r ✻✵✿✹✵ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❝❛t✐♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡♠♦✈❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♦✉t❡r♠♦st π ♦r❜✐t❛❧s✳ ❲✐t❤ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❣❡♦♠❡tr② ❛ ♥❡❛t ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❊❤r❡♥❢❡st ❞②♥❛♠✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

♣❡r✐♦❞ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐❢ ❛ ❲✐❣♥❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐✲

♥❛t❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s ❝❛✉s❡s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝s

❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✉♣♦♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❢s ✐♥ ♣❛r❛①✐❧❡♥❡ ❛♥❞

❛❜♦✉t ✶✵ ❢s ✐♥ P▲◆✳ ■♥ ❛ ✇❛②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❝❤❛r❣❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✈❛❧❡♥❝❡ s❤❡❧❧ ♣♦♣✉❧❛t❡s ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞

✜♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✱✸✺✻ ❛♥❞ r❡♠✐♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ ❝♦✉♣❧❡❞

t♦ ❛ q✉❛s✐❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ✷✲♣❤❡♥②❧✲❡t❤②❧❛♠✐♥❡ ❛♥❞

P❊◆◆❆ ✐♥✱✹✸✼ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r s♣❛t✐❛❧ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥

❛ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r

✶✹✵



❞②♥❛♠✐❝s ✈✐❛ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞

✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t✇♦ st❛t❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t♦❧✉❡♥❡✳✹✸✽

❆ ❢✉❧❧❡r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♦♥❧②

♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ s♠❛❧❧❡r s②st❡♠s✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s✐♠♣❧❡r✱ ❛♥❞ ♦✛❡rs ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛ ♥❡❛t ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❜✐♥❣ ✈✐❛ t✐♠❡

r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❚❘P❊❙✮✱✹✸✾✱✹✹✵ ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦s❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ st❡♣s ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❜② ❱✐❜♦❦ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✳✹✹✶✕✹✹✸ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖3 ♠♦❧❡❝✉❧❡

t♦ t❤❡ ❇ st❛t❡ ✭❍❛rt❧❡② ❜❛♥❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣✉❧s❡s✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✲♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣

❢♦r♠

Ψtot(r,❘, t) =∑
k

Ψk
nuc(❘, t)ψk

el(r,❘) ✭✾✵✮

✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t Ψk
nuc ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ▼❈❚❉❍ ❛♣♣r♦❛❝❤✳✹✹✹✕✹✹✻ ❊✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t s❤♦✇s ❝❤❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧ ♦①②❣❡♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ t✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢♦r♠s ✐♥ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜♦♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✺✵✵ ❛s ❊❯❱

♣✉❧s❡ ❛t ✾✺ ❡❱ ✭✶✳✺ ❡❱ ✇✐❞t❤✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜② ❚❘P❊❙✱ ❛♥❞

t❤❛t s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳✹✹✼

✼ ❚♦✇❛r❞s ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜✲➴ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✮ ❧❡❞ t❤❡ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❡①♣❧♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r②

❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ♣r♦❝❡ss❡s

t♦ ✐♠❛❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞✱ ✇❤② ♥♦t✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦❣r❡ss ♠❛❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s ❍❍●✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦

❞✐s❝✉ss str♦♥❣✲✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡❝♦♠❜✐♥❡

✶✹✶



✭✐✳❡✳✱ ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥✮ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❢t❡r r❡s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t

♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥✱ t❤✉s ❝❛rr②✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

✼✳✶ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s

❙✐♥❝❡ ❍❍● ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t

❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❍● ❡♠✐ss✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ t♦✲

♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝

s♣❡❝tr❛ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ■♠♣✉❧s✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✹✹✽✱✹✹✾ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦

❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣

✜❡❧❞✳ ❍❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛①✐s ❛♥❞

t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s

s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠✐♥✐♠❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✮ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s❡❧❡❝t✐✈❡❧②

✐♦♥✐③❡❞✳✹✺✵✕✹✺✷

▼♦❧❡❝✉❧❛r t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✹ ❜② ■t❛t❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✇❤♦

❛❝❤✐❡✈❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ♦❢ ◆2✳✹✺✸ ❋✐❣✉r❡ ✹✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮

t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❍❖▼❖ ♦❢ ◆2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ t❛❦❡♥

❛t ✶✾ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❛①✐s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

r❡tr✐❡✈❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ✐s ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤

♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐✲

t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❧② t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝

✐♥t❡♥s✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❤❛s❡ ✇❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆ ❢❡✇ ②❡❛rs

✶✹✷



❋✐❣✉r❡ ✹✷✿ ✭❛✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❍❖▼❖ ♦❢ ◆2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛✳ ✭❜✮ ❍❖▼❖ ♦❢ ◆2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❈✉ts
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❛①✐s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ✭s♦❧✐❞✮ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❋r♦♠ r❡❢✳ ✹✺✸ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✵✹ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

❧❛t❡r✱ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❘❆❇❇■❚❚ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ♦❢ ❈❖2✳✹✺✹ ■♥

✷✵✶✶ ❛ s❡❧❢✲r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤

❡①♣❧♦✐ts ❛♥ ❛❧❧✲♦♣t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❖2✳✹✺✺

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛❧✐❣♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s

❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞

❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡❡♥ ❜② t❤❡ r❡❝♦❧❧✐❞✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t ✐♥ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝

s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✸ ✭❛✮✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t

❛r♦✉♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✻✶✳ ❋✐❣✳ ✹✸ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ t❤❛t ✇❛s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦r❜✐t❛❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬❋✐❣✳ ✹✸ ✭❝ ✮❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❍❖▼❖

✶✹✸



❋✐❣✉r❡ ✹✸✿ ✭❛✮ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❈❖2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0.9

❛♥❞ 1.5 × 1014 ❲✴❝♠2✳ ✭❜✮ ❍❖▼❖ str✉❝t✉r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❝✮
✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♣r♦❣r❛♠ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✹✺✺ ✇✐t❤
♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✶ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

♦❢ ❈❖2✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✳✹

❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣

t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✲

❛t❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ s❝❛❧❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤

t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛❧❧ t❤❡

st✉❞✐❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ■p✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❱♦③③✐ ❡t ❛❧✳✱ ❍❍● ✐♥ ❈❖2 ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ t✉♥❛❜❧❡

♠✐❞✲■❘ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡ ✭✶✳✹✺ ✲ ✶✳✼ µ♠✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s

❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❧✐❦❡

◆2❖ ❛♥❞ ❛❝❡t②❧❡♥❡✳✹✺✻

❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❍●✲❜❛s❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ✐t ✇❛s

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✹✺✼ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✹✺✽ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t s♣❡❝tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✲

✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❍❍● ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦♥

❡✛❡❝t ✇❛s ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ❲ör♥❡r ❛♥❞ ❝♦✲❛✉t❤♦rs ❢r♦♠ ❍❍● ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥

❈❖2✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡✳✹✺✾ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r✲
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❡♥t ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ✇❛s ♥♦t ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❱♦③③✐

❡t ❛❧✳✹✺✺ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt❡r ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡

❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❜❧✉rr✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❍❍● s♣❡❝tr❛ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ◆2 ❜②

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ✶✳✷ µ♠ ❞r✐✈✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② ❛ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧

❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r② ✭◗❘❙✮✳✹✻✵ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r✱ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ◗❘❙

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❧②✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❖▼❖✲✶✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

✼✳✷ ▲❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥

❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ✭❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❍❍●✮ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛✲

t✐♦♥✳ ❖t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢

t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭✐✮ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥

✭✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛rr② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

t❛r❣❡t ♠♦❧❡❝✉❧❡✿ ❛s t❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠✲

♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡✱ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✹✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ s♣❛❝✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❞✉❜❜❡❞ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭▲■❊❉✮ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

✶✾✾✻ ❜② ❚✳ ❩✉♦✱ ❆✳ ❉✳ ❇❛♥❞r❛✉❦ ❛♥❞ P✳ ❇✳ ❈♦r❦✉♠✳✶✽✹ ❆s ❢♦r ❍❍●✲❜❛s❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t♦♠♦❣✲

r❛♣❤②✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①tr❡♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r✐❧②

t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❧✐❣♥♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❛①✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

▲■❊❉ ✐s ❛ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ t♦

❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲■❊❉ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉✲
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❋✐❣✉r❡ ✹✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ▲■❊❉✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧✿ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✕ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❣♦❡s
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✕ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✐s
❞r✐✈❡♥ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✹✻✶ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t
✷✵✵✽ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳

t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

❛❢t❡r r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ pr ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ r❡s❝❛tt❡r✐♥❣ Ar✳ ❊❧❡❝tr♦♥s ❞❡✲

t❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ∣pr∣ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ▲■❊❉ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽ ❜② ▼❡❝❦❡❧

❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs✳✹✻✶ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✽✵✵✲♥♠ ♣✉❧s❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♦♥✐③❡ ✐♠♣✉❧s✐✈❡❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❖2 ❛♥❞

◆2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❛❧✐❣♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❖▲❚❘■▼❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡

s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❖2 ❛♥❞ ◆2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❋✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❇❧❛❣❛ ❡t ❛❧ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t✉♥❛❜❧❡ ♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞

s♦✉r❝❡ ✭✶✳✷ ✲ ✷✳✸ µ♠✮✳✹✻✷ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❚✐✲s❛♣♣❤✐r❡ s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r

✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❲✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❜♦♥❞

❧❡♥❣t❤ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❖2 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖✕❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

✶✹✻



❋✐❣✉r❡ ✹✺✿ ❇♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ❖+
2
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲■❊❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣t❤s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ s❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❙q✉❛r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✷✳✸ µ♠✱ ❝✐r❝❧❡ t♦ ✷ µ♠ ❛♥❞ ❞✐❛♠♦♥❞ t♦ ✶✳✼ µ♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ❞❡❧❛②✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡
r❡❞ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t ❝❡♥tr❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❢✉❧❧✲✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ✭❞♦tt❡❞✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋r❛♥❦✲❈♦♥❞♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ✭♥❡✉tr❛❧ s♣❡❝✐❡s✮ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❣r❡② ✭✐♦♥✮
❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤♦rt❡r ✭∼ 0.1 ➴✮ t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞
❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❋r♦♠ r❡❢✳ ✹✻✷ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥
P✉❜❧✐s❤❡rs ▲✐♠✐t❡❞✳

✵✳✶ ➴ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✳✷✶ ➴ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

✭❋✐❣✳ ✹✺✮✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ P✉❧❧❡♥ ❡t ❛❧ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ▲■❊❉ t♦ ✐♠❛❣❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ s♦✉r❝❡ ✭✸✳✶ µ♠✮ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤✲r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✭✶✻✵ ❦❍③✮

✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ▲■❊❉ ✐♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

✭❈❖▲❚❘■▼❙✮✳✹✻✸✱✹✻✹ ❚❤✐s s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❈✕❈ ❛♥❞ ❈✕

❍ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s t♦ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ♥♦

s✐❣♥✐✜❝❛♥t str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❝❝✉r ❛❢t❡r ❛❝❡t②❧❡♥❡ ✐s ✐♦♥✐③❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s

❢♦r ❜♦t❤ ❈✕❈ ❛♥❞ ❈✕❍ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❇② ✉s✐♥❣

❛ s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❲♦❧t❡r ❛t ❛❧✹✻✺ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ❜r❡❛❦✐♥❣

✐♥ t❤❡ ❞✐✲✐♦♥✐③❡❞ ❛❝❡t②❧❡♥❡ ❛♥❞✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦

❝♦♥tr♦❧ t❤✐s ✉❧tr❛❢❛st ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✶✹✼



✼✳✸ ❚✐♠❡✲❘❡s♦❧✈❡❞ ❍♦❧♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s

❇❡s✐❞❡s ❍❍● ❛♥❞ ▲■❊❉✱ ❧❛s❡r✲❞r✐✈❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣r♦✲

❝❡ss✿ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦❧♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❦❡② ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❛✈❡ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡✳✹✻✻ ❇♦t❤ ✇❛✈❡s ❛r❡

❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❤❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ♦✛ ❛ t❛r❣❡t✳ ❉✉❡

t♦ t❤❡ ♣❛t❤✲❧❡♥❣t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆φ = (k − kz)z0 ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s ✭✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ kz ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

❛♥❞ z0 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛r❣❡t✮✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤✐s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛rr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❛r❣❡t✿ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✇❤✐❝❤

♦s❝✐❧❧❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❛♥❞ s❝❛tt❡rs ♦✛ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∆φ ≈ p2r(tC − tref0
)/2 ✭✾✶✮

✇❤❡r❡ pr ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✱ tC ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥

t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t s❝❛tt❡rs ♦✛ t❤❡ ✐♦♥✱ ❛♥❞ tref ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❤♦❧♦❣r❛♠ ❡♥❝♦❞❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧

❜❡t✇❡❡♥ tref ❛♥❞ tC ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❚❤✉s✱ ♣❤♦t♦❡❧❡❝✲

tr♦♥ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉❜✲❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡

r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✷✵✶✶

❜② ❍✉✐s♠❛♥s ❡t ❛❧ ✳✹✻✼ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ ♠✐❞✲■❘ ✭❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✼ µ♠✮ ❋❊▲ ✇❛s

✉s❡❞ t♦ t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ✭✻s✮ ❳❡ ❛t♦♠s✳ ❆♥❣❧❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡

r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❱▼■ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❋❊▲ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r

✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛①✐s✳

✶✹✽



❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳

✹✻✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞

❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❚❉❙❊✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞

s✐♠✐❧❛r ❢r✐♥❣❡ ♣❛tt❡r♥s ✭❋✐❣✳ ✹✻✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♦❣r❛♠ ✇❡r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞

❛❧s♦ ❜② s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✲❝♦rr❡❝t❡❞ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✭❈❈❙❋❆✮✹✻✽ ✭❋✐❣✳ ✹✻✭❜✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ tr❛❝❡ q✉❛♥t✉♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❛❦✐♥❣

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤♦❧♦❣r❛♠ st♦r❡s s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞

t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦r❡✲ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞

t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ▼❡❝❦❡❧ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs✳✹✻✾ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ◆2

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❛s t✉♥♥❡❧ ✐♦♥✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✽✵✵✲♥♠✱ ✹✵✲❢s✱ ✺✲µ❏

♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✸✵ ❦❍③✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❤♦❧♦❣✲

r❛♣❤② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❡t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣✉❧s❡s t♦ ✶✳✸ ×

✶✵14 ❲✴❝♠2✳ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ◆+
2
✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ r❡❛❝t✐♦♥

♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

t❤❛t t❤❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ s❤✐❢t

♦❢ t❤❡ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❢r✐♥❣❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t str♦♥❣✲✜❡❧❞ r❡❝♦❧❧✐✲

s✐♦♥ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❝❡♥t❡r❡❞ ♣❛rt✐❛❧✲✇❛✈❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✼✳✹ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❆❧❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■t ✇❛s ❧♦♥❣ ❛ss✉♠❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❍❖▼❖

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛②❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✶✹✾



❋✐❣✉r❡ ✹✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜✲❝✮ ❱▼■ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠❛❣❡s✳ ✭❛✮ ❍♦❧♦❣r❛♣❤✐❝
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❳❡ ❛t♦♠s✳ ✭❜✮ ❚❉❙❊ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❣♦♥ ✭✺ s✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❈❈❙❋❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤②❞r♦❣❡♥✐❝
❛t♦♠✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ✹✻✼ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✶ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❆❆❆❙✮✳

♦❢ t❤❡ ❍❖▼❖ ✭❉②s♦♥✮ ♦r❜✐t❛❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❖▼❖ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✶ ✐s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ❜❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s✳✹✼✵ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡❡♣❡r ♦r❜✐t❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞❧② ♣✉t ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛s

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞

♦❢ ♦✉t❡r ✐♦♥✐❝ st❛t❡s ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t❛❧s ✐s ♥♦t ❡❛s②✱ ❛s ❡❛❝❤

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❆❚■ ❝♦♠❜✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ✉♣ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡

t②♣❡ ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆ st✉❞② ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥

✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦❣✉s❧❛✈s❦✐② ❡t ❛❧✳ ✹✼✶ ♦♥ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s

♥✲❜✉t❛♥❡ ❛♥❞ ✶✱✸✲❜✉t❛❞✐❡♥❡✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥✐❝

st❛t❡s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❖▼❖ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♠❛ss s❡❧❡❝t❡❞ ✐♦♥s ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❞❛t❛ t❤❡② ✇❡r❡

❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❆❚■ ❝♦♠❜s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞

✶✺✵



❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡

♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥✐❝

st❛t❡s✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ✭❙t❛r❦ s❤✐❢ts ❛♥❞ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

s❤♦✇❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡❧② t❤❛t str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s✳

■♥ ✶✱✸✲❜✉t❛❞✐❡♥❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ ❞❡❡♣❡r ♦r❜✐t❛❧s ✐s ♠✐♥♦r✱ ❛s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡

❡♥❡r❣② ❣❛♣✱ ♦✈❡r ✷ ❡❱✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❖▼❖ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✶ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ♥✲❜✉t❛♥❡

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥♥❡r ♦r❜✐t❛❧s ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❛s ❡♥❡r❣② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✱ ❛♥❞

♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs✱ ❧✐❦❡ ♦r❜✐t❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥♦❞❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤ ♦❢

❡♥❡r❣② s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♠❜s ✇✐t❤ t❤❡ ■P ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ r✉❧❡

♦✉t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♦♥ st❛t❡s ❜② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♦♥ ❜② t❤❡

✜❡❧❞✱ s✉❜s❡q✉❡♥t t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❞✉❜❜❡❞ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♠✉❧t✐❡❧❡❝tr♦♥ ✭◆▼❊✮

✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❛s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤✐s ❡✛❡❝t✳ ❲❤✐❧❡ ❛t

❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ✭1.5 × 1013 ❲ ❝♠−2✮ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛t

❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ✭1.5 × 1014 ❲ ❝♠−2✮ ◆▼❊ ❡✛❡❝ts t✉r♥❡❞ ♦✉t ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢

❞✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡

❝♦rr❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r t♦ ❛❝❝❡ss s✐♠✐❧❛r

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❡♣❡r ✐♦♥✐❝ st❛t❡s✳

❆ ❢✉rt❤❡r st✉❞② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥✱✹✼✷ ❛♥❞ t♦ ❢✉❧❧ ✸❉ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ✐♥✳✹✼✸ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s❡❧❡❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

♦✉t ♦❢ ❛ ❞❡❡♣❡r ♦r❜✐t❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❨❛♦ ❛t ❛❧✹✼✹ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦

r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ✐♦♥✐❝s st❛t❡s✳ ❚❤❡② st✉❞✐❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❆→❳ ❛♥❞

❇→❳ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❈❖+
2
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ ✜❡❧❞

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❇② t❤✐s t❤❡② ❝♦✉❧❞ r❡tr✐❡✈❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❍❖▼❖✲

✶ ✭1πu✮ ❛♥❞ ❍❖▼❖✲✷ ✭3σu✮ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ∼ 4×1014 ❲ ❝♠−2 ❡♥s✉r❡s t❤❡

t✉♥♥❡❧✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s ✭❑❡❧❞②s❤ γ ∼ 0.6✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
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♦❧❞❡r t♦t❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ st✉❞② ♦❢ P❛✈✐↔✐➣ ❡t ❛❧✳✱✹✼✺ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❛❣r❡❡✲

♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▼❖✲❆❉❑ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❡①❝❡❧❧❡♥t ✇✐t❤ ❙❋❆ ✭❧❡♥❣t❤✮✳ ❋♦r

❍❖▼❖✲✷ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ▼❖✲❆❉❑ ❡♥❞ ❙❋❆ ❣❛✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❤❛r♣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❈❛✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡r❝✐s❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ▼❖✲❆❉❑ r❡s✉❧ts ❢r♦♠

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼❖s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤❡♠✐str② ●❚❖ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡

♦❢ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❣✐✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✇❡✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s ♥♦t✐❝❡❞

❥✉st ✐♥ ❈❖2 ❍❖▼❖ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳✹✼✻✱✹✼✼ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢♦r ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞

s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❧✐♥❞ t♦ ❍❖▼❖ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❙✐♥❝❡ ✐ts ❜✐rt❤ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t② ✜rst ❝❡♥t✉r②✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♦❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛

✈❛r✐❡t② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞s✳ ■♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② s❝✐❡♥t✐sts✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❤❛s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡

✇❛② t♦ ♥❡✇ ❢♦r♠s ♦❢ ❞♦✐♥❣ ❝❤❡♠✐str②✱ ✉s✉❛❧❧② ❣❛t❤❡r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ✧❛tt♦❝❤❡♠✐str②✧✳

■♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢

✉❧tr❛❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s r❡♣✲

r❡s❡♥ts ❛ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ♣✉rs✉✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❜②

❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✿ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥

tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❝❤❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥

♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉❜✉♥✐ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✉♥r❛✈❡❧ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥

t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s✳ ❆❧❧ t❤✐s ♠✐❣❤t ♦♣❡♥ ♥❡✇

✶✺✷



♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱

✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ❛♥ ✉❧tr❛❢❛st t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ tr✐❣❣❡r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

❚❤✐s r❛♣✐❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡

❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡

❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❢✉❧❧② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜② ❛tt♦s❡❝✲

♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❜②

✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞s✳ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❝r❡❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✭✉s✉❛❧❧② ♠❛♥②✮ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t❧②❀ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s

str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❝❛✉s✐♥❣

t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢✉❧❧ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❡♣ t♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②s✲

t❡♠✱ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❍+
2
✱ ❍2 ❛♥❞ ❉2✮✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

t❤✐s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥❢❛♥❝②✳ ❆❝❝✉r❛t❡

♠❡t❤♦❞s ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞

♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♥❡s ✇♦r❦ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❝♦♠❡s ❛❢t❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s r❡✈✐❡✇

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❤♦✇✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❣✉✐❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts ♦♥

t❤❡s❡ s②st❡♠s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡✱ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♠✉st st✐❧❧ ❜❡
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❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♠♦st ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡

s❝❤❡♠❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣ ♣✉❧s❡ ♠❛② ❜❡ ♣❛rt❧② ❤✐❞❞❡♥✱ ✐❢ ♥♦t t♦t❛❧❧② ♦❜s❝✉r❡❞✱ ❜② t❤❛t

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ■❘ ♣r♦❜❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❝✉rr❡♥t ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ■❘ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❞✐st♦rt t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ♦✉t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s

✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✏✇❡❛❦✑ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❡✱✹✵✷✱✹✵✹ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r s❤♦rt

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦♥❞❡r♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥

❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✱ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ❊❯❱✲♦♥❧② ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡

s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✱ ♥❛♠❡❧②

✐♥ ❳❡✷✵✼ ❛♥❞ ❍2✱✷✶✵ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r

♦❢ ✶ ❢s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❍●✱ s❤♦rt

❡♥♦✉❣❤ ✭∼✶ ❢s✮ t♦ ❡♥s✉r❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙t✐❧❧✱ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②

❛r❡ s♦ ✇❡❛❦ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ r❛t❤❡r ❧♦✇ st❛t✐st✐❝s✳ Pr♦❣r❡ss

t♦✇❛r❞s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳✷✵✻✱✹✵✵

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❊❯❱ ♣✉❧s❡s

♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧❛s❡rs ✭❋❊▲✮✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣✉❧s❡s✱ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r✱

t❤♦✉❣❤ st✐❧❧ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠

❤❡r❡ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② s✉❜✲❢s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡✐r

st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✉❧s❡s✳ ❋✐rst ❛tt❡♠♣ts

t♦✇❛r❞s ❊❯❱✲♦♥❧② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r ✇❛②✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t t❤❛t ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ✐s t♦ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t❡ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

✐♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s✱ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

✶✺✹



❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❛t♦♠s

❛♥❞ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❛r❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ tr❛♥✲

s✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❆❚❆❙✮✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ❜❡❛t✐♥❣ ❜② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢

t✇♦✲♣❤♦t♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❘❆❇❇■❚❚✮✱ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ str❡❛❦ ❝❛♠❡r❛✱ ❤✐❣❤✲❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱

❝♦r❡✲❤♦❧❡ ❆✉❣❡r s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt♦❝❧♦❝❦✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡❡♣ ✐♥s✐❣❤ts

♦♥ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❜② ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱

❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥②

❛tt♦s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ❢✉❧❧② ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ s❡❡♥

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥✱

✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s♦❧✈❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤

✐♥ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s

✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤❧② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✉❧t✐✲

❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐❞❡❛❧❧② t❤♦s❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❝❡ss ✭❡✳❣✳✱ ❈❖▲❚❘■▼❙✱ ❱▼■✱ ❡t❝✮✱ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡s✱

❛♥❞ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞✴♦r t✐♠❡✲

r❡s♦❧✈❡❞ ❤♦❧♦❣r❛♣❤②✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❦❡❱

♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥

❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦✛❡r❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♣✐❝♦♠❡t❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② s✐❞❡✱ t❤❡ r♦❛❞ t♦✇❛r❞s ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❡♥s

♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣s t♦✇❛r❞s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣

✶✺✺



t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡♦r② ✐s st✐❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣

❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt♦s❡❝♦♥❞

♣✉❧s❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❢❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❆❧s♦✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❆✉❣❡r

❞❡❝❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞❛♠❛❣❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥

✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ ♠♦st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✭✐✮ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ t❤✐s t✐♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✭✐✐✮ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r

♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛s ❆✉❣❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❊✛♦rts ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✜❧❧ t❤✐s ✈♦✐❞

✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ t❤❡♦r✐sts ❜✉s② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥

t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

❞✐❝t❛t❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✇❤❡r❡ ❝❤❡♠✐str②

❤❛♣♣❡♥s ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❧t❡r t❤✐s ❝❤❡♠✐str②✳

P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡♦r② ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❛❝t✐✈❡❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣

♣✉❧s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡

t❤❛t ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣❤♦t♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs ❜❡❢♦r❡

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r

❞✐❛t♦♠✐❝s✱ t❤❡♦r② ✐s st✐❧❧ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❡ ♣✉❧s❡✱ ❡✈❡♥ ❛♥ ■❘ ♦♥❡✱ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞✱ ✈❡r② ❧✐❦❡❧②✱ t♦ ❆✉❣❡r ❞❡❝❛②✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡② t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t

❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ✐s r❛♣✐❞❧② ♣r♦❣r❡ss✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢

❝♦♠♣❧❡① ✉❧tr❛❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✈❛✲

r✐❡t② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝s✱ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❡♠✐str②✱ ❛♥❞ ❛rr✐✈✐♥❣ r❡❝❡♥t❧②

t♦ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧♦♥❣ ✇❛② t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛tt♦s❡❝♦♥❞

✶✺✻



t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ♦✛❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇❛rr❛♥t t❤❡✐r s♦❧✐❞ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ✐♥ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣②✱

❜✉t t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡ ❛r❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t✳

❇✐♦❣r❛♣❤✐❡s

▼❛✉r♦ ◆✐s♦❧✐ ✇❛s ❜♦r♥ ✐♥ ❇❡r❣❛♠♦✱ ■t❛❧②✱ ✐♥ ✶✾✻✺✳ ❋r♦♠ ✶✾✾✵ t♦ ✷✵✵✵✱ ❤❡ ✇❛s ❛ ❘❡s❡❛r❝❤❡r ♦❢

t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✭❈◆❘✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❡♥t❡r ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝

■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ✷✵✵✶ t♦ ✷✵✶✵ ❤❡ ✇❛s ❛♥ ❆ss♦❝✐❛t❡ Pr♦❢❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t

♦❢ P❤②s✐❝s ♦❢ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ✐s ♥♦✇ ❋✉❧❧ Pr♦❢❡ss♦r✳ ❍❡ ✐s ❛✉t❤♦r ♦❢ ❛❜♦✉t

✶✽✵ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛♣❡rs ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧s✱ ✶ ♣❛t❡♥t✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✈✐t❡❞ ❛♥❞ t✉t♦r✐❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❡t✐♥❣s ❛♥❞ s❝❤♦♦❧s✳ ❍✐s r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❛tt♦s❡❝♦♥❞ s❝✐❡♥❝❡✱ ✉❧tr❛s❤♦rt✲♣✉❧s❡ ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ Pr♦❢✳ ◆✐s♦❧✐ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ ❛♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤

❈♦✉♥❝✐❧ ✭❊❘❈✮ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ●r❛♥t ✐♥ ✷✵✵✾✳

P✐❡r♦ ❉❡❝❧❡✈❛ ✇❛s ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚r✐❡st❡✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ❜❡❝❛♠❡

❛ ▲❡❝t✉r❡r ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str② ✐♥ ✶✾✼✻✱ ❛♥ ❆ss♦❝✐❛t❡ Pr♦❢❡ss♦r ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②

❢r♦♠ ✶✾✽✷ t♦ ✶✾✾✹✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ❋✉❧❧ Pr♦❢❡ss♦r ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s t✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✳ ❍❡ ✐s ❛✉t❤♦r ♦❢

✷✹✵ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛♣❡rs ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧s✳ ❍✐s r❡s❡❛r❝❤ ❝♦✈❡r❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

♠❛♥②✲❜♦❞② ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦❧✲

❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❚r✐❡st❡✱ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t ❡♠♣❤❛s✐s

♦♥ ✉❧tr❛s❤♦rt t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ str♦♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❋r❛♥❝❡s❝❛ ❈❛❧❡❣❛r✐ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ P❤✳❉✳ ❢r♦♠ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦ ✐♥ ✷✵✵✾✳ ❙❤❡ ✇❛s P♦st✲

❞♦❝t♦r❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐t❤ ❈◆❘✲■◆❋▼ ✉♥t✐❧ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ✇✐t❤ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦ ✉♥t✐❧ ✷✵✶✶✳

❋r♦♠ ✷✵✶✶ t✐❧❧ ✷✵✶✻ s❤❡ ✇❛s ❙t❛✛ ❘❡s❡❛r❝❤❡r ❛t ❈◆❘✲■❋◆ ❛♥❞ ❆❞❥✉♥❝t Pr♦❢❡ss♦r ♦❢ P❤②s✐❝s

❛t P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ▼✐❧❛♥♦✳ ■♥ ✷✵✶✹ s❤❡ ✇❛s ❱✐s✐t✐♥❣ ❙❝✐❡♥t✐st ❛t ▼P❙❉✱ ❍❛♠❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②

✶✺✼



❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r s❤❡ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ ❛♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✭❊❘❈✮ ❙t❛rt✐♥❣ ●r❛♥t

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❤❡♠✐str② ♦❢ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥

✷✵✶✺ s❤❡ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ ❛ ✧s♣❡❝✐❛❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t♦ ②♦✉♥❣ ✇♦♠❡♥ ✐♥ P❤♦t♦♥✐❝s✧ ❜② t❤❡ ❊✉r♦✲

♣❡❛♥ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✭❊❖❙✮✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✶✻ s❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣♦✐♥t❡❞ ❋✉❧❧ Pr♦❢❡ss♦r ♦❢ P❤②s✐❝s ❛t

t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❍❛♠❜✉r❣ ❛♥❞ ▲❡❛❞✐♥❣ ❙❝✐❡♥t✐st ❛t t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲❙②♥❝❤r♦tr♦♥

✇❤❡r❡ s❤❡ ❧❡❛❞s t❤❡ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❙❝✐❡♥❝❡ ❉✐✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ tr❛❝❦

❛♥❞ ✐❞❡❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡❞ ♠❛✲

t❡r✐❛❧s✳

❆❧✐❝✐❛ P❛❧❛❝✐♦s ✇❛s ❜♦r♥ ✐♥ ❚♦♠❡❧❧♦s♦✱ ❙♣❛✐♥ ✭✶✾✼✾✮✳ ❙❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ●r❛❞✉❛t❡ ❞❡❣r❡❡ ✐♥

❝❤❡♠✐str② ✐♥ ✷✵✵✶ ❛♥❞ t❤❡ P❤✳❉✳ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ ✷✵✵✻✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉t➹➩♥♦♠❛ ❞❡

▼❛❞r✐❞✱ ❙♣❛✐♥✳ ❙❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❤❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ st❛②s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t➹➞ ❇♦r❞❡❛✉①

■✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ P♦st❞♦❝t♦r❛❧ ❢❡❧❧♦✇s❤✐♣ ✭✷✵✵✻â⑨➇✷✵✵✾✮ ✐♥ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❇❡r❦❡❧❡② ◆❛t✐♦♥❛❧

▲❛❜✱ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ❈❆✱ ❯❙❆✳ ❙❤❡ ❤❛s ♥♦✇ ❛ ❚❡♥✉r❡ ❚r❛❝❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❘❛♠➹➩♥ ② ❈❛❥❛❧✮ ✐♥ ▼❛❞r✐❞✳

❙❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ●r❛♥t ✭❆❚❚❖❚❘❊◆❉✮ ❛s ❛ ❋❡❧❧♦✇ ❘❡s❡❛r❝❤❡r✳ ❙❤❡

❤❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✺ ♣❡❡r r❡✈✐❡✇❡❞ ❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛t♦♠✐❝

❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡✇ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r

t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ✉❧tr❛s❤♦rt ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✳

❋❡r♥❛♥❞♦ ▼❛rtí♥ ✇❛s ❜♦r♥ ✐♥ ▼❛❞r✐❞✱ ❙♣❛✐♥✱ ✐♥ ✶✾✻✶✳ ❍❡ ❣r❛❞✉❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❡♠✐str② ✐♥ ✶✾✽✹

❛♥❞ P❤②s✐❝s ✐♥ ✶✾✽✻ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉tó♥♦♠❛ ❞❡ ▼❛❞r✐❞✳ ❍❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❤✐s P❤❉ ❉❡❣r❡❡

❛t t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ✶✾✽✻✳ ❍❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❤✐s ♣♦st❞♦❝t♦r❛❧ st✉❞✐❡s ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢

❇♦r❞❡❛✉① ✭✶✾✽✽✮✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛r✐s ❱■ ✭✶✾✽✾✲✶✾✾✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡s✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ ✭✶✾✾✺✲

✶✾✾✻✮✳ ❍❡ ✐s ❋✉❧❧ Pr♦❢❡s♦r ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉tó♥♦♠❛ ❞❡ ▼❛❞r✐❞ s✐♥❝❡ ✷✵✵✺✳ ❍✐s r❡s❡❛r❝❤

❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣❤♦t♦❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞

♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

✶✺✽



♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ♦r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s✳ ❍❡ ❤❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦✈❡r ✸✺✵

❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ✷✵✶✶✱ ❤❡ ✐s r❡❝✐♣✐❡♥t ♦❢ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ●r❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤

❈♦✉♥❝✐❧✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❊❘❈ ❣r❛♥ts

✷✷✼✸✺✺ ❊▲❨❈❍❊✱ ✷✾✵✽✺✸ ❳❈❍❊▼✱ ❛♥❞ ✻✸✼✼✺✻ ❙❚❆❘▲■●❍❚✱ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❖❙❚ ❆❝✲

t✐♦♥ ❈▼✶✷✵✹ ❳▲■❈✱ t❤❡ ▼■◆❊❈❖ Pr♦❥❡❝t ◆♦✳ ❋■❙✷✵✶✸✲✹✷✵✵✷✲❘✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❆▼ ♣r♦❥❡❝t

◆❆◆❖❋❘❖◆❚▼❆●✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✹✵✱ ❛♥❞ ✹✶ ✇❡r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ▼❛r❡ ◆♦str✉♠ ❇❙❈ ❛♥❞ ❈❈❈✲❯❆▼ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❡♥t❡rs✳

✶✺✾



✾ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❆❉❈ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❉✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

❆P❚ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ P✉❧s❡ ❚r❛✐♥

❆❘P❊❙ ❆♥❣❧❡ ❘❡s♦❧✈❡❞ P❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❈❆❙❙❈❋ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆❝t✐✈❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❧❢✲❈♦♥s✐st❡♥t ❋✐❡❧❞

❈❈ ❈❧♦s❡✲❈♦✉♣❧✐♥❣

❈❈✲▲❘ ❈♦✉♣❧❡❞ ❈❧✉st❡r✲▲✐♥❡❛r ❘❡s♣♦♥s❡

❈❊P ❈❛rr✐❡r✲❊♥✈❡❧♦♣❡ P❤❛s❡

❈■ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❈■❙ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡s

❈▼❙ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❙❝❛tt❡r✐♥❣

❈❖▲❚❘■▼❙ ❈❖▲❞✲❚❛r❣❡t ❘❡❝♦✐❧ ■♦♥ ▼♦♠❡♥t✉♠ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❈P❆ ❈❤✐r♣❡❞✲P✉❧s❡ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

❈❲ ❈♦✉❧♦♠❜ ❲❛✈❡

❉❋● ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❉❋❚ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

❉❖● ❉♦✉❜❧❡ ❖♣t✐❝❛❧ ●❛t✐♥❣

❊❖▼ ❊q✉❛t✐♦♥ ❖❢ ▼♦t✐♦♥

❊❯❱ ❊①tr❡♠❡ ❯❧tr❛❱✐♦❧❡t

❊❖▼✲❈❈ ❊q✉❛t✐♦♥✲❖❢✲▼♦t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ ❈❧✉st❡r

❋❊▲ ❋r❡❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ▲❛s❡r

❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

❋❘❖● ❋r❡q✉❡♥❝② ❘❡s♦❧✈❡❞ ❖♣t✐❝❛❧ ●❛t✐♥❣

❋❘❖● ❈❘❆❇ ❋❘❖● ❢♦r ❈♦♠♣❧❡t❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❇✉rsts

●❉❖● ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉❖●

●❚❖ ●❛✉ss✐❛♥✲❚②♣❡ ❖r❜✐t❛❧
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❍❈❋ ❍♦❧❧♦✇✲❈♦r❡ ❋✐❜❡r

❍❋ ❍❛rtr❡❡ ❋♦❝❦

❍❍● ❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❍❛r♠♦♥✐❝ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

■● ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ●❛t✐♥❣

■P ■♦♥✐③❛t✐♦♥ P♦t❡♥t✐❛❧

■P● ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ●❛t✐♥❣

■❘ ■♥❢r❛❘❡❞

❑❙ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠

❑❚ ❑♦♦♣♠❛♥s ❚❤❡♦r❡♠

▲❈❆❖ ▲✐♥❡❛r ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆t♦♠✐❝ ❖r❜✐t❛❧s

▲■❊❉ ▲❛s❡r ■♥❞✉❝❡❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥

▲❘ ▲✐♥❡❛r ❘❡s♣♦♥s❡

▼❈P ▼✐❝r♦✲❈❤❛♥♥❡❧ P❧❛t❡

▼❈❚❉❍ ▼✉❧t✐❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛rtr❡❡

▼❋P❆❉ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❋r❛♠❡ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❆♥❣✉❧❛r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

▼❖ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❖r❜✐t❛❧

▼❘❈■ ▼✉❧t✐r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

▼❚ ▼✉✣♥ ❚✐♥

◆■❘ ◆❡❛r ■♥❢r❛❘❡❞

◆❖● ◆♦♥❝♦❧❧✐♥❡❛r ❖♣t✐❝❛❧ ●❛t✐♥❣

◆❲P ◆✉❝❧❡❛r ❲❛✈❡ P❛❝❦❡t

❖❈❊ ❖♥❡✲❈❡♥t❡r ❊①♣❛♥s✐♦♥

❖❈❲ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❲❛✈❡

❖P❆ ❖♣t✐❝❛❧ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❆♠♣❧✐✜❡r

❖P❈P❆ ❖♣t✐❝❛❧ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❈❤✐r♣❡❞✲P✉❧s❡ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
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❖P❲ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ P❧❛♥❡ ❲❛✈❡

P❆❈❊❘ Pr♦❜✐♥❣ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❈❤✐r♣✲❊♥❝♦❞❡❞ ❘❡❝♦❧❧✐s✐♦♥

P❊❈ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈✉r✈❡

P❈●P❆ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

P❘❖❖❋ P❤❛s❡ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❜② ❖♠❡❣❛ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❋✐❧t❡r✐♥❣

P❲ P❧❛♥❡ ❲❛✈❡

❘❆❙❙❈❋ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❝t✐✈❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❧❢ ❈♦♥s✐st❡♥t ❋✐❡❧❞

❘❆❙ ❘❡s♦♥❛♥t ❆✉❣❡r ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❘P❆ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❘❆❇❇■❚❚ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❇❡❛t✐♥❣ ❇② ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❚✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❘❆❙❙❈❋ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❝t✐✈❡ ❙♣❛❝❡ ❙❡❧❢ ❈♦♥s✐st❡♥t ❋✐❡❧❞

❘❊▼■ ❘❊❛❝t✐♦♥ ▼■❝r♦s❝♦♣❡

❙❆ ❙✉❞❞❡♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❙❆❈✲❈■ ❙②♠♠❡tr② ❆❞❛♣t❡❞ ❈❧✉st❡r✲❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❙❆❊ ❙✐♥❣❧❡ ❆❝t✐✈❡ ❊❧❡❝tr♦♥

❙❈❋ ❙❡❧❢✲❈♦♥s✐st❡♥t ❋✐❡❧❞

∆❙❈❋ ❉❡❧t❛ ❙❡❧❢✲❈♦♥s✐st❡♥t ❋✐❡❧❞

❙❋❆ ❙tr♦♥❣ ❋✐❡❧❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❙❚❖ ❙❧❛t❡r✲❚②♣❡ ❖r❜✐t❛❧

❚❉❆ ❚❛♠♠✲❉❛♥❝♦✛ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❉❉❋❚ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

❚❉❙❊ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❊q✉❛t✐♦♥

❚❖❋ ❚✐♠❡✲❖❢✲❋❧✐❣❤t

❚❘P❊❙ ❚✐♠❡✲❘❡s♦❧✈❡❞ P❤♦t♦❊♠✐ss✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❱▼■ ❱❡❧♦❝✐t② ▼❛♣ ■♠❛❣✐♥❣

❳❆❙ ❳✲r❛② ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❲P ❲❛✈❡ P❛❝❦❡t
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✭✶✮ ❉♦♥♦s♦✱ ❆✳❀ ▼❛rt❡♥s✱ ❈✳ ❈✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦❤❡r❡♥t ◆♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❯s✐♥❣

❈❧❛ss✐❝❛❧ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❆ ✶✾✾✽✱ ✶✵✷✱ ✹✷✾✶✕✹✸✵✵✳

✭✷✮ ❩❡✇❛✐❧✱ ❆✳ ❍✳ ❋❡♠t♦❝❤❡♠✐str②✿ ❆t♦♠✐❝✲❙❝❛❧❡ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❇♦♥❞✳ ❏✳ P❤②s✳

❈❤❡♠✳ ❆ ✷✵✵✵✱ ✶✵✹✱ ✺✻✻✵✕✺✻✾✹✳

✭✸✮ ❑r❛✉s③✱ ❋✳❀ ■✈❛♥♦✈✱ ▼✳ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ P❤②s✐❝s✳ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✷✵✵✾✱ ✽✶✱ ✶✻✸✕✷✸✹✳

✭✹✮ ▲é♣✐♥❡✱ ❋✳❀ ■✈❛♥♦✈✱ ▼✳ ❨✳❀ ❱r❛❦❦✐♥❣✱ ▼✳ ❏✳ ❏✳ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s✿ ❋❛❝t

♦r ❋✐❝t✐♦♥❄ ◆❛t✳ P❤♦t♦♥✐❝s ✷✵✶✹✱ ✽✱ ✶✾✺✕✷✵✹✳

✭✺✮ ●♦❧✉❜❡✈✱ ◆✳ ❱✳❀ ❑✉❧❡✛✱ ❆✳ ■✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❈❤❛r❣❡ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ❯❧tr❛s❤♦rt

▲❛s❡r P✉❧s❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✷✵✶✺✱ ✾✶✱ ✵✺✶✹✵✶✳

✭✻✮ P❛✉❧✱ P✳ ▼✳❀ ❚♦♠❛✱ ❊✳ ❙✳❀ ❇r❡❣❡r✱ P✳❀ ▼✉❧❧♦t✱ ●✳❀ ❆✉❣é✱ ❋✳❀ ❇❛❧❝♦✉✱ P✳❀ ▼✉❧❧❡r✱ ❍✳ ●✳❀

❆❣♦st✐♥✐✱ P✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚r❛✐♥ ♦❢ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ P✉❧s❡s ❢r♦♠ ❍✐❣❤ ❍❛r♠♦♥✐❝ ●❡♥❡r✲

❛t✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✵✶✱ ✷✾✷✱ ✶✻✽✾✕✶✻✾✷✳

✭✼✮ ❍❡♥ts❝❤❡❧✱ ▼✳❀ ❑✐❡♥❜❡r❣❡r✱ ❘✳❀ ❙♣✐❡❧♠❛♥♥✱ ❈✳❀ ❘❡✐❞❡r✱ ●✳ ❆✳❀ ▼✐❧♦s❡✈✐❝✱ ◆✳❀ ❇r❛❜❡❝✱ ❚✳❀

❈♦r❦✉♠✱ P✳❀ ❍❡✐♥③♠❛♥♥✱ ❯✳❀ ❉r❡s❝❤❡r✱ ▼✳❀ ❑r❛✉s③✱ ❋✳ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ▼❡tr♦❧♦❣②✳ ◆❛t✉r❡

✷✵✵✶✱ ✹✶✹✱ ✺✵✾✕✺✶✸✳

✭✽✮ ❉r❡s❝❤❡r✱ ▼✳❀ ❍❡♥ts❝❤❡❧✱ ▼✳❀ ❑✐❡♥❜❡r❣❡r✱ ❘✳❀ ❯✐❜❡r❛❝❦❡r✱ ▼✳❀ ❨❛❦♦✈❧❡✈✱ ❱✳❀ ❙❝r✐♥③✐✱ ❆✳❀

❲❡st❡r✇❛❧❜❡s❧♦❤✱ ❚✳ ❚✳❀ ❑❧❡✐♥❡❜❡r❣✱ ❯✳❀ ❍❡✐♥③♠❛♥♥✱ ❯✳❀ ❑r❛✉s③✱ ❋✳ ❚✐♠❡✲❘❡s♦❧✈❡❞

❆t♦♠✐❝ ■♥♥❡r✲❙❤❡❧❧ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ◆❛t✉r❡ ✷✵✵✷✱ ✹✶✾✱ ✽✵✸✕✽✵✼✳

✭✾✮ ●♦✉❧✐❡❧♠❛❦✐s✱ ❊✳❀ ▲♦❤✱ ❩✳✲❍✳❀ ❲✐rt❤✱ ❆✳❀ ❙❛♥tr❛✱ ❘✳❀ ❘♦❤r✐♥❣❡r✱ ◆✳❀ ❨❛❦♦✈❧❡✈✱ ❱✳ ❙✳❀

❩❤❡r❡❜ts♦✈✱ ❙✳❀ P❢❡✐❢❡r✱ ❚✳❀ ❆③③❡❡r✱ ❆✳ ▼✳❀ ❑❧✐♥❣✱ ▼✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

❱❛❧❡♥❝❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼♦t✐♦♥✳ ◆❛t✉r❡ ✷✵✶✵✱ ✹✻✻✱ ✼✸✾✕✼✹✸✳

✶✻✸



✭✶✵✮ ▼❛✉r✐tss♦♥✱ ❏✳❀ ❘❡♠❡tt❡r✱ ❚✳❀ ❙✇♦❜♦❞❛✱ ▼✳❀ ❑❧ü♥❞❡r✱ ❑✳❀ ▲✬❍✉✐❧❧✐❡r✱ ❆✳❀ ❙❝❤❛❢❡r✱ ❑✳ ❏✳❀

●❤❛❢✉r✱ ❖✳❀ ❑❡❧❦❡♥s❜❡r❣✱ ❋✳❀ ❙✐✉✱ ❲✳❀ ❏♦❤♥ss♦♥✱ P✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ❙♣❡❝✲

tr♦s❝♦♣② ❯s✐♥❣ ❛ ◆♦✈❡❧ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ P✉♠♣✲Pr♦❜❡ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✷✵✶✵✱

✶✵✺✱ ✵✺✸✵✵✶✳

✭✶✶✮ ❙❝❤✉❧t③❡✱ ▼✳❀ ❋✐❡ÿ✱ ▼✳❀ ❑❛r♣♦✇✐❝③✱ ◆✳❀ ●❛❣♥♦♥✱ ❏✳❀ ❑♦r❜♠❛♥✱ ▼✳❀ ❍♦❢st❡tt❡r✱ ▼✳❀

◆❡♣♣❧✱ ❙✳❀ ❈❛✈❛❧✐❡r✐✱ ❆✳ ▲✳❀ ❑♦♠♥✐♥♦s✱ ❨✳❀ ▼❡r❝♦✉r✐s✱ ❚✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❉❡❧❛② ✐♥ P❤♦t♦❡♠✐s✲

s✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✶✵✱ ✸✷✽✱ ✶✻✺✽✕✶✻✻✷✳

✭✶✷✮ ❑❧ü♥❞❡r✱ ❑✳❀ ❉❛❤❧strö♠✱ ❏✳ ▼✳❀ ●✐ss❡❧❜r❡❝❤t✱ ▼✳❀ ❋♦r❞❡❧❧✱ ❚✳❀ ❙✇♦❜♦❞❛✱ ▼✳❀

●✉é♥♦t✱ ❉✳❀ ❏♦❤♥ss♦♥✱ P✳❀ ❈❛✐❧❧❛t✱ ❏✳❀ ▼❛✉r✐tss♦♥✱ ❏✳❀ ▼❛q✉❡t✱ ❆✳❀ ❡t ❛❧✳✱ Pr♦❜✐♥❣

❙✐♥❣❧❡✲P❤♦t♦♥ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❚✐♠❡ ❙❝❛❧❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✷✵✶✶✱ ✶✵✻✱

✶✹✸✵✵✷✳

✭✶✸✮ ❖tt✱ ❈✳❀ ❑❛❧❞✉♥✱ ❆✳❀ ❆r❣❡♥t✐✱ ▲✳❀ ❘❛✐t❤✱ P✳❀ ▼❡②❡r✱ ❑✳❀ ▲❛✉①✱ ▼✳❀ ❩❤❛♥❣✱ ❨✳❀ ❇❧ät✲

t❡r♠❛♥♥✱ ❆✳❀ ❍❛❣st♦t③✱ ❙✳❀ ❉✐♥❣✱ ❚✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❚✐♠❡✲

❉❡♣❡♥❞❡♥t ❚✇♦✲❊❧❡❝tr♦♥ ❲❛✈❡ P❛❝❦❡t✳ ◆❛t✉r❡ ✷✵✶✹✱ ✺✶✻✱ ✸✼✹✕✸✼✽✳

✭✶✹✮ ●r✉s♦♥✱ ❱✳❀ ❇❛rr❡❛✉✱ ▲✳❀ ❏✐♠é♥❡③✲●❛❧❛♥✱ ➪✳❀ ❘✐s♦✉❞✱ ❋✳❀ ❈❛✐❧❧❛t✱ ❏✳❀ ▼❛q✉❡t✱ ❆✳❀

❈❛rré✱ ❇✳❀ ▲❡♣❡t✐t✱ ❋✳❀ ❍❡r❣♦tt✱ ❏✳✲❋✳❀ ❘✉❝❤♦♥✱ ❚✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❉②♥❛♠✐❝s t❤r♦✉❣❤

❛ ❋❛♥♦ ❘❡s♦♥❛♥❝❡✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❇✐rt❤ ♦❢ ❛ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✶✻✱ ✸✺✹✱ ✼✸✹✕

✼✸✽✳

✭✶✺✮ ❑❛❧❞✉♥✱ ❆✳❀ ❇❧ätt❡r♠❛♥♥✱ ❆✳❀ ❙t♦♦ÿ✱ ❱✳❀ ❉♦♥s❛✱ ❙✳❀ ❲❡✐✱ ❍✳❀ P❛③♦✉r❡❦✱ ❘✳❀ ◆❛❣❡❧❡✱ ❙✳❀

❖tt✱ ❈✳❀ ▲✐♥✱ ❈✳ ❉✳❀ ❇✉r❣❞ör❢❡r✱ ❏✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❯❧tr❛❢❛st ❇✉✐❧❞✉♣ ♦❢ ❛ ❋❛♥♦

❘❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✶✻✱ ✸✺✹✱ ✼✸✽✕✼✹✶✳

✭✶✻✮ ❉✉❞♦✈✐❝❤✱ ◆✳❀ ❙♠✐r♥♦✈❛✱ ❖✳❀ ▲❡✈❡sq✉❡✱ ❏✳❀ ▼❛✐r❡ss❡✱ ❨✳❀ ■✈❛♥♦✈✱ ▼✳ ❨✳❀ ❱✐❧✲

❧❡♥❡✉✈❡✱ ❉✳ ▼✳❀ ❈♦r❦✉♠✱ P✳ ❇✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❇✐rt❤ ♦❢ ❆tt♦s❡❝♦♥❞

❳❯❱ P✉❧s❡s✳ ◆❛t✳ P❤②s✳ ✷✵✵✻✱ ✷✱ ✼✽✶✕✼✽✻✳

✶✻✹



✭✶✼✮ ❯✐❜❡r❛❝❦❡r✱ ▼✳❀ ❯♣❤✉❡s✱ ❚✳❀ ❙❝❤✉❧t③❡✱ ▼✳❀ ❱❡r❤♦❡❢✱ ❛✳ ❏✳❀ ❨❛❦♦✈❧❡✈✱ ❱✳❀ ❑❧✐♥❣✱ ▼✳ ❋✳❀

❘❛✉s❝❤❡♥❜❡r❣❡r✱ ❏✳❀ ❑❛❜❛❝❤♥✐❦✱ ◆✳ ▼✳❀ ❙❝❤rö❞❡r✱ ❍✳❀ ▲❡③✐✉s✱ ▼✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❆tt♦s❡❝♦♥❞

❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥ ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❆t♦♠s✳ ◆❛t✉r❡ ✷✵✵✼✱ ✹✹✻✱ ✻✷✼✕✸✷✳

✭✶✽✮ P❢❡✐✛❡r✱ ❆✳ ◆✳❀ ❈✐r❡❧❧✐✱ ❈✳❀ ❙♠♦❧❛rs❦✐✱ ▼✳❀ ❉✐♠✐tr♦✈s❦✐✱ ❉✳❀ ❆❜✉✲s❛♠❤❛✱ ▼✳❀ ▼❛❞✲

s❡♥✱ ▲✳ ❇✳❀ ❑❡❧❧❡r✱ ❯✳ ❆tt♦❝❧♦❝❦ ❘❡✈❡❛❧s ◆❛t✉r❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛s❡r✲■♥❞✉❝❡❞

❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❈✉rr❡♥t ❋❧♦✇ ✐♥ ❆t♦♠s✳ ◆❛t✳ P❤②s✳ ✷✵✶✷✱ ✽✱ ✼✻✕✽✵✳

✭✶✾✮ ❈❛✈❛❧✐❡r✐✱ ❛✳ ▲✳❀ ▼ü❧❧❡r✱ ◆✳❀ ❯♣❤✉❡s✱ ❚✳❀ ❨❛❦♦✈❧❡✈✱ ❱✳ ❙✳❀ ❇❛❧t✉s❦❛✱ ❛✳❀ ❍♦r✈❛t❤✱ ❇✳❀

❙❝❤♠✐❞t✱ ❇✳❀ ❇❧ü♠❡❧✱ ▲✳❀ ❍♦❧③✇❛rt❤✱ ❘✳❀ ❍❡♥❞❡❧✱ ❙✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

✐♥ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r✳ ◆❛t✉r❡ ✷✵✵✼✱ ✹✹✾✱ ✶✵✷✾✕✶✵✸✷✳

✭✷✵✮ ❙❝❤✉❧t③❡✱ ▼✳❀ ❇♦t❤s❝❤❛❢t❡r✱ ❊✳ ▼✳❀ ❙♦♠♠❡r✱ ❆✳❀ ❍♦❧③♥❡r✱ ❙✳❀ ❙❝❤✇❡✐♥❜❡r❣❡r✱ ❲✳❀

❋✐❡ss✱ ▼✳❀ ❍♦❢st❡tt❡r✱ ▼✳❀ ❑✐❡♥❜❡r❣❡r✱ ❘✳❀ ❆♣❛❧❦♦✈✱ ❱✳❀ ❨❛❦♦✈❧❡✈✱ ❱✳ ❙✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❈♦♥✲

tr♦❧❧✐♥❣ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝ ❋✐❡❧❞ ♦❢ ▲✐❣❤t✳ ◆❛t✉r❡ ✷✵✶✸✱ ✹✾✸✱ ✼✺✕✼✽✳

✭✷✶✮ ❙❝❤✉❧t③❡✱ ▼✳❀ ❘❛♠❛s❡s❤❛✱ ❑✳❀ P❡♠♠❛r❛❥✉✱ ❈✳ ❉✳❀ ❙❛t♦✱ ❙✳ ❆✳❀ ❲❤✐t♠♦r❡✱ ❉✳❀ ●❛♥❞✲

♠❛♥✱ ❆✳❀ Pr❡❧❧✱ ❏✳ ❙✳❀ ❇♦r❥❛✱ ▲✳ ❏✳❀ Pr❡♥❞❡r❣❛st✱ ❉✳❀ ❨❛❜❛♥❛✱ ❑✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❆tt♦s❡❝♦♥❞

❇❛♥❞✲●❛♣ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❙✐❧✐❝♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✶✹✱ ✸✹✻✱ ✶✸✹✽✕✶✸✺✶✳

✭✷✷✮ ▲♦❝❤❡r✱ ❘✳❀ ❈❛st✐❣❧✐♦♥✐✱ ▲✳❀ ▲✉❝❝❤✐♥✐✱ ▼✳❀ ●r❡✐❢✱ ▼✳❀ ●❛❧❧♠❛♥♥✱ ▲✳❀ ❖st❡r✇❛❧❞❡r✱ ❏✳❀

❍❡♥❣s❜❡r❣❡r✱ ▼✳❀ ❑❡❧❧❡r✱ ❯✳ ❊♥❡r❣②✲❉❡♣❡♥❞❡♥t P❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❉❡❧❛②s ❢r♦♠ ◆♦❜❧❡

▼❡t❛❧ ❙✉r❢❛❝❡s ❜② ❆tt♦s❡❝♦♥❞ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❖♣t✐❝❛ ✷✵✶✺✱ ✷✱ ✹✵✺✕✹✶✵✳

✭✷✸✮ ❙♦♠♠❡r✱ ❆✳❀ ❇♦t❤s❝❤❛❢t❡r✱ ❊✳ ▼✳❀ ❙❛t♦✱ ❙✳ ❆✳❀ ❏❛❦✉❜❡✐t✱ ❈✳❀ ▲❛t❦❛✱ ❚✳❀ ❘❛③s❦❛✲

③♦✈s❦❛②❛✱ ❖✳❀ ❋❛tt❛❤✐✱ ❍✳❀ ❏♦❜st✱ ▼✳❀ ❙❝❤✇❡✐♥❜❡r❣❡r✱ ❲✳❀ ❙❤✐r✈❛♥②❛♥✱ ❱✳❀ ❡t ❛❧✳✱ ❆t✲

t♦s❡❝♦♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲✐❣❤t✲▼❛tt❡r ❊♥❡r❣② ❚r❛♥s❢❡r ✐♥ ❙♦❧✐❞s✳ ◆❛t✉r❡

✷✵✶✻✱ ✺✸✹✱ ✽✻✕✾✵✳

✭✷✹✮ ◆❡♣♣❧✱ ❙✳❀ ❊r♥st♦r❢❡r✱ ❘✳❀ ❈❛✈❛❧✐❡r✐✱ ❆✳ ▲✳❀ ▲❡♠❡❧❧✱ ❈✳❀ ❲❛❝❤t❡r✱ ●✳❀ ▼❛❣❡r❧✱ ❊✳❀ ❇♦t❤✲
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2
❛♥❞

❍❡❍+
2
♣❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❏✳ P❤②s✳ ❇✿ ❆t✳✱ ▼♦❧✳ ❖♣t✳ P❤②s✳✿ ❆t✳✱ ▼♦❧✳ ❖♣t✳ P❤②s✳ ✶✾✾✷✱

✷✺✱ ✸✸✹✺✕✸✸✺✻✳

✭✸✵✺✮ ▼❛r❛♥t❡✱ ❈✳❀ ❑❧✐♥❦❡r✱ ▼✳❀ ❈♦rr❛❧✱ ■✳❀ ❆r❣❡♥t✐✱ ▲✳❀ ●♦♥③á❧❡③✲❱á③q✉❡③✱ ❏✳❀ ▼❛rtí♥✱ ❋✳ t♦

❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✷✵✶✻✱

✭✸✵✻✮ ❉✐❧❧✱ ❉✳❀ ❉❡❤♠❡r✱ ❏✳ ▲✳ ❊❧❡❝tr♦♥✲▼♦❧❡❝✉❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r P❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❙❝❛tt❡r✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✶✾✼✹✱ ✻✶✱ ✻✾✷✕✻✾✾✳

✭✸✵✼✮ ❙✉③✉❦✐✱ ❨✳❀ ❙✉③✉❦✐✱ ❚✳ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❆♥❣✉❧❛r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❱❛❧❡♥❝❡ ❙❤❡❧❧ ■♦♥✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❍❡t❡r♦❛r♦♠❛t✐❝ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ❙t✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❳α

▼❡t❤♦❞✳ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❆ ✷✵✵✽✱ ✶✶✷✱ ✹✵✷✕✹✶✶✳

✭✸✵✽✮ P♦✇✐s✱ ■✳ ■♥✐t✐❛❧✲❙t❛t❡ ❆♥❞ ❋✐♥❛❧✲❙t❛t❡ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❊✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❚r❡❛t♠❡♥t ♦❢ ▼♦❧❡❝✲

✉❧❛r P❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✷✵✶✶✱ ✽✹✱ ✵✶✸✹✵✷✳

✭✸✵✾✮ ❙♦♥✱ ❙✳✲❑✳❀ ❈❤✉✱ ❙✳✲■✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❙t✉❞② ♦❢ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ▼✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ■♦♥✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P♦❧②❛t♦♠✐❝ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ■♥t❡♥s❡ ❯❧tr❛s❤♦rt ▲❛s❡r ❋✐❡❧❞s✿ ❆ ◆❡✇ ❚✐♠❡✲

❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱♦r♦♥♦✐✲❈❡❧❧ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✵✾✱ ✸✻✻✱ ✾✶ ✕ ✶✵✷✳

✭✸✶✵✮ ❘♦❤r✐♥❣❡r✱ ◆✳❀ ●♦r❞♦♥✱ ❆✳❀ ❙❛♥tr❛✱ ❘✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲❇❛s❡❞ ❚✐♠❡✲

❉❡♣❡♥❞❡♥t ❖r❜✐t❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❚r❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛

❙tr♦♥❣ ❖♣t✐❝❛❧ ▲❛s❡r ❋✐❡❧❞✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✷✵✵✻✱ ✼✹✱ ✵✹✸✹✷✵✳
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✭✸✶✶✮ ●r❡❡♥♠❛♥✱ ▲✳❀ ❍♦✱ P✳ ❏✳❀ P❛❜st✱ ❙✳❀ ❑❛♠❛r❝❤✐❦✱ ❊✳❀ ▼❛③③✐♦tt✐✱ ❉✳ ❆✳❀ ❙❛♥tr❛✱ ❘✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡s ▼❡t❤♦❞ ❢♦r

❆t♦♠✐❝ ❙tr♦♥❣✲❋✐❡❧❞ Pr♦❝❡ss❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✷✵✶✵✱ ✽✷✱ ✵✷✸✹✵✻✳

✭✸✶✷✮ P❛❜st✱ ❙✳❀ ●r❡❡♥♠❛♥✱ ▲✳❀ ❍♦✱ P✳ ❏✳❀ ▼❛③③✐♦tt✐✱ ❉✳ ❆✳❀ ❙❛♥tr❛✱ ❘✳ ❉❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥

❆tt♦s❡❝♦♥❞ P❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✷✵✶✶✱ ✶✵✻✱ ✵✺✸✵✵✸✳

✭✸✶✸✮ ❑❛r❛♠❛ts❦♦✉✱ ❆✳❀ P❛❜st✱ ❙✳❀ ❈❤❡♥✱ ❨✳✲❏✳❀ ❙❛♥tr❛✱ ❘✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥

❙♣❡❝tr❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✲■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❙✐♥❣❧❡s ❙❝❤❡♠❡✳ P❤②s✳

❘❡✈✳ ❆ ✷✵✶✹✱ ✽✾✱ ✵✸✸✹✶✺✳

✭✸✶✹✮ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❍✳ ❇✳❀ ❙♠✐t❤✱ ❙✳ ▼✳❀ ▲✐✱ ❳✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❖♣t✐❝❛❧ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ■♥✲

t❡♥s❡ ❋✐❡❧❞s✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❉✲❍❋✱ ❚❉✲❈■❙✱ ❛♥❞ ❚❉✲❈■❙✭❉✮ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳

P❤②s✳ ✷✵✵✼✱ ✶✷✻✱ ✷✹✹✶✶✵✳

✭✸✶✺✮ ❙♦♥❦✱ ❏✳ ❆✳❀ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❍✳ ❇✳ ❚❉✲❈■ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❖♣t✐❝❛❧ ❘❡s♣♦♥s❡ ♦❢

▼♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ■♥t❡♥s❡ ❋✐❡❧❞s ■■✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❉❋❚ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ❊❖▼✲❈❈❙❉✳ ❏✳

P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❆ ✷✵✶✶✱ ✶✶✺✱ ✶✶✽✸✷✕✶✶✽✹✵✳

✭✸✶✻✮ ❑r❛✉s❡✱ P✳❀ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❍✳ ❇✳ ❆♥❣❧❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍②❞r✐❞❡s ❆❍♥ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞

❜② ❚✐♠❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❆❜s♦r❜✐♥❣ P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❏✳ P❤②s✳

❈❤❡♠✳ ❆ ✷✵✶✺✱ ✶✶✾✱ ✶✵✷✶✷✕✶✵✷✷✵✳

✭✸✶✼✮ ❑r❛✉s❡✱ P✳❀ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❍✳ ❇✳ ❆♥❣❧❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ❚✐♠❡✲

❉❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❆❜s♦r❜✐♥❣ P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳

▲❡tt❡rs ✷✵✶✺✱ ✻✱ ✷✶✹✵✕✷✶✹✻✳

✭✸✶✽✮ ❚♦✛♦❧✐✱ ❉✳❀ ❉❡❝❧❡✈❛✱ P✳ t♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✷✵✶✻✱

✭✸✶✾✮ ❈❛❝❡❧❧✐✱ ■✳❀ ❈❛rr❛✈❡tt❛✱ ❱✳❀ ▼♦❝❝✐❛✱ ❘✳❀ ❘✐③③♦✱ ❆✳ P❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ P❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥

❈r♦ss ❙❡❝t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❡t❤❛♥❡✱ ❆♠♠♦♥✐❛✱ ❲❛t❡r✱ ❛♥❞ ❍②❞r♦❣❡♥ ❋❧✉♦r✐❞❡

▼♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ✶✾✽✽✱ ✾✷✱ ✾✼✾✕✾✽✷✳
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✭✸✷✵✮ ❙❡♠❡♥♦✈✱ ❙✳ ❑✳❀ ❈❤❡r❡♣❦♦✈✱ ◆✳ ❆✳❀ ❋❡❝❤❡r✱ ●✳ ❍✳❀ ❙❝❤ö♥❤❡♥s❡✱ ●✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❆t♦♠✐❝ ❘❛♥❞♦♠✲P❤❛s❡✲❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❉✐❛t♦♠✐❝ ▼♦❧❡❝✉❧❡s✿ N2

P❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✷✵✵✵✱ ✻✶✱ ✵✸✷✼✵✹✳

✭✸✷✶✮ ❙t❡♥❡r✱ ▼✳❀ ❚♦✛♦❧✐✱ ❉✳❀ ❋r♦♥③♦♥✐✱ ●✳❀ ❉❡❝❧❡✈❛✱ P✳ ❚✐♠❡ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧

❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ P❤♦t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❙❋6✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✵✻✱ ✶✷✹ ✳

✭✸✷✷✮ ❈❛t♦♥❡✱ ❉✳❀ ❙t❡♥❡r✱ ▼✳❀ ❉❡❝❧❡✈❛✱ P✳❀ ❈♦♥t✐♥✐✱ ●✳❀ ❩❡♠❛✱ ◆✳❀ Pr♦s♣❡r✐✱ ❚✳❀ ❋❡②❡r✱ ❱✳❀

Pr✐♥❝❡✱ ❑✳ ❈✳❀ ❚✉r❝❤✐♥✐✱ ❙✳ ❘❡s♦♥❛♥t ❈✐r❝✉❧❛r ❉✐❝❤r♦✐s♠ ♦❢ ❈❤✐r❛❧ ▼❡t❛❧✲❖r❣❛♥✐❝ ❈♦♠✲

♣❧❡①✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✷✵✶✷✱ ✶✵✽✱ ✵✽✸✵✵✶✳

✭✸✷✸✮ ❚❡♥♥②s♦♥✱ ❏✳ ❊❧❡❝tr♦♥✲▼♦❧❡❝✉❧❡ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❯s✐♥❣ t❤❡ ✲▼❛tr✐① ▼❡t❤♦❞✳

P❤②s✳ ❘❡♣✳ ✷✵✶✵✱ ✹✾✶✱ ✷✾ ✕ ✼✻✳
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