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Биортогональные диадические вейвлеты на R+

Ю.А. Фарков

Функцию ϕ ∈ L2(R+) будем называть масштабирующей функцией, если она имеет
компактный носитель и удовлетворяет уравнению вида

ϕ(x) =

2
n
−1∑

k=0

ckϕ(2x⊖ k), x ∈ R+, (1)

где ck ҫ комплексные коэффициенты, ⊖ ҫ двоичное вычитание на положительной
полупрямой R+ (об этой операции и некоторых других используемых ниже понятиях
см. [1], [2]). Применяя преобразование УолшаҫФурье, можем записать уравнение (1)

в виде ϕ̂(ω) = m(ω/2)ϕ̂(ω/2), где m(ω) = (1/2)
∑

2
n
−1

k=0
ckwk(ω) ҫ полином Уолша,

называемый маской масштабирующей функции ϕ. Подмножество M интервала [0, 1)
называется блокированным множеством для маски m, если оно представимо в виде
объединения диадических интервалов ранга n − 1, не содержит интервала [0, 2−n+1)
и таково, что всякая точка множества (M/2)∪(1/2+M/2), не лежащая в M , является
нулем полинома m. В работе [2] доказано следующее

Предложение 1. Если масштабирующая функция ϕ удовлетворяет уравне-

нию (1) и ϕ̂(0) = 1, то suppϕ ⊂ [0, 2n−1] и ϕ̂(ω) =
∏

∞

j=1
m(2−jω). Кроме того, сис-

тема {ϕ( · ⊖ k) | k ∈ Z+} линейно независима в том и только том случае, когда

маска m не имеет блокированных множеств.

Пусть ϕ, ϕ̃ ҫ масштабирующие функции в L2(R+) с масками

m(ω) =
1

2

2
n
−1∑

k=0

ckwk(ω), m̃(ω) =
1

2

2
ñ
−1∑

k=0

c̃kwk(ω)

соответственно такие, что ϕ̂(0) = ̂̃ϕ(0) = 1. Рассмотрим системы целых сдвигов
функций ϕ и ϕ̃ :

{ϕ( · ⊖ k) | k ∈ Z+}, {ϕ̃( · ⊖ k) | k ∈ Z+}. (2)

Полином m∗(ω) = m(ω) m̃(ω) является маской масштабирующей функции ϕ∗(x) =∫

R+

ϕ(t ⊖ x) ϕ̃(t) dt. Аналогично предложению 2.5.2 из [3], если системы (2) биорто-

нормированы в L2(R+), то

m∗(ω) +m∗

(
ω +

1

2

)
= 1 для всех ω ∈ R+. (3)

Отсюда по предложению 1 следует, что если одна из масок m, m̃, m∗ имеет блокиро-
ванное множество, то системы (2) не являются биортонормированными в L2(R+).

Теорема 1 (ср. [3; теорема 2.5.6]). Пусть маска m∗ удовлетворяет условию (3).
Тогда системы (2) являются биортонормированными в L2(R+) в том и только том

случае, когда существует W -компактное множество E , конгруэнтное [0, 1) по мо-

дулю Z+ , содержащее окрестность нуля и такое, что

inf
j∈N

inf
ω∈E

|m(2−jω)| > 0, inf
j∈N

inf
ω∈E

| m̃(2−jω)| > 0. (4)

Отметим, что неравенства (4) выполнены для E = [0, 1), если m∗(ω) ̸= 0 при всех
ω ∈ [0, 1/2).
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Кратномасштабным анализом (КМА) в L2(R+) называется последовательность
замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(R+), j ∈ Z, такая, что выполнены условия:
(i) Vj ⊂ Vj+1 для всех j ∈ Z; (ii) объединение

⋃
Vj плотно в L2(R+) и

⋂
Vj = {0};

(iii) f(·) ∈ Vj ⇐⇒ f(2 · ) ∈ Vj+1 для всех j ∈ Z; (iv) f(·) ∈ V0 =⇒ f( · ⊕ k) ∈ V0 для всех
k ∈ Z+; (v) существует функция ϕ ∈ L2(R+) такая, что система {ϕ( · ⊖ k) | k ∈ Z+}
является базисом Рисса в V0.

Для произвольной функции f ∈ L2(R+) положим fj,k(x) = 2j/2f(2jx ⊖ k), j ∈ Z,
k ∈ Z+. Будем говорить, что функция ϕ ∈ L2(R+) порождает КМА в L2(R+), если,
во-первых, функции ϕ( ·⊖k), k ∈ Z+, образуют систему Рисса в L2(R+) и, во-вторых,
семейство подпространств Vj = span{ϕj,k | k ∈ Z+}, j ∈ Z, является КМА в L2(R+).

Пусть даны два КМА {Vj}, {Ṽj}. Будем говорить, что функции ψ ∈ V1, ψ̃ ∈ Ṽ1

образуют биортогональную пару вейвлетов, если, ψ ⊥ Ṽ0, ψ̃ ⊥ V0 и
(
ψ( · ⊕ k),

ψ̃( · ⊕ l)
)

= δk,l, k, l ∈ Z+. Как обычно, через M
∗ обозначается матрица, сопряженная

к матрице M , а через I ҫ единичная матрица.

Предложение 2. Пусть КМА {Vj}, {Ṽj} порождены масштабирующими функ-

циями ϕ, ϕ̃ соответственно и системы (2) являются биортонормированными. Если

матрицы

M =

(
m(ω) m(ω ⊕ 1/2)
m1(ω) m1(ω ⊕ 1/2)

)
, M̃ =

(
m̃(ω) m̃(ω ⊕ 1/2)
m̃1(ω) m̃1(ω ⊕ 1/2)

)

для почти всех ω ∈ [0, 1) удовлетворяют условию MM̃
∗ = I, то функции ψ , ψ̃ ,

определенные равенствами

ψ̂(ω) = m1(ω/2) ϕ̂(ω/2),
̂̃
ψ(ω) = m̃1(ω/2) ̂̃ϕ(ω/2), (5)

образуют биортогональную пару вейвлетов. В частности, можно выбрать

m1(ω) = −w1(ω)m(ω ⊕ 1/2), m̃1(ω) = −w1(ω) m̃(ω ⊕ 1/2). (6)

Теорема 2 (ср. [3; теорема 2.7.5]). Пусть КМА {Vj}, {Ṽj} порождены масштаби-

рующими функциями ϕ, ϕ̃, маски которых удовлетворяют условию (3) и m(1/2) =

m̃(1/2) = 0, а функции ψ , ψ̃ определены равенствами (5), (6). Тогда каждая из си-

стем {ψj,k}, {ψ̃j,k} является фреймом в L2(R+). Если при этом системы (2) яв-

ляются биортонормированными, то функции ψ , ψ̃ образуют биортогональную пару

вейвлетов и каждая из систем {ψj,k}, {ψ̃j,k} является базисом Рисса в L2(R+).

Аналогичные результаты могут быть доказаны для биортогональных систем вей-
влетов на группах Кантора и Виленкина (ортогональный случай изучался в [4], [5]).
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