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Accurate computation of the far-field sound along with the near-field source terms associated with a free 

shear flow requires that the Navier-Stokes equations be solved using accurate numerical differentiation and 

time-marching schemes, with nonreflecting boundary conditions. Nonreflecting boundary conditions have been 

developed for two-dimensional linearized Euler equations by Giles. These conditions are modified for use with 

nonlinear Navier-Stokes computations of open flow problems. At an outflow, vortical structures are found to 

produce large reflections due to nonlinear effects; these reflection errors cannot be improved by increasing the 

accuracy of the linear boundary conditions. An exit zone just upstream of an outflow where disturbances are 

significantly attenuated through grid stretching and filtering is developed for use with the nonreflecting 

boundary conditions; reflections from vortical structures are decreased by 3 orders of magnitude. The accuracy 

and stability of the boundary conditions are investigated in several model flows that include sound radiation by 

an energy source in a uniformly sheared viscous flow, the propagation of vortices in a uniform flow, and the 

spatial evolution of a compressible mixing layer.

I. Introduction

C
O M P U T A T IO N  o f b o t h  t h e  fa r - fie ld  s o u n d  a n d  n e a r ­

fie ld  s o u r c e  t e r m s  a s s o c ia t e d  w it h  a  t u r b u le n t  fr e e  s h e a r  

flo w  a l lo w s  t h e  s o u n d  g e n e r a t io n  p r o c e s s t o  b e  s t u d ie d  d i ­

r e c t ly , t h a t  i s , w it h o u t  m o d e l in g t h e  s o u r c e  t e r m s . T h e  fa r -  

fie ld  s o u n d  m a y  b e  m e a s u r e d  e x p e r im e n t a l ly , b u t  t h e  s o u r c e  

t e r m s  fo r  a c o u s t ic  a n a lo g ie s , w h ic h  a r e  a  fu n c t io n  o f a n  u n ­

s t e a d y  flo w fie ld , a r e  d i ffic u l t  t o  m e a s u r e . In  t h e o r e t ic a l a e r o -  

a c o u s t ic s , s o u r c e  t e r m s  a r e  m o d e le d  a n d  t h e  fa r - fie ld  s o u n d  

p r e d ic t e d . B y  s o lv in g  t h e  fu l l u n s t e a d y N a v ie r - S t o k e s e q u a ­

t io n s , h o w e v e r , b o t h  t h e  fa r - fie ld  s o u n d  a n d  t h e  n e a r - fie ld  

h y d r o d y n a m ic s  a r e  k n o w n , a n d  s u c h  c o m p u t a t io n s  m a y  t h e n  

b e  u s e d  t o  v a l id a t e  t h e o r ie s  a n d  s t u d y  t h e  d e t a i le d  p h y s ic s  o f  

s o u n d  g e n e r a t io n . S u c h  k n o w le d g e w il l u l t im a t e ly p r o v id e  

n o is e  c o n t r o l s t r a t e g ie s  b a s e d  o n  fu n d a m e n t a l p h y s ic s  r a t h e r  

t h a n  e m p ir ic a l c o r r e la t io n s .

Co m p u t a t io n s  o f fr e e  s h e a r  flo w s  u s in g  t h e  u n s t e a d y , c o m ­

p r e s s ib le N a v ie r - S t o k e s e q u a t io n s h a v e  b e e n  p e r fo r m e d  fo r  

s o m e  t im e . T y p ic a l ly , h o w e v e r , l i t t le  e ffo r t  i s  m a d e  t o  r e s o lv e  

t h e  a c o u s t ic  w a v e s  w h o s e  e n e r g y  i s  m a n y  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  

s m a l le r  t h a n  t h e  h y d r o d y n a m ic fie ld . In  a  r e c e n t  r e v ie w  a r t i ­

c le , Cr ig h t o n 1 c i t e s  t h r e e  s o u r c e s  o f d i ffic u l t y  in  d i r e c t ly  r e ­

s o lv in g  t h e  a c o u s t ic  w a v e s  in  N a v ie r - S t o k e s  c o m p u t a t io n s : t h e  

la r g e  e x t e n t  o f  t h e  a c o u s t ic  fie ld  c o m p a r e d  w it h  flo w fie ld , t h e  

v e r y s m a l l e n e r g y o f t h e  a c o u s t ic fie ld  c o m p a r e d  w it h  t h e  

flo w fie ld , a n d  t h e  p o s s ib i l i t y  t h a t  n u m e r ic a l d is c r e t iz a t io n  i t ­

s e lf m a y  a c t  a s  a  m o r e  s ig n i fic a n t s o u r c e  o f s o u n d  t h a n  t h e  

c o n t in u o u s  flo w fie ld  t h a t  i s  a p p r o x im a t e d . A  fo u r t h  d i ffic u l t y  

i s  t h e  p o s in g  o f t h e  fr e e  s p a c e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a p p r o p r i­

a t e  fo r  t h e  a c o u s t ic fa r  fie ld  a t  a n  a r t i f ic ia l c o m p u t a t io n a l 

b o u n d a r y  a  fin i t e  d is t a n c e  a w a y  fr o m  t h e  s o u r c e  r e g io n . T h e s e  

a r t i f ic ia l b o u n d a r ie s  n o t  o n ly  m u s t  b e  a p p r o p r ia t e  fo r  n o n r e ­

fle c t io n  o f a c o u s t ic w a v e s b u t a ls o  in  c e r t a in  r e g io n s m u s t

p r o v id e  fo r  in flo w  a n d  o u t flo w  o f  t h e  h y d r o d y n a m ic  fie ld . W e  

h a v e  c o n s id e r e d  a  v a r ie t y  o f m o d e l p r o b le m s  t o  d i r e c t ly  a d ­

d r e s s  t h e s e  i s s u e s . T h e  p r e s e n t  n u m e r ic a l m e t h o d  w a s  u s e d  b y  

t h e  a u t h o r s  t o  s t u d y  t h e  s c a t t e r in g  o f s o u n d  w a v e s  b y  a  c o m ­

p r e s s ib le  v o r t e x .2  In  a d d i t io n , t h e  s a m e  m e t h o d  w a s  u s e d  b y  

M it c h e l l e t  a l .3 t o  c o m p u t e  t h e  s o u n d  p r o d u c e d  b y  a  p a i r  o f  

c o r o t a t in g v o r t ic e s , a n d  a  s im i la r  m e t h o d  w a s  u s e d  b y  L e le  

a n d  H o 4 t o  c o m p u t e  t h e  s o u n d  g e n e r a t e d  b y a  t e m p o r a l ly  

e v o lv in g ( p e r io d ic in  t h e  s t r e a m w is e  d i r e c t io n ) c o m p r e s s ib le  

m ix in g  la y e r . T h e s e  p r e v io u s  c o m p u t a t io n s  g a v e  g o o d  a g r e e ­

m e n t w it h p r e d ic t io n s b a s e d o n  a c o u s t ic a n a lo g ie s . T h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  t h a t  w e r e  u s e d , h o w e v e r , w e r e  a c c u r a t e  

o n ly  fo r  w a v e s  p r o p a g a t in g  in  a  s in g le  k n o w n  d i r e c t io n  a t  t h e  

c o m p u t a t io n a l b o u n d a r y . In  m o r e  g e n e r a l flo w s , s u c h  a s  fr e e  

s h e a r  flo w s , s u c h  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  n o t  a c c u r a t e . S in c e  

t h e  d i r e c t iv i t y  o f  t h e  g e n e r a t e d  s o u n d  i s  n o t  k n o w n  in  a d v a n c e , 

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a c c u r a t e  fo r  in c id e n t  w a v e s  o v e r  a  r a n g e  

o f a n g le s  a r e  n e c e s s a r y . In a c c u r a c ie s  a ls o  a r i s e  fr o m  t h e  p a s ­

s a g e  o f la r g e - s c a le v o r t ic a l s t r u c t u r e s t h r o u g h  t h e  o u t flo w . 

T h e s e  d i ffic u l t ie s  c a n  p r e v e n t  t h e  d i r e c t  c o m p u t a t io n  o f  s o u n d  

g e n e r a t io n  b y  t u r b u le n t fr e e  s h e a r  flo w s  b y  p r o d u c in g  s p u r i­

o u s  a c o u s t ic  w a v e s  o f  la r g e r  m a g n i t u d e  t h a n  t h e  s o u n d  g e n e r ­

a t e d  b y  t h e  a c t u a l h y d r o d y n a m ic s o u r c e s . In  t h i s  p a p e r , w e  

d e v o t e  o u r  a t t e n t io n  t o  r e s o lv in g  t h e s e  p r o b le m s  t h r o u g h  t h e  

d e r iv a t io n  o f n o n r e fle c t in g b o u n d a r y  c o n d i t io n s  s u i t a b le  fo r  

c o m p u t a t io n s  o f  s p a t ia l ly  e v o lv in g  fr e e  s h e a r  flo w s . W e  a p p ly  

o u r  t e c h n iq u e s  t o  s e v e r a l m o d e l p r o b le m s : t h e  s o u n d  r a d ia t e d  

b y  a n  e n e r g y  s o u r c e  in  a  u n i fo r m ly  s h e a r e d  v is c o u s  flo w , t h e  

p r o p a g a t io n  o f v o r t ic e s  in  a  u n i fo r m  flo w , a n d  t h e  e v o lu t io n  

o f  a  t w o - d im e n s io n a l s p a t ia l ly  e v o lv in g  m ix in g  la y e r  fo r c e d  a t  

i t s  fu n d a m e n t a l fr e q u e n c y .

II. Numerical Issues and Boundary Conditions

T h e  fu l ly  c o m p r e s s ib le  u n s t e a d y N a v ie r - S t o k e s e q u a t io n s  

a lo n g  w it h  t h e  e q u a t io n  o f c o n t in u i t y  a n d  e n e r g y  a r e  t o  b e  

s o lv e d  n u m e r ic a l ly . F o r  s im p lic i t y , t h e  flu id  i s  a s s u m e d  t o  b e  

a  c a lo r ic a l ly  p e r fe c t  g a s , w it h  c o n s t a n t  m o le c u la r  p r o p e r t ie s . 

T o  a c c u r a t e ly  r e s o lv e  t h e  p r o p a g a t io n  o f t h e  a c o u s t ic  w a v e s , 

fin i t e  d i ffe r e n c e  a n d  t im e - m a r c h in g s c h e m e s t h a t  h a v e  lo w  

n u m e r ic a l d is s ip a t io n  a n d  a c c u r a t e ly  r e p r e s e n t  t h e  d is p e r s io n  

r e la t io n  fo r  t h e  in v is c id  e q u a t io n s  a r e  r e q u i r e d . T o  t h i s  e n d , a  

s ix t h - o r d e r - a c c u r a t e  c o m p a c t  fin i t e  d i ffe r e n c e  s c h e m e 5  i s  c h o ­

s e n  fo r  e v a lu a t in g s p a t ia l d e r iv a t iv e s . T h is  s c h e m e  h a s lo w  

d is s ip a t io n  a n d  n e a r  s p e c t r a l r e p r e s e n t a t io n  o f t h e  d is p e r s io n  

r e la t io n s h ip . W h e n  s p a t ia l d e r iv a t iv e s  n e a r  t h e  c o m p u t a t io n a l
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b o u n d a r ie s a r e n e e d e d , a t h i r d - o r d e r - a c c u r a t e c o m p a c t  

s c h e m e  b ia s e d  t o w a r d  t h e  in t e r io r  n o d e s  i s  u s e d .5 A n  e x p l ic i t  

fo u r t h - o r d e r  R u n g e - K u t t a  t im e  a d v a n c e m e n t i s  u s e d  t o  g iv e  

lo w  a m p li t u d e  a n d  p h a s e  e r r o r s  o f t r a v e l in g w a v e  s o lu t io n s . 

T h e  m o d e l flo w s  c o n s id e r e d  h a v e  in fin i t e  e x t e n t  in  b o t h  s p a t ia l 

d im e n s io n s , a n d t h e r e fo r e fin i t e a r t i f ic ia l c o m p u t a t io n a l 

b o u n d a r ie s a r e in t r o d u c e d . T h e c o n c e p t o f n o n r e fle c t in g  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  p r o p o s e d  b y  E n q u is t a n d  M a jd a 6 ,7 a n d  

s u b s e q u e n t ly m o d ifie d  b y o t h e r s 8 - 1 2 i s u s e d . N o n r e fle c t in g  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  t y p ic a l ly  d e r iv e d  fo r  a  l in e a r  s y s t e m  

o f h y p e r b o l ic  e q u a t io n s , a n d  h e n c e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  fo r  

t h e  l in e a r iz e d  E u le r  e q u a t io n s s u c h  a s t h o s e p r e s e n t e d b y  

G ile s 1 2 · 1 3  n e e d  t o  b e  m o d ifie d . In  w h a t  fo l lo w s , w e  r e s t r ic t  o u r  

a t t e n t io n  t o  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  flo w  i s  e v e r y w h e r e  s u b s o n ic . 

Co n s id e r  t h e  t w o - d im e n s io n a l N a v ie r - S t o k e s  e q u a t io n s  w r i t ­

t e n  in  t e r m s  o f t h e  p r im i t iv e  v a r ia b le s , u,v,p, a n d  p,

( 1 )

w h e r e  u a n d  v a r e  t h e  v e lo c i t ie s in  t h e  x a n d  y d i r e c t io n s  

r e la t iv e  t o  t h e  s p e e d  o f  s o u n d  a t  s o m e  fix e d  r e fe r e n c e  lo c a t io n  

α r e f, ρ  i s  t h e  d e n s i t y  r e la t iv e  t o  t h e  d e n s i t y  a t  t h e  r e fe r e n c e  

lo c a t io n  ρ r e f, p i s t h e  p r e s s u r e  r e la t iv e  t o  ρ r e f α 2 r e f. u i s t h e  

s o lu t io n  v e c t o r  {ρ  u v p), v i s  a  v e c t o r  c o n t a in in g  t h e  v is c o u s  

t e r m s  ( n o t  w r i t t e n  h e r e  fo r  b r e v i t y ) , a n d

( 2 a )

( 2 b )

N o w , a s s u m e  t h a t  t h e  flo w  i s  l in e a r iz e d  a b o u t  a  t im e - in v a r i­

a n t  r e fe r e n c e  flo w  a t  t h e  b o u n d a r ie s . T h e  r e fe r e n c e  flo w  i s  n o t  

r e q u i r e d  t o  b e  a n  e x a c t  s o lu t io n  o f t h e  N a v ie r - S t o k e s  e q u a ­

t io n s  b u t  i s  a s s u m e d  t o  b e  “c lo s e ” t o  a  s t e a d y  s o lu t io n , s u c h  

t h a t t h e d e v ia t io n b e t w e e n i t a n d a s t e a d y la m in a r ( o r  

“m e a n ” )  s o lu t io n  i s  s m a l l . T h e r e fo r e , le t

( 3 )

w h ic h , u p o n  s u b s t i t u t io n  in t o  E q . ( 1 )  a n d  n e g le c t in g  t e r m s  o f  

s e c o n d  o r d e r  a n d  h ig h e r  in  u ' g iv e s

( 4 )

w h e r e  S 0  i s  a  s o u r c e  t e r m  d e p e n d in g  o n  t h e  c h o s e n  r e fe r e n c e

flo w ,

( 5 )

a n d  w h e r e

( 6 a )

( 6 b )

( 6 c )

I f  t h e  r e fe r e n c e  flo w  i s  c h o s e n  t o  b e  u n i fo r m , t h e n  C 0  =  S 0  =  0  

a n d  in  t h e  a b s e n c e  o f v is c o u s  e ffe c t s , t h e  s y s t e m  o f E q . ( 4 )  

r e d u c e s  t o  t h e  l in e a r iz e d  E u le r  e q u a t io n s  c o n s id e r e d  in  R e fs . 6  

a n d  1 2 . In  t w o  d im e n s io n s , e x a c t ly  n o n r e fle c t in g b o u n d a r y  

c o n d i t io n s  m a y  b e  d e r iv e d  in  F o u r ie r  s p a c e  b y  m o d ify in g  t h e  

d is p e r s io n  r e la t io n  fo r  t h e  l in e a r  e q u a t io n s  t o  p r o h ib i t  w a v e  

p r o p a g a t io n  fo r  w a v e s  w it h  c o m p o n e n t s  o f  t h e i r  g r o u p  v e lo c ­

i t y  d i r e c t e d  in t o  t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in . T h is  m o d ifie d  

d is p e r s io n  r e la t io n  i s  n o n l in e a r , a n d  t h u s  t h e  e x a c t ly  n o n r e ­

fle c t in g p h y s ic a l s p a c e  b o u n d a r y c o n d i t io n s a r e  n e c e s s a r i ly  

n o n lo c a l in  b o t h  s p a c e  a n d  t im e  ( in  o n e  d im e n s io n , t h e y  a r e  

lo c a l) . T o  p r o d u c e  lo c a l b o u n d a r y  c o n d i t io n s , t h e  d is p e r s io n  

r e la t io n  i s  e x p a n d e d  in  a  T a y lo r  s e r ie s  ( a l t e r n a t iv e  e x p a n s io n s  

a r e  a ls o  p o s s ib le 6 ) fo r  s m a l l v a lu e s  o f ks∕ ω, w h e r e  ks i s  t h e  

s p a t ia l fr e q u e n c y  in  t h e  d i r e c t io n  p a r a l le l t o  t h e  c o m p u t a t io n a l 

b o u n d a r y , a n d  ω  i s  t h e  t e m p o r a l fr e q u e n c y . A  r e s u l t in g  h ie r ­

a r c h y  o f b o u n d a r y  c o n d i t io n s  i s  r e p o r t e d  b y  G ile s .1 2 · 1 3 T h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  w r i t t e n  in  t e r m s  o f t h e  o n e - d im e n ­

s io n a l c h a r a c t e r i s t ic v a r ia b le s , c , w h ic h  a r e  ( fo r  a  b o u n d a r y  

t h a t  i s  a l ig n e d  w it h  a  l in e  x = c o n s t )

( 7 )

P h y s ic a l ly , t h e  fo u r  o n e - d im e n s io n a l c h a r a c t e r i s t ic v a r ia b le s  

c a n  b e  in t e r p r e t e d  a s  t h e  a m p li t u d e  o f e n t r o p y  a n d  v o r t ic i t y  

w a v e s  ( c 1 a n d  c 2 , r e s p e c t iv e ly )  t h a t  c o n v e c t  a c r o s s  t h e  c o m p u ­

t a t io n a l b o u n d a r y  w it h  t h e  c o m p o n e n t  o f t h e  r e fe r e n c e  flo w  

v e lo c i t y  n o r m a l t o  t h e  b o u n d a r y  a n d  a c o u s t ic  w a v e s  t h a t  p r o p ­

a g a t e  d o w n s t r e a m  a n d  u p s t r e a m  r e la t iv e  t o  t h e  v e lo c i t y  n o r ­

m a l t o  t h e  b o u n d a r y  ( c 3  a n d  c 4 , r e s p e c t iv e ly ) .

F o r  in flo w  t h e  fo l lo w in g  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  c o n s id ­

e r e d .

B CI 1 :

( 8 )

B CI2 :

( 9 )

F o r  o u t flo w  t h e  fo l lo w in g  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  c o n s id ­

e r e d .

B CO 1 :

( 1 0 )
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B CO 2 :

(11)

B CO 3 :

( 1 2 )

w h e r e  a0 = √γp0∕ ρ0. W e  h a v e  a c t u a l ly  c h a n g e d  t h e  fi r s t  e q u a ­

t io n  o f B CI2  fr o m  t h e  s p e c i fic a t io n  o f G ile s 1 2 :

( 1 3 )

B o t h  e q u a t io n s  g iv e  t h e  s a m e  a c c u r a c y  in  t e r m s  o f r e fle c t io n  

c o e ffic ie n t s .

N u m e r ic a l ly , t h e  o u t g o in g  c h a r a c t e r i s t ic  v a r ia b le s  ( i .e ., c 4  a t  

a n  in flo w  a n d  c 1 , c 2 , a n d  c 3 a t a n  o u t flo w ) m u s t a ls o  b e  

c o m p u t e d . T y p ic a l ly t h i s i s a c c o m p lis h e d  b y e x t r a p o la t in g  

t h e i r  v a lu e  fr o m  t h e  in t e r io r  n o d e  p o in t s  o r  b y  c o m p u t a t io n  

v ia  t h e fu l l e q u a t io n s u s in g o n e - s id e d  fin i t e  d i ffe r e n c e s t o  

a p p r o x im a t e  t h e  s p a t ia l d e r iv a t iv e s . W e  c h o o s e  t h e  la t t e r  a p ­

p r o a c h  in  t h e  p r o b le m s  c o n s id e r e d  h e r e . T o  d o  t h i s , t h e  t r a n s ­

fo r m a t io n  g iv e n  b y  E q . ( 7 )  i s  a p p l ie d  t o  t h e  l in e a r iz e d  e q u a ­

t io n s  ( 4 ) . T h e  e q u a t io n s  a r e  a d v a n c e d  in  t im e  w it h  a  fo u r t h -  

o r d e r  R u n g e - K u t t a  s c h e m e  a s  in  t h e  in t e r io r  o f t h e  d o m a in , 

w h e r e a s  t h e  s p a t ia l d e r iv a t iv e s  u s e  a  t h i r d - o r d e r  P a d é  s c h e m e  

b ia s e d  t o w a r d  t h e  in t e r io r  n o d e s  g iv e n  b y  L e le .5

T h e  a fo r e m e n t io n e d  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  o f  E q s . ( 8 - 1 3 )  a r e  

w r i t t e n  fo r  a  p la n e  b o u n d a r y  a l ig n e d  w it h  a  c o o r d in a t e  a x is . 

T h e  d e r iv i r t iv e s  t r a n s v e r s e  t o  t h e  b o u n d a r y  t h a t  a p p e a r  in  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  fin i t e  d i ffe r e n c e d  in  t h e  s a m e  m a n n e r  

a s  d e s c r ib e d  e a r l ie r , t h a t  i s , w it h  a  s ix t h - o r d e r  P a d é  s c h e m e  in  

t h e  in t e r io r  o f  t h e  b o u n d a r y  a n d  t h e  t h i r d - o r d e r  b ia s e d  s c h e m e  

a t  t h e  c o r n e r s . A  s ig n i fic a n t  p r a c t ic a l p r o b le m  t h a t  w e  d o  n o t  

c o n s id e r  in  d e t a i l i s  t h e  p o s in g  o f t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a t  

c o r n e r  p o in t s  in  c o m p u t a t io n a l d o m a in s . In  w h a t  fo l lo w s , w e  

h a v e  c h o s e n  t o  a p p ly  t h e  p r e c e d in g  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a t  a n  

a n g le  t h a t  b is e c t s  t h e  t w o  c o o r d in a t e  d i r e c t io n s  a t  t h e  c o r n e r , 

a s  i s  s u g g e s t e d  b y  E n q u is t  a n d  M a jd a .6

O n e  w a y  t o  m e a s u r e  a c c u r a c y o f t h e  p r e c e d in g b o u n d a r y  

c o n d i t io n s  i s  w it h  r e fle c t io n  c o e ffic ie n t s , w h ic h  a r e  d e fin e d  a s  

t h e  r a t io  o f a  p a r t ic u la r  in c o m in g  ( r e fle c t e d )  w a v e  t o  a  p a r t ic ­

u la r  o u t g o in g  w a v e . A t  a n  in flo w , fo r  e x a m p le , t h e r e  a r e  t h r e e  

r e fle c t io n  c o e ffic ie n t s : a c o u s t ic  t o  e n t r o p y , a c o u s t ic  t o  v o r t ic ­

i t y , a n d  a c o u s t ic t o  a c o u s t ic . A t  a n  o u t flo w , t h e r e  a r e  a ls o  

t h r e e  r e fle c t io n  c o e ffic ie n t s : e n t r o p y  t o  a c o u s t ic , v o r t ic i t y  t o  

a c o u s t ic , a n d  a c o u s t ic t o  a c o u s t ic . F o r  t h e  b o u n d a r y  c o n d i ­

t io n s  B CI 1 a n d  B CO 1 , a l l o f t h e  r e fle c t io n  c o e ffic ie n t s  e x c e p t  

t h o s e  in v o lv in g  e n t r o p y  a r e  p r o p o r t io n a l t o  O ( k s / ω )  ( t h e y  a r e  

t h e r e fo r e  k n o w n  a s  fi r s t - o r d e r  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  o r , a l t e r ­

n a t iv e ly , z e r o t h - o r d e r  c o n d i t io n s  s in c e  t h e  d is p e r s io n  r e la t io n  

fo r  t h i s c a s e  i s t r u n c a t e d  t o  z e r o t h  o r d e r ) . T h e  r e fle c t io n  

c o e ffic ie n t in v o lv in g  e n t r o p y  i s  0  fo r  B CI1  a n d  B CO 1 . T h e  

a c o u s t ic - a c o u s t ic r e fle c t io n s  g e n e r a t e d  w h e n  B CI2  o r  B CO 2  i s  

u s e d  a r e  z e r o  t o  O ( k s / ω )  ( R e f. 4 ) , w h e r e a s t h e y  a r e  z e r o  t o  

O ( k s / ω ) 2 fo r  B CO 3 . T h e v o r t ic i t y - a c o u s t ic r e fle c t io n fo r  

B CO 2  i s  p r o p o r t io n a l t o  ( k s / ω ) , w h e r e a s  i t  i s  0  fo r  B CO 3 . T h e  

p r e v io u s s t a t e m e n t s a r e  o n ly  c o r r e c t t o  t h e  e x t e n t t h a t t h e  

d is t u r b a n c e s  u' a r e  in d e e d  s m a l l s u c h  t h a t  t h e  l in e a r iz a t io n  in  

E q s . ( 4 )  i s  a c c u r a t e .

In  a p p ly in g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  o f  E q s . ( 8 - 1 2 )  t o  flo w s  

w h e r e  t h e  r e fe r e n c e  flo w  i s  n o t  u n i fo r m , w e  u s e  t h e  lo c a l v a lu e  

o f t h e  r e fe r e n c e  flo w  u 0 , a n d  i t  i s  t h e r e fo r e  a s s u m e d  t h a t  t h e

p e r t u r b a t io n  fie ld  v a r ie s  o n  a  le n g t h  s c a le  m u c h  s h o r t e r  t h a n  

t h e  r e fe r e n c e  fie ld . T h is  a s s u m p t io n  c a n  b e  v io la t e d  in  a  v a r i ­

e t y  o f s i t u a t io n s , a n d  t h e r e fo r e  w e  h a v e  d e v o t e d  a  s ig n i fic a n t  

a m o u n t o f a t t e n t io n t o e s t a b l i s h in g t h e a c c u r a c y o f t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  e m p ir ic a l ly . A d d i t io n a l ly , w e  n o t e  t h a t  

u s in g b o u n d a r y c o n d i t io n s B CI1  a n d  B CI2  fo r  t h e  in flo w  

b o u n d a r y  in  N a v ie r - S t o k e s s o lu t io n s  r e p r e s e n t s a  s ig n i fic a n t  

d e p a r t u r e  fr o m  c o m m o n ly  u s e d  m e t h o d s  w h e r e , t y p ic a l ly , t h e  

fu l l in s t a n t a n e o u s v e lo c i t ie s  a n d , s a y , t e m p e r a t u r e  a r e  fix e d  

fo r  a l l t im e . In  t h e  c u r r e n t  fo r m u la t io n , t h e  in flo w  c o n d i t io n s  

a r e  s e t o n ly a p p r o x im a t e ly b y t h e r e fe r e n c e flo w  a n d  a r e  

a l lo w e d  t o  flu c t u a t e  t o  a l lo w  u p s t r e a m  p r o p a g a t in g a c o u s t ic  

w a v e s  t o  le a v e  t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in . I f t h e  o v e r a l l s y s ­

t e m  i s s t a b le , t h e n  t h e  r e fe r e n c e in flo w  c o n d i t io n s u 0 a r e  

m o d ifie d  o n ly  t o  t h e  e x t e n t t h a t t h e  m e a n  o f t h e  u p s t r e a m  

p r o p a g a t in g  d is t u r b a n c e s  i s  n o n z e r o ; t h i s  s h o u ld  t y p ic a l ly  b e  

q u i t e  s m a l l .

III. Stability and Accuracy of Boundary Conditions

T h e  a n a ly s i s  p e r fo r m e d  b y  G ile s 1 2 ,1 3  s h o w s  t h a t  t h e  b o u n d ­

a r y  c o n d i t io n s  B CI1 , B CI2 , B CO 1 , B CO 2 , a n d  B CO 3  a r e  w e ll  

p o s e d  fo r  t h e  c o n t in u o u s  E u le r  e q u a t io n s  l in e a r iz e d  a b o u t  a  

u n i fo r m  m e a n  flo w , u 0  =  c o n s t , fo r  a  s in g le  c o m p u t a t io n a l 

b o u n d a r y . S im i la r  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  w e r e  a ls o  s t u d ie d  b y  

G u s t a ffs o n ,1 1  w h o  c la im s  t h a t  t h e y  a r e  a t  le a s t  w e a k ly  i l l p o s e d  

in  t h e  s e n s e  o f K r e is s .1 4 E v e n  i f t h e y  a r e  w e ll p o s e d , w e ll-  

p o s e d n e s s  fo r  t h e  m o r e  g e n e r a l n o n l in e a r  p r o b le m  w it h  m u lt i ­

p le  b o u n d a r ie s  i s  n o t  g u a r a n t e e d .1 5  E v e n  i f  t h e  p r o b le m  i s  w e ll  

p o s e d , in s t a b i l i t i e s m a y  a r i s e  w h e n  t h e  c o n t in u o u s  s y s t e m  i s  

d is c r e t iz e d .

N u m e r ic a l e x p e r im e n t s  o f  r a n d o m  p e r t u r b a t io n s  a d d e d  t o  a  

u n i fo r m  m e a n  flo w  s h o w  t h a t  t h e  p e r t u r b a t io n s  a r e  d a m p e d  

o v e r  t im e  a n d  t h a t  t h e  s o lu t io n  r e la x e s  t o  t h e  u n i fo r m  m e a n  

flo w  t o  r o u n d - o ff a c c u r a c y  a s  lo n g  a s  t h e  Co u r a n t - F r ie d r ic k s - 

L e v y  ( CF L )  n u m b e r  i s  s u i t a b ly s m a l l . ( In  fa c t , t h e  s t a b i l i t y  

l im i t  CF L  <  1 .4  p r e d ic t e d  b y  a  s t a b i l i t y  a n a ly s i s  o f  t h e  c u r r e n t  

s c h e m e fo r  a  o n e - d im e n s io n a l p e r io d ic a d v e c t io n  e q u a t io n  

g iv e n  in  R e f. 5  w a s  r e a s o n a b ly  w e ll o b e y e d .)  H o w e v e r , p e r t u r ­

b a t io n s  in  s h e a r e d  flo w  ( w h ic h  w il l b e  d e s c r ib e d  s h o r t ly )  w it h  

b o u n d a r y c o n d i t io n s B CI2  a n d  B CO 2  o r B CO 3  a r e n o t  

d a m p e d , a n d  t h e  L2 n o r m  o f t h e  s o lu t io n  e v e n t u a l ly  g r o w s  

e x p o n e n t ia l ly  in  t im e . S in c e  t h i s  in s t a b i l i t y  i s  a p p a r e n t ly  d u e  t o  

t h e  s h e a r , t h e  u s u a l a n a ly t ic a l s t a b i l i t y  a n a ly s e s  t h a t  d e p e n d  o n  

c o n s t a n t  c o e ffic ie n t  e q u a t io n s  a r e  n o t  p a r t ic u la r ly  u s e fu l .

F o r  g u id a n c e  in  s t a b i l iz in g  t h e  n u m e r ic a l s c h e m e  fo r  flo w s  

w it h  m e a n  s h e a r , a  fu l l m a t r ix  l in e a r  s t a b i l i t y  a n a ly s i s  i s  p e r ­

fo r m e d . B y  fu l l m a t r ix  a n a ly s i s  w e  m e a n  t h e  c o m p u t a t io n  o f  

t h e  e ig e n s t r u c t u r e  o f  t h e  m a t r ix  M t h a t  r e s u l t s  w h e n  t h e  e n t i r e  

n u m e r ic a l s c h e m e fo r  t w o - d im e n s io n a l p r o b le m s ( in c lu d in g  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s )  i s  w r i t t e n  in  t h e  fo r m

( 1 4 )

w h e r e  u n  i s a  v e c t o r  o f t h e  s p a t ia l ly d is c r e t iz e d  v a lu e s o f  

p r im i t iv e  v a r ia b le s  u'  a t  t im e  le v e l n. T h e  m a t r ix  M  i s  a  s q u a r e  

N  ×  N m a t r ix , w h e r e  T V =  Nx × Ny × 4 , a n d  t h e r e fo r e  d e t e r ­

m in in g  i t s  e ig e n s y s t e m  i s  o n ly  p o s s ib le  fo r  s m a l l n u m b e r s  o f  

g r id  p o in t s . A ls o , M i s  a  fu n c t io n  o f  t h e  r e fe r e n c e  flo w  u 0 , t h e  

c h o ic e  o f  s p a t ia l - d i ffe r e n c in g  a n d  t im e - m a r c h in g  s c h e m e s , t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s , a n d  t h e  p a r t ic u la r  g r id  r e s o lu t io n  a n d  

t im e  s t e p  u s e d . T h e  o b s e r v e d  in s t a b i l i t y  in d ic a t e s  t h a t  M w il l  

h a v e  a t  le a s t  o n e  e ig e n v a lu e  w it h  m a g n i t u d e  g r e a t e r  t h a n  o n e . 

T h e  u n i fo r m ly  s h e a r e d  v is c o u s  r e fe r e n c e  flo w  i s  g iv e n  b y

( 1 5 )

w h e r e  S  i s  t h e  s h e a r  r a t e , a n d  M i s  t h e  M a c h  n u m b e r  a t  y =  0 . 

T h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in  fo r  E q . ( 1 5 )  i s  r e c t a n g u la r , e x t e n d ­

in g  fr o m  0  t o  x m a x in  x a n d  fr o m  - y m a x t o  + y m a x in  y. N o t e
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t h a t  E q . ( 1 5 )  i s  a n  e x a c t  s o lu t io n  o f t h e  c o m p r e s s ib le  N a v ie r -  

S t o k e s  e q u a t io n s , b u t  t o  a v o id  n o n p h y s ic a l n e g a t iv e  t e m p e r a ­

t u r e s , S <  2 .5 8 2 ∕y m a x ( fo r  γ  =  1 .4  a n d  Pr = 1 .0 ) .

T h e  e ig e n v a lu e s  o f  M w e r e  fo u n d  u s in g  a  d o u b le  p r e c is io n  

e ig e n v a lu e r o u t in e  w it h  i t e r a t iv e  r e fin e m e n t o n  t h e  CR A Y 

Y- M P  c o m p u t e r . T h e  a c c u r a c y  o f  t h e  e ig e n v a lu e s  w a s  c h e c k e d  

in  t w o  w a y s . T h e  c o m p u t e d  e ig e n v e c t o r s  a n d  e ig e n v a lu e s  w e r e  

u s e d  t o  r e c o m p u t e  t h e  m a t r ix , w h ic h  w a s  c o m p a r e d  w it h  t h e  

o r ig in a l m a t r ix  M, a n d  t h e  n u m e r ic a l s o lu t io n s  fo r  u n s t a b le  

c a s e s  w e r e  c o m p a r e d  w it h  t h e  p r e d ic t e d  m o s t  u n s t a b le  e ig e n ­

v e c t o r . W e  b e l ie v e  t h e  e ig e n v a lu e s  q u o t e d  n e x t  a r e  a c c u r a t e  t o  

( a t  le a s t )  t h e  p r e c is io n  r e p o r t e d .

W h e n  S  =  0 , E q . ( 1 5 )  i s  a  u n i fo r m  flo w , a n d  t h e  e ig e n v a lu e s  

o f M a r e  fo u n d  t o  h a v e  m a g n i t u d e  le s s  t h a n  1 fo r  a n y  o f t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  o f E q s . ( 8 - 1 2 ) , a s  lo n g  a s  t h e  CF L  r e ­

s t r ic t io n  i s  o b e y e d . W h e n  S  ≠ 0 , u s in g  B CI1  a n d  B CO 1  a ls o  

g iv e s  e ig e n v a lu e  m a g n i t u d e s  le s s  t h a n  1 . H o w e v e r , w h e n  B CI2  

a n d  B CO 2  o r  B CO 3  a r e  u s e d , e ig e n v a lu e s w it h  m a g n i t u d e  

g r e a t e r  t h a n  1 a r e  o b t a in e d . F ig u r e  1 s h o w s  a  t y p ic a l p lo t  o f  

t h e  e ig e n v a lu e  m a g n i t u d e s  in  t h e  c o m p le x  p la n e  fo r  t h e  c a s e  

N x  =  Ny =  1 7 , y m a x  =  1 , x m a x =  2 , Pr = 1 .0 , S  =  0 .1 2 5 , 

M = 0 .3 7 5 , a n d  Δ t  =  0 .0 0 4 , w it h  B CI2  a n d  B CO 2 . T h e  m a x i ­

m u m  e ig e n v a lu e  m a g n i t u d e  fo r  t h i s  c a s e  i s  1 .0 0 0 0 2 0 .

T o  s t a b i l iz e  t h e  s h e a r  flo w  c o m p u t a t io n s , d a m p in g t e r m s  

a r e  a d d e d  t o  t h e  le ft - h a n d  s id e  o f b o u n d a r y  c o n d i t io n s  B CI2  

a n d  B CO 2  o r  B CO 3 . F o r  t h e  in flo w , t h e  d a m p in g  t e r m  i s  o f  

t h e  fo r m

( 1 6 )

w h e r e a s  fo r  t h e  o u t flo w  i t  i s  o f t h e  fo r m

( 1 7 )

T h e  fo r m  o f t h e s e  t e r m s  i s  c h o s e n  s o  t h a t  t h e y  d r iv e  t h e  flo w  

t o w a r d  c =  0  o r  e q u iv a le n t ly  t o w a r d  t h e  r e fe r e n c e  flo w  u 0 ∙ F o r  

s m a l l ϵ , t h e  a d d i t io n a l t e r m  c a u s e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  r e fle c ­

t io n  c o e ffic ie n t s  d is c u s s e d  e a r l ie r  t o  b e  c h a n g e d  o n ly  fo r  t h e  

r e fle c t e d  a c o u s t ic  w a v e  a t  t h e  in flo w  a n d  o u t flo w ; t h e  o r d e r  o f  

v o r t ic a l a n d  e n t r o p ic r e fle c t io n s a t  t h e  o u t flo w  r e m a in s  t h e  

s a m e . T h e  a d d i t io n a l r e fle c t e d  a c o u s t ic w a v e  i s  p r o p o r t io n a l 

t o  € . Id e a l ly , t h e  v a lu e  o f  ϵ  s h o u ld  b e  s m a l l w it h  r e s p e c t  t o  t h e  

r e fle c t io n  e r r o r s  t h a t  a r i s e  fr o m  t h e  t r u n c a t io n  o f  t h e  m o d ifie d  

d is p e r s io n  r e la t io n , s o  t h a t  t h e  n o n r e fle c t in g  p r o p e r t ie s  o f  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n s  a r e  n o t  s ig n i fic a n t ly  d e g r a d e d .

D a m p in g t e r m s  s im i la r  t o  t h e  o n e s  p r o p o s e d  e a r l ie r  w e r e  

in c lu d e d  in  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n  t r e a t m e n t s  o f P o in s o t  a n d  

L e le 1 6 a n d  R u d y a n d  S t r ik w e r d a ,1 7 w h o  d is c u s s a  p h y s ic a l 

in t e r p r e t a t io n  a n d  t h e  p a r a m e t r ic  d e p e n d e n c e  o f  t h e  c o n s t a n t  

ϵ  a n d  s h o w  t h a t t h e  v a lu e  o f t h e  c o n s t a n t s c a le s w it h  t h e  

in v e r s e  o f  le n g t h  o f  t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in  in  t h e  d i r e c t io n  

n o r m a l t o  t h e  b o u n d a r y ; i .e ., la r g e r  d o m a in s  r e q u i r e  s m a l le r  

a m o u n t s  o f d a m p in g .

W h e n  E q s . ( 1 6 )  a n d  ( 1 7 )  a r e  a d d e d  t o  B CI2  a n d  B CO 2 , t h e  

r e s u l t in g  m a x im u m  e ig e n v a lu e  m a g n i t u d e  o f M i s  le s s  t h a n  1  

fo r  a  s u i t a b ly  la r g e  v a lu e  o f ϵ . F ig u r e  2  s h o w s  t h a t  m a x im u m  

e ig e n v a lu e  m a g n i t u d e  a s  a  fu n c t io n  o f ϵ  fo r  t h e  s a m e  c a s e  a s  

F ig . 1 . T h e  t h r e s h o ld  v a lu e  o f  ϵ  a b o v e  w h ic h  s t a b le  n u m e r ic a l 

s c h e m e s  a r e  o b t a in e d  i s  a b o u t  0 .0 0 1  fo r  t h i s  c a s e . N u m e r ic a l 

e x p e r im e n t s  o n  t h e  s h e a r  flo w  w it h  ϵ  >  0 .0 0 1  in d ic a t e  t h a t  t h e  

CF L l im i t  p r e d ic t e d  b y  t h e  s im p le  p e r io d ic o n e - d im e n s io n a l 

a d v e c t io n  e q u a t io n  a n a ly s i s  i s  o n c e  a g a in  r o u g h ly  o b e y e d .

W e  n o t e  t h a t t h e  p r e c e d in g m a t r ix s t a b i l i t y a n a ly s i s w a s  

p e r fo r m e d  t o  d e m o n s t r a t e t h a t t h e  p r o p o s e d  d a m p in g i s a

v ia b le  w a y  t o  r e m o v e  t h e  o b s e r v e d  in s t a b i l i t y  in  t h e  c o m p u t a ­

t io n s . I t  s h o u ld  n o t  b e  in t e r p r e t e d  a s  a  g e n e r a l s t a b i l i t y  a n a ly ­

s i s  o f t h e  c u r r e n t s c h e m e  a n d  i s n o t  p a r t ic u la r ly u s e fu l fo r  

p r e d ic t in g CF L r e s t r ic t io n s d u e  t o  i t s la r g e  c o m p u t a t io n a l 

e x p e n s e . S im i la r ly , t h e  v a lu e  o f ϵ  q u o t e d  e a r l ie r  i s  v a l id  o n ly  

fo r  t h e  p a r t ic u la r  p a r a m e t e r s  u s e d . W e  d o  n o t  r e c o m m e n d  t h i s  

p a r t ic u la r  v a lu e  o f  ϵ  fo r  o t h e r  p r o b le m s , s in c e  t h e  d e p e n d e n c e  

o f  ϵ  o n  t h e  r e le v a n t  p h y s ic a l a n d  n u m e r ic a l p a r a m e t e r s  w a s  n o t  

t h o r o u g h ly in v e s t ig a t e d . In  t h e  r e m a in d e r  o f t h e  t e s t c a s e s  

c o n s id e r e d , w e  h a v e  u s e d  a  la r g e r  a m o u n t  o f d a m p in g , ϵ  = 

0 .0 5 , w h ic h  w e  fin d  t o  b e  a  fa i r ly  r o b u s t  v a lu e  in  t h a t  s t a b i l i t y  

i s  a c h ie v e d  fo r  a l l o f t h e  p r o b le m s  w e  h a v e  c o n s id e r e d .

T o  in v e s t ig a t e  t h e  a c c u r a c y  o f t h e  h ig h e r  o r d e r  b o u n d a r y  

c o n d i t io n s  d is c u s s e d  e a r l ie r , b o t h  w it h  a n d  w it h o u t  t h e  d a m p ­

in g , t h e  g e n e r a t io n  o f a c o u s t ic  w a v e s  b y  a  s o u r c e  in  t h e  u n i ­

fo r m ly  s h e a r e d  v is c o u s  flo w  i s  c o m p u t e d . A c o u s t ic  w a v e s  a r e  

g e n e r a t e d b y p la c in g a  q u a d r u p o le t im e  h a r m o n ic e n e r g y  

s o u r c e  in  t h e  c e n t e r  o f t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in . A  s c h e ­

m a t ic  d ia g r a m  o f  t h e  flo w  a n d  c o m p u t a t io n a l d o m a in s  u s e d  i s  

s h o w n  in  F ig . 3 . In  b o t h  t h e  x a n d  y d i r e c t io n s , g r id  p o in t s  

w e r e u s e d , w h ic h  g iv e s a p p r o x im a t e ly 4 0  g r id  p o in t s p e r  

a c o u s t ic  w a v e le n g t h , w h ic h  i s  s u ffic ie n t  r e s o lu t io n  t o  k e e p  t h e  

d is c r e t iz a t io n  e r r o r s  m u c h  s m a l le r  t h a n  t h e  e r r o r s  d u e  t o  t h e  

a p p r o x im a t io n s  in  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s . T h e  CF L  n u m b e r  

fo r  t h e  c o m p u t a t io n  w a s  0 .7 . F o r  s e v e r a l d i ffe r e n t  b o u n d a r y  

c o n d i t io n s  F ig . 4  s h o w s  a  c o m p a r is o n  o f  p r e s s u r e  flu c t u a t io n s  

p r o d u c e d  b y  t h e  s o u r c e  a ft e r  s e v e r a l w a v e le n g t h s  o f  t h e  g e n e r ­

a t e d  s o u n d  h a v e c r o s s e d  t h e c o m p u t a t io n a l b o u n d a r y : 1 )  

h ig h e r  o r d e r  in flo w  a n d  o u t flo w  ( B CI2  a n d  B CO 2 )  w it h  ϵ  =  0 ,

Fig. 1 Location of the eigenvalues of M in the complex plane; the 

solid line is the unit circle.

Fig. 2 Maximum eigenvalue magnitude as a function of the damping 

parameter ϵ .
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Fig, 3 Schematic diagram of quadrupole sound generation in uni­
formly sheared flow.

Fig. 4 Comparison of boundary conditions; the top row shows iso­

contours of pressure fluctuations, and the bottom row shows isocon­

tours of the error in pressure fluctuations: a) BCI2, BCO2, r = 0; 
b) BCI2, BCO2, ϵ  = 0.05; and c) BCI1 and BCO1. Contour levels in 
the top row are min = -5 × 10-5, max = 5 × 10-5, and increment 
= 5 × 10-6, and in the bottom row they are min = -5 × 10-6, max 
= 5 × 10-6, and increment = 5 × 10-7.

2 )  B CI2  a n d  B CO 2  w it h  ϵ  =  0 .0 5 , a n d  3 )  fi r s t - o r d e r  in flo w  a n d  

o u t flo w  ( B CI1  a n d  B CO 1 ) . T h e  in s t a n t a n e o u s p r e s s u r e  fie ld s  

a r e  p lo t t e d  in  t h e  t o p  r o w  o f t h e  fig u r e , a n d  t h e  d i ffe r e n c e  

b e t w e e n  t h e  t o p  r o w  a n d  t h e  “e x a c t  s o lu t io n ” i s  p lo t t e d  in  t h e  

b o t t o m  r o w . T h e  e x a c t  s o lu t io n  i s  o b t a in e d  fr o m  a  c o m p u t a ­

t io n  p e r fo r m e d  o n  t h e  la r g e r  c o m p u t a t io n a l d o m a in , w h e r e  

r e fle c t io n  e r r o r s  fr o m  t h e  b o u n d a r ie s  h a v e  n o t  h a d  s u ffic ie n t  

t im e  t o  c o n t a m in a t e  t h e  s o lu t io n  in s id e  t h e  s m a l le r  b o x  s iz e . 

T h e  r e fle c t io n  e r r o r s fo r  B CI2  a n d  B CO 2  a r e  a n  o r d e r  o f  

m a g n i t u d e  s m a l le r  t h a n  t h e  r e fle c t io n  e r r o r s  fr o m  B CI1  a n d  

B CO 1 . T h e  e ffe c t o f t h e  a d d i t io n a l d a m p in g t e r m s o n  t h e  

w a v e s  i s  a p p a r e n t ly  v e r y  s m a l l .

A ft e r  s o m e  t im e , t h e  e n e r g y  s o u r c e  i s  t u r n e d  o ff t o  d e t e r ­

m in e  t h e  b o u n d a r y c o n d i t io n s ’ a b i l i t y  t o  a l lo w  t h e  flo w  t o  

r e t u r n  t o  t h e  s t e a d y  r e fe r e n c e  flo w . F ig u r e  5  s h o w s  t h e  r o o t  

m e a n  s q u a r e  s t r e a m w is e  v e lo c i t y flu c t u a t io n  ( a v e r a g e d  o v e r  

t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in )  a s  a  fu n c t io n  o f  t im e  ( n o t e  t h e  lo g  

s c a le  in  t h e  fig u r e )  a ft e r  t h e  s o u r c e  h a s  b e e n  t u r n e d  o ff. A n  

e x p o n e n t ia l t y p e  o f in s t a b i l i t y  i s  e v id e n t  fo r  B CI2  a n d  B CO 2  

w it h  ϵ  =  0 , w h e r e a s  t h e  flu c t u a t io n s  d ie  o ff t o  m a c h in e  z e r o  

w h e n  t h e  d a m p in g  i s  u s e d . I t  i s  in t e r e s t in g  t o  n o t e  t h a t  t h e  r a t e  

o f t h e  e x p o n e n t ia l g r o w t h  o f t h e  u n s t a b le  s c h e m e  i s  n e a r ly 1  

w h e n  t im e  i s  n o r m a l iz e d  w it h  t h e  t im e  i t  t a k e s  a  p a r t ic le  t o  

t r a v e r s e  t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in . T h is  s u g g e s t s  a  fe e d b a c k  

r e s o n a n c e  b e t w e e n  t h e  in flo w  a n d  o u t flo w  b o u n d a r ie s  a s  t h e  

m e c h a n is m  fo r  t h e  in s t a b i l i t y . W e  w il l h a v e  m o r e  t o  s a y  a b o u t  

t h i s  fe e d b a c k  in  c o n n e c t io n  w it h  t h e  s p a t ia l ly  e v o lv in g  m ix in g  

la y e r  c o n s id e r e d  in  S e c . V.

IV. Propagation of Vortices in Uniform Flow

W e  n e x t  c o n s id e r  t h e  p r o p a g a t io n  o f a  v o r t e x  in  a  u n i fo r m  

flo w , a s i t t r a v e ls t h r o u g h t h e c o m p u t a t io n a l o u t flo w  

b o u n d a r y . T h is  p r o b le m  i s  c h o s e n  t o  t e s t  h o w  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t io n s  d is c u s s e d  e a r l ie r  h a n d le  a  la r g e  c o n v e c t in g  d is t u r ­

b a n c e  t h a t v io la t e s t h e  l in e a r i t y a s s u m e d  in  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t io n  d e r iv a t io n . T h e  c o m p u t a t io n s  a r e  in i t i a l iz e d  w it h  a  

c o m p a c t , z e r o  c i r c u la t io n  v o r t e x 1 8  in  t h e  c e n t e r  o f  t h e  c o m p u ­

t a t io n a l d o m a in . T h e  v o r t e x  t h e n  c o n v e c t s  w it h  t h e  u n i fo r m  

flo w  a n d  e v e n t u a l ly t r a v e ls t h r o u g h  t h e  o u t flo w  b o u n d a r y , 

g e n e r a t in g a  r e fle c t e d  a c o u s t ic w a v e . In  b o t h  t h e  x a n d  y 

d i r e c t io n s , 2 0 0  g r id  p o in t s  w e r e  u s e d  fo r  t h i s  c o m p u t a t io n , 

a n d  t h e  CF L  n u m b e r  w a s  0 .7 . F ig u r e  6  s h o w s  t h i s  p r o c e s s  fo r  

a  c o m p u t a t io n  w h e r e  t h e  o u t flo w  c o n d i t io n s  B CO 3  w e r e  u s e d . 

I t  i s  c le a r  t h a t  t h e  o u t flo w  b o u n d a r y  c o n d i t io n  i s  s a t i s fa c t o r y  

fo r  t h e  v o r t ic i t y  ( h y d r o d y n a m ic )  fie ld , b u t  i t  i s  in a d e q u a t e  fo r  

t h e  a c o u s t ic fie ld .

W e  h a v e  r u n  t h i s  t e s t  fo r  b o t h  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  B CO 2  

a n d  B CO 3 , v a r y in g  t h e  a m p li t u d e  o f t h e  v o r t e x  r e la t iv e  t o  t h e  

u n i fo r m  flo w . T h e  r e s u l t s a r e  s h o w n  in  F ig . 7 , w h e r e  t h e  

m a x im u m  a m p li t u d e  o f  t h e  d i la t a t io n  in  t h e  r e fle c t e d  a c o u s t ic  

w a v e  i s  p lo t t e d  a g a in s t t h e  a m p li t u d e  o f t h e  in c id e n t  v o r t e x  

( d e fin e d  a s  t h e  m a x im u m  v o r t ic i t y  in  t h e  v o r t e x ) . A c c o r d in g  t o  

t h e p r e v io u s d is c u s s io n o f r e fle c t io n c o e ffic ie n t s , B CO 2  

s h o u ld  p r o d u c e  a  r e fle c t io n  t h a t i s p r o p o r t io n a l t o  ( k s / ω )  

t im e s  t h e  in c id e n t v o r t e x . S in c e  ( k s / ω ) i s h e ld  fix e d  a s  t h e  

a m p li t u d e  v a r ie s , F ig . 7  g iv e s  a  l in e a r  v a r ia t io n  o f  t h e  r e fle c t e d  

a c o u s t ic w a v e  a m p li t u d e  w it h  t h e  in c id e n t  v o r t e x  a m p li t u d e  

fo r  B CO 2 . A c c o r d in g  t o  t h e  a n a ly s i s , B CO 3  s h o u ld  p r o d u c e  

n o  v o r t e x - a c o u s t ic r e fle c t io n , b u t F ig . 7  s h o w s a  r e fle c t e d  

a c o u s t ic  w a v e  t h a t  i s  p r o p o r t io n a l t o  t h e  s q u a r e  o f t h e  a m p li -

Flg. 5 Comparison of boundary conditions, decay of streamwise 
velocity fluctuations in uniformly sheared flow after acoustic source is 
turned off. Time is normalized by the average time for a particle to

traverse the computational domain: ― , BCI2, BCO2, and ϵ  =

0.05; ----, BCI2, BCO2, and ϵ  = 0.

Fig. 6 Acoustic wave reflection by vortex propagating through out­

flow boundary. In the top row, the isocontours of vorticity are 
min = -0.1, max = 0.8, and increment = 0.05. In the bottom row, 
the isocontours of the dilatation are min = -0.01, max = 0.01, and 

increment = 0.001.
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t u d e  o f t h e  in c id e n t  v o r t e x . T h is  i s  d u e  t o  n o n l in e a r  e ffe c t s  

t h a t  a r e  n e g le c t e d  in  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n  t r e a t m e n t . S in c e  

t h e  t w o  c u r v e s  fo r  B CO 2  a n d  B CO 3  a p p r o a c h  e a c h  o t h e r  fo r  

la r g e  v o r t e x a m p li t u d e s , t h e r e  i s  n o  a d v a n t a g e  t o  t h e  m o r e  

a c c u r a t e b o u n d a r y c o n d i t io n  w h e n  t h e o u t flo w in g d is t u r ­

b a n c e s  a r e  n o t  s m a l l c o m p a r e d  w it h  t h e  r e fe r e n c e  flo w . T y p i ­

c a l ly  t h e  s o u n d  r a d ia t e d  b y  flo w  s t r u c t u r e s  i s  m a n y  o r d e r s  o f  

m a g n i t u d e  s m a l le r  t h a n  t h e  h y d r o d y n a m ic  flu c t u a t io n s , a n d  a  

r e fle c t io n  o f t h e  m a g n i t u d e  g iv e n  b y  F ig . 7  w o u ld  c o m p le t e ly  

o b s c u r e  t h e  s o u n d  g e n e r a t io n  p r o c e s s .

W e  n o w  p r o c e e d  t o  m o d ify  t h e  o u t flo w  b o u n d a r y  c o n d i ­

t io n s  t o  r e d u c e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  a c o u s t ic  r e fle c t io n  d u e  t o  

t h e  p a s s a g e  o f  la r g e  v o r t ic a l d is t u r b a n c e s . O n e  a p p r o a c h  t h a t  

h a s  b e e n  s u c c e s s fu l in  d i r e c t  n u m e r ic a l s im u la t io n s  o f h y d r o -  

d y n a m ic  fie ld s  ( s e e , fo r  e x a m p le , R a i  a n d  M o i n 1 9 )  i s  t h e  u s e  o f  

a n  e x i t  z o n e , w h e r e  t h e  g r id  b e c o m e s  c o a r s e  in  t h e  d o w n s t r e a m  

d i r e c t io n , a n d  fi l t e r in g  a n d / o r  a r t i f ic ia l v is c o s i t y  a r e  u s e d  t o  

d a m p  d is t u r b a n c e s a s t h e y p r o p a g a t e t h r o u g h  t h e c o a r s e  

m e s h . T y p ic a l ly t h i s a p p r o a c h i s c o u p le d w it h a c r u d e  

b o u n d a r y  c o n d i t io n  a t  t h e  d o w n s t r e a m  b o u n d a r y  o f t h e  e x i t  

z o n e , s u c h  a s  t h e  s p e c i fic a t io n  o f  t h e  p r e s s u r e , a n d  e x t r a p o la ­

t io n  o f t h e  o t h e r  flo w  v a r ia b le s . T h e  e x i t  z o n e  w o r k s  a s  fo l ­

lo w s : d is t u r b a n c e s  t h a t  a r e  p r o p a g a t in g  d o w n s t r e a m  in t o  t h e  

r e g io n  o f g r id  s t r e t c h in g b e c o m e  le s s  w e ll r e s o lv e d . U p w in d /  

d o w n w in d  b ia s e d  d i ffe r e n t ia t io n  s c h e m e s  h a v e  t h e  p r o p e r t y  o f  

s ig n i fic a n t ly  a t t e n u a t in g  d is t u r b a n c e s  t h a t  a r e  p o o r ly  r e s o lv e d  

o n  t h e  c o m p u t a t io n a l m e s h , a n d  s o  t h e  d is t u r b a n c e s  a r e  s ig n i f­

i c a n t ly  d a m p e d  b e fo r e  t h e y  in t e r a c t  w it h  t h e  d o w n s t r e a m  c o m ­

p u t a t io n a l b o u n d a r y . S im i la r ly , a  n o n b ia s e d  d i ffe r e n t ia t io n  

s c h e m e  c a n  b e  u s e d  i f  t h e  fie ld  i s  lo w  p a s s  fi l t e r e d  in  t h e  r e g io n  

o f t h e  g r id  s t r e t c h in g , s u c h  t h a t  u n r e s o lv e d  d is t u r b a n c e s a r e  

a t t e n u a t e d .

T h e r e  a r e  t w o  p o t e n t ia l p r o b le m s  w it h  s u c h  a n  a p p r o a c h . 

F ir s t , t h e  le a s t  r e s o lv e d  d is t u r b a n c e s  c a n  p r o p a g a t e  u p s t r e a m ; 

i t i s t h u s p o s s ib le  t h a t t h e  s o lu t io n  u p s t r e a m  w il l b e c o m e  

c o n t a m in a t e d  w it h  s m a l l w a v e le n g t h  d is t u r b a n c e s . S e c o n d , 

g r id  s t r e t c h in g p r o d u c e s  a c o u s t ic w a v e s  t h a t  p r o p a g a t e  b o t h  

u p s t r e a m  a n d  d o w n s t r e a m .

Co n s id e r , fo r e x a m p le , t h e fo l lo w in g g r id - s t r e t c h in g  

s c h e m e . L e t  t h e  v a r ia b le  s  r e p r e s e n t  a  u n i fo r m  g r id  t h a t  e x ­

t e n d s  fr o m  0  t o  s m a x , w it h  N g r id  p o in t s  ( in c lu d in g t h e  e n d ­

p o in t s ) . L e t ∆ s b e g r id  s p a c in g in  s [ s u c h t h a t s m a x =  

( N  - 1 ) ∆ s ] a n d  le t  t h e  in i t i a l p h y s ic a l d o m a in  g r id  s p a c in g  

a ls o  b e  a ls o  e q u a l t o  ∆ s . L e t  xp a n d  x m a x b e  t h e  d e s i r e d  

c o o r d in a t e s  o f t h e  e n d  o f t h e  p h y s ic a l d o m a in  a n d  t h e  c o m ­

p le t e  le n g t h  o f t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in , r e s p e c t iv e ly . F i ­

n a l ly , le t  ∆ x p  a n d  ∆ x m a x b e  t h e  ( s t r e t c h e d ) g r id  s p a c in g  a t  xp 

a n d  x m a x , r e s p e c t iv e ly . T h e  p h y s ic a l c o o r d in a t e  x i s  g iv e n  b y

( 1 8 )

Fig. 7 Reflected acoustic wave as a function of the amplitude of the 

incident vortex: ― , BCO3; ----, BCO2.

Fig. 8 Propagation of a vortex in uniform flow, M = 0.5; compari­

son of computations with and without exit zones on x-t diagrams. 

Shown are contours of a) pressure without exit zone, b) vorticity 
without exit zone, c) pressure with exit zone, and d) vorticity with exit 
zone. Boldface letters refer to specific events mentioned in the text. 
All computations with BCI2 and BCO3. Contours: pressure— 

min = 71.368, max = 71.459, increment = 0.007; vorticity—min = 

-2.0, max = 0.8, increment = 0.4.

w h e r e

( 1 9 )

( 2 0 )

( 2 1 )

T h e p a r a m e t e r δ c o n t r o ls h o w  m u c h  t h e g r id  h a s b e e n  

s t r e t c h e d  b y  xp, t h e  e n d  o f t h e  p h y s ic a l d o m a in . T h e  c lo s e r  δ  

i s  t o  0 , t h e  m o r e  u n i fo r m  t h e  m e s h  i s  in  t h e  p h y s ic a l r e g io n . 

W e  h a v e  u s e d  δ  =  0 .0 0 0 0 1 , w h ic h  g iv e s  a  v e r y  s m o o t h  t r a n s i­

t io n  t o  t h e  c o a r s e r  m e s h  in  t h e  r e g io n  n e a r  x = x m a x .

W e  c h o s e  t o  fi l t e r  t h e  s o lu t io n  in  t h e  e x i t  z o n e . A n  e x p l ic i t  

fi l t e r  o f t h e  fo r m

( 2 2 )

w h e r e  fj i s  t h e  fi l t e r e d  fie ld  a t  p o in t  sj; a n d  t h e  c o e ffic ie n t s  a, 
b, a n d  c v a r y  s m o o t h ly  ( w i t h  t h e  r a t io  o f  t h e  lo c a l g r id  s p a c in g
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Fig. 9 Propagation of a vortex in uniform flow, M = 0.5; compari­

son of computations with and without exit zones on x-t diagrams. 
Shown are contours of a) dilatation without exit zone, b) dilatation 
with exit zone (levels: min = -0.02, max = 0.02, increment = 0.002), 

and c) contours of dilatation including exit zone (levels: min 
= -0.0002, max = 0.0002, increment = 0.00002). Boldface letters re­

fer to specific events mentioned in the text.

t o  t h e  in i t i a l g r id  s p a c in g ) fr o m  t h e i r  v a lu e s  o f 1 , 0 , a n d  0 , 

r e s p e c t iv e ly , in  t h e  p h y s ic a l r e g io n  t o  5 / 8 , 1 / 4 , a n d  -  1 / 1 2  a t  

t h e  e n d  o f t h e  e x i t  z o n e . T h is  fi l t e r  p r e s e r v e s  a t  le a s t  s e c o n d -  

o r d e r  a c c u r a c y  a t  a l l p o in t s  in  t h e  e x i t  z o n e  b u t  s ig n i fic a n t ly  

a t t e n u a t e s p o o r ly  r e s o lv e d  d is t u r b a n c e s t h r o u g h o u t  o n ly  t h e  

e x i t  z o n e . W e  h a v e  u s e d  t h e  fo l lo w in g  fu n c t io n s  fo r  t h e  c o e ffi ­

c ie n t s :

( 2 3 a )

( 2 3 b )

( 2 3 c )

w h e r e  xt i s  t h e  v a lu e  o f x w h e r e  t h e  r a t io  o f t h e  lo c a l g r id  

s p a c in g t o  t h e  in i t i a l g r id  s p a c in g i s 1 .2 5 . T h e s e  p a r t ic u la r  

c o e ffic ie n t s  p r o v id e  fi l t e r in g  t h r o u g h o u t  t h e  e x i t  z o n e  o n ly .

A n y  o f t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s B CO 1 , B CO 2 , o r  B CO 3  

c a n  b e  u s e d  a t  t h e  e n d  o f t h e  e x i t  z o n e  w it h o u t  m o d ific a t io n .

T o  t e s t  t h e  e x i t  z o n e  m e t h o d , c o m p u t a t io n s  o f  v o r t e x  p r o p ­

a g a t io n  in  u n i fo r m  flo w  w e r e  m a d e  o n  a  d o m a in  w it h  e x i t  z o n e  

a n d  c o m p a r e d  w it h  t h e  c o m p u t a t io n s  d is c u s s e d  in  t h e  p r e v io u s

s e c t io n . T h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  in  F ig s . 8  a n d  9 , in  t h e  fo r m  

o f x-t d ia g r a m s  t h a t  a l lo w  t h e  r e fle c t io n  p r o c e s s  t o  b e  s e e n  

c le a r ly . T h e  q u a n t i t i e s  s h o w n  in  t h e  fig u r e s  a r e  fi r s t  in t e g r a t e d  

in  t h e  d i r e c t io n  n o r m a l t o  t h e  v o r t e x p r o p a g a t io n , a n d  t h e n  

i s o c o n t o u r s  a r e  p lo t t e d  in  t h e  x-t p la n e . N o t e  t h a t  t h e  in t e g r a ­

t io n  in  t h e  n o r m a l d i r e c t io n  p r o d u c e s  n o  o v e r a l l c a n c e l la t io n  

o f  w a v e s , s in c e  t h e  w a v e s  ( a s  w e ll a s  t h e  v o r t e x )  a r e  s y m m e t r ic  

a b o u t  t h e  l in e  x =  0 . S a m p le  c h a r a c t e r i s t ic p a t h  l in e s  fo r  b o t h  

c o n v e c t iv e  a n d  p r o p a g a t in g a c o u s t ic d is t u r b a n c e s a r e  s h o w n  

in  F ig . 8 . F ig u r e  8  s h o w s t h e  s a m e  p r e s s u r e a n d  v o r t ic i t y  

c o n t o u r s fo r  c o m p u t a t io n s b o t h  w it h  a n d  w it h o u t t h e  e x i t  

z o n e . T h e  c o n v e c t io n  o f t h e  v o r t e x  w it h  t h e  u n i fo r m  flo w  i s  

c le a r ly  s e e n  in  b o t h  t h e  v o r t ic i t y  a n d  p r e s s u r e  c o n t o u r s  ( t h e  

p r e s s u r e  i s  lo w e r  t h a n  a m b ie n t  in  t h e  c o r e  o f  t h e  v o r t e x ) . T h is  

e v e n t  i s  la b e le d  a s  a  in  t h e  fig u r e . A s  t h e  v o r t e x  r e a c h e s  t h e  e n d  

o f t h e  d o m a in  fo r  t h e  c a s e  w it h o u t t h e  e x i t z o n e , a  la r g e  

a c o u s t ic r e fle c t io n  i s g e n e r a t e d , w h ic h  c a n  b e  s e e n  in  t h e  

p r e s s u r e  c o n t o u r s  ( e v e n t  b ) . A t  t h e  c o n t o u r  le v e ls  s h o w n  in  t h e  

fig u r e , n o  r e fle c t io n  i s  e v id e n t  fo r  t h e  c o m p u t a t io n  w it h  t h e  

e x i t  z o n e .

T h e  d i la t a t io n  fie ld  i s  s h o w n  in  F ig . 9  fo r  b o t h  c o m p u t a ­

t io n s . T h e  a c o u s t ic  r e fle c t io n  fr o m  t h e  v o r t e x  i s  e v id e n t  fo r  t h e  

c a s e  w it h o u t  t h e  e x i t  z o n e  ( e v e n t  c ) . M u lt ip le  r e fle c t io n s  c o n ­

t in u e  a s  t h e  t im e  in c r e a s e s  ( e v e n t s  d  a n d  e ) . S h o w n  in  F ig . 9 c  

i s  t h e  d i la t a t io n  fie ld  fo r  t h e  e x i t  z o n e  c o m p u t a t io n , b u t  w it h  

c o n t o u r  le v e ls  1 0 0  t im e s  s m a l le r  t h a n  in  F ig . 9 b . In  F ig . 9 c , t h e  

c o n t o u r s  a r e  a ls o  d r a w n  in  t h e  e x i t  z o n e , a n d  t h e  t im e  s c a le  h a s  

b e e n  e x p a n d e d . A t  t h e  s m a l le r  c o n t o u r  le v e ls , a n  in i t i a l a c o u s ­

t i c  t r a n s ie n t  t h a t  p r o p a g a t e s  o u t  fr o m  t h e  in i t i a l v o r t e x  lo c a ­

t io n  ( e v e n t  f) i s  e v id e n t . T h is  in i t i a l a c o u s t ic  t r a n s ie n t  d ie s  o ff  

s h a r p ly  a s  i t  r e a c h e s  t h e  r e g io n  o f  g r id  s t r e t c h in g  a n d  fi l t e r in g  

( e v e n t  g ) , w it h o u t  g e n e r a t in g  a n y  a p p r e c ia b le  p r o p a g a t in g  d is ­

t u r b a n c e . A s  t h e  v o r t e x c o n v e c t s in t o  t h e  r e g io n  o f g r id  

s t r e t c h in g a n d  fi l t e r in g , la r g e  d i la t a t io n a l d is t u r b a n c e s a r e  

c r e a t e d  ( e v e n t  h ) , a n d  t h e y  a r e  a t t e n u a t e d  a s  t h e y  p r o p a g a t e  

fu r t h e r  t o w a r d  t h e  e n d  o f  t h e  e x i t  z o n e  ( e v e n t  k). A n  u p s t r e a m  

p r o p a g a t in g  a c o u s t ic  w a v e  i s  a ls o  c r e a t e d  t h a t  t r a v e ls  in t o  t h e  

p h y s ic a l d o m a in  ( e v e n t  m ) . T h e  m a g n i t u d e  o f  t h i s  d is t u r b a n c e  

i s  q u i t e  s m a l l , a b o u t  3  o r d e r s  o f m a g n i t u d e  s m a l le r  t h a n  t h e  

r e fle c t e d  a c o u s t ic  w a v e  ( e v e n t  c )  fo r  t h e  c a s e  w it h o u t  t h e  e x i t  

z o n e . I t  i s  c le a r  t h a t  t h e  e x i t  z o n e  fe a t u r e  s h o u ld  b e  u s e d  w h e n  

d is t u r b a n c e s  w h o s e  a m p li t u d e  i s  n o t  s m a l l c o m p a r e d  w it h  t h e  

r e fe r e n c e  flo w  a r e  p r e s e n t .

W e  n o t e  t h a t  t h e  a d d i t io n a l c o s t  fo r  t h e  e x i t  z o n e  fo r  t h e  

p r o c e e d in g p r o b le m  i s  h ig h , r e q u i r in g  r o u g h ly  a s  m a n y  g r id  

p o in t s  in  t h e  e x i t  z o n e  a s  in  t h e  p h y s ic a l r e g io n . In  g e n e r a l , 

h o w e v e r , t h e  r e g io n  n e e d  o n ly b e  s l ig h t ly la r g e r  t h a n  t h e  

la r g e s t flo w  s t r u c t u r e s  w h ic h  c o n v e c t in t o  i t . T h e r e fo r e , fo r  

s p a t ia l ly  e v o lv in g  s h e a r  flo w  c o m p u t a t io n s , w h e r e  t h e  p h y s ic a l 

d o m a in  i s  g e n e r a l ly  m u c h  lo n g e r  t h a n  t h e  flo w  s t r u c t u r e s , t h e  

r e la t iv e  c o s t  o f t h e  e x i t  z o n e  i s  s m a l l .

V. Two-Dimensional Mixing Layer

W e  n o w  p r o c e e d  t o  a p p ly  t h e  m e t h o d s d e v e lo p e d  in  t h e  

p r e v io u s  s e c t io n s  t o  c o m p u t a t io n s  o f a  p la n a r  s p a t ia l ly  e v o lv ­

in g  c o m p r e s s ib le  m ix in g  la y e r . W e  s t a r t  o u r  c o m p u t a t io n  w it h  

a r e fe r e n c e flo w  u0, w h ic h  i s a  s o lu t io n  t o t h e la m in a r  

b o u n d a r y - la y e r  e q u a t io n s . T h is  s o lu t io n  i s  d e t e r m in e d  b y  s o lv ­

in g  t h e  B la s iu s  e q u a t io n  w it h  a  s h o o t in g  s c h e m e  d e s c r ib e d  b y  

S a n d h a m  a n d  R e y n o ld s .2 0  F o r  s o m e  o f t h e  c o m p u t a t io n s , t h e  

s o lu t io n  i s  fo r c e d  a t  t h e  in le t  b y  e ig e n fu n c t io n s  d e t e r m in e d  b y  

l in e a r  s t a b i l i t y  a n a ly s i s  o f t h e  la m in a r  flo w .2 0  T h e  r e fe r e n c e  

flo w  p r e s s u r e  i s  u n i fo r m , a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  r a t io  a c r o s s  t h e  

la y e r  i s  t a k e n  t o  b e  1 . In  w h a t  fo l lo w s , le n g t h s  a r e  n o r m a l iz e d  

b y  t h e  in i t i a l v o r t ic i t y  t h ic k n e s s  o f t h e  la y e r  δ ω  ( n o r m a l iz e d  t o  

1 in  t h e  c o m p u t a t io n s ) . T h e  v e lo c i t ie s  a n d  d e n s i t y  a r e  n o r m a l­

i z e d  b y  t h e  v a lu e  o f t h e  s t r e a m w is e  v e lo c i t y  U 1 a n d  d e n s i t y  ρ 1 

o n  t h e  h ig h - s p e e d  s id e  o f t h e  la y e r , r e s p e c t iv e ly .

A t  t h e  c o m p u t a t io n a l b o u n d a r ie s  in  t h e  n o r m a l ( y )  d i r e c ­

t io n , t h e r e  i s  in flo w  d u e  t o  e n t r a in m e n t b y  t h e  la y e r . T h e  

d e v ia t io n s  fr o m  t h e  r e fe r e n c e  flo w  a r e  l ik e ly  t o  b e  s m a l l a t  t h e  

in flo w  b o u n d a r ie s ( b o t h  a t  t h e  s t r e a m w is e  in flo w  b o u n d a r y
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Fig. 10 Change in average u, v, p, and p in computational domain

as a function of time: ― , u; . . . . . . . . , v; ----, ρ; —∙ — ,p (lines for

ρ and p fall directly on top of one another). Mixing layer with 
streamwise length of x = 60δω. The small bump in the curves near 

tα1/δω = 160 is due to the passage of the startup vortex through the 
outflow boundary.

Fig. 11 Change in average u, v, p, and p in computational domain

as a function of time: ― , u; . . . . . . . . , v; ----, ρ; ― · ― , p (lines for

ρ and p fall directly on top of one another). Mixing layer with 

streamwise length of x = 10δω.

Fig. 12 Comparison of boundary conditions, mixing layer. Same parameters as before, except xp = 55δω. Contour levels: dilatation— 
min = -3 × 10-4, max = 3 × 10-4, and increment = 3 × 10-5; vorticity—min= -0.25, max= -0.01, and increment = 0.03. The T is one 
period of the fundamental frequency.

a n d  t h e  n o r m a l b o u n d a r ie s ) , o w in g  s o le ly  t o  a c o u s t ic  flu c t u a ­

t io n s , a n d  t h e r e fo r e  B CI2  i s  a p p l ie d  a t  t h e s e  b o u n d a r ie s . A t  

t h e  o u t flo w  b o u n d a r y , la r g e  flo w  s t r u c t u r e s  m u s t  p a s s  t h r o u g h  

t h e  c o m p u t a t io n a l b o u n d a r y , a n d  t h e r e fo r e  B CO 3  i s  u s e d  in  

c o m b in a t io n  w it h  t h e  e x i t  z o n e  d is c u s s e d  in  t h e  p r e v io u s  s e c ­

t io n .

O n e  p r o b le m  t h a t  h a s  b e e n  n o t e d 2 1 in  c o m p u t in g  s p a t ia l ly  

e v o lv in g m ix in g  la y e r s ( o r  in d e e d  a n y  c o n v e c t iv e ly u n s t a b le  

flo w )  i s  s e lf- fo r c in g  d u e  t o  t h e  c o u p l in g  b e t w e e n  t h e  in s t a b i l i­

t i e s  o f t h e  flo w  a n d  t h e  r e fle c t io n  p r o c e s s  a t  t h e  in flo w / o u t -  

flo w  b o u n d a r ie s . In  a d d i t io n  t o  “p h y s ic a l” r e fle c t io n s t h a t  

o c c u r  a t  a r t i f ic ia l c o m p u t a t io n a l b o u n d a r ie s , a r t i f ic ia l c o m p u ­

t a t io n a l b o u n d a r ie s a ls o p r o d u c e s h o r t w a v e le n g t h “ s a w ­

t o o t h ” r e fle c t io n s d u e  t o  m o d ific a t io n s in  fin i t e  d i ffe r e n c e  

s c h e m e s  n e c e s s a r y  n e a r  a n d  a t  t h e  b o u n d a r y . T h e s e  r e fle c t io n s  

h a v e  b e e n  s t u d ie d  in  d e t a i l b y  Vic h n e v e t s k y  a n d  P a r is e r 2 2  a n d  

Vic h n e v e t s k y .2 3 B y  p h y s ic a l r e fle c t io n s , w e  m e a n  s m o o t h  r e ­

fle c t io n s p r o d u c e d  b y t h e  in e x a c t n e s s o f t h e  n o n r e fle c t in g  

b o u n d a r y c o n d i t io n s . T h e  s a w t o o t h  w a v e s p r o d u c e d  a t t h e  

b o u n d a r ie s  p r o p a g a t e  u p s t r e a m  a t  s p e e d s  t h a t  c a n  b e  g r e a t e r  

t h a n t h e s o n ic v e lo c i t y a n d in t e r a c t w it h t h e u p s t r e a m

b o u n d a r y , w h ic h  r e fle c t s  t h e m  a s  s m o o t h , p h y s ic a l w a v e s .1 5

F o r  flo w s  t h a t d o  n o t a m p li fy  o r  d a m p  p h y s ic a l d is t u r ­

b a n c e s a s  t h e y  p r o p a g a t e  d o w n s t r e a m , a  n u m e r ic a l s c h e m e  

c a n  o n ly  b e  s t a b le  i f t h e  p h y s ic a l w a v e  p r o d u c e d  b y  t h e  in t e r ­

a c t io n  o f  t h e  s a w t o o t h  w a v e  a t  t h e  in flo w  h a s  a  s m a l le r  a m p li­

t u d e  t h a n  t h e  w a v e  t h a t  o r ig in a l ly  p r o d u c e d  t h e  s a w t o o t h  w a v e  

a t  t h e  o u t flo w . In  o t h e r  w o r d s , t h e  o v e r a l l “ r e fle c t io n  c o e ffi ­

c ie n t ” m u s t  b e  le s s  t h a n  1 . F o r  c o n v e c t iv e ly  u n s t a b le  flo w s , 

h o w e v e r , t h e  s m o o t h  w a v e  p r o d u c e d  a t  t h e  in flo w  m a y  g r o w  

s u b s t a n t ia l ly , d e p e n d in g  o n  i t s  w a v e le n g t h . T h u s  t h e  p r o d u c t  

o f t h e  r e fle c t io n  c o e ffic ie n t  a n d  t h e  t o t a l a m p li fic a t io n  o f t h e  

d is t u r b a n c e  a s  i t  c o n v e c t s  t h r o u g h  t h e  c o m p u t a t io n a l d o m a in  

m u s t  b e  le s s  t h a n  1 . I f t h i s  c o n d i t io n  i s  n o t  m e t , t h e  m ix in g  

la y e r  b e c o m e s  s e lf- fo r c e d , a n d  t h e  c o n v e c t iv e  in s t a b i l i t y  o f  t h e  

flo w  i s  t u r n e d  in t o  a  g lo b a l in s t a b i l i t y  o f  t h e  n u m e r ic a l m e t h o d  

t h a t  h a s  t h e  a p p e a r a n c e  o f a  p h y s ic a l ly  p la u s ib le  s o lu t io n .

T h e  p r e s e n c e  o f s u c h  a n  in s t a b i l i t y  m a y  b e  t e s t e d  b y  d e t e r ­

m in in g  w h e t h e r  a  c o m p u t a t io n  fa i ls  t o  r e la x  t o  s t e a d y  s t a t e  in  

t h e  a b s e n c e  o f c o n t in u o u s  fo r c in g . T h e  in i t i a l c o n d i t io n s  a r e  

n o t  a n  e x a c t  s o lu t io n  t o  t h e  N a v ie r - S t o k e s  e q u a t io n s  a n d  t h u s  

p r o v id e  t h e  in i t i a l d is t u r b a n c e  fo r  t h e  in s t a b i l i t y . F ig u r e  1 0
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s h o w s  t h e  c h a n g e  in  t h e  a v e r a g e  v a lu e s  o f  u, v , ρ , a n d  p in  t h e  

c o m p u t a t io n a l d o m a in  a s a  fu n c t io n  o f t im e  fo r  o n e  s u c h  

c o m p u t a t io n . T h e  M a c h  n u m b e r  o f t h e  h ig h - s p e e d  s t r e a m  i s  

0 .5 , t h e  v e lo c i t y  r a t io  a c r o s s  t h e  la y e r  i s  0 .5 , a n d  t h e  R e y n o ld s  

n u m b e r , Re =  ( U 1  -  U 2 ) δ ω / d 1 , i s  5  ×  1 0 2 . T h e  d o m a in  e x t e n d s  

t o  6 0 δ ω  in  t h e  s t r e a m w is e  d i r e c t io n , w h ic h  i s  lo n g  e n o u g h  fo r  

a  0 .1 %  d is t u r b a n c e  ( r e la t iv e  t o  t h e  r e fe r e n c e  v e lo c i t y  U 1 )  a t  t h e  

m o s t  u n s t a b le  fr e q u e n c y  t o  s a t u r a t e  b e fo r e  c o n v e c t in g  o u t  o f  

t h e  d o m a in . T h e  d o m a in  e x t e n d s  t o  ± 5 δ ω  in  t h e  n o r m a l d i r e c ­

t io n , a n d  6 0 1  ×  1 0 1  g r id  p o in t s  a r e  u s e d . T h e  CF L  n u m b e r  

w a s , a g a in , 0 .7  ( a  s im i la r  c o m p u t a t io n  w it h  le s s  r e s o lu t io n , 

4 0 1  ×  7 5  g r id  p o in t s , g a v e  n e a r ly  id e n t ic a l r e s u l t s ) . T h e  s o lu ­

t io n  i s  a p p a r e n t ly  r e la x in g  t o  s t e a d y  s t a t e  s in c e  t h e  o s c i l la t io n s  

a r e  d a m p in g  o v e r  t im e . F ig u r e  1 1  s h o w s  a  c o m p u t a t io n  o n  a  

s h o r t e r d o m a in , e x t e n d in g t o 1 0 δ ω ( w i t h 1 0 1  ×  1 0 1 g r id  

p o in t s ) , w h ic h  r e la x e s  t o  s t e a d y  s t a t e  m u c h  m o r e  r a p id ly . T h e  

d a m p in g  p a r a m e t e r  ϵ  w a s  0 .0 5  fo r  b o t h  c a s e s .

T h e  n e c e s s i t y  o f t h e  e x i t  z o n e  i s  a ls o  d e m o n s t r a t e d  b y  t h e  

m ix in g - la y e r  c o m p u t a t io n s . T h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r u n s  a r e  t h e  

s a m e  a s  b e fo r e , e x c e p t  t h a t  t h e  p h y s ic a l d o m a in  e x t e n d s  t o  

5 5 δ ω  fo r  b o t h  c a s e s . T h e  c o m p u t a t io n s  a r e  fo r c e d  b y  t h e  l in e a r  

e ig e n fu n c t io n s  c o r r e s p o n d in g  t o  t h e  m o s t  u n s t a b le  fr e q u e n c y , 

a t  a n  a m p li t u d e  o f  0 .1 %  a t  t h e  in flo w . F ig u r e  1 2  s h o w s  a  t im e  

s e r ie s  o f  p lo t s  o f  b o t h  t h e  v o r t ic i t y  a n d  d i la t a t io n  fo r  t w o  r u n s , 

w it h  a n d  w it h o u t e x i t z o n e s . T h e  t im e  s e r ie s s h o w n  c o r r e ­

s p o n d s  t o  t h e  t im e  w h e n  t h e  fi r s t  v o r t e x  c r e a t e d  b y  t h e  e ig e n ­

fu n c t io n  fo r c in g  r e a c h e s t h e  o u t flo w  b o u n d a r y fo r  t h e  c a s e  

w it h o u t  t h e  e x i t  z o n e . T h e  t im e  in c r e m e n t  b e t w e e n  e a c h  s u c ­

c e s s iv e  fr a m e  in  F ig . 1 2  i s  o n e  p e r io d  o f t h e  m o s t  u n s t a b le  

fr e q u e n c y . A lt h o u g h  t h e  v o r t ic i t y  fo r  t h e  t w o  r u n s  a p p e a r s  t o  

b e  id e n t ic a l , a  la r g e  r e fle c t io n  i s  c le a r ly  e v id e n t  in  t h e  c o n t o u r s  

o f d i la t a t io n  fo r  t h e  c o m p u t a t io n  w it h o u t  t h e  e x i t  z o n e . T h e  

a m p li t u d e  o f t h e  r e fle c t io n  i s  o f  t h e  s a m e  o r d e r  o f m a g n i t u d e  

a s  t h e  m a x im u m  d i la t a t io n  o f  t h e  s t r u c t u r e s . I t  i s  o b v io u s  t h a t  

s u c h  a  s t r o n g  a c o u s t ic  r e fle c t io n  w o u ld  o b l i t e r a t e  a n y  s o u n d  

w a v e s  t h a t  t h e  s t r u c t u r e s  m ig h t  p r o d u c e . O n  t h e  o t h e r  h a n d , 

t h e  r e fle c t io n  i s  n o t  s e e n  fo r  t h e  c o m p u t a t io n  w it h  t h e  e x i t  

z o n e  ( a n d  d o e s  n o t  a p p e a r  a t  la t e r  t im e s  t h a t  a r e  n o t  s h o w n  in  

t h e  fig u r e ) .

VI. Summary

In  p r e v io u s  s t u d ie s  b y  Co lo n iu s  e t  a l .,2  M it c h e l l e t  a l .,3  a n d  

L e le  a n d  H o ,4  a c c u r a t e  c o m p u t a t io n s  o f a e r o d y n a m ic s o u n d  

g e n e r a t io n  a n d  t h e  s c a t t e r in g o f s o u n d  w e r e  p e r fo r m e d  fo r  

s o m e  m o d e l a e r o a c o u s t ic  p r o b le m s . T h e  r e s u l t s  s h o w e d  g o o d  

a g r e e m e n t w it h  b o t h  a e r o a c o u s t ic t h e o r y a n d  e x p e r im e n t a l 

e v id e n c e . In  t h i s  p a p e r  w e  h a v e  d e s c r ib e d  m o d ific a t io n s  t o  o u r  

n u m e r ic a l s c h e m e  a n d  t o  t h e  n o n r e fle c t in g b o u n d a r y  c o n d i ­

t io n s  d e r iv e d  b y  G ile s 1 2 ,1 3  t o  e x t e n d  t h e  m e t h o d  t o  a l lo w  a c c u ­

r a t e  c o m p u t a t io n s o f fr e e  s h e a r  flo w s  w it h  in flo w / o u t flo w  

t y p e  b o u n d a r ie s .

T o  p r o d u c e  s t a b le  n u m e r ic a l s c h e m e s in  t h e  p r e s e n c e  o f  

s h e a r , d a m p in g  t e r m s  m u s t  b e  a d d e d  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i ­

t io n s . T h e  a m o u n t  o f d a m p in g  n e c e s s a r y  t o  s t a b i l iz e  t h e  s y s ­

t e m  w a s  fo u n d  t o  b e  s m a l l a n d  d o e s  n o t  s ig n i fic a n t ly  a l t e r  t h e  

n o n r e fle c t in g  p r o p e r t ie s  o f t h e  b o u n d a r y  c o n d i t io n s .

T h e  a c c u r a c y  o f t h e  o u t flo w  b o u n d a r y  c o n d i t io n , in  t e r m s  

o f a c o u s t ic r e fle c t io n s fr o m  v o r t ic a l d is t u r b a n c e s , i s c o n ­

t r o l le d  b y  n o n l in e a r  e ffe c t s  r a t h e r  t h a n  t h e  a c c u r a c y  o f t h e  

l in e a r  n o n r e fle c t in g b o u n d a r y  c o n d i t io n  fo r  d is t u r b a n c e  a m ­

p l i t u d e s  e x p e c t e d  in  t y p ic a l s h e a r  flo w  c o m p u t a t io n s . A n  e x i t  

z o n e  r e g io n  w h e r e  d is t u r b a n c e s a r e  s ig n i fic a n t ly a t t e n u a t e d  

t h r o u g h  g r id  s t r e t c h in g  a n d  fi l t e r in g  i s  d e v e lo p e d . T h e  u s e  o f  

s u c h  a n  e x i t  z o n e  i s  fo u n d  t o  r e d u c e  t h e  m a g n i t u d e  o f  a c o u s t ic  

r e fle c t io n s b y  3  o r d e r s  o f m a g n i t u d e  fo r  t h e  flo w s  s t u d ie d . 

Co m p u t a t io n s  o f  s p a t ia l ly  e v o lv in g  m ix in g  la y e r s  w it h o u t  s u c h  

a n  e x i t  z o n e  a r e  s h o w n  t o  h a v e  a c o u s t ic  r e fle c t io n s  t h a t  c o m ­

p le t e ly  o b s c u r e  a n y  o t h e r  s o u n d  t h a t  m a y  b e  p r o d u c e d  b y  t h e  

flo w . T h e  c u r r e n t  n u m e r ic a l m e t h o d  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t io n s  

w e r e  fo u n d  t o  g iv e  s t a b le  r e s u l t s  fo r  c o m p u t a t io n s  o f  s p a t ia l ly  

e v o lv in g  m ix in g  la y e r s ; n u m e r ic a l s e lf- e x c i t a t io n  o f t h e  la y e r  

d id  n o t  o c c u r .
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