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1. Introduction.  II  n'y  a  que  trois  geometries  sur  la  droite  reelle:  les  geometries

euclidienne,  affine  et  projective.  Elles  correspondent  a  trois  groupes  de  Lie  de

diffeomorphismes  de  la  droite:  le  groupe  R  des  translations;  le  groupe  GA(\,R)  des

homotheties-translations  de  rapport  positif;  enfin  le  revetement  universel  SL(2,  R)  de

PSL(2,  R),  operant  sur  la  droite  consideree  comme  revetement  universel  de  la  droite

projective  reelle.

Ce  travail  fait  suite  a  [M2],  oύ  nous  etudiions  les  representations  des  groupes

discrets  dans  Pun de  ces  trois  groupes.  Dans  le  present  article,  les  resultats  de  [M2]

sont  appliques  a  Γetude  des  feuilletages  de  codimension  1 des  varietes  differentielles,

dont  la  structure  transverse  est modelee  sur  Γune  de ces  trois  geometries.

A un tel feuilletage est associe un invariant algebrique: la representation  d'holonomie.

C'est  une  representation  du  groupe  fondamental  de  la  variete  dans  le  groupe  de  Lie

correspondant,  definie  a  une conjugaison  pres  au  but.

Nous  nous  proposons  d'examiner  Γinfluence  des  proprietes  algebriques  de  cet

invariant  sur  certaines proprietes  topologiques  du  feuilletage: topologie  de Γespace des

feuilles,  completude, absence  de  feuille  exceptionnelle  ____

Avant  d'enoncer  nos  resultats,  precisons  le cadre  dans  lequel  nous  travaillerons.

DEFINITION.  Soient  G  Γun  des  trois  groupes  precedents,  et  M  une  variete

differentielle  connexe  de  dimension  > 3  (qui  peut  etre  compacte  ou  non).  On  appelle

feuilletage  transversalement  homogene  singulier  de  M,  de  groupe  G  (par  la  suite  nous

dirons  en general  seulement  "feuilletage"),  un  atlas  (maximal):

oύ (C/
f
) est un recouvrement  ouvert de M et chaque fi  est une fonction reelle  differentiate

definie  sur  Ui9  a singularites de  Morse;  tels que  sur  chaque  intersection  Ut n  UJ9  il existe

un  element gtj  de  G  tel  que  fj  —  Qij0/^

Ainsi, nous permettons aux feuilletages d'avoir des points singuliers. Nous  exigerons

qu'ils  soient  de  type  Morse, ce qui  n'est  en  fait  pas  essentiel,  mais  constitue  un  cadre

generique et commode. Le plus souvent nous n'exigerons pas que la variete soit compacte.

Par contre nous excluons les feuilletages des surfaces (la raison est qu'une surface change
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de  groupe  fondamental  quand  on  lui  όte  les  singular!tes  du feuilletage).

Nos  resultats  s'appliquent  en particulier  dans  les cadres  suivants:

Feuilletages  transversalement  affines  ou transversalement  projectifs, non singuliers,

des  varietes  compactes.

Feuilletages transversalement euclidiens, singuliers, des varietes compactes. Ce sont

les  l-formes  femees  singulieres.  Us ont  etc particulierement  etudies  par  Levitt.  Dans  ce

cadre, plusieurs  de nos  resultats  sont  analogues  a des resultats  de  [L].

Feuilletages  transversalement  euclidiens non singuliers des varietes non  compactes.

L'etude de ces feuilletages  a ete  inauguree par  Imanishi  dans  [I].

Commenςons par une constatation qui semble s'opposer au programme  precedent:

il est toujours possible  de tourbίllonner  un feuilletage transversalement  affine  (voir  [BS])

ou  transversalement  projectif.  Rappelons  que  cette  modification  a  lieu  au  voisinage

d'une  courbe  fermee  transverse,  qu'elle  remplace  par  une  composante  de  Reeb.  Cela

ajoute  au  feuilletage  une  composante  de  Novikov  et  done  modifie  severement  sa

topologie,  sans  modifier  sa  representation  d'holonomie.

Done  pour  lier  la  topologie  d'un  feuilletage  transversalement  homogene  a  sa

representation  d'holonomie,  nous  devrons  en  general  faire  des  hypotheses  sur  sa

decomposition  en composantes  de  Novikov.

Toutefois  il  serait  trop  restrictif  de  se  limiter  a  Γetude  des  feuilletages  qui  n'ont

qu'une  composante  de  Novikov.  La  proposition  1.1  et  les  theoremes  3.6,  2.3  et  3.5

ci-dessous  montrent  que  la  bonne  classe  de  feuilletages  est  la  suivante:

DEFINITION.  Un  feuilletage  d'une  variete  est  principal  quand  il  possede  une

composante  de  Novikov  ouverte  relativement  a  laquelle  cette  variete  est  simplement

connexe.

Une  telle  composante  est  dite principale.  Nous  verrons  qu'elle  est  necessairement

unique  si  le  feuilletage est  non  degenere.

Les  feuilletages  principaux  sont  nombreux:

PROPOSITION  2.2.  Pour  toute  variete  compacte  M,  toute  representation  non  triviale

de  son  groupe  fondamental  dans  Γun  des  trois  groupes  de  Lie  de  diffeomorphismes  de R,

est  la  representation  d'holonomie  d'un feuilletage  transversalement  homogene  singulier

principal  de  M.

II  nous  faut  rappeler  brievement  quelques  notions  classiques  dans  Γetude  des

feuilletages  transversalement  homogenes (voir par  exemple  [B]),  et introduire quelques

notations.

La  representation  d'holonomie de  ϊF  est notee H(^).  Son image est un groupe  de

diffeomorphismes  de  R,  note Γ(«^)  et  appele  groupe  d'holonomie.  Les  cas  ou  Γ(J*)  a

un  point  fixe  global,  seront  le plus  souvent  ecartes  comme  degeneres.

Fixons un revetement normal M de M qui trivialise J^ au sens ou la representation

d'holonomie de ̂  passe au quotient a travers  le groupe  du revetement. (Le cas le plus
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important  est  le revetement universel  de  M, que  nous  noterons  M).  Relevons  OF  en un

feuilletage & de M. Les feuilles  de & sont les composantes  connexes des hypersurfaces

de niveau d'une  function  de  Morse,  dit  application  developpante  de J*:

qui est canoniquement definie,  a composition pres par  un element de G  au but.  De plus

cette  application  developpante  est  equivariante  pour  Faction  du  groupe  de  M  d'une

part  sur  M  et d'autre  part  sur  la  droite  reelle, via  la  representation  d'holonomie.

L'outil  principal  de notre  travail  est  la  notion de bout  d'un  revetement trivialisant

dans  la direction  de  la  representation  d'holonomie,  au  sens  suivant:

DEFINITION.  L'espace des bouts de M dans la direction D(^) est la limite projective:

lim  π

(II  ne  s'agit  pas  des  bouts  de  M  ou  de  M\!F  comme  espace  topologique,  au  sens  de

Freudenthal).

Dans  cet article,  c'est  seulement  le nombre  de bouts  qui  va  nous  interesser.  Nous

verrons  qu'en  fait  il  n'y  a  que  deux  cas:  ou  bien  M  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction

D(^),  ou  bien  il  en a  une  infinite.

Notre interet pour ce nombre de bouts est suscite par sa solidarite avec des proprietes

topologiques  plus  habituelles  du  feuilletage.  Nos  deux  premiers  resultats  mettent  en

evidence  cette  solidarite,  dans  le cas  du  revetement  universel.  Noter  qu'un  feuilletage

transversalement  homogene  est  transversalement  oriente,  et  possede  un  oppose  qui  ne

diίfere de lui que par Γorientation transverse, et dont Γapplication developpante est —

PROPOSITION  1.1.  Soit  3F  un feuilletage  non  degenere, principal,  d'une  variete  M.

Notons  P  la  composante  principale  de  OF , et  P  Vintage  inverse  de  P  dans  M.

Les proprietes  suivantes  sont  equivalentes:

1.  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D(^)9  ainsi  que  dans  la  direction  opposee

2.  Tout  chemίn  contenu  dans P  est  homotope  dans M  (a extremites  fixes  )  soit  a un

chemin  transverse  a  3F , soit  a  un  chemin  tangent  a  2F .

Considerons  maintenant  les  feuilletages non  singuliers  en dimension 3.

DEFINITION.  On dit  qu'un  feuilletage ̂  d'une  variete  M est  complet,  quand  il

existe  une  variete  F,  et  un  revetement  de  M  par  FxR,  qui  envoie  les  hypersurfaces

Fx  c
te

  sur  les  feuilles  de  <F .

THEOREME  4.2.  Soit  M  une  variete  compacte  de dimension  3. Soit  2F  un  feuilletage

de  M,  non  degenere,  n' ay ant  qu'une  composante  de  Novikov,  non  singulier  et  transverse
άdM.
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Les proprietes  suivantes  sont  equίvalentes:

1.  M  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D(^),  aίnsi  que  dans  la  direction  opposee

2.  2F  est  complet.

Nous deduirons du theoreme 4.2 le resultat suivant, qui dit dans  queues conditions

une  "somme torique"  de varietes  feuilletees  est  complete:

THEOREME  4.3.  Soίt  M  une  variete  compacte  de  dimension  3.  Soit  S  une  surface

incompressible  qui separe  M  en deux  regions A, B. Soit  3F  un feuilletage  transversalement

homogene  de  M,  non  sίngulier,  et  transverse  a  S,  dM  et  dS.  Considerons  les  restrictions

1.  Si ^\S  est  non degenere,  alors  les  conditions  suivantes  sont  equivalentes:

(i)  ^ et ̂ \S  sont  complets.

(ii)  <F\A  et  &\B  sont  complets.
2.  Si  3F\S  est  degenere  et  n'a  qu'une  composante  de Novikov,  et  que  3F\A  est  non

degenere et que B n 'est pas simplement  connexe relativement a S, alors  2F  n 'est pas  complet.

QUESTION.  Ce  theoreme  s'etend-il  au  cas  oύ  M  est  une  variete  compacte  de

dimension  > 4 et S une hypersurface  de  Ml

Nous  venons  de  voir  la  solidarite  entre  le  "nombre  de  bouts"  d'un  revetement

trivialisant  "dans la direction"  de Γapplicatίon  developpante,  d'une part, et les proprietes

topologiques  du  feuilletage, d'autre  part.  Notre  prochain  resultat  encadre  ce  nombre

de  bouts,  par  deux  "nombres  de bouts"  du  groupe  du  revetement  "dans  la  direction"

de  la  representation  d'holonomie.  Ces  nombres  ont  ete  definis  et  etudies  dans  [M2].

Rappelons-en  les  grandes  lignes.

A  un groupe  Π muni d'une  representation  H  a valeurs  dans  Pun des  trois  groupes

de  Lie de  diffeomorphismes  de  la  droite  reelle,  nous  avons  associe  un  nombre  de  bouts

fins  de Π  dans  la direction  H,  et un  nombre  de bouts  grossiers  de Π  dans  la direction  H.

Nous  avons  ecartes comme degeneres  les cas oύ Γimage de H  a un point fixe global  sur

la droite reelle. Quant aux valeurs des nombres de bouts, il n'y a que trois possibilites:

Ou  bien  un  bout  fin  et  un  bout  grossier;  c'est  le  cas  typiquement  quand  Π  est

abelien.  Ou  bien  une  infinite  de  bouts  fins  et  un  bout  grossier;  ceci  n'est  possible  que

quand  le  groupe  de  Lie  est  le  groupe  affine.  Ou  bien  une  infinite  de  bouts  fins  et  une

infinite  de  bouts  grossiers; c'est  le  cas  typiquement  quand  Π  est  un  groupe  libre  non

abelien.

THEOREME  3.6.  Soίt  ^  un  feuilletage  non  degenere,  principal,  d'une  variete

compacte  M  (qui pent  avoir  un bord).  Soit  un revetement  normal  M  qui  le  trivίalise.

Notons  Π  le  groupe  de  ce  revetement;  H:  Π-*G  le  morphίsme  d'holonomie;  et  P

Γimage  inverse  dans  M  de  la  composante  prίncipale  de  3F .

1.  Si  Π  n'a  qu'un  bout  fin  dans  la  direction  H,  alors  P  n'a  qu^un  bout  dans  la

direction
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2.  Si P  n'a qu'un  bout  dans la direction t>(^\ alors  Π n'a qu'un  bout  grossier dans
la  direction  H.

Ce theoreme fournit  une interpretation topologique des nombres  de bouts  etudies

dans  [M 2], pour  les  groupes  de presentation  finie.

COROLLAIRE  1.2.  Soient  J*
1?

  3P "
2
  deux feuilletages  transversalement  euclidiens  ou

projectif  s,  non  degeneres,  n' ay ant  quune  composante  de  Novikov,  de  deux  varietes

compactes  Mί9  M2.  On suppose  qu'il  exίste  un ίsomorphisme  de π^ΛfJ  avec n1(M2)  qui

echange  H(βF  ^)  et H(^2).  Alors  M1  a  le meme nombre  de bouts  dans la  direction

que  M2  dans  la  direction

Nous  construirons  un  important  contre-exemple a  ce corollaire  dans  le cadre  des

feuilletages  transversalement  qffines:

PROPOSITION  5.2.  Pour  chaque entίer  #>2,  il existe  une variete M  de dimension  3,

fibrant  sur  le  cercle  avec pour  fibre  la  surface  compacte  orίentable  sans  bord  de genre  #,

et  deux feuilletages  !F ^ & '2 de M,  qui  verifient  les proprίetes  suivantes:

1.  Ce  sont  des feuilletages  transversalement  qffines  non singuliers  et  non  degέneres;

leurs feuilles  sont  denses.

2.  Leurs  representations  d'holonomίe  sont  egales.

3.  M  n'a  qu'un  bout  dans  la direction  D(^ \),  mais  a une  infinite  de bouts  dans  la

direction  D(^2).  Au  contraire,  M  a  une  infinite  bouts  dans  la  direction  — D(^^},  mais

n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  —

Enfin,  les  theoremes  4.2  et  3.6  impliquent qu'en  dimension  3  la  completude d'un

feuilletage transversalement projectif (non singulier, a une seule composante de Novikov,

non  transversalement  aίrme) ne depend  que  de sa  representation  d'holonomie:

COROLLAIRE  1.3.  Soient  deux  varietes  compactes  de  dimension  3,  et  sur  chacune

un  feuilletage  transversalement  projectif  \  ni  singulier  ni  degenere,  n' ay ant  quune

composante  de Novikov,  et  transverse  au bord.  On  suppose  qu'il  exίste  entre  les  groupes

fondamentaux  de ces varietes un ίsomorphisme  qui echange les representations  d'holonomie.

Alors  si  Γun  de ces feuilletages  est  complet,  Γautre  Vest  aussi.

Soit  un  feuilletage  transversalement  homogene  d'une  variete.  Supposons  que  le

groupe fundamental  de la variete, ou plus generalement un quotient  de ce groupe,  n'ait

qu'un  bout fin dans  la direction de la representation d'holonomie du feuilletage. Queues

consequences  peut-on  tirer  de  cette  hypothese  algebrique,  quant  a  la  topologie  du

feuilletage?  C'est  Γobjet  des deux  theoremes  suivants.

THEOREME  2.3.  Soit  un feuilletage  2F  non  degenere,  d'une  variete  M.  On  suppose

que π
x
(M) a un seul bout fin dans la direction H(^).  On ecarte les cas ou Γ(̂ ) possederait

une  orbίte  discrete.  Alors  2F  est  principal.

Noter  que  la  variete  n'a  pas  besoin  d'etre  compacte.  Les  cas  ecartes  sont  les
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feuilletages  transversalement euclidiens  dont  le  groupe d'holonomie est  infini cyclique,

ainsi  que  certains  feuilletages transversalement  projectifs.

Le prochain  theoreme exprime simplement que  le point  1 du  theoreme 3.6  s'etend

aux  varietes  non  compactes;  nous  verrons  par  un  exemple  (proposition  5.1) qu'au

contraire  le point 2 du  theoreme 3.6 ne s'etend  pas  aux  varietes  non compactes.

THEOREME  3.5.  Soίt  un feuίlletage  2F  non  degenere, principal,  d'une  variete  M (qui

n'a  pas  besoίn  d'etre  compacte).  Soίt  aussί  un groupe  77, quotient  de  π^M),  tel  que  la

representation  d'holonomie  passe  au quotient  en un morphisme  H:  Π-+G.

On  suppose  que  Π  a  un seul  bout  fin  dans  la direction  H.

Alors  consίderons  le  revetement  normal  M  de group  Π  (ίl  trivίalise  )̂;  et  Γimage

inverse  P  de  la  composante  princίpale  de  3F  dans M.  Je  dίs  que  P  n'a  qu'un  bout  dans  la
direction

Voici  pour  finir  deux  exemples d'application  des  resultats  precedents. Noter  que

la  variete  n'a  pas  besoin d'etre  compacte.

Rappelons  qu'une  feuille  exceptionnelle  est  une  feuille  dont  la  fermeture  est

transversalement  un  ensemble de  Cantor.

PROPOSITION  4.6.  Soit  un feuίlletage  2F  d'une variete M.  On suppose  que son  groupe

d'holonomie  n 'a pas d'orbite  discrete. Dans chacun des  1 6 cas suίvants, onpeut conclure que:

i.  Ce feuilletage  est  principal.
ii.  Tout  chemίn  contenu  dans sa  composante  prίncipale  est  homotope  a  un chemίn

transverse  ou  tangent  a  2F '.

iii.  L'espace  des feuilles  de  sa  composante  principale  est  homeomorphe  a  Γespace

des  orbites  de son groupe  d'holonomie.

iv.  (Dans  les  cas  1  a  14). Sa  composante  princίpale  est  depourvue  de  feuille

exceptionnelle.

(Dans  les  9 premiers  cas,  3F  est  suppose  transversalement  euclίdien.)

\er  cas:  le groupe  π
1
(M)  est  nίlpotent.  2eme  cas:  le groupe  π

t
(M)  est  polycyclique,

c'est-ά-dίre  obtenu  du groupe  trivial par  un nombre  fini  d 'extensions  cy cliques. 3eme  cas:

plus  generalement,  son  sous-groupe  derive  π
1
(M)

/  est  de  type  fini.  4eme  cas:  le  noyau  de

H(^)  est  de  type  fini.  5eme  cas: plus  generalement,  il  existe  un sous-groupe  de  type  fini,

comprίs  entre  π
1
(M)

/  et  le noyau  de H(^).  6eme  cas:  le groupe  π^M) est  de  type  fini,  et

sa representation  H(^)  dans R  verίfie  la condition de Bίeri-Neumann-Strebel(voίr  [BNS]),

ainsi que la representation  opposee  —H(^).  Ίeme cas: le centre de π
x
(M) n' est pas  contenu

dans  le  noyau  de H(^\  %eme cas: plus  generalement,  il  existe  un element  de π^M)  qui

commute  a tout  element  de π
1
(M)

/ sans appartenir  au noyau de H(^).  9eme cas:  le  groupe

π
t
(M) est produίt  direct  de deux  sous-groupes  qui ne sont  pas  contenus  dans  le noyau de

(Dans  les  5  cas  suίvants,  2F  est  suppose  transversalement  affine  sans  etre  trans-

versalement  euclίdien.}
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lQeme  cas:  le  groupe  π
1
(M)  est  poly cy clique.  \\eme  cas:  plus  generalement,  le

sous-groupe  derive de son sous-groupe  derive, π^M)", est  de typefini.  \2eme  cas:  le noyau

de  H(^}  est  de  type  fini.  \yme  cas\ plus  generalement,  il  existe  un sous-groupe  de  type

finί,  compris  entre  π
1
(M)

//  et  le noyau  de H(^).  I4έme  cas:  il existe  un element  de π^M)

qui  commute  a  tout  element  de  n^(M)"  et  dont  I 'image  par  H(3F)  est  sans point  fixe.

(Dans  les 2 dernier s  cas, ̂  est suppose  transversalement  projectif.)

I5έme  cas:  le  centre  de  π
x
(M)  contient  un  element  dont  Γimage  par  H(^)  est

sans point  fixe.  \6έme  cas:  le  groupe  π
x
(M)  est  produίt  direct  de  deux  sous-groupes,  et

chacun contient  un element  dont  Γ image par  H(^}  est  sans point  fixe.

PROPOSITION  4.5.  Soίt  2F  un  feuille tage  principal  non  degenere  qui  est  soit

transversalement  euclidien,  soit  transversalement  affine,  soit  transversalement  projectίf

avec  dans  son  groupe  d'holonomie  une  translation  entiere.  On  suppose  que  le  noyau  de

H(^)  na pas  de  quotient  libre  a  une  infinite  de generateurs.  Alors  Γespace  des feuille s

de  la  composante  prίncipale  est  homeomorphe  a  RjΓ(^).  En particulier,  la  composante

principale  contient  une feuille  exceptionnelle  si  et  seulement  si  Γ(^)  possede  une  orbite

exceptionnelle.

Je  remercie  G.  Levitt,  qui  a  dirige  ma  these,  dont  Γessentiel  de  cet  article  est

extrait. Je remercie egalement E. Ghys et F. Laudenbach  de Γinteret qu'ils  ont accorde

a  ce  travail.

2. Feuilletages principaux.  Dans  ce  paragraphe  nous  examinons  la  notion  de

feuilletage principal  puis  nous  prouvons  le theoreme  2.3.

DEFINITION.  Un feuilletage de la  variete  M  est principal  s'il  a une composante  de

Novikov  ouverte  relativement  a  laquelle  M  est  simplement  connexe.  Une  telle

composante  est  dite  principale.

EXEMPLES.  Tout  feuilletage  obtenu  a  partir  d'un  feuilletage  qui  n'a  qu'une

composante  de Novikov,  par  des  transformations  telles que:

Tourbillonnement  le long  d'une  courbe  fermee  transverse.

Introduction d'un centre (c'est-a-dire une singularite d'indice 0 ou dim(M)) et d'une

singularite conique (c'est-a-dire  d'indice  1 ou  dim(M)— 1), en position  d'elimination.

Nous  parlerons  de  la composante  principale, en vertu  du

LEMME  2. 1 .  Dans  un feuilletage  principal  non  degenere,  la  composante  principale

est  unique.

DEMONSTRATION.  Dans  un  feuilletage principal, considerons  une  composante  de

Novikov  reduite  a  une  feuille  fermee.  C'est  une hypersurface  disjointe d'une  partie  de

la  variete  qui  engendre  le groupe  fondamental.  Elle  done doit  separer.

On en deduit  que  s'il  y  avait  deux  composantes  principales,  elles  seraient  separees

par  une  feuille  fermee.  D'apres  le  theoreme  de  Van  Kampen  et  le  principe  d'unique
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representation  des  elements  d'une  somme  amalgamee,  la  variete  serait  simplement

connexe relativement a cette feuille. Done le groupe d'holonomie serait reduit au  groupe

d'holonomie  de  cette  feuille.  Le  groupe  d'holonomie  aurait  done  un  point  fixe,  et  le

feuilletage  serait  degenere.

Regroupons  les  feuilletages  d'une  variete  M  en  "classes  d'holonomie":  deux

feuilletages sont dans une meme classe quand ils ont la meme representation d'holonomie.

Nous  allons  maintenant  voir  que  chaque  classe  (non  triviale)  contient  un  feuilletage

principal.

PROPOSITION  2.2.  Soίt  M  une  variete  (dont  le groupe  fundamental  est  de  type  finί,

pour  sίmplίfier).  Toute representation  non  trivίale  de n^M)  dans R,  GA(\, R) ou  SL(2, /?),

est  la representation  d'holonomie  d'un feuilletage  (sίngulίer)  principal  de  M.

DEMONSTRATION.  Soit H:nl(M)^G  une  representation non  triviale.

Rappelons d'abord comment H peut etre suspendu  en un  fibre plat en droites  S(H)

au-dessus  de  M.

Soit Mle revetement universel de M. On munit M x R de Faction diagonale de π^

Par definition,  S(H)  est le quotient de M x R par cette action. La projection de M x R

sur  M  passe  evidemment  au  quotient  en  une  fibration  de  S(H)  sur  M, de  fibre  R.  On

dispose de plus d'une projection  de M x R  sur  S(H).  Le feuilletage horizontal de M x R
est globalement invariant par  π^M), done  se projette  sur  un feuilletage ^(H)  de  S(H).

Ce feuilletage est  transverse  aux  fibres.  Chacune de ses  feuilles  realise un revetement de

M.  Fixons une  feuille  F  de ^(H)  qui  soit  sans  holonomie (presque  toute  feuille  Test).

Soit une section de ce fibre, s : M-»S(//) (il en existe puisque la fibre est une droite).

Generiquement,  s  est  en  position  de  Morse  par  rapport  a  ^(H).  L'image  inverse  de

^(H)  par  s  est  alors  evidemment un  feuilletage transversalement homogene  singulier,

qui  a  H  pour  representation  d'holonomie.  Reste  a voir  comment choisir s  pour  que ce

feuilletage  soit  principal.

Comme H  est non triviale,  il existe  une partie  generatrice finie {αj  de π^M) dont

aucun  element  n'appartient  au  noyau  de  H.  Representons  les  α
f
  par  des  lacets  a{  au

point-base  p  de  M,  qui  forment  topologiquement  un  bouquet  de  cercles  au  point  p.

Fixons un point q dans Γintersection de la fibre au-dessus de p, avec la feuille F. Chaque

lacet at  se releve en un  chemin b{  dans  F,  d'origine  q.  L'extremite de  b{  est  un point de

la  fibre  autre  que  q.  Faisons  de bi  un  lacet  en  lui  ajoutant un  segment  de  la  fibre.  Par

une  petite  deformation  ce  lacet  peut  etre  rendu  transverse  a  ^(H\  tout  en  restant

au-dessus  de at.
On  a  ainsi  construit  une  section  de  S(H)  au-dessus  de  la  reunion  des  at;  comme

S(H)  est  un  fibre  en  droites,  cette  section  se  prolonge  a  M.  On  met  cette  section  en
position de Morse part  rapport  a &(H)  par  une petite modification.  L'image  inverse de
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par  la  nouvelle  section  est  un  feuilletage  auquel  les  at  sont  transverses.  Done

tous les a{ sont contenus dans la meme composante de Novikov de ce feuilletage. Comme

les  oCi  engendrent  π^M), cette  composante  est  principale.

Le resultat  principal  de ce paragraphe est  que  dans  certaines classes  d'holonomie,

tons  les  feuilletages sont principaux:

THEOREME  2.3.  Soit  un feuilletage  transversalement  homogene  3F ,  non  degenere,

d'une  variete  M  (qui  ria  pas  besoin  d'etre  compacte).  On  suppose  que  π^M)  a  un  seul

bout fin dans la direction H(^)  et que Γ(^)  n 'a pas d'orbiίe  discrete. Alors  2F  est  principal.

DEMONSTRATION.  Soit  OF  un  feuilletage  transversalement  homogene  singulier,

d'une  variete  M  compacte  ou  non.  On  suppose  que  Γ(J^)  n'a  pas  d'orbite  discrete.

Montrons  que  3F  est  principal.  La  preuve  s'appuie  sur  le  theoreme  de Van  Kampen  et

sur  les  theoremes  4.1  et 4.2  de [M2].

Considerons  les  composantes  de  Novikov  fermees, c'est-a-dire  les  feuilles  fermees

que  ne rencontre  aucune  courbe  fermee  transverse.

Fixons  provisoirement  une composante  de Novikov  fermee  F.

Montrons d'abord que Γhypothese que Γ(tF)  n'a  pas d'orbite  discrete implique que

F  separe  M.  Procedons  par  Γabsurde:  supposons  que F  ne separe  pas  M, et montrons

que Γ(J^) a une orbite  discrete.

Considerons  la  variete  a bord  MF  obtenue  en incisant  M  le  long  de F,  et  dont  les

deux  composantes  du  bord  sont  homeomorphes  a  F.  D'apres  le  theoreme  de  Van

Kampen,  π
x
(M)  est  la  HNN-ex tension  de  τι^(MF)  au-dessus  de  π^F).  En  d'autres

termes, π^M) admet  la  presentation  suivante:

Les  generateurs  sont  les  elements  de  π^Mp),  ainsi  qu'une  lettre  independante  π

(qui  est  representee dans  M  par  un  lacet  dont  le nombre  algebrique  d'intersection  avec

Fest  + 1).  Les  relations  sont  les  relations  de n ̂ (MF),  ainsi  que  les relations:

oύ σ decrit π^F)  et oύ iί  et i2  designent les deux morphismes canoniques de n±(F)  dans

Comme  F  est  une  feuille  fermee,  la  restriction  de  H(βF}  a  π^F)  est  degeneree.

D'apres  le  theoreme  4.2  de  [M2],  ceci  est  incompatible  avec  le  fait  que  π
t
(M)  n'a

qu'un  bout  fin  dans  la  direction  H(^)9  sauf  si  /\  ou  /
2
  est  surjective.  Supposons  par

exemple que iί  est  surjective; Γautre cas  se ramene a celui-ci en renversant  Γorientation

transverse  de  3F .

Soit  Θ  Γimage  dans  Γ(J^) de π^F).  Soit  τ Γimage dans  Γ(&)  de π. En  particulier

Γ(βF}  est  engendre  par  Θ  et  τ.

Montrons d'abord que Γensemble  Fix(<9) des points  fixes de Θ  sur R  n'est  ni vide,

ni  reduit  a  un  point.  Comme  F  est  une  feuille  fermee,  Fix(<9)  a  au  moins  un  element

'/.  Comme  ί 1  est  surjective,  Θ  est  contenu  dans  τ~1Θτ.  Done  Fix(Θ)  contient  aussi

τ~l(f).  Ce  point  est  different  de  /,  car  sinon  /  serait  un  point  fixe  commun  a  τ  et  a  Θ,



482  G  MEIGNIEZ

done un  point fixe de Γ(^},  et & serait  degenere.

Nous  pouvons  maintenant  preciser  la  situation  cas par  cas:

Quand  G = R  ou GA(l,  R):  L'ensemble  des points fixes de tout  element non trivial

de  G  est  vide  ou  reduit  a  un  point.  Done  le  groupe  Θ  est  trivial,  done  Γ(J^)  est  le

groupe  infini  cyclique engendre  par  τ. Toutes  ses  orbites  sont  done  discretes.

Quand  G = SL(2,  R):  L'ensemble  des  points  fixes  de  tout  element non  trivial de  G

est  soifvide,  soit  une  classe  de  reels  modulo  1, soit  la  reunion  de  deux  classes  de reels

modulo  1 . Done  soit  Θ  est  trivial,  soit  Fix(<9)  est  une  classe  de  reels  modulo  1 ou  la

reunion de deux classes  de reels modulo  1 . Dans  le sous-cas ou Θ est trivial, alors Γ(J^)

est  le  groupe  infini  cyclique  engendre  par  τ.  Toutes  ses  orbites  sont  done  discretes.

Dans  le  sous-cas  oύ  Fix(<9)  est  forme  d'une  ou  deux  classes  de  reels  modulo  1,  de

Γinclusion τ'^Fix^^cFix^)  il  resulte  qu'en  fait  il  y  a  egalite:  Fix(<9)  est  preserve

par  τ, done  par  Faction  de Γ(J^)  tout  entier.  En  consequence  Fix(<9)  est  une reunion

finie d'orbites  infinies  discretes.

Nous  avons  done montre  que F  separe  M.

Soient  Ket  PFles  deux  composantes  connexes  de  M—F.  D'apres  le  theoreme  de

Van  Kampen,  π^M) est  la  somme  amalgamee  de n^V)  et π^W)  au-dessus  de  π^F).

Comme  F  est  une  feuille  fermee,  la  restriction  de  H(^)  a  n^(F)  est  degeneree.

D'apres  le  theoreme  4.1  de  [M  2],  ceci  est  incompatible  avec  le  fait  que  π^M)  n'a

qu'un  bout fin dans la direction  H(^),  sauf  si la  somme  amalgamee  est  trivίale  au  sens

oύ  KI(F)  se  surjecte  sur  π^F)  ou  sur  π±(W),  en  d'autres  termes  si  M  est  simplement

connexe  relativement  a  V  ou  a  W.

On  note  que  M  ne peut  etre  simplement connexe que  relativement a  une  seule  de

ces  composantes,  que  nous  noterons  V(F),  Γautre  etant  W(F).  En  eίfet,  quoiqu'il  n'y

ait pas  de theoreme d'excision  en homotopie, le theoreme de Van  Kampen  et le principe

d'unique  representation  des  elements  d'une  somme  amalgamee  entraϊnent  que

Γintersection  dans  π^M) des images  de π^K) et π^W), egale Γimage de π^F).  Done

si M  etait  simplement connexe relativement a  V et a  W,  alors  elle le serait  relativement

a  F, et  J*  degenererait.

Considerons  maintenant  toutes  les  composantes  de  Novikov  fermees.  Toutes

separent.  Tachons  d'exhiber  une  composante  principale.  Notre  candidat  P  est

Γintersection  de  tous  les  V(F).

Remarquons  d'abord  que  P  est  evidemment  sature pour  la  relation  d'equivalence

de Novikov.  Done  son bord  est une  reunion  de composantes  de Novikov  fermees  Ft.

Remarquons  ensuite  que  P  est  un  ouvert.

En effet, par definition  P est disjoint de toutes les composantes de Novikov fermees.

Etant  disjoint de  son  bord,  il  est  ouvert.

Montrons  maintenant  que  les  W(F^)  sont  deux  a  deux  disjoints.

En  effet,  si  W(Fj)  rencontrait  W(F  ),  alors  ou  Ft  serait  contenu  dans  W(Fj),  ou  Fj

serait contenu dans  W(Ft).  Ceci est  impossible car  par  definition  de P, chaque  W(F)  est

disjoint  de  P, et done du  bord  de  P.
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Montrons  enfin  que  les  Ft  forment  une  famine  discrete.

En  effet,  si  elles  s'accumulaient,  on  en  verrait  une, Ft,  prise  entre  deux  autres,  Fj
et  Fk.  Done  Γune  des  feuilles  Fp  Fh  serait  contenue  dans  W(Fί),  ce  qui  est  impossible

comme  nous  venons  de  le  voir.

En  resume,  on  a  une  partition  de  M  en:  Γouvert  P,  la  famille  discrete  de  feuilles

fermees  Fh  bord  de  P,  et  les  ouverts  connexes  W(F^  chacun  ayant  Ft  pour  bord.  En

particulier  P  est  connexe,  il  s'agit  done  d'une  seule  composante  de Novikov  ouverte.

II est  maintenant devenu  evident  que  M, etant  simplement connexe  relativement a

chaque  V(F^,  est  simplement connexe  relativement  a  P.

Done  P  est  une  composante  principale.

3. Bouts des revetements trivialisants.  Dans  ce  paragraphic  on  demontre  les

theoremes  3.6 et  3.5.

Dans  tout ce paragraphe,  on fixe une variete M, compacte  ou non compacte, munie

d'un  feuilletage  transversalement homogene J^, non degenere et principal. On fixe aussi

un  revetement  normal  M  qui  trivialise J^.

Notons  77 le  groupe  de  Galois  de  M.  Fixons  une  application  developpante  (dans

la  preuve  du  theoreme  3.6, il  sera  essentiel  de  ne  pas  travailler  a  conjugaison  pres)

D:  M-+R, que nous  noterons D  plutόt  que D(^).  Notons  H:  Π^G = R, GA(\,  R)  ou

SL(2,  R)  le  morphisme  d'holonomie  associe  a  D.  On  a  done,  quels  que  soient  y e 77 et

raeM:

D(y(m))  =  H(y)(D(m}}.

Notons  P  la composante  principale de J^, et P Γimage inverse de P  dans  M. Ainsi

P  est  un  revetement connexe, normal  de  P,  de groupe  77, et  qui  trivialise la restriction

de ̂  a P.

Nous  allons  d'abord  etablir  les  principales  proprietes  des  composantes  connexes

des  ensembles  D~l([t9  + oo[).  II  nous  faut  commencer  par  un  lemme  technique,  qui

sera  egalement  important  dans  la  preuve  du  theoreme 3.5.

LEMME  3.1.  Soient  t  un reel,  et  C  une  composante  connexe  de D~^([t,  + oo[).  On

suppose  que  C  rencontre  P.  Alors  quels  que  soient  le point  m  de  M  et  les  reels  x, y,  il
existe  un element  α  de  77, tel  que  Von  ait  simultanement:  α(P)eC et  H(oi)(x)>y.

DEMONSTRATION.  (II  s'agit  de  la  version  topologique  du  lemme 2.2  de  [M2]).

Fixons  un  nombre  reel  ί,  et  une  composante  connexe  C  de  D~^([t,  +oo[).

Supposons  qu'elle rencontre P en un point p.  Comme 3?  n'est  pas  degenere,  il existe un

element  τ  de  77 tel  que  H(τ)(z)>z  pour  tout  reel  z  (proposition  1.2 de  [M2]).  Comme

P  est  la  composante  principale, P est connexe, done il existe un chemin a menant de p

a  τ(p)  dans  P.  Montrons  d'abord  que  C contient une  image  γ(ά)  de  a.

Soient x0  la plus  petite valeur  de D  sur  a, et q un point  de a ou D  prend  la  valeur

x0.  Considerons  les  images  p,  q  de p  et  q  dans  P.  Comme  P  est  une  composante  de
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Novikov,  il  existe  un  chemin menant  de p  a  q  dans  P  et  positivement  transverse  a  3F

(le  terme  "positivement"  se  rapporte  a  Γorientation  transverse  de  J*).  Relevons  ce

chemin  au  point p.  L'autre  extremite  du  chemin  releve  est  un  point  de  la  forme  y(q).

II  est  clair  que  C  contient  y(q),  et  done contient  y(a).

Prouvons  maintenant  que  quel  que  soit  n positif,  le point  τny(p)  appartient  a  C.

Soit b = y(ά)  u τy(a)  u τ2y(d)  u τ3y(a)  u ....

Comme D est equivariante, D(τ"y(a))  = H(τ)n(H(y)(D(a)))  qui  est minore par  H(y)(x0),

done par  t.  Done  b  est  contenu  dans  D~l([t,  + oo[).  Par  ailleurs,  comme  τnγ(p)  est a

la  fois  Γorigine  de  τny(a)  et  Γ extremite  de  τn~1y(a),  on  voit  que  b  est  connexe.  Done  b

est  contenu dans  C.  Done  tous  les  points  τny(p)  appartiennent  a  C.
Soient maintenant m un point de M  et deux  reels x, y. Montrons  que pour  n assez

grand, on  a  a  la  fois  τny(m)e  C  et  H(τny)(x)>y.
Comme  H(τ)(z)>z  pour  tout  reel  z,  la  suite  H(τ)n(z)  tend  vers  +00  avec  n,  pour

tout  reel  z.  En  particulier  H(τny)(x)  = H(τ)n(y(x))  tend  vers  +00  avec  n.  Done  pour  n

assez  grand,  //(τ
n(

y)(x)>j>.

Par  ailleurs,  soit  c un chemin menant  de p  a m dans  M. Soit x
x
  le minimum de D

sur  c.  Considerons  le  chemin  τny(c}\  c'est  un  chemin  liant  τny(p)  a  τny(m)  dans  M.  Le

minimum de D  sur  τ
M

y(c) est
  J
ί/(τ

w
7)(x

1
) = ̂ (τ

w
)(J

t
/(7)(x

1
)) qui  tend vers  4- oo  avec n. Done

pour  n  assez  grand,  τ"y(c) est  contenu dans  D~l([t,  + oo[).  Comme  son  origine  τny(p)

appartient  a  C, on conclut  que  son  extremite  τny(m)  appartient  aussi  a  C.

Nous  aurons  aussi  besoin  de  la  remarque  suivante:

LEMME  3.2.  L'application  developpante  d'un feuilletage  non  degenere  est  surjectίve

sur  R.

DEMONSTRATION.  Procedons  par  Γabsurde.  Si  Γapplication  developpante  d'un

feuilletage  n'est  pas  surjective,  son  image  est  un  intervalle  ouvert  qui  a  une  ou  deux

bornes  finies.  Comme  Γapplication  developpante  est  equivariante  relativement  a  la

representation  d'holonomie, ces bornes  sont des points fixes du groupe  d'holonomie, et

le  feuilletage est  degenere.

PROPOSITION  3.3.  Soit  C  une composante  connexe  de D~^([t,  + oo[) qui  rencontre

P.  Alors:

1.  C  se  surjecte  sur  M.

2.  CnP est  connexe.

3.  j5(Cn/) = [*,  +oo[  0w]/,  +oo[.

DEMONSTRATION.  Le  point  1 est  une  consequence immediate  du  lemme  3.1  car  il

peut  se  paraphraser  ainsi: quel  que  soit  le  point  m  de  M,  il  existe  un  element  α  de 77,

tel  que  α(m) e C.

Prouvons  maintenant  que  CnP est connexe.

Comme  P  est  une composante  de Novikov,  le bord  de  P  est  une  reunion discrete
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de feuilles  de & (lappelons que  toutes  les  feuilles  de  IF  sont  fermees  dans  M).  Comme

M  est  simplement connexe  relativement  a  P,  il  est  immediat  que  P  est  connexe  et  que

M  est  simplement  connexe  relativement  a  P.  II  en  resulte  que  chaque  composante

connexe de M—P  a  pour  bord  une seule  feuille  de & .

Comme  C est connexe, si C n P avait deux composantes  connexes distinctes,  celles-ci

devraient  etre  separees  dans  C  par  le  bord  de  P,  ce qui  est  manifestement  absurde.

Prouvons  enfin  que i5(Cn P) = [ί,  + oo[ ou ]ί,  + oo[. Comme  3F  n'est pas  degenere,

la  restriction  de J^  a  P  n'est  pas  degeneree.  Done  d'apres  le  lemme  3.2,  D  surjecte  P

sur  R.  Done  P  n'est  pas  contenu  dans  C.  Comme  P  est  connexe,  il  doit  rencontrer  le

bord  de C en un point p.  On a D(p)  = t. Ainsi D(Cn P) est un intervalle (d'apres le point

2) contenu dans  [ί,  + oo[ et dont  Γ adherence contient  /.  II n'y  a plus  qu'a montrer  qu'il

n'est  pas  majore.

A  cet  effet,  choisissons  un  point  quelconque  m  dans  CnP  et  posons  x = D(m).
D'apres  le lemme 3.1, quel  que  soit  le reel y, il existe  α dans  Π  tel  que  α(m)  appartienne

a  C, et que  H(u)(x)>y.  Mais  ceci veut  dire:  oc(ra) appartient  a  Cn P, et  D(<x,(m))>y.  Done

D(CnP)  n'est  pas  majore.

Rappelons  la:

DEFINITION.  L'espace  des  bouts  de  M  dans  la direction  D  est  la  limite  projective:

lim  π0(D-\[t,  +ooD)
ί-> +  c»

PROPOSITION  3.4.  O/2  a  la  dίchotomίe  suίvante:

Ou  bien  quel  que  soit  le  reel  t,  Γ ensemble Pn^"
1
([ί, +oo[)  est  connexe.  Dans  ce

cas, P  a  1 bout  dans  la direction  D.

Ou  bien  quel  que  soit  le  reel  t,  I 'ensemble  Pr\D~l([t,  +oo[)  a  une  infinite  de

composantes  connexes.  Dans  ce  cas, P  a une  infinite  de bouts  dans  la direction  D.

DEMONSTRATION.  Notons  E(t)  Γensemble PnD~ l([t,  + oo [), et N(t)  le nombre  (fini

ou  infini)  de  composantes  connexes  de  E(i).

Montrons  d'abord  que  N(t)  croϊt  avec  t.

En  effet,  soient  deux  reels  /,  /',  tels  que  t<t'.  Done  E(t)  contient  E(t'),  d'oύ  une

application  naturelle:

Le  point  3  de  la  proposition  3.3  implique  que  chaque  composante  connexe  de  E(f)

rencontre  E(t'}.  En  d'autres  termes,  Γapplication  ci-dessus  est  surjective.  Ceci  implique

Montrons  maintenant  que  N(t) ne depend  pas  de  t.

En effet,  soient  deux  reels  t,  t'  tels que t < t' . Comme ̂  n'est pas degenere,  il existe

un  element  γ  de  Π  tel  que  H(y}(t)>t';  comme  TV  est  croissante  on  a:
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N(t)<N(t')<N(H(y)(t)).

Considerant  par  ailleurs  Faction  de  y  sur  M,  on  a:

done:

N(t)  =  N(H(y)(t}).

Done  N(t')  = N(f).  Conclusion: N(t)  ne  depend  pas  de  t.

Montrons  enfin  que N(t) ne prend  que  les valeurs  1 et  oo.  Supposons  que  7V(0)> 1.

Soit un chemin joignant  dans  P deux composantes  distinctes de  E(ϋ).  Soil  /  le minimum

de D  sur  ce chemin, qui  est  done contenu  dans  E(t).  Done Γapplication naturelle:

n'est  pas  injective.  Nous  avons  deja  remarque  qu'elle  est  surjective.  Mais  nous  avons

aussi  vu  que  ces  ensembles  sont  equipotents.  Us  sont  done  infinis:  N(t)  = oo.

Nous  sommes  done  devant  la  dichotomic  suivante:

Ou  bien  quel  que  soit  le  reel  t,  Γensemble  E(f)  est  connexe.

Ou bien quel que soit le reel t, Γensemble E(t)  a une infinite de composantes connexes.

Le calcul  du  nombre  de  bouts  est maintenant  evident:

Dans  le  cas  oύ  tous  les  E(t)  sont  connexes,  Γensemble  des  bouts  est  une  limite

projective  de  singletons . . . done est un  singleton !

Dans  le cas  oύ au  contraire tous  les  E(f)  ont une  infinite  de composantes  connexes,

Γensemble  des  bouts  est  limite d'un systeme  projectif  dont  les  fleches  sont  surjectives;

done  cet  ensemble  de  bouts  se  surjecte  sur  chaque  π0(E(i));  done  il  est  infini.

Nous  sommes  maintenant prets  a  demontrer  le:

THEOREME  3.5.  On  se  place  toujours  dans  la  situation  fixee  au  debut  de  ce

paragraphe.  Si  Π  a  un seul  bout  fin  dans  la  direction  H,  alors  P  a  un  seul  bout  dans  la
direction  D.

DEMONSTRATION  DU  THEOREME.  Fixons  un  reel  quelconque  t,  et  un  point m  dans

M. A chaque composante connexe C de D ~ l([t,  + oo [), associons le sous-ensemble de 77:

Ac={yeΠ/y(m)eC}.

Je dis d'abord que Ac  est une partie de Π de bordmajorefaiblement  dans la  direction

H  au  sens  de  [M  2],  c'est-a-dire:

Quel  que  soit  Γelement  α  de  77,  il  existe  deux  reels  x  et y,  tels  que  quel  que  soit

Γelement y de 77, si un et un seul des deux elements y et γα appartient a Ac, alors H(y)(x)  <y.

En  effet,  fixons  un element α dans  77, et choisissons  un chemin a dans  M,  d'origine

m et d'extremite α(m). Considerons Γintervalle D(ά),  et son plus petit element x; et posons

y=t.
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Quel que  soit Γelement y de 77, si un  et un  seul des  deux elements y et  yα appartient

a Ac, c'est  que un et un  seul  des deux  points  y(m)  et  ya(m)  appartient  a  C.  Comme ces

points sont les extremites du chemin y(a),  ce chemin doit rencontrer  le bord de  C. Done

ce  chemin  doit  rencontrer  D~l(f).  En  d'autres  termes  y~t  est  dans  Γintervalle

D(y(ά))  = H(y)(D(ά)).  Done y  est  plus  grand  que  le minimum de  cet  intervalle:  H(y)(x).
Ceci  montre bien que Ac  est de bord  majore  faiblement  dans  la  direction H.

Je dis maintenant que si C rencontre P, alors Ac  n'est  pas  majoree  faiblement  dans

la  direction  H  au  sens de  [M  2],  c'est-a-dire:

Quel  que  soit  les  reels  x  et y,  il  existe  un  element  α de Ac,  tel  que  H(a)(x)>y.

En  effet,  ceci  n'est  autre  que  le  lemme  3.1.

Concluons.  Supposons  que  P  a  plus  d'un  bout  dans  la  direction  Z),  et  montrons

que  Π  a  une  infinite  de  bouts  fins  dans  la  direction  H.

D'apres  la  proposition  3.4,  Γensemble  Pr\D~l([t,  +oo[)  a  deux  composantes

connexes  distinctes.  Soient  C  et C'  les composantes  connexes de T)"
1
^, + oo[) qui les

contiennent. D'apres la proposition 3.3, point 2, les composantes C et C'  sont distinctes.

Done Ac  et Ac, sont disjointes. L'existence de deux parties disjointes de 77, non majorees

faiblement  dans  la  direction  H,  mais  de  bord  majore  faiblement dans  la  direction  7/,

entraϊne  que  77 a  une  infinite  de bouts  fins  dans  la  direction  H  (voir  [M2]).

THEOREME  3.6.  On  se  place  toujours  dans  la  situation  fixee  au  debut  de  ce

paragraphe,  mais  on suppose  de plus  que M  est  compacte.  Alors:
1.  Si  Π  a  un  seul  bout  fin  dans  la  direction  H,  alors  P  na  qu 'un  bout  dans  la

direction  D.
2.  Si  P  na  qu'un  bout  dans  la direction  Z),  alors  Π  a un seul  bout  grossier  dans  la

direction  H.

La  premiere partie  de ce theoreme n'est  autre  que  le theoreme 3.5,  enonce dans  le

cadre  des  varietes  compactes.  Toutefois  il  nous  parait  interessant  d'en  donner  une

nouvelle  demonstration, qui  nous  permettra  de  comprendre  pourquoi  quand  77 a  un

seul  bout  grossier  mais  une  infinite  de  bouts  fins  dans  la  direction H,  on  ne  peut  pas

savoir a priori si P a un bout ou une infinite de bouts dans  la direction  Zλ Ce phenomene

sera  d'ailleurs  illustre  au  paragraphic  5 par  la  proposition  5.2.

Par  contre,  la  seconde  partie  de  ce  theoreme  ne  s'etend  pas  aux  varietes  non

compactes,  meme  les plus  simples comme  le produit  d'une  surface compacte  par  R;  la

proposition  5.1  le montrera.

DEMONSTRATION  DU  THEOREME.  Ce  theoreme  est  en  fait  un  corollaire  topologique

du  theoreme 2.1  de  [M2],  dont  Γenonce  sera  rappele  plus  bas,  et  auquel  nous allons

nous  ramener.

II  s'agit  de  Her un  phenomene topologique  qui  a  lieu dans  M:  le nombre de  bouts

de  P  dans  la  direction 7), a  un  phenomene combinatoire  qui  a  lieu dans  le groupe 77.

Pour ce faire considerons le "pavage" de Mpar  les translates d'un domaine fundamental:

Fixons  un  compact  connexe  A  contenu  dans  M,  dont  les  translates  y(Δ)  par  les
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elements  de  Π  recouvrent  M.  Ce  sont  les  relations  de  voisinage  ( = intersection  non

vide) entre ces translates  qui  nous  intέressent.  Formons  le  graphe 0 dont  les sommets

sont  les  elements de  77; et  deux  d'entre  eux,  α et  β,  sont  lies par  une  arete  quand  a,(A)
et  β(Δ) sont  voisins.

Void  une autre  fagon  de voir  ce graphe.  Designons  par  y
l 5

  , yn  les elements de

Π  qui envoient A  sur  ses voisins.  Les elements γί9  -, γn forment une partie  genera trice

finie  de  77,  stable  par  inversion.  Quel  que  soit  αe77,  les  voisins  de  a(A)  sont

αy^zl),  , ayn(A).  Done les voisins du sommet α dans ^ sont  αy
1?
  , αy

M
. En  d'autres

termes, ^  est  le  graphe  de  Cayley  a  droίte  de  Π  rapporte  a  sa  partie  generatrice

{?!, "  > y n }

Quels  que soient  les reels x  et y,  considerons  le sous-graphe  (maximal) de ̂  dont

les  sommets  sont  les  elements y de  Π  qui  verifient  H(y)(x)>y.  Notons-le  &H(x,y).

Fixons un reel quelconque y. Dans [M2]  (theoreme 2.1) nous avons  lie les nombres

de bouts, fins et grossiers,  de 77 dans  la direction 77, a la connexite des graphes  &H(x, y):

Si 77 a un seul bout fin dans  la direction 77, alors quel que soit x, le graphe ^H(x, y)

est  connexe.

S'il  existe un  x  pour  lequel  le graphe  &H(x, y) est  connexe, alors  77 a  un  seul  bout

grossier  dans  la  direction  H.

Supposons  d'abord  que  77 a  un  seul  bout  fin  dans  la  direction 77,  et demontrons

que  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D.  D'apres  la  proposition  3.4, il  s'agit  de

demontrer  que  PnT) "*([};,  +oo[)  est  connexe.  Soient  A  et  B  deux  composantes  de

Pn,D"
1
([y,  + oo[).  Nous  voulons  montrer  que A = B.

Designons  par  A'  (resp.  B')  la composante  connexe de D~l([y,  + oo[) qui contient

A  (resp.  B). Notons xmin  le minimum de  D(A)  et choisissons  un point m
min

  de  A9  oύ D

vaut *
min

.

Comme A'  rencontre P, d'apres  la  proposition  3.3,  il existe un  element α de  77, tel

que α(m
min

) est dans A'. De meme, il existe un element β de 77, tel que β(mmϊn)  est dans  B.

D'apres  le  theoreme  2.1  de  [M  2]  rappele  ci-dessus,  le  graphe  ^H(xmi^  y} est

connexe.  Soient  done  α = α
0
, α

l 5
  , un = β  les sommets  successifs  d'un  chemin menant

de α a β dans ^H(xm m, y). Pour chaque ί, le point α;(ra
mίn

) appartient a D ~ 1(^y,  + oo [).

Or  a,i(mmin)  realise  le  minimum  de  D  sur  α^),  en  vertu  de  la  propriete  DVVL—

77(0^)0 7),  oύ  H(oCi)  est  un  diffeomorphisme  croissant  de  R.  Done  le  pave  oc^A)  est

contenu  en entier  dans  75~
1
([y,  +oo[).

Comme  les paves  α
f
(J) et  α

ί + 1
(J) sont  voisins,  a,(A)  et  β(A) sont  contenus  dans  la

meme  composante  connexe  de  D~^([y,  +oo[),  c'est-a-dire  que  A  — B'.  D'apres  la

proposition  3.3,  point  2, les  composantes  A  et  B  sont egales.

Supposons  maintenant que  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction 7), et demontrons

que  77 a un  seul  bout  grossier  dans  la  direction 77. Notons  .x
max

  la  borne  superieure de

D(PnA).  D'apres  le  theoreme  2.1  de  [M  2]  rappele  ci-dessus,  il  suffit  de  prouver  que

&H(xmax, y) est connexe. Soient A  et B deux  composantes  de ^H(xmΆ^  y). Nous  voulons

montrer  que A = B.
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D'apres  le  lemme  2.2  de  [M  2],  A  possede  un  sommet  α  tel  que  H(oϊ)(xmax)  est

strictement  plus  grand  que y.  De meme, B  possede  un  sommet  β  tel que  H(β)(xmax)  est

strίctement  plus  grand  que y.
Choisissons  un  point  m

max
  de  A,  adherent  a  P,  oύ  D  vaut  xmax.  Considerons  le

point  α(m
max

).  II  est  adherent  a  P  et  appartient  a  Γinterieur  de ^~
1
([^,  + oo[).  On en

conclut que la composante connexe Ude D~ 1
([

<
y, + oo[) qui contient α(m

max
), rencontre

A  De meme, la composante  connexe VάεD~\\_y,  + oo[) qui contient β(ra
max

), rencontre

A

D'apres  la  proposition  3.4,  Pn.D "*([);,  +oo[) est  connexe.  Conclusion:  il  y  a  un

cheminmenant de  Ua  Kdans Pr\D~1(]y>  H-oo[). Soient  α,(A)  = αι0(A)9  α^zl),  , α
rt
(zl) =

β(zl) les  paves  successivement  rencontres  par  ce chemin. Pour  chaque  /,  α^Δ)  rencontre

done  Pϊ\D~l(\y,  +oo[).  Or  H(u^(xma^  est  la  borne  superieure  de  D  sur  α
£
(Pn J), en

vertu  de la propriete D^^ — H^^D, oύ #(α
t
) est un diffeomorphisme  croissant  de R.

Done #(0Ci)(.x
max

) est superieur ou egal aj, en d'autres termes  oct appartient a ̂ H(χ^^  y)-
Comme  les  paves  α^zl)  et  α

ί + 1
(J) sont  voisins,  les  elements  α = α

0
, α

1?
  , un = β

sont  les  sommets  successifs  d'un chemin  menant  de  α  a  β  dans  &H(xmaxι  y)>  done

yί=5.

Le  corollaire  1.2 est  immediat.

4. Bouts d'un revetement trivialisant et topologie du feuilletage.  Dans  ce

paragraphe,  fixons  une  variete  M, compacte  ou  non  compacte,  munie d'un  feuilletage

transversalement  homogene ^,  non degenere  et  principal.  Notons  P  sa  composante

principale.

Nous  allons  relier certaines proprietes  topologiques  de  2F  au  nombre  de  bouts  de

certains revetements trivialisants dans la direction de Γapplication developpante de 3F.

En  particulier  nous  montrerons  les  propositions  1.1,  4.6  et  4.5, ainsi  que  les

theoremes  4.2  et  4.3.

A.  Le revetement universel.

Rappelons  que  M  designe  le  revetement  universel  de  M.  Fixons  une  application

developpante  de  2F  releve  a  M,  que  nous  noterons  D.  Notons  P  Γimage  inverse  de  P

dans  M.
Nous  allons  demontrer  une version  plus  sophistiquee  de  la  proposition  1.1:

PROPOSITION  4.1.  Les proprietes  suivαntes  sont  equivalentes\

1.  P  n'a  qu'un  bout  dans  la direction  /), ainsi  que  dans  la  direction  opposee  —D.

2.  Tout  chemin  contenu  dans P  est  homotope  dans M  (a extremites  fixes)  soit  a un

chemin  transverse  a  2F,  soit  a  un  chemin  tangent  a  3F.

2'.  II  existe  un point p  de P,  tel  que  tout  element  de π^M, p)  est  represente  par  un

lacet  au point p  transverse  ou  tangent  a  OF.

3.  Quel  que  soit  le  reel  t,  I 'ensemble  PnD~l(t)  est  connexe.
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3'.  // existe  un  reel  t  tel  que  I 'ensemble  PnD~1(t)  est  connexe.

(Dans le cadre des  1-formes  fermees  a singularites de Morse des varietes compactes,

c'est  la propriete  appelee  "completude"  dans  [L]).

DEMONSTRATION.  Prouvons  d'abord  Γequivalence de  1, 3 et  3'.

1  => 3.  Supposons  que  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D,  ainsi  que  dans  la

direction  — D, et  prouvons  que  quel  que  soit  /,  Γensemble PπD~l(t)  est  connexe.

Dans  le cas  contraire,  il y  aurait  un  reel  t  tel que PnD'1^)  aurait  au  moins deux

composantes  connexes  distinctes  F  et F.  D'apres  la  proposition  3.4,  les  ensembles

Pt\D~l([t,  +oo[)  et  PnD~1(]  — cQ9  £])  sont  connexes.  II  y  a  done  un  chemin  menant

de Fa F  dans P n D~ :
([ί, + oo[), et un chemin menant de Fa F  dans PnD~ *(] -  oo, ί]).

En  les  reunissant,  on  trouve  une  courbe  fermee  C  contenue  dans  D  et  rencountrant  F

transversalement,  une  et  une  seule  fois.  Comme  F  est  une  hypersurface  fermee  de  M,

ceci  montre  que  C  est  non  nulle  en  homologie  dans  M, ce qui  contredit  le  fait  que  M
est  simplement connexe.

3  => 3'.  Evident.

3'=> 1.  Supposons  qu'il  existe  un  t  tel  que  Γensemble Pr\D~\t)  est  connexe, et

prouvons que P n'a qu'un bout dans la direction D. (Un raisonnement identique applique

au  feuilletage oppose  a  J*
7
, qui  a  pour  application  developpante  —D, montrera  que  P

n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  —D).

L'ensemble  Pn/5"
1
^) est le bord  de PnD"1^  + oo[) dans  P. Or P  est connexe.

Done PnD~ x
([ί,  + oo[) est connexe. D'apres la proposition  3.4, P n'a  qu'un  bout  dans

la  direction  £)(&).

Prouvons  maintenant Γequivalence de  2  et  2'  avec  1, 3 et  3'.

3 =>2.  Supposons  que  pour  tout  reel  t,  Γensemble PnZ)"
1
^) est connexe.

En  d'autres  termes  D  passe  au  quotient  en  un  homeomorphisme  de  Γespace  des

feuilles  P/β'  sur  R.  Fixons  un  chemin  y  contenu  dans  P,  et  exhibons  un  chemin  y'

contenu  dans  M,  homo tope  a  y  (a extremites  fixes),  et  transverse  ou  tangent  a  3F.

Soit  y  un  releve  de  y  dans  M.

Si  ses  extremites  sont  sur  la  meme  feuille  de ̂ , elles  sont  liees  par  un  chemin  y'

contenu  dans  cette  feuille,  et  il n'y  a  qu'a  prendre  pour  y'  Γimage  de  y'  dans  M.

Si  au  contraire  ses extremites ne sont  pas  sur  la  meme  feuille  de ̂ , leurs  images

dans  P/^9  qui  est  homeomorphe  a  /?,  sont  les  extremites  d'un  intervalle.  Comme  la

projection  de  P  sur  P/^  est  une  submersion  a  fibres  connexes,  cet  intervalle se  releve

en  un  chemin  y'  transverse  a $  et joignant  les  extremites de  y.  II  n'y  a  qu'a  prendre

pour  y1
  Γimage de  y'  dans  M.

2=>2'.  Evident.

T  => 1.  Supposons  qu'il  existe un  point p  de  P,  tel  que  tout  element de  π^M.p)

est  represente  par  un  lacet  au  point p  transverse  ou  tangent  a J^;  et  montrons  que  P

n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D.  (Un raisonnement  identique montrera  que  P  n'a

qu'un  bout  dans  la  direction  —D).
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Soit  t  un  reel  quelconque  fixe.  D'apres  la  proposition 3.4,  il  s'agit  de  demontrer

que Pn,D"
1
([ί,  + oo[) est connexe. Fixons done deux  composantes  connexes A  et B de

Pn/5
-1

([ί,  +oo[), et montrons que A = B.

Soit p  un  point-base  de  M  au-dessus  de /?,  qui  permet  de  faire  operer  π^M, p)  sur

M.  D'apres  la  proposition  3.3,  il  existe  deux  elements  αeπ^M, p}  et βeπ^M.p)  tels

que  a(p)EA  et β(p)eB.  Par  hypothese βα"
1
  est  represente par  un  lacet  y  transverse  ou

tangent  a  3F . Soit  y  son  releve d'extremites  a(p)  et  β(p).  Nous  allons montrer  que  y  est

contenu  dans  P  et dans Z)"
1
^,  + oo[).

Remarquons  que comme P  est  une composante  de Novikov,  tout  lacet  transverse

ou tangent a J^ qui  rencontre P est en fait  contenu dans  P. Done y est  lui aussi contenu

dans  P.  Done y  est  contenu  dans  P.

Comme  y  est  transverse  ou  tangent  a  J%  Γimage  de  y  par  D  est  Γintervalle

d'extremites  D(a(p))  et  D(β(p}}.  Done  y est  bien contenu dans  D~\[t,  + oo[).

Finalement  y  est  contenu  dans Pn5
-1

([i,  + oo[), done A = B.

Rappelons  la:

DEFINITION.  On  dit  qu'un  feuilletage d'une  variete  M  est  complet,  quand  il existe

une  variete  F,  et  un  revetement  de  M  par  FxR,  tel  que  les  feuilles  de  J^  soient  les

images  des hypersurfaces  Fxcie.

THEOREME  4.2.  Soient M une variete compacte  de dimension 3, et 3F  un feuilletage  de

M  transversalement  homogene, non sίngulier,  non degenere, n ay ant qu'une  composante  de

Novikov, et  transverse  au bord de M. Alors  $*  est  complet  si, et seulement  si, M  n'a  qu'un

bout  dans  la  direction  D(βF\  ainsi  que  dans  la  direction  opposee  —

DEMONSTRATION.  Si J^ est complet, alors M  n'a  evidemment qu'un  bout  dans  les

directions D(^)  et  —D(^).  Le contenu du theoreme est dans  la  reciproque:  supposons

que Mn'a qu'un bout dans les directions D(<F)  et — D(^\ et prouvons que 3F  est complet.

Puisque  3F  n'a  qu'une  composante  de  Novikov,  d'apres  le  celebre  theoreme  "de

la  feuille  fermee"  de  Novikov,  le  groupe  fondamental  des  feuilles  doit  s'injecter  dans

celui  de  M.  En  d'autres  termes,  les  feuilles  du  feuilletage  releve $  sont  simplement

connexes. Distinguons  deux cas.

1 .  Toutes  les feuilles  de $  sont  diίfeomorphes  au plan.  D'apres  la  proposition

4.1  (equivalence  des  points  1 et  3), chaque  ensemble D~\t)  est  connexe.  En  d'autres

termes  .D  induit  un  homeomorphisme  de  Γespace  des  feuilles  M/β"  sur  R.  D'apres  un

theoreme de Palmeira ([P]), les varietes  feuilletees par  plans  sont classifiees par Γespace

des feuilles. Done il existe un diffeomorphisme  de M avec le produit R2
  x R, qui echange

les  feuilletages: J^ est  complet.

2.  Une feuille au moins .Fde «# est diίfeomorphe a une sphere ou a un disque.  Soit

F  Γimage de F  dans  M.  C'est  une  feuille de J*  diίfeomorphe  soit  a  une  sphere,  soit  a

un  disque,  soit  a  un  plan  projectif.  Dans  les  deux  premiers  cas  F  est  sans holonomie.

Dans  le  troisieme  cas  aussi,  puisque  3F  est  transversalement  orientable.  D'apres  le
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theoreme  de  stabilite  de  Reeb,  F  possede  un  voisinage  de  feuilles  compactes  sans

holonomie.  Enfin,  comme  3F  est  transversalement  analytique,  toutes  ses  feuilles  sont

compactes  sans  holonomie.

Done la projection  de M  sur Mj^  est une  fibration de M  sur  le cercle, de  fibre F.

Done la projection  de M  sur  M/&  est une  fibration  de M  sur  la droite, de fibre F. Une

telle  fibration  est  toujours triviale, en d'autres termes il existe un diίfeomorphisme de M

avec  le produit  Fx  /?,  qui  echange  les  feuilletages, ce  qui  signifie  que  HF  est  complet.

•
Le  corollaire  1.3 resulte  immediatement des  theoremes  4.2  et 3.6.

Le  theoreme 4.2  nous  mene  aussi  au  resultat  suivant:

THEOREME  4.3.  Soil  M  une  variete  compacte  de  dimension  3.  Soil  S  une  surface

incompressible  qui separe  M en deux  regions A, B. Soit ̂  un feuilletage  transversalement

homόgene  de  M, non  singulier,  et  transverse  a  S,  dM  et  dS.  (Done  S  est  un  tore  ou  un
anneau}.  Consίderons  les  restrictions  ^\S,  2F\A,  3F\B.

1.  Si  3F  S  est  non  degenere,  alors  les  conditions  suίvantes  sont  equivalentes:

(i)  J*  et  <F\S  sont  complets.

(ii)  <F\A  et  &\B  sont  complets.

2.  Si ^\S  est  degenere  et  n'a  qu'une  composante  de Novikov,  et  que  3F\A  est  non

degenere et que B n 'estpas  simplement  connexe  relativement  a S, alors  3F n 'estpas  complet.

DEMONSTRATION.  Considerons  le  revetement  universel  M  et  Γapplication  de-

veloppante D  de J^.  Fixons  un  reel  quelconque  x  et notons  F=D~l(x).

Les raisonnements suivants valent pour  la variete  7V=M, A, B  ou S. Comme ^\S

est  non  degenere,  ^\N  est  lui  aussi  non  degenere.  Designons  par  TV Γimage  inverse de

N  dans  M,  et  par  (N^)  la  famille  des  composantes  connexes  de  N.  Comme  S  est

incompressible  dans  M,  N  est  aussi  incompressible  dans  M,  done  chaque  Nt  est  un

revetement  simplement  connexe  de  TV.  Et  la  restriction  de  D  a  Nt  est  Γapplication

developpante  de  3F  N.

Point  1.  Vus  le theoreme 4.2 et la  proposition  3.4, le feuilletage J^|7V est  complet

si et seulement si J^ \N n'a  qu'une  composante  de Novikov, et de plus Nt  n F est connexe

pour  tout  /.  Cette  derniere  condition  s'ecrit  aussi  H^N, NnF)  = 0.

Par consequent,  le point  1 du theoreme 4.3 resulte immediatement des 4  remarques

suivantes:

(a)  Les feuilletages 2F  et J^ \S n'ont qu'une composante  de Novikov  si et seulement

si  les  feuilletages  3F\A  et  2F\B  n'ont  qu'une  composante  de  Novikov.

(b)  De la suite exacte de Mayer-Vietoris en homologie singuilere pour le quadruplet

(M, A, B, S),  on  tire  la  suite  exacte  suivante:

H^S, Sn F)-*Hι(A,  AnF}®  H^B, B n F^H^M,  F)-+H0(S,  SnF)

(c)  Comme 2F  |Sest non degenere, d'apres la proposition 3.2, on a H0(S,  Sn F) = 0.
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(d)  Comme  S  est  le  bord  de A, si &\A  est  complet, alors  tF\S  est complet.

Point  2.  Comme  B  n'est  pas  simplement  connexe  relativement  a  S,  Γensemble

A  possede  au  moins  deux  composantes  connexes  distinctes  Aί9  A2.  Soil  St  une  des

composantes  connexes  de  S  qui  separent  Aί  de Ά2.  Comme  &\S  est  degenere,  son

groupe  d'holonomie  fixe  un  reel  x.  Notons  F=D~ί(x).  Comme  ^\S  n'a  qu'une

composante  de  Novikov,  F  ne  rencontre  pas  §i9  car  Γintersection  §ι n F  aurait  pour

image  dans  S  une composante  de Novikov  fermee.

Au  contraire,  comme  !F\A  est  non  degenere,  d'apres  le  lemme  3.2,  la  surface  F

rencontre  A1  et A2.  II  en  resulte  que  F  n'est  pas  connexe,  et  done  que  J*  n'est  pas

complet.

REMARQUE.  Dans  le  point  2  du  theoreme  4.3,  Γhypothese  que  <F\S  n'a  qu'une

composante  de  Novikov  sert  a  s'assurer  que  son  application  developpante  n'est  pas

surjective.  Cette hypothese n'est  utile que  dans  le cas  oύ  2F  est  transversalement  aίfine.

En  eίfet,  quand  2F  est  transversalement  projectif, le  fait  que  S  soit  compacte  et  le  fait

que  ^\S  soit  degenere  impliquent  que  Γapplication  developpante  de ^\S  n'est  pas

surjective.

B.  Le  revetement d'holonomie.

DEFINITION.  Le  revetement  d'holonomie  de  3F  est  le  revetement  de  M  dont  le

groupe  fundamental  est  exactement  le  noyau  de  la  representation d'holonomie de  OF .
En  d'autres  termes,  son groupe est

Notons  ce revetement  M.  Fixons  une application  developpante  de J^  releve  a M,

que  nous  noterons  D.  Notons  P  Γimage  inverse  de  P  dans  M.  C'est  le  revetement

d'holonomie  de J^-restreint-a-P.

DEFINITIONS  ET NOTATIONS.  En eίfectuant le quotient de Γapplication D par  Faction

de  T(βF\  on  trouve  une  application  de  M  sur  R/Γ(^).  Celle-ci  est  constante  sur  les

feuilles,  done  quotiente  en  une  application  continue  ouverte,  dite  developpemenί,  de

M/J^ sur R\Γ(y\  que nous  noterons  D.

Considerons  par  ailleurs  les  courbes  fermees  tangentes  au  feuilletage  et  sans

holonomie.  Leurs  classes  d'homotopie  libre  engendrent  un  sous-groupe  normal  L(J^)

du  groupe  fondamental  de  la  variete.  II  est  clair  que  L(J^)  est  contenu dans  le noyau

de  H(&).  Notons  Q(&)  le quotient

On  se  demande  quand  le  developpement  de  M/J^  sur  R/Γ(&)  est  un

homeomorphisme.

PROPOSITION  4.4.  (i)  Les  points  equivalents  de  la proposition  4.1  impliquent  les
cinq proprietes  ci-dessous.

1.  Pour  tout  reel  t,  Γensemble  Pr\D~l(t)  est  connexe.

2.  D passe au quotient en un homeomorphisme  de Γespace  des feuilles Pj^  sur R.
3.  D  est  un homeomorphisme  de  Γespace  des feuilles  Pj^  sur
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4.  Pour  presque  tout  reel  t  (au sens  de  Baίre),  I 'ensemble  PΓ(D~l(t)  est  connexe.

5.  P  ria  qu'un  bout  dans  la direction  D,  ainsi  que  dans  la direction  opposee  — D.
(ii)  On  a  1 o2=>3 =>4=> 5.

(iii)  Si  Q(^)  ne  se  surjecte  pas  sur  le  groupe  lίbre  a  une  infinite  de  generateurs  (cecί

est  wai par  exemple  si  π^M)  ne  contient  pas  de sous-groupe  libre  a  deux  generateurs),
alors  5  =>  1.

(Dans le cadre des  1-formes  fermees a singularites de Morse des varietes  compactes,

les  proprietes  1 a  4  sont  equivalentes  et c'est  la  propriete  appelee  "completude  faible"

dans  [L]).

DEMONSTRATION.  Preuve  du  point  (i).  Supposons  vrais  les  points  equivalents  de

la  proposition  4.1  et  demontrons  la  propriete  1 de  la  presente  proposition.

Fixons  un  reel  t.  Puisque  le  point  3  de  la  proposition  4.1  est  vrai,  Γensemble

Pt\D~^(i)  est  connexe.  Done  Γensemble  Pr\D~l(i),  qui  en  est  Γimage  surjective,  est

connexe  lui  aussi.

Preuve  du  point  (ii).

1  <=> 2.  Evident.

2  => 3.  Evident.

3  => 4.  Prouvons  la  contraposee.  Si  4  est  en  defaut,  alors  il  existe  un  reel  /  qui

n'est fixe par  aucun  element de Γ(J^) autre  que Γidentite et tel que Γensemble Pn D~ 1
(ί)

n'est  pas  connexe.  Prenons  deux  de  ses  composantes.  Si  un  element  de  Γ(J^)  les

conjuguait,  il  fixerait  t,  ce qui  est  impossible.  Done  elles  ont  pour  image  dans  P  deux

feuilles  distinctes.  Ces  deux  feuilles  ont  meme  image  par  D  dans  R/Γ(^)  (la classe  de

t\  si bien  que  D  n'est  pas  injectif.

4  => 5.  Plaςons-nous dans  P.  Choisissons un  reel  t  tel que  Pt\D~l(t)  est  connexe.

Considerons  Γensemble  Pr\D~l([t,  +oo[).  Son  bord  dans  P  est  PnZ) "*(/),  qui  est

connexe.  L'ensemble  PnD~l([t9  + oo[)  est  done  lui-meme  connexe.  D'apres  la

proposition  3.4,  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D.  Un  raisonnement  analogue

montre  que  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  opposee  —D.

Preuve du point (iii).  Supposons  maintenant que P n'a qu'un bout dans la direction

D, ainsi que dans  la  direction opposee  —D, et  supposons  aussi  qu'il  existe un  reel  t tel

que  Pί\D~l(t)  est  disconnexe; et  exhibons  un  quotient  de  Q(^)  libre  a  une  infinite  de

generateurs.

Soit /Tune des composantes de PnD~l(t).  Comme J^ n'est  pas  degenere, il existe

dans  Γ(J^) un  element  α sans  point  fixe. Les  α%F) forment  dans  M  une  famille  discrete

fermee  d'hypersurfaces  fermees. Considerons le graphe ^ dont  les aretes  correspondent

a  ces hypersurfaces,  et  les  sommets  aux  composantes  connexes  du  complementaire  de

leur  reunion.  Ce  graphe  est  connexe,  et  le  groupe  fondamental  de  M,  qui  n'est  autre

que  le  noyau  de  H(βF\  se  surjecte  sur  le  groupe  fondamental  de  ,̂  qui  est  libre.  Le

sous-groupe  L(tF)  est  evidemment  contenu  dans  le  noyau  de  cette  surjection.

II ne nous reste done qu'a montrer que ̂  possede une infinite de cycles independants.
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Comme P  n'a  qu'un  bout  dans  la direction  D, ainsi que dans  la  direction  opposee

— D, la proposition 3.4 affirme  que les ensembles P n D~ x
(] — oo, ί]) et P n D~ 1

([ί, + oo[)

sont connexes. II y a done dans  P une courbe  fermee  C  rencontrant F  transversalement,

une  et  une  seule  fois.  Consider ons  le  minimum  x  de  D  sur  C  et  le  maximum  y  de  D

sur  C.  II  existe un  entier  n,  tel  que  an(x)>y.

Quel  que  soit  Γentier  /,  la  courbe  fermee  α
ίfl

(C) rencontre  ain(F)  transversalement,

une et une seule fois, mais ne rencontre aucune autre α
jn
(F). Done cette courbe represente

dans ^ un  cycle  dual  de  Γarete  <x.in(F),  mais  disjoint  de  toutes  les  autres  aretes  ajn(F).
On est done devant une  infinite  de cycles independants, et done le groupe  fondamental

de ^ est libre  a une infinite  de generateurs.

C.  Applications.

Rappelons  qu'une  feuille  exceptίonnelle  est  une  feuille  dont  la  fermeture  est

transversalement  un  ensemble de  Cantor.

On  sait  qu'il  n'y  en a  pas  dans  les  feuilletages  transversalement  euclidiens, meme

singuliers,  des  varietes  compactes  (Imanishi;  voir  [AL],  appendice).  Cependant  on

connait  un  example  de  feuille  exceptionnelle  dans  un  feuilletage  transversalement

euclidien  non singulier d'une variete  non compacte  (Imanishi, voir  [I]), ainsi que  dans

un feuilletage  transversalement affine  non singulier d'une variete compacte (Hector, non

public, voir  [Ml]).

Rappelons  aussi  que Γ(J^) ne peut  posseder  une  orbite  exceptίonnelle  (c'est-a-dire

dont  la  fermeture  est  totalement  discontinue  et  sans  point  isole)  que  quand  3F  est

transversalement projectif, et jamais  quand  2F  est  transversalement  euclidien  ou  affine.

PROPOSITION  4.5.  Soit  ^  un  feuilletage  principal  non  degenere  qui  est  soit

transversalement  euclidien,  soit  transversalement  affine,  soit  transversalement  projectif

avec  dans son  groupe  d'holonomie  une  translation  entiere.

On suppose  que le noyau de H(^)  n 'a pas de quotient libre a une infinite  de generateurs'.

par  exemple,  il  est  de  type  fini,  ou moyennable  ____

Alors  I'e space  des feuilles  de  la  composante  principale  est  homeomorphe  a  R/Γ(^).

Enparticulίer,  la composante  principale  contίent  une feuille  exceptionnelle  si et  seulement
si Γ(^)  possede  une orbite  exceptionnelle.

DEMONSTRATION.  Soient  P  la  composante  principale.  Considerons  Γ(^)  comme

un groupe muni d'un morphisme dans /?, GA(l,  R)  ou SL(2,  R):  1'inclusion. Le theoreme

3.10  de  [M2]  montre  que  Γ(J^)  n'a  qu'un  bout  fin  dans  cette  direction  (dans  le  cas

projectif,  nous  employons  ici le  fait  que  Γ(J^) contient  une translation  entiere).

Le  theoreme  3.5 conclut  que  P  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction D(^).  Le meme

raisonnement  applique  au feuilletage oppose  a ̂  conclut que P n'a  qu'un  bout  dans

la  direction  opposee  —D(βF\

Grace  au point iii de la proposition  4.4, et a Γhypothese que le noyau de H(^)  n'a

pas  de  quotient  libre  a  une  infinite  de  generateurs,  nous  savons  que  pour  tout  reel  ί,
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Γensemble  PnZ)"
1
^)  est  connexe. Ceci  implique (point  ii  de  cette meme  proposition)

que  D  est  un  homeomorphisme  de  Γespace  des  feuilles  P\2F  sur  R/Γ(^).

Demontrons enfin la proposition 4.6 (pour Γenonce, se reporter a Γintroduction).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION  4.6.  Soit ̂  un feuilletage non degenerέ d'une

variete M.  Supposons  que π^M) et H(^)  tombent dans  Γun des seize cas enonces  dans

Γintroduction. Alors d'apres  le theoreme 3.10 ou 3.19 de [M2],  ou Γune des propositions

3.11  a  3.18  de  [M2],  π^M) n'a  qu'un  bout  fin dans  la  direction H(^),  ainsi  que  dans

la  direction  ~-H(^\

D'apres  le  theoreme  2.3 du  present  article,  ce feuilletage  est  principal.

D'apres  le  theoreme  3.5  Γimage  inverse, dans  le  revetement universel de  M,  de  la

composante printipale, n'a qu'un bout dans la direction D(^\ ainsi que dans la direction

D'apres  la proposition  4.1, tout chemin contenu dans  la composante principale est

homo tope  a un chemin  transverse  ou tangent  a ̂  .

D'apres  la proposition 4.4, point (i) Γespace des feuilles de la composante principale

est  homeomorphe  a Γespace  des  orbites  du  groupe  d'holonomie.

En  particulier,  si ce feuilletage est  transversalement  euclidien  ou  transversalement

afBne,  alors  sa  composante  principale  est  depourvue  de  feuille  exceptionnelle.

5. Exemple.  Soit  une  surface  compacte  orientable  sans  bord  Σ  de  genre  >2.

Nous  allons  prouver  les  deux  propositions  suivantes:

PROPOSITION  5.1.  // existe  sur  Σ x R  deux feuille tages  transversalement  euclidiens

$ι, $ 2ι
 non  degέnέres,  non degeneres,  a feuilles  denses, qui verifient  les deux  proprίetes

suivantes:

Us  ont  la meme  representation  d'holonomie.

Le  revetement  universel  de ΣxR  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D(β \)  et  a  une

infinite  de  bouts  dans  la  direction  — D(S>

1).  Au  contraire,  il  a  une  infinite  de  bouts  dans

la  direction  D(β '
2
) et  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  — D(£>

2)'

Ceci montre que  le corollaire  1.2 est  faux pour  les varietes non compactes, et done

montre  qu'il  n'y  a  pas  d'espoir  d'etendre  le point  2  du  theoreme  3.6 aux  feuilletages,
meme transversalement euclidiens et non  singuliers, des varietes  non compactes, meme

topologiquement finies comme  ΣxR.

PROPOSITION  5.2.  // existe  une  variete  M  de  dimension  3,fibrant  sur  le  cercle  avec

pour  fibre  Σ,  et  deux feuilletages  transversalement  affines  j t f ί 9  j/
2
  de M, non  singuliers,

non degeneres,  a feuilles  denses, qui  verifient  les  deux proprietes  suivantes'.

Us  ont  la meme  representation  d'holonomie.

Le revetement  universel  de M  n'a  qu'un bout  dans la direction  D(&4 \)  et  a une  infinite

de bouts  dans la direction  — D(stf  \). Au  contraire, il a une infinite  de bouts  dans la  direction

et  n'a  qu'un  bout  dans  la direction  —
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Ceci  montre  que  le  corollaire  1.2  ne  s'etend  pas  aux  feuilletages  transversalement

affines,  meme  non  singuliers, des  varietes  compactes.

Ces  deux  propositions  sont  deux  points  de  vue  sur  un  seul  et  meme  exemple.  Le

reste  de  cette  section  est  consacre  a  la  construction  de  cet  exemple  et  a  la  preuve  des

proprietes  annoncees  dans  ces  propositions.

DEMONSTRATION  DES  PROPOSITIONS  5.2  ET  5.1.  On  peut  construire  un

diffeomorphisme  φ de  Σ,  et une  1 -forme  fermee  ω, dont  les  singularites  sont  des  selles,

et  a  feuilles  denses,  tels  qu'il  existe une  constante  reelle  λ>  1, pour  laquelle:

Pour  la  construction,  voir  [FLP],  expose  13, §11.

Soit  M  la  suspension  de  φ,  c'est-a-dire  le  quotient  de  M=ΣxR  par  le

diίfeomorphisme  Φ:  (p,  x)-+(φ(p),  x+  1). Nous  allons  voir  que  ω  induit  sur  M  deux

feuilletages  transversalement  affines  non singuliers s^l  et j/
2
.

Donnons  des  noms  aux  projections:

Desίngularίsons  π*ω  de deux  faςons  diίferentes:  soient

Ωl = π
*

ω
 + χ*dχ  Ω2 = π*ω -  λxdx  .

Ce sont deux  1-formes  fermees  non-singulieres  sur  M,  elles y  definissent  done deux

feuilletages  transversalement  euclidiens  non singuliers: ^ et ̂
2
  ^

r
 ^i

  et
  ^2

 sont

equivariantes  pour  Faction  de Φ:

Φ*Ωί=λΩί  Φ*Ω2 = λΩ2.

Par  consequent,  le diίfeomorphisme  Φ respecte  $±  et ̂
2

 en tant
  Que feuilletages,

mais  modifie  leur  structure  euclidienne transverse.  Cependant  nous pouvons  considerer

$!  et ̂
2
 comme des feuilletages transversalement  affines,  et nous voyons  que Φ respecte

cette  structure  affine  transverse.  Done Sl  et <f
2

 se
 projettent  sur M en deux  feuilletages

transversalement  affines  non singuliers: j^ et j/
2

Notons aussi $ le feuilletage transversalement euclidien singulier trace par ω sur Σ.

Les  formes  fermees  Ω^  Qt  Ω2  sont  cohomologues  entre  elles  (et  cohomologues  a

π*ω).  En d'autres  termes,  $,  S'i  et S2  ont  meme  representation  d'holonomie.  Comme

ω  est  a  feuilles  denses,  le  groupe  d'holonomie  est  non  nul.  En  d'autres  termes,  $v  et

$2  ne sont  pas  degeneres.
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Done  j/i  et  j3/
2

 ont
  aussi  meme  representation  d'holonomie.  La representation

H(£/ί)  = H(s/2)  est d'ailleurs  aisee a calculer.  Remarquons  seulement  ici que  le  groupe

d'holonomie lineaire (i.e. Γimage de Γ(s$ ^ = Γ(ja/
2
) dans R*±) est le groupe des puissances

de  λ\  tandis  que le  groupe  des  periodes  (i.e. Pintersection  de Γ(^ί)  = Γ(s/2)
  avec

  l
e

groupe R des translations) est le groupe  d'holonomie de $. En particulier,  ^/1  et jtf2

  ne

sont  pas  degeneres.

Montrons  maintenant que  <?
15
  <ί

2
, ̂  i et ^2 sont

  a  feuilles  denses. Les  feuilles de

j/!  et j/2
 sont

  les  images  des  feuilles  de  S±  et <ί
2
, ϋ  suffit  done de montrer  que  <f

 x
  et

$2

 sont
  a  feuilles  denses.

Soit  une  feuille  F  de  S'1  (resp.  <ί
2
).  Nous  allons  construire  une  section  de  M

au-dessus de R, dont Γimage sera contenue dans F. Done Pintersection de F avec chaque

fibre,  identifiee  a  Γ,  sera  une  reunion  non  vide  de  feuilles  de S.  Comme  les  feuilles  de

$  sont  denses  dans  Σ,  la  feuille  F  sera  dense  dans  M.

Pour  construire  cette  section,  choisissons  sur  cette  feuille  un  point  (/?
0
,  XQ)  dont

Pimage pQ  dans  Σ  n'est  pas  une  singularite  de  S.  II  existe  dans  Σ  une  courbe  fermee

transverse  a $  et qui passe  par/?
0
.  Soit

7: /?-^Γ: 7^7(7)

le parametrage de cette courbe  tel que y*ω = dy et qui passe  par p0  a Pinstant y0 = α(x
0
),

oύ  α  est  defini  par

α: R^R:  x-^

(resp.  α:  /?^/?:  Λ

Notre  section  est  Papplication  σ : x-^φc)), ^c).  Verifions  que  son  image  est

contenue dans  F,  par  exemple dans  le cas de S>

1. D'une part,  σ(x
0
) = (/?

0
, x0)  appartient

a  F.  D'autre  part,

a*dy=  —λxdx

done

ce qui  montre  que  le chemin  σ  est  tangent  a  S±.

Considerons  maintenant  Papplication  developpante  de  jtf  ±  qui  est  aussi  celle  de

<f
l 5
  que  nous  noterons  D1  : M^R;  et  Papplication  developpante  de j/

2
  qui  est  aussi

celle  de  d>2,  que  nous  noterons D2  :  M-^R.

Je dis que-M n'a  qu'un  bout dans  la direction Z)
t
, ainsi que dans  la direction  — j5

2
.

Ceci  decoule  de  deux  propriete  evidentes  des  champs  de  vecteurs  definis  comme  suit

sur  M:

χί  = +λ~xd/dx  χ2=-λ~xd/dx  .

La  premiere de ces proprietes  est que:
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Ωί  Xί=Ω2  X2  = l  .

La  seconde  propriete  est  que Xl  est  integrable a  droite,  au  sens  que  Γorbite  de chaque

point  de M  est  definie  pour  toutes  les valeurs positives  du parametre.  Symetriquement,

X2  est  integrable  a  gauche.

Placons-nous  dans  M.  Soient  X1=µ*X1  et X2  = µ*X2  les  releves  de Xi  et X2.  Us

sont  done  integrables  Γun  a  droite,  Γautre  a  gauche.  Les  differentielles  de  D^  et D2  ne

sont  autres  que µήfΩl  et µ*ί2
2
, done X1  est un champ  de gradient  pour  D1  et X2  est un

champ  de gradient  pour  D2.

Nous  pouvons  maintenant  prouver  que  Dϊl(\_y,  +oo[)  et D^Q — 00,3;])  sont

connexes,  quel  que  soit  le  reel  y.  En  eίfet,  ce  sont  des  retracts  de  M.  La  retraction

consiste  pour  Γun,  a  suivre  positivement  le  flot  de  Xί  jusqu'a  ce  que  D1  devienne

superieur  ou  egal  a y;  pour  Γautre,  a  suivre  negativement  le  flot  de X2  jusqu'a  ce que

D2  devienne  inferieur  ou egal  a  y.

D'apres  la proposition  3.4,  M n'a  qu'un  bout  dans  la direction Dl9  ainsi que  dans

la  direction  — D2.

Montrons  enfin  que  M  a  une  infinite  de  bouts  dans  la  direction  — Dί9  ainsi  que

dans  la  direction D2. Nous  allons proceder  par  comparaison  avec  S.

Considerons  en  effet  une  application  D($)\  Σ-*R  developpante  de  <f,  c'est-a-dire

une  primitive  de  σ*ω.  Les  ensembles  D(£)~l([y,  +oo[)  et  D(^)~1("]  — ao9yJ)  ont  une

infinite  de composantes  connexes  (quel  que  soit  le reel y).  Outre  que c'est une  propriete

bien connue des  1 -formes  fermees  sur  les surfaces  de grand  genre, ce serait un cas simple

d'application de nos  theoremes . . . si nous  n'avions  exclu  les feuilletages des surfaces  de

notre  etude.

Considerons  sur  M  la  fonction  D = D(S]  o π.  Faisons  maintenant  un  choix  precis

de Dl  et D2:

Prouvons  que  -D^
1
Q — oo, y])  a  une  infinite  de  composantes  connexes,  quel  que

soit  y.  On remarque  que Dί>D, et par consequent  ^5Γ
1
Q"~°°5 ̂ ])

 est
  contenu  dans

^5~
1
(] —

 00

?
3

;
])  Or  nous  savons  que  D~1Q — co9y])  a  une  infinite  de  composantes

connexes,  puisque  c'est  simplement  Γimage  inverse par  π de D(S)~l(}  — oo, j;]).  II  suίfit

done  de  prouver  que  chaque  composante  connexe  de  ^~
1
Q — oo, y])  rencontre

DΪ  l(]  — oo, y]).  Pour cela, on se restreint  a une hypersurface  Σ  x {x0}  rencontrant  cette

composante,  et  cela  revient  a  dire  simplement  que  sur  chaque  composante  de

β(^)~1Q  — oo9y'])9  la  fonction  D($)  prend  une  valeur  plus  petite  que  y — λx°.  Ceci  est

encore  bien connu, et  si nous  n'etions  sur  une  surface,  resulterait  de  notre  proposition

3.3 (point 3). Done d'apres la proposition  3.4, M a une infinite  de bouts  dans la direction

-A-

Un  raisonnement  semblable  montre  que  D2

l([y9  +oo[)  a  une  infinite  de

composantes  connexes: on remarque  que D2<D, et par consequent D2

l([y,  + oo[) est
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contenu dans D ~ 1
 ([ y,  + oo [) . Ce dernier a une infinite de composantes  connexes, puisque

c'est  simplement  Γimage  inverse  par  π  de  D($)~l(\_y,  + oo[).  Enfin,  quel  que  soit  x0,

sur  chaque  composante  de  D($)~^($_y,  +oo[),  la  fonction  D(S>)  prend  une  valeur  plus

grande que y + λx°;  et cela  montre  que chaque  composante  connexe  de D~l([y,  + oo[)

rencontre D^dy,  +oo[).

D'apres  la  proposition  3.4,  Ma  une infinite de bouts  dans  la  direction  D2.

REMARQUE.  Les  feuilletages  construits  dans  le  present  paragraphe  sur  la  variete

M sont des perturbations  de la fibration de M sur le cercle. Plus precisement, considerons,

pour  chaque  reel  t,  la  1 -forme  fermee

C'est une 1 -forme fermee non-singuliere sur M, qui se projette  sur M en un feuilletage

transversalement  affine  non  singulier:  stf(t).

Pour  tΦ 0, le  feuilletage  <stf(t)  n'est pas  complet.  En  fait,  le revetement  universel  de

M  n'a  qu'un  bout  dans  la  direction  D(^(t))  et a une  infinite  de bouts  dans  la  direction

— D(s/(ί)).  (Meme preuve que pour ̂ 1).

Pour  / = 0,  le  feuilletage  stf(f)  est  la  fibration  de  M  sur  le  cercle.
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