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CALCUL SYMBOLIQUE

ET PROPAGATION DES SINGULARITÉS

POUR LES ÉQUATIONS

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES

PAR JEAN-MICHEL BONY

Soit :

(0.1) F(x,^(x), ...,^(x), . . .) |P|^=O,

une équation non linéaire d'ordre m, où F est réelle et de classe C°°. Si u est une solution réelle
de (0.1 ) on définit le symbole principal :

BF
(0.2) PM^)= Z —^u(x\ ...K^.

[a |=w cu^

On dit que (xo, ^o)eRn x(R"\{0}) est caractéristique si P^(X(), ^o)=0 et on appelle
bicaractéristique les courbes intégrales du champ hamiltonien de p^. Les résultats sont alors
les suivants :

(0.3) (th. 5.3).
Soit u une solution appartenant à l'espace de Sobolev H5, s > SQ [resp. à l'espace de Holder

Cp, p > poL Alors, en tout point (xo, ^o)non caractéristique, u est microlocalement de classe
H' pour t<2s-X [resp. de classe C2^].

(0.4) (th. 6.1).

Si u est une solution de classe H5, s > s^, et est microlocalement de classe FP, t<2s— À-— 1,
en un point caractéristique (xo, Ço)? alors u est microlocalement de classe H1 en tout point de
la bicaractéristique issue de (xo, Ço)-

Pour l'équation (0.1) la plus générale on a So=n/2+m; po=m', À=n /2+m; ^i=m;
s i = n / 2 + m + 2, mais ces valeurs s'améliorent lorsque l'équation (0.1) est quasi linéaire (voir
les paragraphes 5 et 6 pour les énoncés précis).

Avant de discuter ces résultats, décrivons la méthode de démonstration. Nous
introduisons une classe d'opérateurs, dits paradifférentiels, associés à des symboles du type
suivant :

(0.5) ^(^)=zUx,^)+^-i(x,^)+ . . . +^-[p](x,Ç),
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210 J.-M. BONY

où p^_ ^ est homogène de degré m - fe, de classe C°° en ^ et C"" k enx (p > 0 non entier). Un
opérateur paradifférentiel de symbole p applique H5 dans îîs~m quel que soit s. Si deux
opérateurs ont p comme symbole, leur différence applique H5 dans H5"^^ Tout le calcul
pseudo-différentiel classique (produit, adjoint, inverse, . . . ) s'étend aux opérateurs
paradifférentiels, le calcul symbolique étant fini et non pas asymptotique, les restes étant
p-régularisants et non infiniment régularisants. Ce calcul fait l'objet du paragraphe 3.

L'exemple typique, et fondamental, de tels opérateurs est celui des opérateurs T^,
introduits au paragraphe 2, associés à une fonction a (x) e Cp. A la place de la multiplication
par a, qui n'opère de H5 dans lui-même que pour | s \ < p, nous introduisons les opérateurs de
« paramultiplication » T^ qu'on peut décrire approximativement comme suit : si u a son
spectre localisé au voisinage de | î, \ = R, T^ est à peu près égal à OR M, où OR est égal à à dans la
boule de rayon s R, et à 0 ailleurs.

Le lien fondamental entre opérateurs paradifférentiels et fonctions non linéaires est le
résultat suivant, dont les généralisations font l'objet du paragraphe 4. Si u est de classe C^
p>0 [resp. H5, s>n/2], et si/est de classe C00, on a :

(0.6) /[M(x)]=T^^.u(x)+erreur,

où l'erreur appartient si C2P [resp. H25"^2"8]. On peut alors facilement montrer qu'une
solution de (0.1) est solution d'une équation :

(0.7) pu=f,

où P est un opérateur paradifférentiel d'ordre m, de symbol principal p^ défini en (0.2), et où/
appartient à H25"2^"^2"6 sous les hypothèses de (0.3) ou (0.4).

Le théorème (0.3) n'est plus alors qu'un corollaire banal, l'opérateur P étant
microlocalement inversible lorsque son symbole principal ne s'annule pas. La démonstration
du théorème (0.4) fait l'objet du paragraphe 6. Elle repose sur la démonstration d'une
inégalité d'énergie pour (0.7) du même type que celle utilisée par Hormander [4] dans le cas
pseudo-différentiel. Nous utilisons une forme adaptée de l'inégalité de Gârding précisée, que
nous démontrons par une méthode empruntée à Cordoba-Fefferman [3].

Il est clair que bien d'autres résultats de localisation, propagation, réflexion des
singularités, connus pour les opérateurs pseudo-différentiels classiques, peuvent s'étendre
aux équations paradifférentielles (0.7) et donc aux équations non linéaires (0.1).

Revenons aux théorèmes (0.3) et (0.4). Ceux-ci s'appliquent à certaines solutions faibles
d'équations du type (0.1), mais il existe dans la littérature beaucoup de notions de solutions
faibles qui n'entrent pas dans le cadre de nos hypothèses. Il est d'ailleurs bien connu que les
ondes de choc ont des singularités dont le comportement est très différent de celui décrit par
les théorèmes (0.3) et (0.4).

D'autre part, même pour des solutions assez régulières, les singularités ne sont contrôlées
par ces théorèmes que jusqu'à l'ordre 2 s — À - — l . Dans le comportement des singularités
d'ordre plus élevé, il apparaît des phénomènes typiquement non linéaires (voir [5], [7], [8]).

Enfin, le symbole principal défini par (0.2) dépend en général, non seulement de (0.1 ), mais
de la solution u elle-même. On n'a une description exacte de la propagation des singularités
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CALCUL SYMBOLIQUE ET ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 211

que pour des équations quasi linéaires dont la partie principale est linéaire. Dans les autres
cas, le fait de connaître l'existence d'une solution satisfaisant à certaines estimations peut
fournir des estimations sur p^ (x, ^), et donc des renseignements qualitatifs sur les singularités
(par exemple, une borne de la vitesse de propagation des singularités pour une équation
hyperbolique).

Nous avions exposé au Colloque de Saint-Jean-de-Monts (juin 1978), et très brièvement
résumé dans [l], des résultats du type (0.3) et (0.4). Nos méthodes reposaient alors sur une
étude directe de la régularité microlocale de/ [u (x)] à partir de celle de u (x) (voir cor. 4.7) et
sur des estimations a priori (du type inégalités de Schauder ou d'énergie) pour des équations
linéaires dont les coefficients ont une régularité limitée, et des régularités microlocales
additionnelles. Ces méthodes, assez fastidieuses, conduisaient en outre à des valeurs de SQ et
5^ moins bonnes en général que celles que nous obtenons maintenant,

Indépendamment et simultanément, un certain nombre de cas des théorèmes (0.3) et (0.4)
ont été prouvés par B. Lascar [5] et J. Rauch [7].

Enfin, le lecteur pourra constater que nos méthodes doivent beaucoup aux résultats et aux
techniques (décomposition en « couronnes dyadiques ») de R. Coifman et Y. Meyer. Nous
tenons à remercier ce dernier d'avoir bien voulu nous communiquer le manuscrit inédit d'une
version antérieure de [2].

N.B. — Y. Meyer a donné récemment [9] une nouvelle démonstration, et une
amélioration, de (0.6). Il montre que, en fait, l'« erreur » appartient à H2 s- "/2. Le lecteur se
convaincra aisément qu'il en résulte que les théorèmes de régularité (0.3) ou (0.4) sont
valables avec les inégalités « larges » : t ^ 2 5 — À , ou t ' ^ l s — ^ — 1 .

1. Rappels sur les décompositions « en couronnes dyadiques »

Nous utiliserons les espaces de Sobolev H5 (norme notée | . |s) et les espaces de fonctions
holderiennes CP (normes notée || . ||p) définis comme suit. Pour 0 < p < l , une fonction u
appartient à Cp (R") si elle est bornée et si | u (y) - u (x) | /| y - x \p est borné. Pour p e R\Z, en
posant p = m + p ' avec 0<p '< l , une distribution u est de classe CP si pour tout opérateur
pseudo-différentiel R d'ordre m, on a R M G C P . Pour p entier positif, on note encore || u ||p le
maximum des normes uniformes des dérivées de u d'ordre inférieur ou égal à p. Ainsi || u ||o et
\U\Q désignent respectivement la norme uniforme et la norme L2 de u.

Pour 0 ouvert de R", on note H^(Q) [resp. Ci^(Q)] les distributions localement de classe
H5 [resp. CP], On dira que u est microlocalement de classe H5 [resp. C? pour p e IR^Z] en un
point (xo, ̂ eR" x(Rn\[0]) s'il existe un opérateur pseudo-différentiel classique R
d'ordre 0, dont le symbole principal est non nul en (xo, Ço)» te! clue R^eH 5 [resp. CP].

Pour éviter le « mauvais cas » des espaces de Holder d'ordre entier, et ne pas trop alourdir
les énoncés, nous utiliserons la convention habituelle suivante : dans une proposition du
type : « si ueC0, . . . , alors veCP [conv. hab. si entier] », remplacer l'hypothèse par « il
existe a' > a tel que u e C0 » lorsque a est entier, et remplacer la conclusion par « v e CP pour
tout p '<p » lorsque p est entier.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



212 J.-M. BONY

Nous faisons ici un minimum de rappels sur la caractérisation des espaces H5 et CP à l'aide
des décompositions « en couronnes dyadiques », en renvoyant le lecteur au mémoire de
Coifman-Meyer [2] pour toutes ces questions. Le lecteur y trouvera également de quoi
étendre nos résultats (à l'exception de la propagation des singularités bien entendu) au cas des
espaces W5'^.

Soit k>l, on définit les couronnes dyadiques C,,7'e ^J, par :

(1.1) Cj={^çRn\k~12j^ | Ç | ^2J+1}.

On peut alors construire une partition de l'unité :

(1.2) l=^)+^(p(2-^),
o

où (p et ^F appartiennent à C^ (IR"), le support de (p étant contenu dans la couronne CQ et celui
de ^P dans la boule unité.

Pour u e y (tR"), on a alors la décomposition « canonique » (dépendant en fait de k et (p)
suivante :

(1.3) u=u.,^ ^.^(D) u+^ cp(2-^D) u,
0 0

p-1

(1.4) u _ i + ^ i^^-^D)^
o

Les opérateurs (p (2"^) etl? (2^'D) opèrent continûment de L00 dans L°° et de L2 dans
L2 avec une norme indépendante de j. On a :

(1 .5) ueL- => H^.llo^CtelMIo et f>, ^Cte||u||o,
-1 o

(1.6) ueCP(pe^\Z) ^ ||^.||o^Cte|M|p2-^,

(1.7) ueW => \u^^c^-^ avec ||(^.)||^Cte|u|,

Réciproquement, si des fonctions Uj ont leur spectre (=supp(û^)) dans Cj et vérifient les
estimations (1.8) [resp. (1.9)] :

(1.8) ||^.||o^K2-^

(1.9) |n,|o^c,2-^ ||(^.)||^K,

alors on a ^^J•eCP conv. hab. si entier [resp. ueH5] et la norme de ^Uj est majorée
par CteK.

En outre, pour p > 0 non entier [resp. s > O], si des fonctions Uj ont leur spectre dans la boule
de rayon k 2\ et vérifient les estimations (1.8) [resp. (1.9)], on a ̂  Uj e CP [resp. H5] avec une
norme majorée par CteK.

Nous utiliserons constamment la remarque suivante. Si No est un entier assez grand (par
rapport à k), si u et v ont leurs spectres respectivement dans Cj et Ci avec / ̂ j - No, alors uv a
son spectre dans C^, où les couronnes C'j ont une définition analogue à celle des Cp mais avec
une constante k ' plus grande que k.
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CALCUL SYMBOLIQUE ET ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 213

Soit par exemple T un opérateur défini par :

u->Tu=^^qU^

où u=^Uq est la décomposition canonique de u, et où oc g a son spectre dans une boule de
rayon y^0 (N() assez grand par rapport à k) :

On a :

llo^jlo^llajo ll^llo et lo^lo^llajo l^lo.

et les QiqUq ont leur spectre dans les couronnes Cq. On déduit de ce qui précède que si
I I ocjlo ̂  Cte 2"^, l'opérateur T est p-régularisant, c'est-à-dire applique H5 dans H^p et 0e

dans Cc+p conv. hab. si entier.

2. Opérateurs de paramultiplication

Soit a(x)eL00, à support compact. L'idée essentielle est de remplacer l'opérateur de
multiplication par a, qui n'opère que dans bien peu d'espaces, par un opérateur de
« paramultiplication » T ,̂ qui appliquera H5 (ou C0) dans lui-même, quels que soient s et a.
Cet opérateur dépendra du choix d'une fonction auxiliaire ^, mais si a est de classe CP, un
changement de fonction 7 ne modifie T^ que par l'addition d'un opérateur p-régularisant.

Soit / (6, T| ) une fonction de classe 0e0 sur R" x IR^^O, homogène de degré 0, vérifiant pour
0<Ci<£2 assez petits :

(2.1) 'X (^ î l )= l pour
^(6,r|)=0 pour

ei^cihl;
OI^ITII,

l'opérateur T^, est alors défini comme suit

(2.2) ^(^=(271)-" fxtë-r|, 11) ^të-îl) û(îi) d^
J

Nous allons également définir un autre opérateur T^,, dépendant d'un entier N() (et du choix
de k et (p pour la décomposition en couronnes dyadiques) :

(2.3) T>= ̂  a,u^
-i^p^-No

l'entier N() doit être assez grand pour qu'il existe une famille de couronnes Cq analogues aux
Cq telles que Cg+C^.^^C^. On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2.1. — (a) les opérateurs T\ et T^ appliquent H5 dans H5 et 0e dans C^ (conv. hab.
si entier), et leur norme d'opérateurs est majorée par Cte || O\\Q;

(fc) 5ï de plus a est de classe Cp, p > 0 non entier, alors T^ —T^est p-régularisant : il applique
H5 dans H5^ et C" dans Cc+f)(conv. hab. si entier) avec une norme majorée par Cte || a ||p. De
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214 J.-M. BONY

même, une modification du choix de / pour T^, ou de (N(), k, (p) pour T^, n^ modifie ces
opérateurs que par addition d'un opérateur ^-régularisant.

On a :

(2.4) T>=^=^( ^ a,)^
q q -I^P^-NO

et il résute de (1.5) que l'on a :

(2.5) 11/Jlo^Cte ||a||o ||uj|o; 1/Jo^Cte ||a||o l^lo.

Les/g ayant leur spectre dans les couronnes C'y il est clair que T;, applique H5 dans H5 et 0e

dans C" (conv. hab. si entier) avec une norme majorée par Cte ||a||o.

Modifier le choix de No, par exemple remplacer No par No +1, revient à remplacer T^ par
T^-S avec :

(2.6) SM=^^_^-I^=E^-
q

Les g^ ont leur spectre dans C'y et on a, pour aeC9 :

(2.7) ll^llo^Cte ||a||p 2-^ ||uj|o; l^lo^Cte ||a||p 2-^|^|o.

L'opérateur S est donc p-régularisant.

Comparons maintenant les opérateurs T^ et T^, :

(2.8) f^fê)^^-" ̂  ^ fxtë-îl, T|) û,fé-r|) ̂ (îi) ̂ .
p 4 J

Si k2 £2 est assez petit, où k est la constante définissant les couronnes Cj, il existe des entiers
0 < Ni < N2 tels que, dans les intégrales ci-dessous, on ait 7 = 1 sur le domaine d'intégration
pour p^-N^, et ^=0 sur le domaine d'intégration pour ^^^-N1. On a donc :

(2.9) T^=^ ^ a^+Ru,
P^q-^2

(2.10) Ru(x)= ^ (27l)-2" [e-^^^â^û^dQdr}.
g — N 2 < p < g — N i J

Soit r(s, t)€^ (R2") dont la transformée de Fourier est à support compact, et coïncide
avec 7(6, ri) pour :

k-12~^2^\Q\^2k et ^-^-^Iril^^.

On a alors :

( 2 . 1 1 ) Ru(x)= ^ (27i)-2" px(9+î1)r(2-^9,2-^)^(e)û,(T^)rf9rfr|,
g-N2<p<<?-Ni J
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CALCUL SYMBOLIQUE ET ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 215

(2.12) Ru(x)= ^ [r(s,t)a,{x-2-^s)u,(x-l-qt)dsdt=^f^
9-N2<P<ç-Ni J

(2 .13) 11/pJlo^Cte ||a,||o ||^||o; 1/^lo^Cte ||ajo |ujo.

En posant/^ = ̂  /^, q — N3 < p < q — N^, on a R u = ̂  /^, où les/^ ont leur spectre dans Cg
et vérifient :

(2.14) 11/Jlo^Cte ||a||o ||uj|o; 1/Jo^Cte ||a||o l^lo si aeL°°,

(2.15) ||/Jlo^Cte||a||p2-^||uJlo; 1/Jo^Cte ||a||p 2-^\u^ si aeC^.

Il en résulte clairement que R applique continûment H5 dans H5 et C0 dans C^ avec une
norme majorée par Cte ||â||o, et que, de plus, R est p-régularisant si aeCP.

En revenant à (2.9), on obtient immédiatement, les propriétés de continuité de T^ et le
caractère p-régularisant de T^—T^,. La fin de l'assertion du théorème 2.1 (b) résulte
évidemment du fait que T^, est défini indépendamment de ^, tandis que T^ est défini
indépendamment de (N(), k, (p).

Remarque 2 . 2 . — Soit u = ̂  u^ une autre décomposition de u vérifiant ûq à support dans Cq

et||<||o^K2-^ (|^|o^2-^ avec ||(c,)||^K').

On a alors :

(2.16) T>-^ a,u,=^a,( ^ u,- ^ u'^a.v^
p^g-No p 9^p+No g^p+No

avec Vp à support dans C;+No et l|î;p||o^Cte K^"^ (Cte ^2"^).
On a donc :

(2.17) ||T>- ̂  ^ a^;,||^p^Cte ||a||pK (conv. hab. si entier),
p^g-No

(2.18) |T>- ̂  ^ a^;,|^p^Cte ||û||pK'.
p^-No

THÉORÈME 2 . 3 . — Soient a et b de classe Cp d support compact, avec p > 0 non entier. Alors
T^oT^-T^ esî MU opérateur p-régularisant, et sa norme d'opérateur est majorée par
Cte II a H Jfo ||p.

Soient 0<Ni ^N^ des entiers. On a :

(2.19) T,u=^( ^ ^)^+RM=^^+RM,
î P2^9-N2 î

où R est un opérateur p-régularisant, et où les Vq ont leur support dans des couronnes Cq
analogues aux Cq. On a alors :

(2.20) T,oT^=^^a^u,+R^,
Pl>P2^9-N2

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



216 J.-M. BONY

en vertu de la remarque 2.2, avec |||R'|||^Cte | | f l | | p | | ^ | | pen désignant par ||| . || une norme
d'opérateur de H5 dans H^P ou de 0e dans C (T+P.

D'autre part, on a [voir (1.4)] :

(2.21) T^=^ ^(2-^D)^)^+R^,
9 P l P 2

avec

HIR-III^CtelMIpll^l lp.

Si les entiers Ni et N^ ont été choisis convenablement, on a vl^"^^ Ç)= 1 sur le support
de {a^bpf lorsque pi^-N^ et J^^-N^.

On a également \|/(2''<?+N1Ç)==0 sur le support de (a^^bp^ lorsque p^q et p2^Pi~^3
pour un entier N3 convenable (ce support est alors contenu dans une couronne C^).

Dans la différence (T^ o T^ — T^) M, il apparaît donc : des termes R M avec R p-régularisant
vérifiant :

| | |R| | |^Cte|Hlp| |^| |p,
des termes du type :

(2.22) Rv"=I:Œ ^-^-D)^^,,)^^/,»,,
9 P^Q

où v varie de 0 à N3 et des termes du type :

(2.23) S^=]^(2-^D) ^ ^A-v)^=Z^^
4 P^q

où v varie de 0 à N3, ainsi que les termes analogues en échangeant les rôles de a et b.

Il est clair que l'on a :

H/Jlo^Cte ||û||p H ^ H p 2-^ et H^JIo^Cte ||a||p ||^||p 2-^

et que les termes/g u^ et g^ Uq ont leur spectre dans des couronnes C'q. Les opérateurs R^, et S^
sont alors p-régularisants, leurs normes vérifiant les estimations voulues, ce qui démontre le
théorème.

THÉORÈME 2.4. — Soit a de classe CP à support compact. Alors l'adjoint T^ de T^, applique

H5 dans H5 pour tout s, et l'opérateur T^—T^ applique H5 ^ans H^P, ûî c im^ norme

d'opérateur majorée par Cte || a ||p.

Pour No assez grand, on a :

(2.24) (T^M^T»^ ^ ^ La,i7^x
p^-No J

et :

(2.25) (T^,i;)=^ ^ E^^^
P^^-NO

modulo des termes majorés par Cte | | f l | |p IMIs | | y | | _ s _ p .
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D'autre part, il existe un entier N^ tel que, pour | q—r\ >N^, les supports de ûq et d p V y
soient disjoints pour p ̂  r — Nç, ainsi que ceux de (dp Uq) et v^ pour p ^ q — N(). Les intégrales
correspondant à ces indices sont donc nulles. Il en résulte que l'on a :

(2.26) |CI>,F)-C[>,I;)|

^Cte^I: L
V i V s Ç J

aj. ^,J. ^,J^+Cte||fl||,|H[jy|_,_,,
Vi l - 1 l^+V2 1 ̂  1 ^^ l l ^ l l p l l ^ l l s l ^ l - S - p î

où Vi et v^ ne prennent qu'un nombre fini de valeurs.

Pour chaque valeur de (v^, v^) on a alors :

f
(2.27) ^ I^N^+vJ-l^+v, ^Z ll^llo 1^+vjo ^+vjo

H. J fl

<Pte V 1 1 / 7 1 1 2 - î pr î~sq^ 9 (s+p)q
=^LC Zj II "P 9+viz ^^v^ '

g
avec :

||(^)||/^Cte|uL et ||(^)||^Cte|i;|_,_p.

Il en résulte que :

(2.28) KT^U, r)-(T>, i;)|^Cte ||â||p |u|Ji;|_,_p,

ce qui démontre le théorème.

THÉORÈME 2.5. — (a) soiî a ̂ e classe C9 (p > 0, non entier) et u e C0, a supports compacts. On
a alors (conv. hab. si entier} :

(2.29) sfa>0, flM=T^+T,a+r avec \\ r||p+^Cte || û||p || u ||,,

(2.30) si -p<a<0, âu=T,u+r û^c || r||p+^Cte || a||j| M||,;

(^) supposons aeH5, s>n/2, ^r ^eH^ d supports compacts. On a alors, pour tout e>0 :

(2.31) si t>n/2, au=rT^u-}-rT^a-^r avec \r\s+t-n|2-^^e\a\s\u\^

(2.32) s i — s + n / 2 < ^ n / 2 , <2u==T^+r ai^c I r l ^ + ^ ^ / ^ - e ^ C t e | a | s | M | ( .

Démontrons par exemple la partie (b). On peut d'après le théorème 2.1, remplacer T^ et Ty
par T^, et Ty respectivement. Pour î>n/2, posons :

(2.33) r'=au-T^u-T^a= ^^ ^p^= E E û^-v^r
q - N o < p < g + N o |v |<No ^

Le terme a^_ ^ Uq a son spectre contenu dans la boule de rayon k ' 29 pour k' convenable, et
vérifie l'estimation du type (1.9) suivante :

(2.34) l ^ - v ^ l o ^ l l ^ - v l l o l^lo^^ \aq-v\n/2+e\uq\0.

(2.35) \a,^u^Cte\a\,2-^s-n/2-^2-^d, avec ||(^)||^|^|,.
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Comme on a s+r-n/2-£>0, il en résulte que ^û^_^ et donc r ' appartiennent à
H54^-"/2-6 et que l'on a :

(2.36) |rZ^-,/,-^Cte|aU^,

ce qui démontre (2.31).

Posons de même, si —s+n/2<t<n/2 :

(2.37) ^=au-T,u= ^ Z ^+ Z Z ̂ -
g-No<p<^+No g^p-No

Le premier terme se majore comme précédemment, puisque s+î-n/2-e>0.
Le second terme est égal à :

(2-38) '•'"=Z( Z ",)ûp=Z/p>
p Ç^P-NO p

où les fp ont leur spectre dans Cp et vérifient :

(2.39) |/,lo^Cte( ^ 2-^ t-M/2-e))|u|,2-^c, avec ||(c,)||^|^|,
Î^P-NO

On a t—n/2—G<0 et donc :

(2.40) l/^lo^Cte 2-p(t-n/2-£)2-ps|M|,^,

(2.41) l^'l^-n/2-s^Ctel^M,,

ce qui achève de démontrer (2.32).

3. Opérateurs paradifférentiels

Nous allons d'abord introduire des opérateurs T^ dans IR", associés à un symbole l(x, Ç) à
support compact en x. Puis nous étudierons la classe correspondante des opérateurs à
support propre dans un ouvert de tR".

Si l (x, ̂ ) est une fonction homogène de degré m en Ç, C°° en £. pour Ç ̂  0, à support compact
en x et de classe Cp en x (c'est-à-dire que toutes les dérivées DI' sont de classe CP en (x, ^),
(p>0 non entier), on définit l'opérateur Tj de la manière suivante :

(3.1) f^fé)=(27i)-" fxfé-îl, îl) ffé-r|, TI) 5(r|) û(r}) d^
j

où ^ vérifie les conditions (2.1), 5 est une application de classe C00 de R" dans R, nulle au
voisinage de 0 et égale à 1 en dehors d'un compact, et où f(9, ^) est la transformée de Fourier
de J(x, ^) par rapport à la première variable.
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La décomposition en harmoniques sphériques permet de mettre / sous la forme :

(3.2) l(x^)=^a,(x)h^),
v

où les a^ (x) sont de classe Cp à support compact, avec || a^ \\ p ̂  1, etoù les h^ sont homogènes
de degré-m, C°° en dehors de 0, et sont telles que la suite || h^ ||cM(s"-i) est à décroissance rapide
quel que soit M.

On a alors :

(3.3) T^=^T^.(^(D)5(D))u,
v

la série étant convergente pour la norme d'opérateurs de H5 dans H5" m ou de C" dans C"" m

(conv. hab. si entier).

Les opérateurs T^ étant définis comme en (2.3), posons :

(3.4) T;M=^T^(^(D)5(D))^
v

Les opérateurs (T^ —T^ ) forment une suite bornée d'opérateurs de H5 dans H^P, tandis
que les {h^ (D) s (D)) forment une suite à décroissance rapide d'opérateurs de H5 dans H5" m.
Il en résulte que T^-T; applique continûment H5 dans H5""1'^ et C0 dans C0^^ (conv.
hab. si entier). Un argument du même type montre clairement qu'une modification du choix
de 7 ou de s pour Tj, ou du choix de k, (p, N(), s pour T^ ne modifie ces opérateurs que par
addition d'un opérateur (p-m)-régularisant.

PROPOSITION 3 . 1 . — Soient h(^) homogène de degré m, C00 pour Ç^O, a(x) de classe Cp

(p>0 non entier) à support compact, et s(Ç) comme ci-dessus. Alors l'opérateur R défini par :

(3.5) Ru=(h(D)s(D))nS:,u- ^ l/a!T^(^(D)s(D))M
M^[p]

est (ç)—m)-régularisant : il applique continûment H5 dans }îs~m+P et 0e dans Cc~m+p {conv.
hab. si entier), avec une norme d'opérateur majorée par Cte ||a||p || ^HCM(S"-I) pour M
convenable. On a noté ici ^"(^^ô/^)"^) et [p] la partie entière de p.

On peut d'après ce qui précède remplacer les opérateurs T^ par T^, avec No assez grand.
L'opérateur R est remplacé par R' avec :

(3.6) R ' ^ = E Z h(D)a,u,- ^ ̂  ̂  1/cx ! D^^^D) u^
p^g-No |a|^[p];p^ç-No

si la fonction s(Ç) est égale à 1 sur les couronnes C^, ^^NQ.

Soient deux familles de couronnes (Cq) et (C^ du même type que les couronnes (CJ, telles
que pour p ̂  q — Nç, les produits a p Uq aient leur spectre dans C'y et que Cq c Cq. Soit (po de
classe C°°, à support dans Co', égale à 1 sur Co.
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On a alors :

(3.7) /^(Ç)=2w < ^(p(2-^) pour ÇeC,

en posant (p(^)=/z(Ç) (po(Ç).

Soit enfin r (x) la transformée de Fourier inverse de (p. On a r e ̂  et il est clair qu'il existe M
tel que :

(3-8) \\{^\x\)pr(x)\\^^Cte\\h^)\^M^.

On a :

(3.9) R^=E E 2^[(p(2-^D)- ^ l /aîD^cp^-^D)]^.
P^-No |a|^[p]

La fonction (p" (Ç) = (^/ô^)" (p (Ç) est la transformée de Fourier de ( - fx)" r (x). On a donc :

r
(3.10) R^=^ ^ 2^ r(0a^(x-2-^)

p^^-No J

- Z —^W2- la lg(-Oa.^(x-2-^)^
|a|^[p] a • C7X

et donc R 'M=^/^ avec Supp/^cC^ et :

(3-11) ||/Jo^Cte2^|| ^ ^ l lp 2-^||| r |Pr(r) | |^| |^| |o,
p^-No

(3.12) |/Jo^Cte2^|| ^ Mp2-p(^||mpr(0|U^
p^^-No

On a

II ^ a,\\^Cte\\a\\,
p^q-No

et il résulte de (3.8), (3.11) et (3.12) que R' applique H5 dans H5^^ et C0 dans C^^P
(conv. hab. si entier) avec une norme majorée par Cte ||a||p | |^HCM(S"-I) .

THÉORÈME 3 . 2 . — Soient l^ (x, Ç) et l^ (x, Ç) homogènes en Ç de degré m^ et m^, de classe C00

en ^ et CP en x, ^ support compact en x.

Posons :

(3.13) 4x^)= ^ l/aî^/â^^D^,.
|a|^[pJ

On a alors T^oT^=T,+R, OM R applique continûment H5 ^ans pp"'"1""12^ ^^ C0 dans
^-^_^+p ̂ ^ ̂  ^ ̂ ^^
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Si ;i (x, ^)=^ ^ (x) ^ (^.) et /2 (^ ^)==Z ^v 0e) ^v të) sont ^es décompositions en
harmoniques sphériques, on a :

(3.14) T^T,^ ^ TJ^(D) 5(D)) T^(/c,(D) 5(D))=^A,,.
H v

D'après la proposition 3.1, on a :

(3.15) A^=T^(^l/oc!T^^.^(D)5(D)^(D)5(D))+T^R,,^(D)s(D)
a

et T^ R^ fc^ (D) 5 (D) applique H5 dans H5""11"'"2^ avec une norme majorée par :

Cte ||aj|p ||̂  ||p H^llcM(s-) ll^llcM(s-).

D'autre part, d'après le théorème 2.3, on a :

(3.16) T^T^^^(D) UD) 52(D)=T^^^^(D) ^(D) 52(D)+R^^(D) fcJD) 52(D).

où R^ applique continûment H5 dans H5^"'01' avec une norme majorée par
Ctel l^ l lpl lD^JIp.^ . Il en résulte que R^^D^JD^D) applique continûment H5

dans Fp"'"'"'"^' avec une norme majorée par :

Cte ||aj|p llfojp IIMcM(s-)IIMcM(s-).

Enfin, on a :

(3.17) ^=Z Z Z ±T^^^(D)/c,(D)52(D)+RO,
1^ v |a|^p oc •

où le reste R° provient du remplacement de s (Ç) par s2 (^), et applique continûment H5 dans
^-m,-m,+p ^ g^g ^

(3.18) ^ ^||aj|p ||̂  ||p |IMcM(s-)IIMcM(s-)
P v

étant convergente, on a bien T^=T^ oT^+R, avec R continu de H5 dans H5"^"^^, et, de
même, continu de C0 dans c0""11"^^ (conv. hab. si entier).

THÉORÈME 3.3.- Soit !(x, ^) homogène de degré m en ̂  de classe C00 en ^ et C13 en x, à
support compact. Posons ;

J*(x,^)= ^ l/ocî^/a^D-J^,^).
|a|^[p]

Alors l'adjoint Tf ^ T^ applique H5 ^<ms Hs-m, êî Tf-T^ applique continûment H5

^nsHS-w +P.
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Si J(x, ^)=^ fly (x) ^v fé) est la décomposition de ! en harmoniques sphériques, on a :

(3.19) (T^, v)=(u, T^)=^(u, T^(D)s(D)i;)=^(T^, ^(D) s(D)r).
v v

D'après le théorème 2.4, on a :

(3.20) (T?M, ftJD) S(D)I;)=(T^M, A,(D) s(D)i))+(R,a, A,(D) s(D)u),

avec :

(3.21) |(R,«, /iJD) s(D)u)|^Cte ||aJ|p ||u||, ||^(D) s(D) v\\_,_,

^Cte ||ûJlp||AJIcM(s.->) ll«IIJ|y||-,-p^.

On a :

(3.22) (T, u, ^(D) s(D)y)=(7i,(D) s(D) T̂ - «, t;)

= Z (T^v(D)s(D)u,i;)+(R>,i;),
la l^P

d'après la proposition 3 . 1 , avec :

(3.23) |(R,u, v)\^Cie ||aJ|p ||^HCM(S-)II^||. ||^||-,-p^.

La série ̂  | |û^ | |p | |^vl lc M (s n - l ) étant convergente, on a donc :

((Tf-T^, r)^Cte |HUH|_,_p^,

ce qui démontre le théorème.

A un symbole l (x, ^), on peut associer de manière classique l'opérateur l(x, D). La
différence entre /(x, D) et T; est d'autant plus régularisante que l est plus régulier en x, ce qui
est une conséquence simple du théorème 2.5 et de la décomposition en harmoniques
sphériques. Nous nous bornerons aux deux énoncés suivants :

THÉORÈME 3 . 4 . — (a) Soit l(x, ̂ ) homogène en Ç de degré m, de classe C°° en ^ et Cp en x, à
support compact en x, avec p>m. Alors l'opérateur l(x, D ) — T ^ applique continûment L2

dans L2;
(b) si ̂  plus l est de classe C00 en x, alors /(x, D ) — T j est infiniment régularisant, c'est-à-

dire applique H5 dans H5 et C0 6?ans C ^M^/S que soient s, s', CT, a'.

Si J (x, ^)=^^v (x) ^v fé) es^ ^a décomposition de l en harmoniques sphériques, on est
ramené à montrer que :

^(T^-a,)^(D)s(D),
v

possède les propriétés voulues. Or ^(D) s(D) applique H5 dans H5""" avec une norme
majorée par Cte || J^(Ç) HcM(s-i), tandis que T^-û^ applique H - m dans L2 sous l'hypothèse
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(a) [H5" m dans H5 pour tout s ' sous l'hypothèse (£>)], avec une norme majorée par Cte || a^ ||p
[resp. |ûJ^_,^^/^J, d'après le théorème 2.5 et la série ^(T^-aJ/îJD)s(D) converge
pour les normes d'opérateurs voulues.

COROLLAIRE 3 . 5 . — Soit l(x, Ç) homogène de degré m en ^, de classe C00 en S, et CP en x, à
support compact en x. Soit u appartenant à H5 [resp. 0e] à support compact, et soit U un ouvert
conique de R" XS""1:

(a) supposons l (x, ^)==0 dans U. Alors T;u est microlocalement de classe }:[s~m+f) [resp.
çc-m+p ̂ ^ ̂  ^ ̂ ^] ̂ 5 U;

(b) supposons que u soit microlocalement de classe H5 [resp. C7] ^ans U. A^ors T;u ^sî
microlocalement de classe H^ [r^sp. C1 conu. ^ab. si entier] dans U, âi^c
t = M i n ( s + p — m , s ' — m ) ̂  T = M i n ( a + p — m , a '—m).

Il faut étudier la régularité de k (x, D) T^ u, avec ^c (x;^) homogène de degré 0, de classe C00,
nul hors de U. On a :

(3.24) k(x, D) T^u=T^T^+Ru ,

avec R infiniment régularisant d'après le théorème précédent, et :

(3.25) TfcT^= ^ 1/a ! T^^;^^+ R / M = 0 + R / ^
|oc|^[p]

avec R' d'ordre m-p d'après le théorème 3.2. Cela démontre la partie (a).

Sous les hypothèses de la partie (fo), soit k (x, D) comme ci-dessus. Soient k^ (x, ^) et
^^(x ,^) homogènes de degré 0, de classe C°°, à support compact en x, tels que
k^ (x, ^) + k^ (x, ^) soit égal à 1 pour x dans un voisinage du support de u, que k^ (x, ^) soit à
support dans U et vaille 1 au voisinage du support de k(x, ^). On a alors :

(3.26) fe(x, D) T^=TfcT,fei(x, D) ^+T\T^(x, D) M + R M ,

(3.27) HX, D) T^=TfcT,fci(x, D) M+T.T^U+R'M,

avec R et R' infiniment régularisants. Comme précédemment, on a T^T^ d'ordre m-p et
TfcT^u appartient à H5-^ [resp. C (T-m+p].

D'autre part, ̂  (x, D) M appartient à H5' [resp. O7'] et T\T^i (x, D) u appartient à H5'^
[resp. C"'"^, d'où le résultat.

Nous pouvons maintenant aborder le calcul paradifférentiel dans un ouvert de R".
Lorsque /(x, ^) sera égal à une somme finie 1=^1 j(x, ^) avec les lj comme ci-dessus, on
notera T;==^T^.

DÉFINITION 3.6. — (a) Soit Q un ouvert de R". Nous noterons E^ (Q), pour meRetp>0 non
entier, l'ensemble des fonctions l(x, Ç) définies dans Q x(R"\{0}) :

(3.28) 4x, Ç)=^(x, Ç)+^-i(x, ^)+ . . . +^-tpj(x, ^),

• OM ^_ ^ (x, Ç) ^sî homogène de degré m — k en ̂ , de classe C°° en ̂  et C^ fe en x. [On a noté [p] la
partie entière de p.];
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(b) si J^e S;', ;•= 1, 2, on définit l^Pe^'"1 par :

(3•29) l^l2^ ^ ̂  ̂  1/a ! S^.Wl^
|a |+fe i+/C2^[p]

(c) 5f /e 2^, on ̂ m'r J* e S^ pur ;

(3.30) /*= ̂  l/oc!âlD^_,.
|oc|+^[p]

Comme dans la théorie classique des opérateurs pseudo-différentiels, on démontre que la
loi de composition est associative (cela résultera d'ailleurs du théorème 3.9) et on démontre
le théorème d'inversion suivant :

PROPOSITION 3.7. - Soient le 1^(0) et ke 2^'(Q), tels que l^(x, ^)^0 au voisinage du
support de k. I l existe alors h et h' appartient à S'p '"^(Q) tels que :

l#h=hf#l=k.

DÉFINITION 3 . 8 . — Soient Q un ouvert de R" et L une application linéaire de D' (Q) dans lui-
même à support propre [pour tout compact K de Q, il existe un compact K de Q. tel que
Supp ^c=K=>Supp LncK et (Supp u) n K=0=>Supp L M H K = Ç ) ] .

On ^fî ^u^ L est un opérateur paradifférentiel d'ordre m et de classe C^ dans Q, ce qu'on
notera L e Op ( S^) (Q) [resp. Op ( Z^) (Q)], s'ï7 ^xfs^ ; e S^ (Q) ^< que, pour tout compact K
de Q, pour îouî 7eC^(Q) égal à 1 au voisinage de K, l'opérateur L u — ^ T u applique
continûment les éléments de H5 à support dans K dans W~ m+ p [resp. et de plus les éléments de
0e à support dans K dans C^'^P conv. hab. si entier}.

Nous dirons provisoirement (avant de démontrer l'unicité) que l est un symbole de L si on a
la propriété ci-dessus. Il est clair que si L appartient à Op(Z^)(Q) [resp. Op(X^)(Q)], L
applique H^(Q) dans H^^Q) [resp. et de plus C^ dans 0^(0) conv. hab. si entier].

THÉORÈME 3.9. - (a) Si L appartient à Op(2^)(Q) [resp. Op(2^)(Q)], l'J (?XLS^ un unique
symbole l de L. L'application symbole L-^^(J(L}=I ainsi définie de Op(E^(Q)) [resp.
Op(Z^(Q))] dans 2.^(0) ^sî surjective, son noyau est constitué des opérateurs appliquant
H^(Q) dans Hf^^O) [ré^. et de plus C^(Q) Aans C^ m + p (Q) conr. nûb. sf ^n^r];

(b) si L^eOp^KQ) [r^. Op(S^)(Q)];7=l, 2; on a :

(?r
^^(^(E'^KQ) [resp. Op(2:;l+m2)(Q)]

a(Ll.L2)=a(Ll)#o(L2^

(c) si L appartient à Op (E^)(Q), î! ^n esî ^ même de son adjoint L*, et on a

a(L*)=(a(L))*;

(d ) si L ̂ sî MU opérateur pseudo-différentiel classique d'ordre m, à support propre dans Q, de

symbole :

4x^)-^_,(x^),
j
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alors pour chaque p>0, l'opérateur L appartient à Ôp(S^)(Q) et son symbole est alors :

a(L)= Y !,_,.
o^[p]

Le (a) sera démontré en dernier. Montrons d'abord que si l3 est un symbole de L7;^ 1, 2;
sous les hypothèses du (fc), alors ?1 # /2 est un symbole de L1 L2. Soit K un compact de Q, et
5CeC^ (Q) égale à 1 au voisinage de K. On a, pour u à support dans K :

(3.32) T^^=T^^)M+R^,

avec R' d'ordre m^ + m^ - p. Il résulte immédiatement de (3.31), (3.32) et de la définition 3.8
que L1 L2 appartient à Op^^KQ) [resp. Op^^Kr)] et que l1 #l2 est un symbole de
I^L2.

On démontre de même que si l est un symbole de L, alors J* est un symbole de L*, en
utilisant le théorème 3.3 et le corollaire 3.5.

Si L est un opérateur pseudo-différentiel vérifiant les conditions du (c), alors :

L-X S L-,(^D)
0^^[p]

est d'ordre m-[p]-l sur les distributions à support dans K, et ^m-j-C^ D)-Tx^.-, est

infiniment régularisant d'après le théorème 3.4 (b).

On déduit aisément du corollaire 3.5 que :

LeOp(S^) et que ^ l^,j est un symbole de L.
o^j^[p]

Montrons maintenant que pour tout Jel^, on peut trouver un opérateur L à support
propre dont l est un symbole. Soit U^. un recouvrement localement fini de Q, (p^. et ^
appartenant à C^ (U^.) tels que (q^.) soit une partition de l'unité et que %j soit égal à 1 au
voisinage du support de (p^.

Posons L u == ̂  ̂ . T , (cp^- n). Le lecteur vérifiera facilement, à l'aide du corollaire 3.5 que :

LeOp(Z^) et que l est un symbole de L.

Montrons enfin qu'à un opérateur paradifférentiel L, on peut associer un seul symbole !, ou
encore que si L e Op (1 )̂ applique H5 dans H5" m+ p, le seul symbole qui lui soit associé est 0.
C'est une conséquence simple de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.10. - Soit Le0p(2:^) [resp. Op(I:^)], ayant comme symbole
!=^+ . . . +^n-[pr S'il existe s eR [resp. aeR] ete>0 tels que L applique H5 dans H5"^6

[resp. 0e dans C^-^8], on a ^=0.

Supposons qu'il existe (xo, Ço) tel (me U-^o. ^o)^°. et soit K un opérateur pseudo-
différentiel d'ordre 0, dont le symbole principal est non nul en (xo, ^o)? et dont le symbole
complet est nul en dehors d'un petit voisinage conique de (xo, Ço)? voisinage dans lequel on a
l^(x, Ç)=^0. D'après la proposition 3.7, il existe ^eSp^Q^el que l#h=kQ-{-... +^-[pp
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D'après ce qui précède, il existe H appartenant à Op^p^KQ) de symbole h, et on a donc :

(3.33) K = L H + R ,

l'opérateur R étant p-régularisant. L'opérateur pseudo-différentiel K, d'ordre 0 et de
symbole principal non nul devrait appliquer Hf^ dans Hf^"8 ou C^^ dans C^""1"', ce
qui est impossible.

Le corollaire suivant regroupe des conséquences simples et d'usage constant du calcul
symbolique précédemment développé.

COROLLAIRE 3.11. - (a) on a Op(^)(Q)cOp(I:^)(Q) pour ^>0;
(b) si LeOp(Z^)(Q) avec p> l , et si le symbole principal a^(L) est nul, alors

LeOp(I^)(Q);
(c) si Lje0p^)(^);j=l, 2; on a [L^, LJeOp^^2-1)^) si p > l , et :

<^^-i([Li, L2])=4{c^(LJ, ^(L^)}.

Pour 0<p< l , on a [L^ LJeOp^^KQ) et son symbole est nul;
(d) soit U un ouvert conique de Q x (IR"\{ 0 } ), et soit L e Op (S^) (Q). 5oiT u e Hf^ (Q) r^

que u appartienne à ET microlocalement en tout point de U. Alors Lu appartient
microlocalement à I-T en tout point de U, avec r = Min (t - m, s + p - m). Si a (L) est nul dans
U, Lu appartient microlocalement à H8^"'" dans U.

On a également les résultats analogues en remplaçant Op par Op et H5 par 0e conv. hab. si
entier.

Sous l'hypothèse (d), on a en outre la propriété de continuité suivante. Si M est un
opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0 à support dans un compact K de Q, et dont le symbole
s'annule hors d'un « compact conique » de U, il existe un opérateur M^ ayant les mêmes
propriétés, et une fonction ^F à support compact dans 0 tels que :

(3.34) \MLu\^Cte(\M^u\,+\^u\,).

Remarque 3.12. - Une famille (L^) d'opérateurs de Op (S^) (Q) est dite bornée si on a les
trois propriétés suivantes :'

(3.35) La condition de support propre est uniforme: pour tout compact de 0,
il existe K compact de Q tel que Supp u c= K=> Supp (L^ u) c= K et
Supp u n K = 0 => Supp L^ u n K = Ç).

(3.36) Les majorations sur les symboles sont unifo rmes : si l^= ^ ^,m-je s t 1e symbole de
7^[P]

L^, pour tout multi-indice a, les D^ ^_j formant un ensemble borné de
c^(Qx(ïr\{o})).
(3.37) Pour tout compact K de Q, et % e C^ (Q) égale à 1 au voisinage de K, les opérateurs
L^—/T^ appliquent les éléments de H5 à support dans K dans H5^^ avec une norme
majorée uniformément en À.

Il est clair que, si (LJ est bornée dans Op (E^) (Q), et si (L,,) est bornée dans Op (Z^') (Q), la
famille (L^L^) est bornée dans Op^^'^Q).
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Pour (LJ bornée dans Op (Z^) (Q), la majoration (3.34) peut être prise uniforme : M étant
donné, on peut choisir M^, ^F et la constante tels que (3.34) soit valable pour tous les (L^). En
effet (3.35) et (3.37) permettent de se ramener au cas de Tj et à la démonstration du corollaire
3.5 (b) [avec M = k (x, D) et M^ = k^ (x, D)]. Il suffit de vérifier que les normes des opérateurs
intervenant dans (3.26) et (3.27) sont bornées uniformément en ?i, ce qui se déduit facilement
de la décomposition en harmoniques sphériques, et du caractère uniforme des majorations
intervenant dans le théorème 2.1 et la proposition 3.1.

Le lecteur vérifiera également sans difficulté que, pour x^QT (Q), A étant le laplacien, la
famille des opérateurs / ( 1 — a A ) " 1 ^ , oc>0, est bornée dans 1 ,̂ et que la famille
oc^ (1 — oc A)~ 1 7, a > 0, est bornée dans Ep"2, pour tout p > 0 non entier. Nous aurons à utiliser
ceci au paragraphe 6.

Enfin, le théorème 2.5 entraîne immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.13. - (a) Soient aeCfoJQ), p>0 non entier, et ueC^(Q). Soient
AeOp(E^)(Q) avec a(A)=û, et éventuellement UeOp(I^), avec a(U)=^.

On a alors :

(3.38) si a>0, au=Au+\Ja (mod. Cf^ conv. hab. si entier},

(3.39) si —p<(7<0 , au=Au (mod. Q^ conv. hab. si entier);

(b) soient a e H^ (Q), s > n / 2 et u e H^ (Q). Soient A e Op (I^_ ̂  _ J (Q) avec a (A) = a et
éventuellement U eOp^.^-e)? avec C?(U)=M.

On a alors pour tout e>0 :

(3.40) Si t>n/2, au=Au-^\Ja (modH^-"/2-^,

(3.41) Si -s+n/2<^n/2, au=Au (modH^-^2"6).'

4. Fonctions composées et opérateurs paradifférentiels

Si K appartient à C^ avec p>0 et 2 p^N, on a :

M2=2T,.M=T2,.^(modC2p)

d'après le théorème 2.5.
En utilisant T^ o T^ = T^ (mod p-régularisants) (th. 2.3), on obtient u3 = ̂ ^2. u et, par une

récurrence évidente, ¥{u)=T^^.u (modC2^, lorsque F est un polynôme. Pour pouvoir
passer à la limite et démontrer cette dernière propriété lorsque F est de classe C00, il nous
faudra toutefois obtenir une estimation précise du reste dans C2P.

Les deux lemmes qui suivent sont des variantes de théorèmes de [2], aussi ne donnerons-
nous que de brèves indications sur leur démonstration.
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LEMME 4 . 1 . — Soient p>0 non entier et r>0. 5ofr K appartenant à Cp [resp. FF]. JJ exfs^
alors pour chaque R > 0, une décomposition M = ^ R + ^ R , avec Supp ûp c= B (R) (boule de
rayon R), et pour 0 ^ a ^ p,

KIL^CtelMIpRP--,

r / r^ ^R v^ n
r^.p^r0^s<r, | < I^^R'--5 avec ( ^(R)— ^Cte\u\, .

L \J i R / J

La démonstration est simple, on écrit la décomposition canonique de u :

N oo

(4.1) ^S^+ Z ^
-1 N O + I

avec 2NO de l'ordre de grandeur de R. On voit que l'on peut exiger de plus que ûp est nul hors
de B (Cte R).

LEMME 4 . 2 . — Soient 0 < a < p et0<r<s. Soit u une distribution telle que, pour tout R > 0,
on ait une décomposition :

u == u^ + u^ + MR; supp KR <= B (R)

et :

[ r °° <"/R ~i
resp. | ^ |o^Co; |^R|o^c(R)R- r ;Kl^c(R)R S - r a^c c 2 ( R ) _ < œ .

J i R J

On a alors ueCP (conv. hab. si entier) et :

l l^ l lp^CteCo

r r / r00 ^RV^TI
resp. ueW et \u\^Cie Co+ ^W-n-

L L \J i K / JJ

On démontre que la décomposition canonique en couronnes dyadiques u = ̂  Uj possède les
propriétés voulues en écrivant :

(4.2) ^ .=(p(2- J D)M=(p(2- J D)^+(p(2- J D)MR+q)(2- J D)MR,

et en choisissant R de l'ordre de grandeur de 2\ de manière que q^^D)^ soit nul.

PROPOSITION 4.3. — Soient u^, . . ., Ui à support compact dans R", à valeurs réelles, de classe
CP avec p>Qet2ç>^N [resp. de classe ET avec r > n/2]. I l existe alors CQ [resp. Cg pour 8 > 0] et
un cube K de R1 tels que, pour tout polynôme P de l variables, on ait :

(4.3) P(^, . . . ,^)- 1 T,p/^, ^Co^WlIPIIc^
J'-l 2p

(4.4) [resp.\P(u,, . . ., u,}- ET^.u.^^/^^C,^0?)2'-"/2-8!! P\\^].
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On a noté ici T^, u = V V a u , où Nç et les choix dont dépendent les décompositions en
p^g-No

couronnes dyadiques sont fixés dans tout ce qui suit.
Remarquons que si a a son spectre dans la boule B(R), on a :

(4.5) Supp (au - T, uf c B (Cte R),

où la constante ne dépend que des choix précédents. On a en effet :

au-T^u= ^ ^ dpU^
q-^o^P^Po

avec 2^° de l'ordre de grandeur de R.
Pour simplifier les notations, nous supposerons 1=2 et poserons u^=u, u^=v. Nous

utiliserons les décompositions u=u^-}-u'^ v=v^-{-v^ fournies par le lemme 4.1. Le cube K
aura pour demi-côté sup(i^, Vy). On posera d=d°(P).

On a d'après la formule de Taylor :

BP 8P
(4.6) P(U, V)=P(U^, l^)+ -^^R/d. l ;R/d)MR/d+ -^-l;R/d+/R.

avec :

(4.7) ll/RlIo^CtellPIIc.^dl^/Jlâ+II^R/JI^^Cte-IIPIIc^K)^2^-2^

II est clair que P(u^^ v^) a son spectre dans B(R) et est majoré en norme uniforme par
celle de P sur K. D'autre part, si on pose :

_8P
QR— ' ^ ^ R / d ^ ^R/J^R/d ^P/^R/^R/d)'1^5

le spectre de g^ est contenu dans B (Cte R) d'après (4.5), et on a :

(4.8) IIMo^Ctef ^ ^R/d 110 +
ap
~Qu

|^J|J^Cte||P||c.(K),

en utilisant le théorème 2.1. Le terme analogue à g^ (en échangeant les rôles de u et v) jouit des
mêmes propriétés. Enfin, en posant :

^R = T^p/^, v) • ^R/J — T^p/^^ ^. u == — T^p/^. u^^,

le spectre de h^ est contenu dans B(Cte R), et on a :

ap
~Qu

(4.9) II^RlIo^Cte |^J|^Cte||P||c^K).

On a donc :

(4.10) /=P(^^)-T,p^^,).^-T,p^.y=/R+/R+/R,

où l'on a posé :

(4.11) /R=T,.MR^+TP.^,
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avec :

(4•12) ^â^^5 ̂ "â^ r); ^â^^5 ̂ "^^ l;)'

et où /R est la somme de P(u^^ i^), de g^ de ^, et des deux termes analogues (en
échangeant les rôles de u et v ). On a donc :

(4.13) Supp^c=B(CteR) et ||/J|o^Cte|| P||^K).

En utilisant le théorème 2.1, on a :

( 4 < 1 4 ) IIT,.^JIp^Cte||a||ol|^|lp^Cte||P||c.(K,(ll^/Jlo+ll<Jlo)ll<Jlp

et donc :

t4-^) l l /Rl I^Cte l lPI I^K^R^

II en résulte immédiatement du lemme 4.2 et de (4.7), (4.10), (4.13), (4.15) que l'on a/eC213

et l'estimation (4.3).

Sous l'hypothèse KEFT, on a :

t4-^) l/Rlo^Cte||P||c^

(4.17) |Ta-^R/Jo^Cte||oc||o|^|o^Cte||P||c.(K)ll<.JIol^/Jo,

et donc :

t4-^) \f„\^C,\\P\\^(d/RY+r-n/2-\

De même, on a :

(4-19) \fW\^te\\P\\^(\u^(x)\2^\v^{x)\2)

et donc :

f4 20) 1 f 1 <C II Pli /.7/,.\2r-n/2-2e
^.Z<U^ 1 JR lo =^e II-r l lc^K)^/'/

L'estimation (4.4) résulte encore du lemme 4.2.

PROPOSITION 4.4. — Soient i^, . . ., Ui des fonctions à support compact dans R", à valeurs
réelles, de classe Cp avec p>0 et 2 p ^ ^ l [resp. de classe I-T avec r>n/2]. Soit
F(x; U^, . . . . U^) une fonction C00 ^ 5^s arguments, définie dans R

n+l au voisinage de
{(x; î^i(x), . . ., Ul(x))\xeUn}. On a alors :

(4.21) F(x; ^(x), . . ., ^(x))- ^T^^.u.eC^ [resp. H2-"/2-8].
j

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que F est de classe C°° dans R"^ entier, et
est à support compact. Montrons que l'on peut se ramener au cas particulier où F ne dépend
pas de x.
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Soit en effet K^ cR" un compact hors duquel les Uj et F(x, u) sont nulles. Soit i^eC^,
i'=l, . . . , n égale à x^ au voisinage de K^. En supposant (4.21) démontré dans le cas
particulier, on aurait :

(4-22) F^ U)- ̂ ÔF/Ô^U)^!- ST^/^^.^.ÊC^.

et donc (4.21) dans le cas général, compte tenu du fait que T^p/^ ̂  ̂ . ̂ -est ̂ e G^sse C00, et des
égalités :

(4.23) F (r, u)=¥(x, n); ^(r, M). = ̂ (x, i^).
^j ^j

Supposons donc maintenant que F ne dépend que de U^, . . . , Uj. Soit K le cube associé
aux fonctions i^, . . . , Ui par la proposition 4.3. D'après les théorèmes classiques (voir par
exemple [6]), d'approximation des fonctions C°° par des polynômes, il existe des polynômes
P^, de f^l, de degré inférieur ou égal à ri, tels que l'on ait :

(4.24) F(Ui, . . . ,U, )=^P, (Ui , . . . , U , ) s u r K e t ,
à

pour chaque Mef^J , || PJI^K^Cteri^.

On a donc, d'après la proposition 4.3 :

(4.25) IIP^i(x), ̂ ^u^-^T^.u^Cted-^.

Il suffit de choisir M > 2 p + l et de passer à la limite pour obtenir le résultat. La
démonstration est analogue sous l'hypothèse ueW.

THÉORÈME 4.5. — Soient^lunouvertde^.etu^, . . . , M j appartenant à Cfoc(Q)a^c p > 0
[resp. Hîoc(^), avec r > n/2], d valeurs réelles.

Soit F (x; U i , . . ., U() définie et de classe C°° au voisinage de

{(x; u^ (x), . . ., ^ ; (x)) | xeû}.

Soient A,, 7'=!, . . ., ^, d^5 opérateurs paradifférentiels appartenant à Op(S^)(Q) [resp.
Op(S,°_.^2-J(Q) po^r îo^î £ > O], de symbole çj (Aj)=ô¥/ôUj(x, u(x)). Alors
F (x; u(x))—^Aj.Uj appartient à C^û) (conv. hab. si entier) [resp. H2^ " / 2 - £ pour tout
s>0].

Soit K un compact de Q, et 7eC^(Q), égale à 1 au voisinage de K. On a
¥(x,u(x))=¥(x, ̂ (x)u(x)) sur K, et, d'après la définition 3.8, A^.. ̂ . - T^p/^ ^. ̂  î .
appartient à C215 au voisinage de K.

Enfin, la fonction :

^ ë ¥ / ô U j ( x , u } — ( ) ¥ / ô u ^ x , ̂ u) étant nulle au voisinage de K,
on a :

T^/^(.u)(x^)-T,F/^(,^)(z^) appartient à C2?

au voisinage de K. On a donc F (x, u) - ̂  A^.. î . de classe C^ au voisinage de K en vertu de la
proposition 4.4, ce qui démontre le théorème.
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Sous l'hypothèse u e Hf^, la démonstration est identique, compte tenu du fait que F (x, u)
et S ¥ / ô U j ( x , u) appartiennent à 0^(0) pour p = r — n / 2 — £ .

Remarque 4.6.- Lorsque les î . sont à valeurs complexes, le théorème précédent est encore
valable, en supposant F(x; U^, . . . , U^) de classe C°° et holomorphe par rapport aux
variables U. On localise d'abord le problème en remplaçant, au voisinage de tout point XQ de
Q, la fonction F par G (x, V)=F(x; i^(xo)+Vi, . . . , Ui (xo)+V;) et en remplaçant les Uj par
des fonctions Vj à support compact, coïncidant avec Uj(x)—Uj(xo) au voisinage de XQ, et
prenant leur valeur (ainsi que les (^ ^)) dans un poly disque où G (x, V) est holomorphe. Il est
alors facile de démontrer l'analogue de la proposition 4.3 (en remplaçant K par un
polydisque) et celui de la proposition 4.4 (où le développement de G en série entière fournit
l'approximation par les polynômes).

COROLLAIRE 4.7. - Soient Q. un ouvert de R", et u^, . . ., u i appartenant à Cf^JÛ) avec p>0
[resp. Hf^(Q) avec r>n/2], à valeurs réelles.

Supposons de plus que, au voisinage de (XQ, ^o)EQ.x(Rn\[Q]}, les Uj soient
microlocalement de classe C^ [resp. H'']. Soit F(x; Ui, . . . . U;) définie et de classe C00 au
voisinage de {(x; Ki(x) , . . ., i^(x)|xe0}.

Alors, au voisinage de (xo, ^o), la fonction F (x, u (x)) est microlocalement de classe 0e, avec
. a=Min(p ' ,2p) conv. hab. si entier [resp. de classe H5 pour tout s vérifiant s - ^ r ' et
s<2r-n/2].

C'est une conséquence immédiate du théorème 4.5, les fonctions A^-.i^. étant
microlocalement de classe C" [resp. H5] en vertu du corollaire 3.11.

Nous avons indiqué dans [1] une démonstration directe de ce théorème. Dans le cas des
espaces de Sobolev, sous certaines hypothèses sur F, ce résultat est également établi dans [5]
et [7].

5. Équation paradifférentielle associée à une équation non linéaire

Soit :

(5.1) ¥[u\=¥{x,u(x\ ....^(x), . . . ) ,p ,^=0,

une équation aux dérivées partielles non linéaire d'ordre m, où F est une fonction réelle de
classe C00 de ses arguments. On peut supposer, sans perdre de généralité, que F est définie
lorsque x parcourt un ouvert Q de R", et lorsque les autres arguments parcourent ^N, pour N
convenable.

On supposera éventuellement que F est linéaire par rapport à certaines dérivées, auquel cas
on peut la mettre sous la forme suivante :

(5.2) F ( x ; ^ . . . ) = ^ ^ AJx,^, ...,^, ...),p|^^
kQ<k^m j a l ^ / c

+\(x,u, . . . , 8 ^ u , . . . ) | p i g ^ ,
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où on peut supposer p(k)<k. On pose alors :

(5.3) ^Maxf^ k+p(k^(t.,-̂ ),/ 0? 2 ) '

en convenant que p(k)= - oo lorsque les A^ correspondants ne dépendent que de x. On a
d=m pour une équation non quasi linéaire, à = m -1 /2 pour l'équation quasi linéaire la plus
générale, ri=0 lorsque seuls les termes d'ordre 0 sont non linéaires, et d= - oo pour une
équation linéaire.

Les fonctions A^ (x, u (x), . . . ) et A^ (x, u (x), . . . ) sont définies dès que ^eC^(Q) avec
p>Max (feo, p(k)). Les produits A^u, et donc F[i<] sont définis si l'on a :

(5.4) MeC^(Q) avec p>^

ou :

(5.5) ^eH^(Q) avec s>n/2+Max(4, p(fc)) et s>n/4+^.

PROPOSITION 5.1. - 5ofî M une fonction réelle appartenant à C^(Q) avec p>Max
(^o, p(k)). Posons :

(5F
p(x,^)= ^ ——(x,i^(x), ...KÏ^.

l ^ , -v-p^P

A?ors p appartient à Z^+^_2d(û) .

Les termes figurant dans p sont des deux types suivants :

( 56 ) .. Ap(x5 • • • ^^ p P011' IP I> 2 ^-P-
—"(x,...)^^^ Pour |p |>2^-p et |p | ^p ( |oc | ) .

(5.7) ^
Les premiers sont de classe C^^ ' p 1), et p - p ( | P | ) > 0 par hypothèse. Ils sont homogènes de

degré |p | en E, et appartiennent donc à S^, avec a=p-p (| p | )+m- | p | ^p+m-2^ .
Dans les termes du type (5.7), 8AJ8u^ est de classe C^^l010 et ô "u est de classe C^101'. On a

p- |oc|^p- |a |+( |P| -p( |oc| ) )^p+|P|-2^>0.

Un terme (5.7) est donc de classe C^l ̂ "^ et homogène de degré P en ^. II appartient donc
à ^ , a v e c c T = p + | P | - 2 ^ + m - | P | = p + m - 2 ^ .

Remarquons que sous l'hypothèse précédente, on a toujours m > 2 J - p et que la partie
principale p^(x, ^) est ainsi bien définie.

DÉFINITION 5.2. - Si u est une fonction réelle appartenant à CfoJQ) avec p>Max
(ko, p(k)\ on appelle polynôme caractéristique de (5.1) (relativement à u), le polynôme :

(5.8) Pm(^^= Z âF/âuJx.^x), ...)(îT).
| a |=m
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On dit que (xo, ^o) est caractéristique si p^ (xo, ^0)=^-
Lorsque p^ est assez régulier, on appelle bicaractéristique les courbes intégrales du champ

hamiltonien de p^.

Le théorème suivant est le point-clé de cet article. Il permet de ramener l'étude des
équations non linéaires à celle d'équations paradifférentielles linéaires.

THÉORÈME 5 . 3 . — Soit u une fonction réelle appartenant à C^ç (Q) avec p > Max (TC(), p (k)).
Soit P appartenant à Op (£^+^_^)(û) de symbole a(P)=p(x, ^) défini par la
proposition 5 .1 :

(a) si p>d, et si u est une solution de (5.1), on a PueC^"2^
(fo) si ueH^JQ) âwêc s>(n/2)+p ̂  p>^-(n/4), et si u est une solution de (5.1), on a

P^eH^-^O).

Il suffit bien entendu de démontrer le théorème lorsque F (x, u, . . . ) est réduit à un seul
terme

F(x, M, . . .)=AJx, u, . . . , 3^, .. .^(fe)^ pour | a | = = Â ;

(la démonstration est plus facile pour A^).

Nous distinguerons trois cas :
1er cas : k^2d-p.

On a alors ô^ueC^^ avec p-Â:^2p-2^>0 sous l'hypothèse (a). On a :

AJx,M, ..^eC^-^ avec p-p(k)>^-k

et donc F (x, M, . . ̂ eC^"^.

Sous l'hypothèse (^), on a :

B^eH^, A,(x,i^ . . .)eHf,^w

et le produit appartient à H^c pour t^s—k et t<s—k+s—p(k)—n/2.
On a :

s-fc^s+p-2^ et s+s-n/2-(fc4-p(fc))>s+p-2^.

On a :

s-/c^s+p-2^ et s+s-n/2-(/c+p(Â:))>s+p-2d.

On a donc ¥ (x, u, . . . ) e H^-^.

Cela démontre le théorème dans ce premier cas, le symbole p (x, Ç) associé étant alors nul.
2e cas : k>2d-p et p-k<Q [resp. s-/c^n/2].

Soit alors R^ un opérateur paradifférentiel de symbole A^x, M (x), . . . ).

On a sous l'hypothèse (a) :

A^Î^R^M+I;,
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d'après le corollaire 3.13, avec, sous l'hypothèse (a), veC^c pour

< 7 = = p - p ( / c ) + p - Â ; ^ 2 p - 2 d ;

et, sous l'hypothèse (fo), veW pour t < s-k+s-p(k)-n/2, cette dernière quantité étant
supérieure à 5 + p — 2 à.

Cela démontre le théorème dans ce second cas, l'opérateur R^ ô" ayant pour symbole
A,(x, i^(x) , ...M^)".

3e cas : k>2d-p et p-/c>0 [resp. s-fc>n/2].
Soient alors R^ de symbole A^ (x, u (x), . . . ), et S^ de symbole S^uÇx).

On a :

(5.9) A^î^R.^u+S.AJx, u(x), .. .)+Wi,

avec
WieC^ [resp. HI'J pour a=p-p(^)+p-^^2p-2^

[resp. t=s-p (Â:)+s-k-n/2-£^5+p-2d] d'après le corollaire 3.13.

Soient T^p des opérateurs de symbole ô\/ôu^(x, u(x), . . . ) . On a d'après le
théorème 4 .5 :

(5.10) A,(x,u(x), . . . ) = ^ T.p.a^+w^,
ip l^p(fc)

avec w^eC^ [resp. H^J pour a=2(p-p(A:))^2p-2^,

[resp. t=2(s-p(k))-n/2-î.^s+p-2d].

On a donc :

(5.11) A^i^R^+^S.T.pa^+Wi+S^.
P

Parmi les termes ST^^M, ceux correspondant aux indices P vérifient | (3 |^2^-p
donnent des termes 1^3 appartenant à C^"^ [resp. Hf^^"2^ et on a donc :

A^aaM=RaaM+ ^ sT^apu+wi+Sw2+w3.
P>2d-p

L'opérateur Rô a+^ST^p3p a précisément pour symbole :

r)F
^ ——(x.uM,...)^^

|p|>2d-p ^P

ce qui établit le théorème dans ce dernier cas.

THÉORÈME 5.4.- Soit u une fonction réelle appartenant à C^ (Q) avec p > à [resp. Hf^ (Q)
avec s>(n/2)+Max (/CQ, p(A;)) ^î s>n/^-\-d\ solution de 5.1.

A/ors, en tout point (xo, ̂ o) non caractéristique, u est microlocalement de classe C^"^"^
conv. hab. si entier [resp. ̂ s+^-2d-n/2-e pour tout £>0].
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Les hypothèses du théorème 5.3 sont satisfaites, en choisissant, dans l'hypothèse u e Hf^,
p = 5 — n / 2 — s pour s assez petit. On a donc :

Pu^eC^-2^) [resp. Hfo^-^Q)],

où P appartient à Op (E^+^_^), son symbole principal p^ ne s'annulant pas en (xç, ^o).
Soit K un opérateur pseudo-différentiel classique d'ordre 0, dont le symbole principal est
non nul en (xo, Çç), et dont le symbole entier k s'annule hors d'un petit voisinage conique V
de (^o. ^o). tel q^ Pm (^ ̂ 0 dans V.

D'après la proposition 3.7, il existe q (x, ^eSp+^.^d (0) tel que k i ^ q = p . Soit
Q e Op (2:p+^ - 2d) de symbole q, on a donc QP = K + R où R est (p + m - 2 d ̂ régularisant, et
Ku=Qf-Ru appartient à c2^"2^ [resp. H^P^- 2d] ce qui démontre le théorème.

Remarque 5.5. — Ces théorèmes s'appliquent à des solutions relativement « faibles » de
(5.1) : on ne demande pas nécessairement que u soit m fois dérivable. Par contre, on
demande que la régularité de u soit suffisante pour que chaque produit A^ (x, u, . . . ) ̂ a u ait
individuellement un sens. Il existe bien des notions de « solutions faibles » telles que la
propriété précédente ne soit plus vérifiée. Il existe d'ailleurs des « solutions faibles » de
certaines équations (ondes de choc) pour lesquelles un analogue du théorème 5.4 est inexact.

Les théorèmes précédents s'appliquent à des équations quasi linéaires dont les coefficients
sont à gauche des dérivations. Montrons sur un exemple comment le calcul paradifférentiel
s'applique à des équations « sous forme de divergence ».

Exemple 5.6. — Soit :

¥[u}= f 3/3x,(A,,(x,u(x))^(x))=0.
i , J = l \ ^j /

Lorsque u est de classe Cp avec p> 1, cette équation se ramène à :

(5.12) A,,(x, u)-^ +B(x, ̂ )=0,J ôx.ëXj \ ëXij

avec

^ 1-!\ r> / ^u\ \-^i// ^ ()u ^^ii ()u (ju

(5.13) B X , M , — ==^——4x,M)—-+—— J — —.
\ ôx, ) ôXi dXj du dXi ôxj

On peut alors appliquer à cette équation les théorèmes 5.3 et 5.4 (avec m = 2 et d == 1 ), et u
est microlocalement de classe C2P en tout point non caractéristique.

Cela dit, F [u] a un sens parfaitement défini lorsque u est de classe Cp avec 1 /2 < p < 1, alors
que (5.12) n'a pas de sens. Dans ce cas, on a, en désignant par R^. un élément de Op (S°) de
symbole A^.(x, u(x)) :

A ^ ( x , u ) u ( x ) = R — + v avec veC^-^

On a d'autre part, ô / ë x , R^=R^ S / ô x ^ modulo un opérateur appliquant C^ dans
CCT+ p- 1

loc
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On a donc :

0=FM=^R,,.^-+w avec weC^-2.

L'opérateur ^Ri j (^ 2 u / S x ^ 8xj) appartient à Op(2^), a pour symbole principal
~Z ^u (x' l() ^i ^je t est donc microlocalement inversible en tout point non caractéristique.
En reprenant la démonstration du théorème 5.4, on obtient encore dans ce cas que ueC2pen
tout point ( X Q , Ço) non caractéristique.

Même dans le cas d'équations aux dérivées partielles linéaires, lorsque les coefficients ont
des singularités non isotropes, il semble utile de se ramener à des équations
paradifférentielles. Nous nous bornons à donner un exemple simple.

Exemple 5.7. — Soit V a^(x) ô^uÇx^Q une équation aux dérivées partielles linéaire.
| a| =m

On suppose que les coefficients appartiennent à C^ (Q) et sont microlocalement, en un point
(xo, Ço)non caractéristique, de classe C^. Soit u une solution de cette équation de classe C^

Que peut-on dire de la régularité microlocale de u en (xo, ^o)
Pour p > m, soient A^ et B,, des opérateurs paradifférentiels de symboles respectifs a^ (x) et

()^u(x). On a donc :

O^A^u+^B^+î; avec veC^^--.

D'autre part, B^ appartient à C\ et est microlocalement de classe C" avec a=Min (a,
X + p — m ) . On a donc l'équation paradifférentielle :

^\8^u=w où ^A^eOp^)

et où weC^ et est microlocalement de classe C0. Il en résulte (en inversant ^A^" au
voisinage de (xo, ^o))? cme u appartient microlocalement à C^ en (xo, Ço) avec :

T=Min(m+a, p+X, m+2X) .

Si u est une solution de classe C^ avec m — ^ < p < m , on a alors :

O^A^^+Ui avec i^eC^-^

et on obtient que u est de classe C^^ microlocalement en (xo, Ço)-

6. Propagation des singularités

Nous conserverons les notations du paragraphe 5.

THÉORÈME 6 . 1 . — Soit u une solution réelle de (5.1) appartenant à Hfoc(O) avec :

s > _ + M a x ( f e o , p ( Â ; ) ) et s > . + d . ^+Max(feo ,p( fc ) ) et s>^
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Supposons de plus que le polynôme caractéristique p^ (x, ^) soit réel (ou imaginaire pur), et qu'il
soit de classe C2 (ce qui est réalisé dès que s > (n/2)+p(m)+2). Soit (XQ, ^o) un poi^t
caractéristique tel que u appartienne microlocalement à H1 en (XQ, Ço)? avec

t < 2 s—(n/2)+m—2d—l. Alors u appartient à H1 microlocalement en tout point de la
bicaractéris tique issue de (XQ, Ço)-

On peut évidemment supposer en outre 5-(n/2)+m-2 d-1 > 0, le théorème étant
trivial dans le cas contraire. En posant p=s-(n/2)-s avec e > 0 petit, on sait d'après le
théorème 5.3 que u est solution de :

Pu=f

où P appartient à Op(Z^+^_^) et a p^ comme symbole principal, et où/appartient à
Hj^p-2d ̂  j^ç théorème 6.1 est donc une conséquence immédiate du théorème suivant :

THÉORÈME 6.2. — Soit P-appartenant à Op (2^), avec a > 1 non entier, dont le symbole
principal p^ est réel et de classe C2. Soient s et t appartenant à R, avec t ^ 5+a-1. Soit
u e Hfoç (Q) tel que Pue Hfo; m+1 (0). Si u appartient microlocalement à H1 en un point (xo, Ço)
caractéristique, u appartient microlocalem. 'ntàW en tout point de la bicaractéristique issue de
(-^o^o)-

Remarque 6.3. - L'hypothèse p^eC2 sen uniquement à assurer l'unicité de la courbe
intégrale du champ hamiltonien Hp^ issue Je ( X o . ^o ) - ^ous la seule hypothèse PeOp (Z^),
o- > 1, le théorème est encore valable en supposant cette unicité. Dans le cas contraire, nous
énonçons l'une des extensions possibles du théorème 6.2, extension adaptée au cas où u est
solution d'un problème de Cauchy. On pourrait bien entendu, à l'aide de considérations de
géométrie infinitésimale directe, donner d'autres extensions, mais l'utilité de celles-ci
n'apparaît pas évidente. Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer l'analogue du
théorème 6.1 qui se déduit du théorème 6.2'.

THÉORÈME 6.2'. - Soit P appartenant à Op(L^), avec a> 1 non entier, à symbole
principal réel. Soit U un ouvert conique de R"x(R" \ {0}) dans lequel ëpjëî,^ ^ 0. Soit
(y, T|)eU un point caractéristique tel que chaque demi-courbe intégrale de Hp^ [resp. -HpJ
issue de (y, T| ) coupe Uhyperplan x i = 0 avant de sortir de U. Soient s e t t vérifiant t ^ s + a — 1,
soit ueîî^ç (Q) telle que Pueîî^m+l (Q) et que u appartienne microlocalement à H1 en tout
point de U tel que x^ =0. Alors, u appartient microlocalement à W au point (y, T|).

Revenons à la démonstration du théorème 6.2. On peut se ramener, en multipliant P par
un opérateur pseudo-différentiel elliptique d'ordre 1—m, au cas où m=l , ce que nous
supposerons désormais. Nous noterons H le champ hamiltonien de pi . Soit F un arc de
courbe intégrale de H (la démonstration serait analogue pour — H) allant d'un point (y, T| ) au
point (XQ , ^o)- On peut supposer que H n'est proportionnel au champ radial ̂  ̂  o/o^i en
aucun point de F (et donc d'un voisinage), le théorème étant trivial dans le cas contraire. En
découpant au besoin F en un nombre fini d'arcs, on peut également supposer qu'il existe une
fonction ^F, définie et de classe C00 au voisinage de F, homogène de degré 0, telle que H ̂  ^ 1
au voisinage de F.
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LEMME 6.4. — Soit V un voisinage conique de (XQ, ^o) et W un voisinage conique de F. I l
existe alors un ouvert conique U, avec F c= U <= W, et une fonction (p (x, ^) d support dans U,
ffc classa C00 ̂  homogène de degré 0, re/J^ que l'on ait (p (x, ^) > 0 sur V et H (p ̂  0 ̂ ans U\V.

Il suffit de construire la restriction de (p à une sous-variété Z de codimension 1, transverse
au champ radial, contenant F et telle que H soit tangent à F. On peut trouver une telle E
munie d'une carte globale au voisinage de F, si bien qu'on est ramené au problème suivant :

V c= W sont des ouverts de IR2"""1, H est un champ de vecteurs sur W, F est un arc de courbe
intégrale de H, contenu dans W, partant de ? et aboutissant à ZoeV. Il faut déterminer
(peCy(U) telle que (p(z)>0 sur F et H^O dans U\V.

Nous appellerons c-courbe intégrale de H une application î—>Z( î ) , de classe C1 par
morceaux, vérifiant :

\àW ..^J,-H(Z(Q) <8.
dt

Soit T(z) la borne supérieure des t tels qu'il existe une e-courbe intégrale Z telle que :

|Z(0)-z1<e et Z(0=z

[on pose T (z) = 0 s'il n'existe pas de telle courbe]. Il est clair que l'on a les propriétés suivantes,
en prenant pour U l'ensemble des points situés à une distance de F moindre que 81 > 0 assez
petit, puis en choisissant e>0 assez petit :

(6.1) T(z) est mesurable, bornée, et on a T(z)>0 sur F,

(6.2) { z e U | T (z) > 0 } est contenu dans la réunion de V et d'un compact de U,

(6.3) il existe a > 0, tel que, si z et z' appartiennent à U, si | z' - z | ̂  a, si l'angle de (z' - z) et
de H (z) est inférieur à a, on a T (z') > T (z) [on peut en effet prolonger une s-courbe intégrale
aboutissant en z par le segment joignant z à z'].

Soit 7 (z) e Cy (R2 n-1 ), positive, à support dans un petit voisinage de l'origine, et posons
(p^=T*^. Si on a \ z ' - z \ ^ a / 2 et si l'angle de (z'-z) et de H(z) est inférieur à a/2, on a :

(p^-cp^z)^ IpV-O-^z-Ç)] x(0 ̂ .
J

Si le support de 7 a été choisi assez petit (en fonction du module de continuité de H), l'angle
de (z'-z) et de H(z-Ç) est inférieur à a pour ÇeSupp(^), et on a (pi(z')-(pi(z)>0. Il en
résulte que H(pi(z)^0.

Enfin, le support de (pi est contenu dans la réunion de V et d'un compact K de U, et il suffit
de multiplier (pi par une fonction appartenant à C^ (U), positive et égale à 1 au voisinage de
K pour avoir la fonction (p voulue.

Remarque 6.5. - On n'a utilisé que l'unicité de la courbe intégrale issue de ? et la
continuité de H. Sous les hypothèses du théorème 6.2', la situation se généralise de la façon
suivante. Soit K le compact constitué des courbes intégrales du champ hamiltonien issues de

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



240 J.-M. BONY

(y, T| ) arrêtées lorsqu'elles coupent Phyperplanjq = 0. L'ouvert U est un petit voisinage de K,
et V un petit voisinage de l'intersection de K et de l'hyperplan x^ =0. On construit alors T,
puis (p, par la même méthode. Cette fonction (p étant construite, le lecteur n'aura aucun mal à
vérifier que le reste de la démonstration du théorème 6.2 s'applique au théorème 6 . 2 ' .

LEMME 6 . 6 . — Les ouverts U et V ayant les propriétés du lemme 6.4, il existe une famille k^
ô>0, de fonctions positives homogènes de degré 0 en Ç, de classe C°° et à support dans un
compact conique de U vérifiant :

(6.4) ïîk,={p^k,}^^k,horsdeV.

On notera Kg un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0, à support propre dans Q, de
symbole k^.

Si ^F est la fonction précédemment introduite, définie au voisinage de F vérifiant H ̂  ̂  1, il
suffit de choisir U assez petit et de poser :

L. -.r»^70
/<-§—(p e ,

où cp est fournie par le lemme 6.4.

L'espace des distributions appartenant à H5 microlocalement en tout point d'un ouvert
conique U de R" x(IR"\{0}) peut être muni de semi-normes du type suivant :

(6.5) |<u=|MnL,

où M est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0, à symbole nul hors d'un « compact
conique » de U.

Les estimations d'énergie suivantes joueront un rôle fondamental :

(6.6) il existe 8 > 0 tel que, pour tout s e R et tout compact F de Q, il existe une application
ô—>c(ô) de ]0, ôo(s)[ dans ^+ tendant vers zéro avec 8, il existe des semi-normes :

du type (6.5) et une application :

5->M(Ô) de ]0, ôo00[ dans ^+

telles que l'on ait :

V^eC?(F), |K^|^c(8) |KgPi^+M(ô) { <v+l P^L-i,u+IH-e,u+M.-^i }•

Démonstration du théorème 6.2 à partir de (6.6). - II est clair que la majoration (6.6),
valable pour MeCy(Q), est encore valable si u appartient à H^^Q) et est
microlocalement de classe H^1 au voisinage de F. D'autre part, il suffit évidemment, pour
démontrer le théorème 6.2, de démontrer que si u appartient à HfJ^1^), est
microlocalement de classe H5"e dans U et de classe H5 dans V, et si P u est de classe H5 dans
U, alors u est de classe H5 au voisinage de F.
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Soit u vérifiant les conditions précédentes. Soit ^eC^(Q) égale à 1 au voisinage de la
projection de F. Posons :

i^=T^=^(l-aA)~1^.

Les opérateurs T\ sont d'ordre —2, et on pourra appliquer (6.6) aux fonctions u^. En
outre, considérés comme des opérateurs d'ordre 0, les T\ forment une famille bornée dans Z^
{voir remarque 3.12). Enfin, pour a -> 0, on a u^-^^u dans H5"^1 et il suffira de
démontrer que K^u^ reste bornée dans H5 pour conclure. On a :

(6.7) |K^|^(8)|KsPT^L

+M(8){|T^|^+|PT^L_^+|T^L_^u+|T,uL_,^}.

Les quantités |T^|^_^i et | T ^ ^ | ^ _ g y restent bornées par Cte | ^ | s_^+ i et Cte Ms'_^u
[pour une autre semi-norme | . |^_e u] avec ^es constantes indépendantes de a. De même,
| T\ u \^ y ̂  Cte | u |̂  y reste borné.

On a :

(6.8) |PT^L_^|T^L_i,u+l[T,, P] uL _ i , u^ C t e | P^u+1 [T., P] ^ L - i , u -

Les opérateurs [T^, P] forment un ensemble borné dans ̂ -i et on a donc :

(6.9) |[T, P] ^_^Cte(H;_^+|^L_J.

On a enfin :

(6.10) |K,PT^|^|KsT,Pi^+|KJP,TJ^L

et :

(6.11) |KôT,PM|^Cte |P<u-

Les (1 - ocA) T\ formant une famille bornée d'opérateurs d'ordre 0, ayant un symbole égal à
1 lorsque celui de Kg est non nul, on a :

(6.12) K, [P, TJ u = K, [P, TJ (1 - aA) T^u + S, u,

où les S^ décrivent un ensemble borné de Op (Z^_ i ) , de symbole nul.

On a donc :

(6.13) |KJP,TJ i,|^| KJP,TJ(l-ocA)^L+Cte| i^_^,

(6.14) [P, TJ (l-ocA)=PTJl-aA)-TJl-aA) P-ocTJP, A]=S,-ocTJP, A],

(6.15) |KJP,TJ^|^ |aK,TJP,A]îU+Cte|nL_^,

les K§ S^ étant bornés dans 2^- - i et de symbole nul.
Posons ocT^ [P, A]=Q^. Les aT^ formant une famille bornée d'opérateurs d'ordre — 2

{voir remarque 3.12), il en résulte que les Qç, sont bornés dans 2^_ .1. On a :

(6.16) |KsQ^|^|Q,K,iU+|[K,, QJ ̂ |,
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Lorsque a > 2, les [K^, QJ sont bornés dans S^, et on a donc :

(6.17) l[K,,QJ^|^Cte(|^|;_^+|^L._^,)^Cte(|^;Li,u+I^L-^i).

Lorsque 1 < a < 2, les [K^, QJ sont bornés dans S^-1, de symbole nul, et donc :

(6-17 ') I [KÔ, QJ ^I^Cte |uJ,_^^Cte M,-,^.

On a enfin :

(6.18) IQ^K^J^Co K,iU+CteM,_^,

où CQ ne dépend m de a ni de ô.

Les estimations (6.7) à (6.18) montrent finalement que :

|K, îU^Coc(ô) |K^L+Mi(ô) .

Les « constantes » figurant dans les estimations étant indépendantes de a, mais
éventuellement dépendantes de ô.

Choisissons ôo assez petit pour que Coc(ô)<l/2 pour ô^ôo,1! en résulte que |Kg uj^
reste borné, et donc que u appartient à H5 microlocalement au voisinage de F.

LEMME 6.7. — Pour que l'estimation (6.6) soit valide, il suffit que Von ait ;

(6.19) I I existe 8>0 et, pour tout compact F de 0, une application ô—>c(5) de ]0, §o[ dans
R+ tendent vers zéro avec 8, une application Ô — > M ( Ô ) de ]0, §o[ dans R+ et une semi-norme
| . lo y du type (6.5) tels que :

V^eC^F), |K^|o^c(ô) |KôPu |o+M(ô) {No,v+N-s}-

Soit E un opérateur pseudo-différentiel d'ordre s, à support propre dans 0, dont le symbole
est nul hors d'un compact conique de U, et coïncide avec (1 +1 Ç \2)s/2 au voisinage des points
où le symbole de Kg est non nul.

On a alors :

(6.20) |K^|^|K,En|o+Cte K_^+Cte \u\_^

(6.21) \K,Eu\^c(o)\ K.PEu o+M(ô) { | E^y+1 H u | _ , } .

On a :
| E n l o v ^ C t e d i ^ v + l ^ l - M ) pour tout M

et :
|Eu|_^Cte|^L_,

(6.22) |KôPEu|o^ |EKôPu|o+ | [E, P] K^ lo+ l tK^ , [E, P]] ^|o+|[K,, E] Pu\^.

' L'opérateur [E, P] appartient à Op (S^-.i), et [K§, [E, P]] appartient à Op (S^.^) lorsque
a > 2. Lorsque 1 < a < 2, on a [K§, [E, P]] e Op (2^-1 ) et son symbole est nul. On a dans
tous les cas :

(6.23)
'\EK,Pu\^C,\K,Pu\,

| [E,P]K^|o^Co|K^L
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avec CQ et Co indépendants de ô :

^ 24) Jl^05 [E? p]] ̂ ^(K-i.u+K-a+i),
ll[K5,E]Pu|^Cte(|PuL_^+I^L-o.i).

D'après (6.20) à (6.24) on a donc :

|K^|^Coc(ô) |K^L+Coc(ô) IÏ^PI^

+Mi(8) {Kv+|iMs-i,u+N.s-s,u+M.-a+i}

et donc la majoration (6.6), valable dès que Coc(ô)<l, avec comme nouvelle fonction
c'^CoC^/O-Co^ô)).

Démonstration de (6.19). - On a P-P*eOp(^_i), et donc :

(6.25) |Im(PK^, K,u) |=^ |((P-P*) K^, K^)|^C|K^|â+M(ô)|î , |^_^.

On notera C diverses constantes indépendantes de ô, et M (ô) diverses constantes qui
dépendent de Ô. On a :

(6.26) Im (PKg u, K, u) = Im (K, P u, K,u) + Re ( 4 KI [P, KJ u, u\

D'après (6.4), on peut écrire :

(6.27) ^KnP ,KJ -K |Ks+S ,+S , .
i ô

Si et S 2 appartenant à Op (2^- i ), le symbole principal de Si étant positif, le symbole de S 2
étant nul hors de V. On déduit donc de (6.25), (6.26), (6.27) :

(6.28) ^|K^|â+Re(S^,u)^C|K,M|â+|KsPu|^+M(ô){|u|o2v+|u|(l-^}.

II résulte du théorème 6.8 ci-dessous (avec m = O e t T = < j — l ) que :

(6.29) Re(S^,M)^-M(8)M2.,

et (6.19) résulte de (6.28) et de (6.29) dès que Ô<1/C.

THÉORÈME 6.8 (Inégalité de Garding précisée). — Soit S appartenant à Op (I^1) (Q), avec
T > 0 non entier. On suppose s^ (x, ^) ̂  0, où s^ désigne le symbole principal de S. I l existe alors
U>0 tel que Von ait, pour tout compact F de Q :

(6.30) VueC?(F), Re(Su, u)^ -C^\u\^_^.

Nous montrerons que l'on peut prendre u < 1 /2 et u < T/2, mais il serait facile de montrer
(en considérant comme dans [3] le terme d'ordre u—1/2 du symbole de W*5^W dans la
démonstration ci-dessous) que l'on peut prendre u==l si T>2 et u<r /2 sinon.
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En remplaçant S par A* SA, avec A elliptique d'ordre ((J, - m)/2, on se ramène au cas où S
est d'ordre u, où u vérifie les inégalités ci-dessus. On peut également supposer, en multipliant
par une fonction ^ e C^ (Q), égale à 1 au voisinage de F, que S^ est à support compact en x. Il
résulte alors du théorème 3.4 que S-S^(x, D) applique continûment L2 dans L2, et la
démonstration de (6.30) se ramène à la démonstration de l'inégalité ci-dessous :

(6.31) VueC^(R") , Re(S^(x, D) u, u)^ -Cte |^|2.

Nous allons démontrer (6.31) en reprenant la démonstration de l'inégalité de Gârding
précisée due à Cordoba-Fefferman [3].

Soit W l'opérateur, de L^R") dans L2{R2n) défini par :

(6.32) Wu(x,^=cJ^r/4 !ei(x-y^e-wx-^2u(y)dy,
«/

avec c,,^)-"^)-3^4, et soit W* son adjoint :

r
(6.33) W*F(x)=c, ^-).^-l^l.l^l2 ^^(z,^)^^.

«/

On a :

r
(6.34) W^WM^Tir" \ei{x~y)^t(x,y^)u(y)dyd^

*)

avec :

(6.35) t(x,y^)=(2nrc^ \^\n'2 (e-^^-^2^-^ s,(z^) dz.
J

II est facile de voir que l'on a :

(6.36) W^ltÇx^y^^C^r^^^2

si bien que W*s^ W est un opérateur pseudo-différentiel de classe Op(S'i1 ^)-
On a donc :

(6.37) W* ^ W = r ( x , x , D ) + R ,

où ReOp (Sï"/^2) et applique donc L2 dans L2 vu notre choix de u,.
On a :

(6.38) t(x, x, ̂ ^^"c2 |Ç|"/2 L-^l^l2 s^x-w, Ç) dw
»/

et :

(6.39) s,(x, ^)=(27r)"c2 l^"/2^ (e-^-^dw} s^ Ç),
\»' /
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d'après le choix de c^. On a donc :

(6.40) r(x, x, D)- 5^(x, D)=r(x, D),

avec :

(6.41) r(x, ^=(271)" c2 I C I " / 2 ^-^^[^(x-w, ^)-5,(x, ^)] rfw.
J

Soit À<>0 tel que 2u,+^<Min(ï , 1), on a alors :

r
(6.42) IDI^Xi.^-^x^^l^cJl+l^l)"^-^ L-^l-l-l2 \x, -x^\w\^dw,

•/
(6.43) |D|(r(x,^)-r(x„^)) |^CJXl-x, |x( l+|Ç|)-l a l .

II résulte alors du théorème 9 (chap. II) de Coifman-Meyer [2], que r(x, D) applique L2

dans L2.

On a :

(6.44) Re(W*^Wu, M)L2(R«)=Re(s^WM, W^^^^^O,

et d'après (6.37) et (6.40) :

(6.45) (W*5^WM, u)=(5^x, D) u, M ) + ( R M , u)+(r(x, D) ^ u).

On a donc :
Re(s^(x, D) u, u)^-Cie \u\^.

ce qui démontre le théorème.

Remarque 6.9. — La méthode de Cordoba-Fefferman permet également d'associer à un
symbole p (x, Ç)eS^ un opérateur W* pW opérant dans tous les espaces de Sobolev. Ces
opérateurs sont des opérateurs pseudo-différentiels à symbole dans S^ 1/2? tandis que les
opérateurs paradifférentiels, si on voulait les considérer comme opérateurs pseudo-
différentiels, auraient des «symboles» dans S^ i. En revanche, le calcul symbolique
paradifférentiel est plus simple, et mieux adapté aux fonctions non linéaires.
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