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CzechosioTak Mathematical Journal, 23 (98) 1973, Praha 

MITTLERE DARSTELLUNGEN NATURLICHER ZAHLEN 
ALS SUMME VON n fc-TEN POTENZEN 

EKKEHARD KRÄTZEL, Jena 

(Eingelangt am 10. Januar 1972) 

1. PROBLEMSTELLUNG 

Anliegen dieser Arbeit ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von 

für große X, wobei ^ ^ 2, и ^ 3 natürhche Zahlen bedeuten. Summiert wird über 
alle nicht-negativen ganzen Zahlen a ,̂ und der Strich am Summenzeichen bedeutet, 
daß jedes Glied mit â - = 0 mit dem Faktor ^ belegt wird. VON RANDOL [3] wurde 
unter der Einschränkung /c = 0 (mod. 2) 

и { \  v n/k fO(x^"-^>^^-^>/^') für k^n + 1 
KU^)V,,nX + ^^^^„.„гш^п.у^^^ für кип, 

2" Г (\ 

к"Г G) 
bewiesen. In dieser Arbeit wird sich zeigen, daß dieses Ergebnis für alle fc ^ 2 
richtig ist, wobei allerdings die Abschätzung für к S n um einen logarithmischen 
Faktor schwächer ist. Randol stellte fernerhin fest, daß die Abschätzung im Falle 
к > n + 1 nicht mehr zu verbessern ist. Ich werde zeigen, daß dann der Rest in 
erster Näherung durch eine Funktion von genau der genannten Größenordnung 
dargestellt werden kann. Diese Funktion ist gegeben durch eine unendliche Reihe 
über verallgemeinerte Bessel-Funktionen, welche für /c = 1, 2 , . . . ; Re (v) > 1/k — 1 
durch 

4 '>W = - ? ( ; Г " Г(1 - fy^^'^cosxtat 

VWr(v + i - i j ^ ' ^ Jo 
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definiert sind. Bildet man für Re (v) > Ijk — 1 

(2) ф^\х) = 2 V(;r) r f v + 1 - А X (^Y"jf\27:mx) , 
\ /c/ m = i \nmj 

so ist nach [1] 

(3) ФШ{^'^') = O(X^"-^>(^-^>/^^). 

Hier soll nun der folgende Satz bewiesen werden: 

Satz. Mit den Bezeichungen (1) und (2) und mit natürlichen Zahlen n ^ 3, к ^ 2 
ist 

(4) i ^ , » = F,,„x"/^ + пУ,,,_,ф1!;1{х'^') + o(xt^^"-^>^-^«-^«^/^^<^-i>log^ x) 

für к ^ n + 2 und 

(5) jR,,„(x) = Vj,^X^' + Qf^^n(ni)/k(n + i) j^g ^^ 

für к ^ n + 1. 

B e m e r k u n g e n : 1. Die Entwicklungen (4) und (5) sind auch für n = 2 richtig. 
Dieser Fall wurde schon in [2] mit einem etwas besseren Restglied erledigt. 

2. Für к = 2 ist (5) wohlbekannt und schwächer als die bereits vorliegenden 
Abschätzungen. Viele der umfangreichen folgenden Rechnungen könnten eingespart 
werden, wollte man für к = 2 nur (5) beweisen. Daher sind die nachstehenden Unter
suchungen auf к ^ 3 zugeschnitten, wobei aber der Fall к = 2 nicht ausgeschlossen 
werden muß. 

3. Wegen der voluminösen Formeln benutze ich ständig die folgenden abkürzen
den Bezeichnungen: 

A, = a\ + al + ... + a^^, 

e{z) = e'^'^. 

Mit SB(J]^) sollen die Summationsbedingungen der Summe J]i angegeben werden. 
So wird zum Beispiel statt 

Stets 

: : . ^ ) = Z / ( i ) . S B ( X ) : a ^ n ^ x ,, 

und analog bei mehrfachen Summen geschrieben. Ganz entsprechend werden 
mit IB (Jf) die Integrationsbedingungen des Integrals Ĵ  bezeichnet. Es kommen 
auch mehrfache Integrale über mehrfache Summen vor. Dabei werden die Inte
grationsbedingungen nicht gesondert angegeben, da sie aus den Summations
bedingungen ersichtlich sein werden. Ein Strich am Summenzeichen bedeutet, daß die 
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Glieder, bei denen ein Summationsbuchstabe gleich 0 wird, mit dem Faktor ^ belegt 
werden. Ein zweiter Strich am Summenzeichen bedeutet, daß die Glieder, bei denen 
zwei Summationsbuchstaben einander gleich werden, ebenfalls mit dem Faktor -J 
belegt werden. 

2. VORBEREITUNG DER ABSCHÄTZUNG 

Hilfssatz 1. Mit den Bezeichnungen von §1 und mit i/̂ (x) = x — [x] — |- gilt für 
n^3,k^2 

(6) 

(7) 

S B { Ј ) : 0 ^ a п ^ a ^ 2 ^ . . . ^ a t i  й 
X  Л „ _ , 

Beweis. Mit den in §1 getroffenen Vereinbarungen ist 

RKАX) = 2« I ' 1 = 2" n! XП 1 + 0(x<"-^>/^), 

Führt man die Summation über a„ aus, so wird 

Кф) = 2" n! XUK^  Лi)^''] + i  «,.i} + 0(x("^)/'), 

S B ( X 2 ) : 0 g a U 4 ^    ^ Я S  i ^ 
X — Л „ _ 2 

und mit der Bezeichnung (7) 

Кф) = 2" n! fj;'^ 1 аt„ + z(,,„(x) + 0(x*«-^)/'') , 

8В(2:з) : Л - 1 + 4 ^ X, 0 ^ a U 4 ^ ••• ^ ß '- i ^ 4 • 

Bei Ausfьhrung  der Summation  ьber  a„_i erhдlt man 

i?,,„(x) =  2" n!  2::{[(x   Л - 2 - tУ^^^ + i - a„-2} аt„ + 

+ 2"«! ZsiL^J + i - ««-2} df„ + 4,„(x) + 0(x("-^>/̂ ), 

S B ( ^ 4 ) : 0 ^ a U 4 ^  . .  ^ « ^ 2 ,  "̂   ^"^ <  ;̂  ̂   X   Л - a„ 

SB(2:5) :0 ^ a U « U ••• g ы̂ 2 ^ ^U 

/ О  2  " n  2  ? 

X  —  ^ и  2 
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Führt man wieder die Funktion {//(y) an Stelle von [j] ein, so ergibt sich 

Л,,„(х) = 2" n! ГГ^б 1 df„-1 dt„ - 2" n! h'i фЦх  Л - 2 - <*)''*) -

- 2" n\hl ф{1„) dt„ + J,.„(x) + Oix^"'^") , 

8В(Хб) : Л - 2 + f^i + г„' ^ ^ , 0 ^ a U a U ••• ^ «*-2 ^ C, g r^ 

Das Integral über ф(у) hefert die Fourier-Entwicklung des zweiten Bernoullischen 
Polynoms und somit eine bezüglich x beschränkte Funktion. Führt man das In
tegral über Ĵ 5 aus bzw. integriert man über J^4, partiell, so verbleibt eine Summe über 
«1, a2, ..., ыf„-2? die folglich einen Größenordnungsanteil von x^"~^^^^ liefert. Daher 
ist 

i?,,„(x) = 2" n! ГГХб 1 d^„-i dt„ + J,,„(x) + ф<"-^>/*) . 

Analog wird weiter verfahren, so daß man vor dem letzten Schritt 

Кф) = 2" ni Г ..h', I аt, аt,...аt„ + J,,„(x) + 0(x("-2№), 

SB{Yi) .4 + 11 + 11 + ... + tlux, 0ua,ut2Uhu...ut„ 

erhält. Nach Summation über a^ ergibt sich 

Ä,,„(x) =2"n\{...[\ixt\t\... <*)̂ /*] df, dt,... dt„ + 

+ 2" n! f... f [r,] df, dО3 ... d<„ + Лф) + 0(x<"-2>/*) , 

1В(^|...П :4 + 4 + ... + t* ^ X, ^~^'"'^'~~'"<4  й t\ ^ ... g tl. 

IB 

Я,,„(х)  =  2" n!  f...  f  dfi dt2...dt„ + Лф) +  0(x("^)/*) , 

m(п...[\:t\  +  t\ + ... +  tlux, 0 
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Zur Abschätzung des Restgliedes (7) wird es erforderlich, die auftretende Summe 
zu zerlegen. Mit  x^"^^^  S  У < ^/^ wird gesetzt: 

A,,n{x) =  A[]Xx, y)  + J S ( X ,  y) , 

(8)  4 ! ^ ( х , з ; ) =  2 " п ! Х Ж ( х  Л . , П . 

Sh{l,):y<  a\  й  a\  й  ...  й  a„^i  ^ п - : i A z l , 

(9) Jп п(x,  y)  =  Г  ni J:M^   ^п1Г'), 

SB(I ,)  :0  ^ a\ й a\ й  ... S a^ s " ^  ^ ^ . a\ ^ y . 

3. A B S C H Ä T Z U N G V O N  А{^),{Х,  y) 

Die Abschätzung wird mit der van der Corput-Vinogradovschen Methode vorge
nommen. Dazu benötige ich die folgenden Lemmata von VINOGRADOV [4]: 

Lemma L  Es  durchlaufe  n  eine  Menge  G von  natьrlichen  Zahlen  unter  der 
Voraussetzung 

2]1 < 00. 
neG 

Es sei ф^х)  = X — [x]  —  i  Dann gilt  mit geeignetem s >  SQ 

X Ф(Ап))  = 0{r'  11)  +  о (  f  min ( i  ,   i l )  I X e'"^«|) . 
neG  neG  \ v = l  \V  V  J  neG  J 

Lemma 2. Es werde vorausgesetzt: 

(A)  0 <b    a  <U,  1IД<  f\x)  <  \JA{a < x  й  b),  1<  Д  <  U\  H  >  0, 

(B) <p(x) <̂  H,  (p(x) stьckweise monoton. 

Dann gilt 

^  cp{n) ê '"̂ (") =  o(^] +  0{H^Д) +  0{Hlog{U + 1)). 
a<nub  \\I^J 

Lemma 3. Es sei die Voraussetzung (A) von Lemma 2 erfьllt.  Ferner gelte: 

(C)  f"'{x)  <  IJAU fьr  а  <x  ьb, 

(D)  Я  ^  (p{x) < Я,  (p\x)  < HJU,  (p\x)  < HJU  fьr  а < X  ьb, 

61 



Mit  den Bezeichnungen 

fьr  f'iq)^0 (1) 

^ '  ^  (JA, ^ -")  fьr / ' Ы ф О  (1) mm 

gilt  dann 

Ј  q>{n) ê "'-̂ "̂> =  e^'l^  Jj 

^'^ log^ x) für fc ^  П 

für fc < П 

+  0{HT,)  +  0{HT,)  +  0(H  log (17 +  1)) , 

wobei die mцglichen Glieder n  == f\a),f'{b)  in der Summe  den Faktor  J  erhalten. 

Hilfssatz  2. Mit  x^~^^^  S  У < ^jn ist 

(10)  ^M(^'3') |^(^„(„_,,;, ,„,, ,j^g^^ 

Beweis. Nach (8) und Lemma  1  ist 

4!>(x, y)  =  0(х^^УЧ')  +  o ( J  min ( 1 ,  ^ )  iS,,„(x, j.)|) , 

(11)  St,„(x, y)  =  EiKbiCx    Л  i ) ' ' ' ) . 

SBil,)  :y<  a\ S al й •.• й а^  ^"^^f^ ' 

Für  ^^ ^ X <  b\ wird iS;,,„(x, у) trivial zu 

abgeschätzt. Dann ist mit s > 0 und *̂ ^ x 

(12)  A\^X^, y) = C»(x<"-i'/*r') + 0(x("-i'/*(,Jx-i/'')») + 

Die Abschätzung der Summe (11) und damit von (12) erfolgt in zwei Haupt
schritten. Der erste Hauptschritt wird mit Hilfe von Lemma 3 durchgeführt, ^er 
zweite Hauptschritt zerfällt in л •- 2 gleichartige Teilschritte in einer vereinfachten 
Anwendung von Lemma 3. 
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L Hauptschritt: 

S B ^ , )  : y  < allais  ... g а^_з  й " ^ - = 4 ^ , 

S B ( X 3 ) : ы о - 2 < a ^ , ^ 
X    A„ 

(13) S, ix,  >•) =  ^ ,{E4l5  +  Ze} ^(b,(x   Л„_, - flS_,)>/') + 0(x<"-^'/*), 

SB (^4) : 2 ' ^ 2̂ ^̂  ^ 
^n2 

S B ( J : 5 ) : 2 ^ " ' « „ - 2 < ^ . - I ^ 2 X - 2 , 

SB il,) : 2 Ч - 2 < «„-I ^ ( " f J I - ^ y " ' , 

N  = 
Llog2 

log 

X - Л„ 

Die Summen ^5 und ^^ v^erden jetzt unter Benutzung von Lemma 3 abgeschдtzt. 
Das kann in der gleichen Rechnung geschehen. Mit den Bezeichnungen von Lemma 3 
werden die Voraussetzungen  (A) und (C) zunдchst ьberprьft:  Li ^5  ist 

und in  ^6 

so daß man mit v < iV + 1 

b    a  < 2^fl„ 

setzen kann. Ferner ist 

/ ( 0  =  b,{x    A„^,    ty', 

f'{t) =  b,t'\x    A„_,    t^''', 

f"{t) =  b,(k - 1) (x - ^„-,)  f'ix - Л„_, -  fy"'' 

f'"(t)  =  b,{k - 1) (x -  A„^2) t''{x   Л - 2 -  t'Y"' 

.{(k2)(xA„_,)  + ik  +  l)t''}. 

Aus 
/"(0 = 0(Ь,х'/*Х2Ч2)*') 
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folgt, daß man 

setzen kann. Wegen  b\  ^  x  ist  А  > 1, und weg^" 2̂ *a*_2  ^  a\  > у  ^ x^"^/* ist 
А  <  U\ Damit ist die Voraussetzung (A) erfüllt- Auch die Voraussetzung (C) ist 
erfüllt, da 

In Lemma  3 ist (p(t)  =  U H  =  1. Aus/'(f J == ̂ 2 errechnet sich  t^, zu 

Damit ist 

/ ( O  ЬА,=  В1''\хА„.2У"^ 

Für die Summationsgrenzen benötigt man 

/ ' (2Ч-2) =  b,ira„^,f4x   Л - 2 - 2^4-2)^^"-^ . 

Die in Lemma 3 vorkommende Größe T, mit q =  2''a„_2 ist durch 

(.4) Г.=... = .,„{^,.«.»РЧ_.)., ^ ^ ^ , _ ^ _ } 

gegeben. 
In Anv^endung von Lemma 3 stellt sich schließlich (13) in folgender Gestalt dar: 

(15) S,,„(x, y) = Зp^ i:2l7(^b,f-'/^^*-^>  B^^'^^'^^x  Л-2) '̂̂ * . 

. eiBl''\x    А„_,У"^) + j:sj:,OiR:)  +  Oix^"'^" log^ x)  , 

SB (Xv) : by„Zlix - Л - 2 -  «'„^Y"'  йЪгйЪ,, 

SB (^9)  .y  <a\<a\<...< a*_2 ^ ^ - Л - 3 

Zur Abschätzung der noch verbleibenden Summe über  0{R^ kann man zunächst 
die Summe 

X   Л „ _ , 
2:,oO(Ä.), SB(X,o) : aU  < aU  й  ^^^,,^^  ^  ^ 

64 



in 0(bi) Teilsummen zerlegen, wobei in jeder Teilsumme 

ц„_3 ^ m <  g{t) ^ m + 1 , 

g{t) =  b,{Tty'  {x   Л - 3 - (2̂ ^ + 1)  t'Y'' 

ist. Jede derartige Teilsumme ist nach (14) 

wobei in der Summe у von 1 bis 0(б^'"^(а„_з)) läuft, und daher 

„(_L . .«- .«( , .„ ._ , ) . -«) ,o( l ( i ) -"* . - log. ) . 

Folglich ist 

ЩЛи)  • У < «о < 4 <  •••  <  «'3  <  X 
und 

HslMR.)  =  In{0(V(bO х^/^-^/^Ч-Г log x) +  0{x'''V„:', log x)} . 

Wegen bi ^ X, aj_3 <̂  X ist 

^(^yn-DA-i^l- iAl^g^^  fьr  /c ^  П 

0(x^""2>/4og^x)  fьr  k<n.  ^ 

Hiermit ergibt sich fьr (15) 

(16)  S,,„(x, y) =   З ^  ^^l'.ib.hy'''"''''  B,'l''l'\x    A„_,yi''  . 

VC'    Ч 
eiB''lHxA  ym  ,  fO(/"^'/*V^/*logx)  fьr  k^n 

•  ^  '  ^  "'^'  '  lo(x<"2'/Mog2 x)  fьr  k<n. 

2.  Hauptschritt: 

Wie schon  erwдhnt,  zerfдllt  der  zweite  Hauptschritt  in  n — 2 Teilschritte  gleicher 
Art.  Wieder  kommt  Lemma  3 in  Anwendung,  aber  gegenьber  dem  ersten  Haupt
schritt in vereinfachter  Form. Es erьbrigt  sich, die in  Rede stehende Summe noch in 
Teilsummen  aufzuspalten,  und  fьr  T^ wird  die  einfache  Abschдtzung  T^ = 0{^А) 
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benutzt. Bei einem solchen Teilschritt hat man von folgender Entwicklung aus
zugehen: 

(17) S,,„(x, y) = ^ Ј ^ ^ ^ 1 х . Г 1 з ( Ь . Ь , ... fe,)(-^)/^(-i). 

. ß;^/^-<^-l''2^(x -  A„^,f^'^'''e{Bl"\x   Л-v)^'') + 

го(уп1№1^1i/i  log ^) für  k^n 

[0{x^"^^^^\og^xj für fc<n, 

V = 2, 3, ..., n — 1, П, 

SB(Xi2)  •.y<a\<a\<...<  a'_,  ^  ^  ~  ^ " 7 " '  , 
V + 1 

SB(Xi3)  : Blll'X'lix    Лv    a t v ) " ' '  '  й  К  й  Ki  й  ••. й  b,  . 

Für V = n entfällt ^12? ^^^ ŝ ist ^o = Ц? ^0 = J zu setzen. Für v = 2 ist (16) in (17) 
enthalten. Nun kann (17) für beliebige v durch Induktion bestätigt werden. Zunächst 
wird in der Summe ^12 ^i^ Summe über a„_^ abgespalten und mit der Summe ^13 
vertauscht: 

^ni(vl)/4L 

(18) S,,(x, y) = ̂ ^ _ ^^J^l^^ l^^.lUb.b, -  ЬГ'^'^^'^^' • Б;'̂ -̂̂ -̂ >^̂ .̂ 

.Ei6(^ - Л - v - i - а*_,У^-1>/^^е(-ВГ''*(х - Л_._1 - a^_,y/') + 

fO(j,(nDA1^11/* log x) fьr fc^n 

|o(x("-^'"4og^ x) für k < n , 

SB(^,4) : у < aп < 4 < ... < aj_,_i < '^ ' '^;^"--^ , 

SB(^i5) : Bl:l^V„Zl^,{x   Л - v - i - 2a^_,_,)»/^-i ^ b„ ^ b,_i g ... ^ fei, 

ЗTJ/V \  • /,*  ^ л* < fey (^ ~ Д  v  l ) 
SB(2,i6) • a„-v-i < a„-v  и  J—g^k^)  • 

Jetzt  wird  auf  ^ig  Lemma  3 angewandt.  In  der  Bezeichnungsweise  von  Lemma  3 
ist hier: 

f{t) = Bi''\x   л-v-i -  t'Y">  <p{t)  = {x  л-v-i -  ^r'"'", 

Aus/'(f(,^^,) = fev+i folgt 

Ifcv+l — "v+ l "v+l  V"  ^n\i) ' 
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Die Summationsgrenzen bestimmen sich zu 

/ V ^ n - v - l ) = ^ v  ^n\lV^  ~~ ^ n - v - l ~ ^ и - v - l ) > 

/ьУ<^^)(хЛу1)\  ^  . 

Lemma 3 liefert jetzt sofort  (17) mit v +  1 statt v. 

Abschließend wird die für v = n in (17) noch verbleibende Summe trivial ab
geschätzt: 

SUx,y)0[x  b, ) + |^<„-2) / . i ,g2^) für  k<n. 

Durch Einsetzen in (12) mit  s = {n — l)/2 wird 

Л[%х,у)  =  0(x^"'^^'r')  +  0(x^"^>/^^("^>/Mogx)  + 

[0(/"~^>/^"V"^/Mogx) für fc^n 

[0(x("-^^/Mog^x) für / c < n . 

Mit (̂  = x̂ ""̂ )/'̂ "̂̂ )̂ folgt daraus die Behauptung (10) des Hilfssatzes 2. 

4. ABSCHÄTZUNG VON ^[^^(x, j^) 

Die Abschätzung von A[]l{x, y) beruht auf Hilfssatz 1, der Formel 

r r(,)r(v + i - l ) 
(19) (x - 0"-' Ф'ЛП  dt = ——^  ^ .Aппix»/') 

für Re (ju) > 0, Re (v) > l//c - 1 (Hilfssatz 3 aus [1]) und dem folgenden Lemma. 

Lemma 4. Fwr  die Funktion  \l/{x)  = x  — [л;] —  ^  t/?tJ  ĉ fe durch  (2)  definierten 

Funktionen  ф^у\х) gilt fьr  у  ^  ^x 

(20)  5] '^((xn*) ' / ' )=#^7,(x>/*)+  J:  ^((X„*) ' /*) + o f f П Y " ' ' \ 
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(21)  Ј• «((«    «')"•)   "̂̂   )  \ >  С  .)/.(«"*) + 

+ Е t̂̂ K(̂   nY^') + о f ;с<̂  ̂ >/{У " ''') (V > 1) . 
Bemerkung. Die Funktion — iiAi^(x) stellt die Fourier-Entwicklung von \\t{x) 

dar; so daß für nicht-ganzzahliges  x die Entwicklung (20) mit v = 1 in (21) enthalten 
ist. 

Folgerung aus Lemma 4. Schдtzt man die in (20) und (21) noch rechts vorkommen

den Summen  mit Hilfe  von (3) ab, so gilt fьr  x^~^^^  ^  у  ^  ^x 

ll/k' 

(22)  l'  фЦх   п'У^'^) =  ^фЩх''')  +  0(х''''у)  +  О  ((^] 
""^г  \\У/ 

(23)  1'  Ф»   »')"') - *̂̂  ; \ «.),.(«•") + 

Beweis von (20). Nach der Euler-Maclaurinschen Summenformel ist 

X' ФЦх   n'^y/") = J:; 1 + Г ' (X   t^Y'" dt{x  УУ" Ф{У'")  
""йУ J o 

{xt''y"'4'''^{t)аt. 
о 

SB(j;i) : n̂  + m^ ^ X ; n, m ^ 0 ; n'̂  ^ 3;. 

In der Summe  Y,i wird zunächst die Summation über  n ausgeführt und das letzte 
Integral durch partielle Integration abgeschätzt: 

X'  фЦх    пГ") = - E'  {/'"    Ф{у"')}   X' {(̂  -  '^')  
n^^y  m^^x  — y  xy<m^^^x 

ф{{х -  m'y "'У  + Г'  {x    t^^dt  + 0(1) 
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= - (x -  yyl^^ J'»/' + г  {х  tyi4t   г (x - п*)i/*df + 
J o J(x-3;)1A 

+ (x-r^)^/*-4^-iiA(0^^ + 

+ J : IA((X - m )̂̂ /̂ ) + 0(1) 

+ 
fejo 

xy<mfe^x  \\yj  J 

Bei Benutzung von (19) folgt daraus (20). 

Beweis von (21). Nach (19) ist mit v > 1 

.=  „  2(v   1) Г  '̂   f^  X' 'AlĈ    '̂   '̂ ')'̂ ') ̂ ^  

 2(v - 1) г г "  (xn^  tJ''У''  t''  il/(t) dt. 

Für die Summe unter dem ersten Integral wird (20) eingesetzt, und die zweite Summe 
wird durch partielle Integration des Integrals abgeschätzt. 

I '  Ф'Жх   «')"'*) =  (v  1) f ' " r -  и%{{х    tr") -
"^y J o l 

 l ; (̂(̂  t'    m'y'")  +  0 (()'"''*)} аt +  Oix^^'^'"), 

SB(Ĵ 4) :x    y  ^  t'^  <  m'^  их    t''. 

Durch Vertausch von Integration und J^^, ergibt sich 

""SJ К Jy 

m^uyjym^j 

Durch Anwendung von (19) und partielle Integration ergibt sich (21). 
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Hilfssatz 3. Mit y= x'', a > 1 - 1/fc + г > 1 - l/fc  ist 

(24)  Ai]l{x, y) = V  о(х̂ (̂ ̂ >̂ <̂̂ +1>̂ <"~̂ >̂ /'̂  log^ x)  +  0{x^"'>^') 
v = 2 

fьr  n >  k, 

(25) J^ (x , j;) =  nV,,„_,  ^if.ix"") +"^'o(x^(-^>'*("^i>^<"-^)"/* log^ x)  + 
v = 2 

fьr  n ^  k. 

Beweis. Nach (9) ist 

Л[]Хх,у)=Гп1}:,ф{(хА„_,У"^), 

Ai%x,  y)  =   2  n! { J : ,  +  I  ET}  ФЦ^    А„_,У'')  , 

SB(j:e)  :0  ^  a\  й  a\  S  ••.  й «п-i ^ ^ ^ ^ ^ , 4 ^ x% 

Ji^(x, y) = - 2 " n! (Ile - X Es + I I9 ) ^((x -  А„_,У'^) , 

83(^8)  :(x    a\y  <  a\  ^  x''<  a\  ^  a\  й  ...  й  «*i  й  ""  ~^"~'  , 

SB(I,)  : {x    a\y  <  ц U  « U  ..•  g  aj_i  ^  "̂  "  '^"' 
2 

Die Summe ^9  wird mit Hilfssatz  2 abgeschätzt, der hier in der Form 

(26)  Ai\Xx,  y) =  о(х"("1>/*<"+1' log x)  + г,,„(х, у) 

mit 
.  /  л  пOiy^"^^''^x'  "4og^  x) für fc > n 

fur A: <  и 
k.n{^, y)  =  1^ 

benutzt  wird. Verwendet man (26) mit n —  1 statt  n und  mit y  = (x    a\y,  so wird 

J S ( X ,  y) =   2 " И! (Se    i :  Es} ФЦх    А^^.У")  + 

+  (X("I»"^'/«^"+°'/*)  +  (x='/4.„i(x, x )̂) . 
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Weiter ist 

2 

2 

Jetzt wird Jlii lпiit (26) abgeschätzt, indem man in (26)  n durch  n    2 ersetzt und 
^ = (x - «1 -  a\Y setzt. Es ergibt sich 

^й(х, j) :. ^2« n! ( b + E S10I12} «A((̂  -  А^.,У'^) + 

+ 0(д;('''1)("~2)А« + «/^) + (^M«2)(i i3)/fc(nl) + 2a/fc\ ^ 

+ 0(x«/4,„_i(x,x«)) + 0(x2«/4.«-2(^, ^1) . 

Ganz analog werden ^^^ und alle weiteren Summen behandelt, so daß man 

4 ! > ( x , j ) = - 2 « n ! E e ^ ( ( ^ - A - i ) ^ ^ ^ ) + 

+ К 0(x^(^-i)/^<^+i) + ("-vW^ log^ x) + Vo(x<''-^>"/^ г, ,(x, jc«)) 
v = 2 v = 2 

erhält. 

Vergleicht man jetzt Y,6 n ît ̂ 5» so sieht man, daß die Bedingung a^ ^  x"" von v = 1 
auf V = 2 verschoben wurde. Also verfährt man mit ^6 und mit den entsprechenden 
folgenden Summen genauso wie mit ^5 bis 

(27) Ji^>(x, y) = - 2 " n\ 1,3  ^{{x  ~  A,.,yi') + 

v = 2 

Für w > к wird Eis trivial abgeschätzt, und man erhält (24). Für n ^ /c wird E13 
mit Hilfe von Lemma 4 entwickek: 

SB(Ei4) : (x  ^,,2)°'< «О1 ^ x ^ 

= 2«« E  I Ei4'A((xAiV"') + o(x<"»w*+0, 
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Wendet man auf ^^^ (22) an, so folgt 

= 2"-ln X ... X  Фit{(xA„_2У'^')+0{x^^^'^^"^'^^^'"^)  + 

_^ Q/'^(n2)a/fc + ( . l  l / fc)( l a)\ 

Durch wiederholte Anwendung derselben Schlußweise und von (23) ergibt sich 

(28) - 2 " n! 2:13 ^((x -  А„_,У'^) = пП,„_. O ^ ' / * )  + 

(27) und (28) ergeben zusammen (25). 

5.  BEWEIS  DES  SATZES 

Es ist ein optimales а in der Abschätzung von 

A.„W = ^l!i(x, y) +  ^й(х, j.) 

anzugeben. 

l.  n >  k: 

Nach (10) und (24) ist 

A,^^{x)  =  0(x«<"^>/̂ '̂'̂ ^>logx)  +  0(x "̂̂ >«/̂ ) + 

+ "X 0(x^^ ̂̂ > '̂̂ ^ ̂̂ ^>'̂ ''̂ '> /̂Mog^x). 

Mit  fx  = 1 — ijn folgt  daraus 

Л »  =  0(x"<«^>/'̂ ^"^^>logx). 

II.  n ^ /c: 

Nach (10) und  (25) ist 

+"2] 0(x̂ (̂ ̂ >̂ (̂̂ +̂ > + ̂ "̂ '>̂ /̂  log^ x) + 
v = 2 

4  0(x"^""^>/'̂ ^""'̂ Mogx) +  0(x^"^>«'''^^''^"^/Mog^x)  +  о(х<"̂ >«/*+«̂  + 1/'̂ ). 

Bestimmt man а aus 

n   1  ,  1  2  n   2 
a  —  a + l  =  1  а , 
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so wird 

Für  n S  к ist 

Es ist 

n  —  2 
(X 

к 
und 

+ 

3k    5 
OL = 

Ъ{к   1) 

n - 1 , 1 (3n - 4) /c - 5« + 8 
a - a + 1 = ^̂  ^ . 

к  к  Ък{к - 1) 

{Ъп    A)k  5n + % « - 1 Л Л 

Ък{к - 1) ^ /с V V 

1 (Зп    5) /с   5п  +  7  (Зп    4) /с  
а    1 +    =  ^̂   <  ^̂  

к  Зк{к   1)  Зк{к  

v(v   1)  ,  ,  а  ^  (Зп    4) /с   5п +  8 

  5п +  8 

1) 

/c(v +  1)  /с ~  Зк{к   1) 

für 2 ^ V g  /с   2, daß heißt für n ^  /с   2. Für /t =  /с, /с   1 ist 

п{п   1)  (3^   4) /с   5n  +  8 

/c(n  +  1)  Зк{к   1) 

Und daraus folgt  die Behauptung des Satzes. 
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