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MITTLERE DARSTELLUNGEN NATURLICHER ZAHLEN
ALS SUMME VON n k-TEN POTENZEN

EKKEHARD KRATZEL, Jena

(Eingelangt am 10. Januar 1972)

1. PROBLEMSTELLUNG

Anliegen dieser Arbeit ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von

R (x)y=20 Y 1
aik+..+a,5<x
fiir groBe x, wobei k = 2, n = 3 natiirliche Zahlen bedeuten. Summiert wird {iber
alle nicht-negativen ganzen Zahlen a;, und der Strich am Summenzeichen bedeutet,
daB jedes Glied mit a; = 0 mit dem Faktor } belegt wird. VoN RanpoL [3] wurde
unter der Einschrinkung k = 0 (mod. 2)

O(x"~DE=DY fisr k= n + 1

— n/k
Ryu(x) = V™ + {O(xn(n—n/k(nm) fir ksn,

(1) Vi = il @

k'r (E + 1)
k

bewiesen. In dieser Arbeit wird sich zeigen, dafl dieses Ergebnis fiir alle k = 2
richtig ist, wobei allerdings die Abschitzung fiir k < n um einen logarithmischen
Faktor schwécher ist. Randol stellte fernerhin fest, daB3 die Abschitzung im Falle
k > n + 1 nicht mehr zu verbessern ist. Ich werde zeigen, daB dann der Rest in
erster Naherung durch eine Funktion von genau der genannten GréB8enordnung
dargestellt werden kann. Diese Funktion ist gegeben durch eine unendliche Reihe
Uber verallgemeinerte Bessel-Funktionen, welche fiir k = 1, 2,...; Re (v) > l/k -1
durch
2
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definiert sind. Bildet man fiir Re (v) > 1/k — 1
1 « x kv/2 "

(2 ‘//(vk)(x) =2/(n) F(" +1 - —) > <——~> J¢ )(27rmx) ;
k/m=1 nm

so ist nach [1]

® PG = Ot =)

Hier soll nun der folgende Satz bewiesen werden:

Satz. Mit den Bezeichungen (1) und (2) und mit natiirlichen Zahlen n 2 3, k 2 2
ist
(4) Rk,"(x) — l/k,"X"/k + nI/k,n~ll//;£jtlz(-x]/k) -+ O(x[(3n~4)k—5n+8]/3k(k—1) logZ X)
firk zn + 2und
(5) R (%) = Vi ux™* 4 O(x"= DD Jog x)
firk <n + 1.

Bemerkungen: 1. Die Entwicklungen (4) und (5) sind auch fir n = 2 richtig.

Dieser Fall wurde schon in [2] mit einem etwas besseren Restglied etledigt.

2. Fir k=2 ist (5) wohlbekannt und schwécher als die bereits vorliegenden
Abschitzungen. Viele der umfangreichen folgenden Rechnungen kénnten eingespart
werden, wollte man fiir k = 2 nur (5) beweisen. Daher sind die nachstehenden Unter-
suchungen auf k = 3 zugeschnitten, wobei aber der Fall k = 2 nicht ausgeschlossen
werden mufB.

3. Wegen der volumindsen Formeln benutze ich stindig die folgenden abkiirzen-
den Bezeichnungen:

A, =a% +d +... +d,
B, = DY*D 4 pyeml g i

v
e(z) — eZniz .

Mit SB(Y ;) sollen dic Summationsbedingungen der Summe ) ; angegeben werden.
So wird zum Beispiel statt
F(x)= } f(n)

asnsx

CF(x)=Yf(n), SB(Y):a<n<x

und analog bei mehrfachen Summen geschrieben. Ganz entsprechend werden
mit IB (f;) die Integrationsbedingungen des Integrals f; bezeichnet. Es kommen
auch mehrfache Integrale iiber mehrfache Summen vor. Dabei werden die Inte-
grationsbedingungen nicht gesondert angegeben, da sie aus den Summations-
bedingungen ersichtlich sein werden. Ein Strich am Summenzeichen bedeutet, daf die

stets
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Glieder, bei denen ein Summationsbuchstabe gleich 0 wird, mit dem Faktor 1 belegt

werden. Ein zweiter Strich am Summenzeichen bedeutet, daB die Glieder, bei denen
zwei Summationsbuchstaben einander gleich werden, ebenfalls mit dem Faktor }

belegt werden.
2. VORBEREITUNG DER ABSCHATZUNG

Hilfssatz 1. Mit den Bezeichnungen von §t und mit y(x) = x — [x] — % gilt fiir
n=3 k=2

(6) Ry (%) = VX" + A (x) + O(x= D)
@ Do) = =2 T((x ~ A, ),

X — An—Z

SB(}):0<sdisds<...2df_, < >

Beweis. Mit den in §1 getroffenen Vereinbarungen ist

R, (x) =2"Y'1=2"n1Y] 1 + O(x"~2/%),

Ap<x

SB(}1):4,£x, 0Za,£a, < ...

AN
AN

a, .

Fihrt man die Summation dber a, aus, so wird

Rin(x) =2"n! Y l[(x — A= )] + 1 — a,—y} + O(x""2/),
X — An~2

SB(},):0<di<ds=..<df_, < 5

und mit der Bezeichnung (7)
Rk,n(X) = 2" n!jzg’ 1dt, + Ak!n(x) + O(x(n——Z)/k)’

IIA
IIA
IIA
S
IIA

SB(}3):Ay—y + 5 <x, 0=al <db

Bei Ausfithrung der Summation iiber a,_, erhidlt man
Ry(x) = 2 n!JZZ{[(x Ay = ] 43— ay_y) diy +

+2 n!fZ’s’{[tn] +3 = o} dh, + 4,(x) + O(x"2),

x — A,-
SB(Y,):0=dfsdf<...<4df,, —2—"2<t§§x—A,,;2—aﬁ_2,
. k k k e X — Au_y
SB(ZS>'0§31§‘12§ éanwzét"§—~2"—

59



Fiihrt man wieder die Funktion y(y) an Stelle von [ y] ein, so ergibt sich
&A@:zﬁﬂ[Zﬂdgﬂdg—?nqéﬂﬂﬁ—Arz—ﬁWﬁ_

= 2"n! f SUy(t,) dt, + A (x) + O(x" D),

SB(ZG):An—Z + t:_l + t::éx, Oéa';

IA
IIA
A

k k k
a3 An—2 = tn—l _S_ lk-

Das Integral iiber ¥(y) liefert die Fourier-Entwicklung des zweiten Bernoullischen
Polynoms und somit eine beziiglich x beschrinkte Funktion. Fiihrt man das In-
tegral tiber 25 aus bzw. integriert man {iber 24 partiell, so verbleibt eine Summe iiber
ay, a,, ..., 4,-,, die folglich einen GréBenordnungsanteil von x~2"* liefert. Daher

ist

Ri(x) =2 n!f Setdt,_, di, + 4 (x) + O(x""D),
Analog wird weiter verfahren, so dall man vor dem letzten Schritt

Ry (x) = 2" n!f. . .fz; 1dt, dty ... dt, + 4 (x) + O(x"~ D),

SB(},):af+d5+d+...+665x, 05, S0, St

IIA

erhilt. Nach Summation iiber a, ergibt sich

&@ﬁﬂ%{mfm—é—%—m—@WMN@m%+
1

+ 2" n!f. . f [1:] dt, dts ... dt, + 4, (x) + O(x D),
2

k k
x—th—th— ..t
IB(I...I):t§+t’§+...+tﬁ§x, 3 2" "<,
1
k k k
— k-t
IB(f...J):t’;gx 5 ; t, 02, S35,
2

Ry (x) =2 n!j. . J dty dty ... dt, + 4 (%) + O(x"~ D)
3

IB(J‘..,J‘):t'{+t'§+...+tﬁ§x, 0, =21,
3

Rin(X) = VX + Ay o(%) + O(x"= 2R,

IIA

CE

n >

< ¢



Zur Abschitzung des Restgliedes (7) wird es erforderlich, die auftretende Summe
zu zerlegen. Mit x!1= 1% £ y < x/n wird gesetzt:

Aax) = AAx )+ 40(x, ),
(8) A%, y) = =2"n! Y ((x — 4,-0)'),
SB(Y,):y<disdi<..<d, g’f:_zi":i,
©) AR %, y) = =2"n! 30((x = 4,-)'"),
SB(Y,):0<d] Sd5 < -§aﬁ-1§x*;"—2, af <y

3. ABSCHATZUNG VON 4{!)(x, »)

Die Abschidtzung wird mit der van der Corput-Vinogradovschen Methode vorge-
nommen. Dazu benéstige ich die folgenden Lemmata von VINOGRADOV [4]:

Lemma 1. Es durchlaufe n eine Menge G von natiirlichen Zahlen unter der
Voraussetzung

Y1l<ow.
neG

Es sei y(x) = x — [x] — %. Dann gilt mit geeignetem s > s,

Z(:;lﬁ(f(n)) =0o(¢™! ZGI) + 0 < ilmin <% , vfi1> [ Zsezmﬂ")l) )

Lemma 2., Es werde vorausgesetzt:
(A O<b-a<U 1JA<f(x) <1dla<x<b), 1 <A<U H>0,
(B) o(x) < H, o(x) stiickweise monoton.

Dann gilt

T o(n) e — (5‘;) + O(H J4) + O(H log (U + 1))

a<nsb

Lemma 3. Es sei die Voraussetzung (A) von Lemma 2 erfiillt. Ferner gelte:
(O) f"(x) < 1JAU fiir a < x £ b,
(D) H < o(x) < H, ¢'(x) < H|U, ¢"(x) < H|U fiir a < x < b.
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Mit den Bezeichnungen

f'(t,,) =n,

0 fir f'(g=0 (1)
T, = . 1 ) ..
min | /A, —————} fir f(g) %0 (1
(\/ 1f'(a) = [f(a)]] @ s
gilt dann
2mif(n) _ mijd ' () 2micrctm=nrn
a<§§b(p(n) ¢ P - S NIFA(S]| ¢ ¥

+ O(HT,) + O(HT;) + O(H log (U + 1)),

wobei die moglichen Glieder n = f'(a), f'(b) in der Summe den Faktor % erhalten.

Hilfssatz 2. Mit x'~'* < y < x/n ist

O(x"m= VK41 1og x) 4 Oy~ DIk 1x1-1/k g2 x) fir k= n
O(xn(n—l)lk(n+1) log x) fir k<mn.

) lSk,n(X’ y)D’

(11) Spa(X, ¥) = Ye(—=by(x — 4,-,)'%),

(10) A, y) = {

Beweis. Nach (8) und Lemma 1 ist

A0 )(x, y) = O(x""V/ke=1) 4 0( Y min (—]—, ¢
bi=1

s
s+1
b, b}

SB(Y,):y<ai<di<..=<adl_, §%¥2.
Fiir & < x < b wird S, ,(x, y) trivial zu
Sia(X, y) = O(x= 1)
abgeschitzt. Dann ist mit s > 0 und & < x
(12) A)(x, y) = O(x@=Dike=1) 4 O(x0~ DIK(Ex~ 1K)

/1o
+o ¥ min(—, =[S ).
(blkZ:éx ' (b1 bs1+ 1) I ks (x y)l>

Die Abschitzung der Summe (11) und damit von (12) erfolgt in zwei Haupt-
schritten. Der erste Hauptschritt wird mit Hilfe von Lemma 3 durchgefiihrt, der
zweite Hauptschritt zerfallt in n — 2 gleichartige Teilschritte in einer vereinfachten
Anwendung von Lemma 3.
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1. Hauptschritt:

Sial: ¥) = oY ae(—bi(x — A, — ay_ )" + o(x"" D,

x — An——Z

IIA

SB (23) : a:—z < a:‘,_l

[\S]

(13) Siux, ) = Y3 ads + Yof e —by(x — A,y — ay_()'*) + O(x""274),

SB(Y4): 2% < 2% < X~ Az

>

k
2an—2

SB (ZS) :2v_lan”2 < ay—1 é 2van—2 3

— 1/k
SB(Ye):2%a,., < a,_, < <§%> ’

N = log
log 2 a,_,

rzmmme

Das kann in der gleichen Rechnung geschehen. Mit den Bezeichnungen von Lemma 3
werden die Voraussetzungen (A) und (C) zunichst tiberpriift: In ) s ist

b—a= 2V_1an_2

und in )

N
b—aézan~27

so daB man mit v < N + 1
27la, ,=U

setzen kann. Ferner ist
1) = b= As — P8,
11 byt i(x — Ay, — )12,
(6 = bk —1)(x = Ay_2) #77(x = Ay_p — )72,
P = bk = 1) (x = Ay_g) s — Apy — BYES
Atk =2 (x = A,-0) + (k + 1) 11

I

Aus
170) = 0(by (20,2 ~?)
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folgt, daBl man

A =ix1—1/k(2van’2)2~k
bl
Vi k - :
setzen kann. Wegen 5* < x ist A > 1, und wegen 2 ka:—g zadi>yzx!T ist
A < U?. Damit ist die Voraussetzung (A) erfiillt: Auch die Voraussetzung (C) ist

erfiillt, da
1

f///(t) < blxl/k"l(Zva,,,z)k—s = 25_
In Lemma 3 ist qa(t) =1,H = 1. Aus f/(sz) = by errechnet sich t,, zu
tbz = b;/(k_l)B;I/k(x - AH—Z)I/k .
" Damit ist
f(tbz) — byty, = "‘Bé—l/k(x - An—-2)1/k ’
I'(t,) = (k 1) bfz(blbz)(k—z)/(k‘” By H(x — 4,-5)7 V.
Fiir die Summationsgrenzen bendtigt man
f’(2"an_2) = b1(2van‘2)k_l (x — Ap-2 = 2Vka":—2)1/k_1 .

Die in Lemma 3 vorkommende GréBe T, mit ¢ = 2", ist durch

1

1 1
14) T, = = min |— x'2~1?X2q, _, 1-k/2
(14) T, =R, = min {\/b x (2%a,-») If’(2”an-z) _ [f’(zvan—fl)]l}

gegeben.
In Anwendung von Lemma 3 stellt sich schlieBlich (13) in folgender Gestalt dar:

ni/d )
(15) Sk,n(xa .V) = :/%E—_EEI—)ZZZ;(Z,II,Z)(Z-D/Z("‘I) 32_1/2—1/2"(): - An—z)I/Zk .

o= BLTVHx — 4, 5)H) 4 TS,0(R,) + O(x P log? x) ,
SB (27) : bla’,j:§(x — A, — a;’:—z)llk_l £b,£hy,

1/k
SB(Ys):22 < <f> :
y

X — An-—3

k
" Dk 1'

A

SB(Yo):y<ai<a;<..<ai,

Zur Abschitzung der noch verbleibenden Summe iiber O(R,) kann man zunachst
die Summe

x — A,
ZIOO(Rv) H SB(ZIO) : aﬁ—S < a:—z é 2("+—l)k+—31
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in O(b,) Teilsummen zerlegen, wobei in jeder Teilsumme
4,3 <m<g)sm+1,
g(t) = by (27 (x — A,_5 — (2% + 1) )t

ist. Jede derartige Teilsumme ist nach (14)

1 1
0 x1/2—1/2k 2van_ 1-k/2 + ol— ~1 -1 a,. ,
(o) 0 27 e

wobei in der Summe y von 1 bis O(g'~'(a,-;)) lauft, und daher

ol 1 xM2=12K(vg 1ok 4o 1 /x 1—l/kaz""logx
Jn b las)

Folglich ist

TuYs0(R) =
- TS {owo XU, IR 1 0 ((—)’ @2 ~}log )} ,

2vk

SBY )y <di<ads<..<dis<x
und

Ye)0O(R,) = X1 {0(J(b)) x*212*q "X Jog x) + O(x'~*al-%log x)} .
Wegen b5 < x, a*_, < x ist
Ys>oO(R,) = ¥y, 0(x' " *al =k log x) =

_ oy VkmIxtmlUkog x) fiir k Zn
O(x™= 2k [og? x) fir k<n.

Hiermit ergibt sich fir (15)

em‘/4b1
k= 1)

Ceo(—BL M (x — A,_0)') + {

(16) Sk,n(xa y) — ZZZ;(blbz)(Z—k)/Z(k-I) B2—1/2—1/2k(x _ An_z)lllk .

O(yn=Dk-1x1=1kjog x) fir k=n
O(x"~ 2 Jog? x) fiir k<n.
2. Hauptschritt:

Wie schon erwihnt, zerfillt der zweite Hauptschritt in n — 2 Teilschritte gleicher
Art. Wieder kommt Lemma 3 in Anwendung, aber gegeniiber dem ersten Haupt-
schritt in vereinfachter Form. Es eriibrigt sich, die in Rede stehende Summe noch in
Teilsummen aufzuspalten, und fiir T, wird die einfache Abschitzung T, = O(,/4)
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benutzt. Bei einem solchen Teilschritt hat man von folgender Entwicklung aus-
zugehen:

ni(&—l)/4b
(17) Sk,n(xs y) = ¢ !

(k — 1)e=Dr2
. B—1/2-(v—1)/2k'(x _ An_v)(v—-l)lzk e(___B:—llk(x _ An_v)llk) +

O(y"~DE=1xt=1kjog x) firr k2 n
O(x(”_z)/k logz x)"‘. fir k<n s

212233(b1b2 e bv)(z_k)/Z(k—1) )

v=23,..,n—1,n,

SB(Y,):y<dj <dy <..<ai, < X = Ayt

n=v = )

v+1
SB(Y1s) : By-{¥akZi(x — Ao, —ak_ )< b, b, £...S by

Fiirv = nentfallt },,, und esist 4, = 0, a§ = y zu setzen. Fiir v = 2 ist (16) in (17)
enthalten. Nun kann (17) fiir beliebige v durch Induktion bestiitigt werden. Zunichst

wird in der Summe ), die Summe iiber a,., abgespalten und mit der Summe i3
vertauscht:

ni(v—1)/4
(18) S (%, y) = — by

(k — 1)(v—1)/2
. ZIG(X - An—v—l - as_v)(v—l)/ﬂt e(_Bi—l/k(x - An—v—l - a,):—-v)llk) +
{O(y("“l)/"‘lxl_”" logx) fir kzn

Y14y is(byb, ... b)@R/2A=D  priz=GoDIk,

O(x("‘z)”‘ log? x) fir k<n,
x — A, _
SB cy<adi<adb <..<ad_, < ikt
(214) y 1 2 1 vt 2
SB(ZIS) :B::lllka:::—l(x - An-v-—l - 2a’ri'-v—l S é bv é bv-l § . é bl )

PO D( — 4, )
SB(Y.j6) 1 ah-y-1 < ar_, £ B, + bY&D

Jetzt wird auf ) ;4 Lemma 3 angewandt. In der Bezeichnungsweise von Lemma 3
ist hier:

J0) = =BET s = Ay = B ) = (5 = Ay — BT,
4= Bt/k‘l(x - An—v-—l)l/k: U = (X - An—v—l)l/k H H= (X - An—v~1)”2k'
Aus f'(t;,, ) = b,4y folgt

1/(k—1 —-1/k 1/k
tbv+1 = bvfi-(l )Bv+{ (x - An—v-l) ! >

x

66



f(tbv+1) - bv+1tbv+1 = _B\lz;ll/k(x - An—v-—l)”kn
f"(tbvﬂ) (k - I) b(k 2)/(k~ l)B—1B1+1/k(x - " v—l)—l/k’

~1)/2kpp—(v—1)/2k —-1)/2k
Olt,)) = BUTVIRBI O g ok,
Die Summationsgrenzen bestimmen sich zu

f’(an—v—l) = Bl I/k),: : l(x_An—v—-l — ayp- V- 1)1/" 1

K=1)(, _
f, (bv (x An—v-l)) = bv .

B, + B

Lemma 3 liefert jetzt sofort (17) mit v + 1 statt v.
AbschlieBend wird die fiir v = n in (17) noch verbleibende Summe trivial ab-
geschitzt:

Sen(X, y) = O(x=D2kpr=1r2) {O(y(n—l)/k—lxl—-l/k logx) fir k=n

O(x"~2* Jog? ) fir k<n.

Durch Einsetzen in (12) mit s = (n — 1)/2 wird

A 3) = O(=PIE=1) 4 QxR0 fog x)
Oy~ Di-Ix1=1klog x) fiir k= n
O(x("‘z)/k log? x) fir k<n.

Mit ¢ = x®~D/*=*D folgt daraus die Behauptung (10) des Hilfssatzes 2.

4. ABSCHATZUNG VON 4{)(x, »)

Die Abschitzung von 4{*)(x, v) beruht auf Hilfssatz 1, der Formel

F(u)F(v-!-l—i)

u-!—v+1—1
r( -

fiir Re (1) > 0, Re (v) > 1/k — 1 (Hilfssatz 3 aus [1]) und dem folgenden Lemma.

G

(19) J x(x — 7! Q//g")(t”k) dt =

Lemma 4. Fiir die Funktion Y(x) = x — [x] — % und die durch (2) definierten
Funktionen y$(x) gilt fiir y £ 3x

@) F - = e+ s w2 ).

x—-y<nk¥s<x
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CON W‘*’((x—nkr/k):r(i)r(v;1H) D o) +

v/k (V+1)/k
sy v
k F(‘ + 1)
k

Y - nk)"k)+o(x<v—1>/k(’yﬁ)1‘”")(v>1>.

x—y<nk<x
Bemerkung. Die Funktion —4y{*(x) stellt die Fourier-Entwicklung von y(x)
dar; so daB fiir nicht-ganzzahliges x die Entwicklung (20) mit v = 1 in (21) enthalten

ist.

Folgerung aus Lemma 4. Schétzt man die in (20) und (21) noch rechts vorkommen-
den Summen mit Hilfe von (3) ab, so gilt fiir x* ¥ < y < Ix

f@r(”;“l)
PELCEEVOE V(s +
) kf<k + 1>

‘o N1-1/k
+ O(x(v-n/k(l—1/k)+1/k—1y) + 0 (x(v—l)/k (f) )
y

(23)

Beweis von (20). Nach der Euler-Maclaurinschen Summenformel ist

£l = o) = it [ A= (e )

ne<y

p1/ie

_ (x - tk)l/k—l g1 t//(t) dt
0

SB(},):n*+m<x; n,m=20; n

IIA

y.

In der Summe Y, wird zundchst die Summation iiber n ausgefiihrt und das letzte
Integral durch partielle Integration abgeschétzt:

DX (s A D VIR e (U R Y (G A :

nk<y k<x—y x—-y<mksx

— Y((x — m")*)} + ﬁ)”k(x — M) dr + 0(1)
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x1/%

p1/k
— —(X _ y)l/k yllk +J (x_ tk)llkdt—J‘ (x~t")”"dt+
)]

(x—y)I/k

x1/k
+ [ (x — P11 =1 g(1) do +

o (x-y)i/k

+ 2 (- mH) + o)

x—y<mk<x

[ iy an s
o))

x—y<mKk<x

x| =

Bei Benutzung von (19) folgt daraus (20).

Beweis von (21). Nach (19) ist mit v > 1

e R I L GO LT

v/k
k  nkgy Jo

II/\

i

(x—y)irk
— 2(,, - ])f P2 Z, l.//((x — nk)l/k) dt —
' 0 nk<y
(J’ nk)l/k

20— 1)y (x — 0 — ()0 DRL gLy () dy

nk<y

Fiir die Summe unter dem ersten Integral wird (20) eingesetzt, und die zweite Summe
wird durch partielle Integration des Integrals abgeschitzt.

(x~ y)i/k
YA = o) [ e = o -

nk=<y

= Yiv((x - ¢ — M) 1 0 <<§>HM>} dt + O(x~ D),

SBY4):x —y =t <mhsx— 1.

Durch Vertausch von Integration und 24 ergibt sich

g — ity = L f (x — )OO YR dr +
nksy

1-1/k Ay — 1 y x — mk
o) )
y k y<mk=x-y Jgo x—y<mkx Jqo
y
+ Y f }(x—mk—t)("'”/""ltp(t”")dt.
y—mk

Durch Anwendung von (19) und partielle Integration ergibt sich (21).
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Hilfssatz 3. Mit y= x*, a > 1~ 1/k + &> 1 — 1]k ist

(24) A(Z)(x, y) Z 0(xv(v 1)/k(v+ 1)+ (n—v)xfk IOg .X) + O(x(n—-l)a/k)

fiirn > k,

(25) (2)(x’ y) — "an . l/,'('l/c,)‘(xllk) + Z O( v(v—1)/k(v+ 1)+ (n—v)a/k log x) +

+ O(xDafk=at1=1/k [og2 x) | Q(x(n=Dafkta=1+1/ky
firn < k.

Beweis. Nach (9) ist
{ A?ﬁi(x, }’) = —2"n! Zs t//((x - An—l)llk) s

X — An—?.
2

Ao y) = =2nt (Lo + 3 Y} vl = 4,

SB(}s):0<db <af<...

IIA

k o
n

a y=x,

lIA

k
1

1A

-1 , a

SB(Ye):0<at <ab<..<d, <

X = Ay-; & < x
—? 2: 3
2

SB}):x*<ds<af ... s =122

42w 0) = =20t (Fa= ¥ Ta+ T Tohdlls = Aue)™),

SB(Ys) : (x ~drP<disx"<digadi<.. . gd| éi:%;z,
SB(N):(x — abf <ab S ab 5. s db, s ST

Die Summe )’ wird mit Hilfssatz 2 abgeschitzt, der hier in der Form
(26) A%, y) = O(x"@=DM+1) jog x) 1 5, (x. )
mit

b=

benutzt wird. Verwendet man (26) mit n — 1 statt n und mit y = (x — a})%, so wird
Aia(e,y) = =20l {Fo = X Pl dl(x — A1) + *
aFs x>
+ (x(n-l)(n—-z)/kn+a/k) + (xa/kék n~1(x3 xa)) .
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Weiter ist

Aﬁz,z(x, y) =

T = Toku ¥ B FuoXuah ¥l = A
SB(Y.10) Hx = a'l‘)“ < at < x*,

SB(X11) x~at gty <atgdi <. gd < X Ay

SB(ZIZ):("— df —dy<di<sx<dig...gaf g2
Jetzt wird Y| mijt (26) abgeschitzt, indem man in (26) n durch n — 2 ersetzt und
y=(x—di - a$)* setzt. Es ergibt sich
A%, 3) = —27 ! (T + T TioLubvllx = Ap-0)'") +
+ Ox(n=D=2kn+alk) a;:;(x(n_z)("_ N/kB= 0+ 260k)

+ O(x* 8y u-1(x, X)) + O(x>*%5; ,—(x, x)) .
Ganz analog werden )", , und alle weiteren Summen behandelt, so da man

A y) = =2 n T v((x — 4,-)') +
+ni:0(x”(v‘ DAGED T (n=walk 1602 x) +n§ O(x =Mk 5, (x, x)

= v=2

erﬁélt.

Vergleicht man jetzt s mit ) 5, so sieht man, daB die Bedingung a* < x*vonv = 1
auf v = 2 verschoben wurde. Also verfihrt man mit Y, und mit den entsprechenden
folgenden Summen genauso wie mit ) 5 bis

(27) A(x, y) = =2"n! Y3 ¥((x — A, ) +
+"i10(xv(v—l)/k(v+1)+(n*v)a/k logz X) + O(xl—l/k+((n—1)/k'1)zx lOgZ x) R
v=2

SB(Y1s):ai Sdf <. S 4y S %

Fiir n > k wird Y., trivial abgeschitzt, und man erhilt (24). Fiir n 2 k wird 3 5
mit Hilfe von Lemma 4 entwickelt:

=2 nl Y Y((x ~ A=) ) = =2"n ¥ Yo Wy - A)) =

ak<x* akgxs ap-1kSx®

= =201 Y o Y Y ((x = Aym ) + O(xmDalkraz1y

kX% Gp-28Sx*

SB(Y 14) 1 (x — A,,)* < af_; £ x*.
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Wendet man auf ) ,, (22) an, so folgt

=2"n! Y Y((x — A,,_I)”k) =
—»tn Y Y B ((x — Ap_a)'¥) + OOk Fa=141/8) |

aik<x*  ap-k<x*

+ O(x(n—Z)a/k+(1—llk)(l—u)) )

Durch wiederholte Anwendung derselben SchluBweise und von (23) ergibt sich
(28) =2"n! Yas Y((x — Ap-)'*) = Ve Unp(x"7) +

+ O(x(n~2)oz/k+a—l+1/k) + O(x(n—l)a/k+(1—1/k)(1—a)).

(27) und (28) ergeben zusammen (25).

5. BEWEIS DES SATZES

Es ist ein optimales « in der Abschatzung von
Aen(x) = 4ix, y) + 45(x, 3)
anzugeben.
L n>k:
Nach (10) und (24) ist

Ay (%) = O(x"~ DK+ D og x) 4 O(x DKy
n—1

+ Z O(x\'(v—l)/’k(er D +{n—va/k logZ X) A
v=2

Mit o« = 1 — 1/n folgt daraus

Ay (x) = O(x" = DD Jog x)
IL n < k:
Nach (10) und (25) ist
A p(X) = Vi YiU(x*) +

n—1
+ O xv(v—l)/k(v+1)+(n—v)a/k lOgZ x) +
Sot )
+ O(xu(rl—l)/k(n+1) log x) + O(x(n—l)u/k—'zz+1—1/k 10g2 x) + O(x(ll—Z)a/k+a'—1+1/k) .

Bestimmt man o aus

1 1
——a—a+ 1 —-—-=—+ o,
k
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so wird
3k -5
o =
3(k—1)
und

n—1

—;—oc—oc-}-l— =(3n——4)k—5n+8.

1
k 3k(k — 1)

Firn £ kist

(3n—4)k—5n+8<n—1<1 l>'

3k(k——l) k k
Es ist
n—2a+“_1+l:(3n;5)k—5n+7 (Bn—4)k—5n+8
k 3k(k = 1) 3k(k — 1)
und
X@L:_l_)+(n_v)>‘§(3n“4)k—5n+8
k(v + 1) k 3k(k — 1)

fir2 <v<k—2 daBheiBtfiirn < k — 2. Fiirn = k, k — 1ist

n(n——])>(3n—4)k—5n+8
k(n + 1) 3k(k — 1) '

Und daraus folgt die Behauptung des Satzes.
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