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� � ����� �� � � !���� ��	� (Tn1)n<ω �� � � ��	����� 
�-������ 2������ � � �	�
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 �� ����������� ���
�	��

� ���
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� ��� �����
��

� 	��� ��� � � ����	� T �����
 �� ���������	 �� � � ������	� �� 
��
 ��
��������
� 7 T ��������	� �
 � ���	 (C, γ) " �	� C �
 � 
�� �� γ : C → TC �

� ��������� 7 �������	� ��	� �
� f : (C, γ) → (D, δ) �
 � �������� f : C → D

�� � �� δ◦f = Tf ◦γ� � � ������	� �� T ��������	�
 �� �������	� ��	� �
�

�
 ����� �� Coalg(T )� 8�*�� �"� T ��������	�
 (C, γ) �� (D, δ)� �"� 
����

c ∈ C �� d ∈ D �	� ����� �����
������� ���
������ �� � �� ��� �� �����!� �� �
��	� �
� �� �������	�
� ���� �� � �	� �(�
�
 (E, ε) ∈ Coalg(T )� f : (C, γ) → (E, ε)
�� g : (D, δ) → (E, ε) "�� f(c) = g(d)� )� Coalg(T )  �
 � !��� ��0��� (Z, ζ)
�� !C : (C, γ) → (Z, ζ) �� !D : (D, δ) → (Z, ζ) ����� � � ���-�� ��	� �
�

���� � � !��� ��0���� � �
 �
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�������	� (C, γ) ����� �	 "�� � 
���� c �
 � �	���

 �� ���� !C(c) ��
 �����
����

������� �	�	 
������� .�	 � 
��D ���
��	 TX = D×X� 8�*�� � �������	�
γ = 〈head, tail〉 : C → D×C � � �� �*���	 �� �� ������� c ∈ C �
 � � ��!���� ��
�
(head(c), head(tail(c)),
head(tail(tail(c))), . . .)� 7���	������ � � !��� �������	� (Dω, 〈head, tail〉) �
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 �	� �	�*�� �� � � 1!����	� ��	�4 �� � � 
������� ��	���
��� 
�-����� �� � � ���	����� ���������	 T �

��� ��� �����	
� ����	��

� � ��	����� 
�-����� ��� �� � ��� � �� �
 ���	�(������� � � !��� �������	��
� � �����"��� �!������  �
 ���� ����� �	�� �3$��

� � ���
��� 	������� �� T �
 �� �	���� ���(� 
�-����� �� 
��
 (Zn)
����� �	 "�� � ������ (pn

m)m≤n �� ��������
 pn
m : Zn → Zm ��	 ��� �	����


m ≤ n 
�� � ��

• Zn+1 = TZn �� pn+1
m+1 = Tpn

m ��	 ��� m ≤ n

• pn
n = idZn

�� pn
k = pm

k ◦ pn
m ��	 k ≤ m ≤ n�
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• � � ���� (Zn, (pn
m))m<n �
 �������� " ���*�	 n �
 � ����� �	�����

� ������ �� Zn �
 � � n���� ����������� �� T �� � � ����� 1 = {0} �� � �
����� ���	��� "� "	��� Zn = Tn1 �� � � 
�-���� )������*���� Tn1 	��	�
���

�� �*���	 " �� ��� �� ��
�	*� �� n 
���
� )�� ��	 �(����� TX = D×X� � ��
Tn1 ∼= Dn �������
 ��� ��
�
 �� ����� n�

:��� � �� �*�	� �������	� (C, γ) ��*�
 	�
� �� � ���� (C, (γn : C → Tn1))
�*�	 � � ��	����� 
�-�����;

��������� �	�	 )� (C, γ) ∈ Coalg(T )� �!�� γn : C → Tn1 �� �� Tγm ◦ γ� ��
n = m+ 1 �
 � 
����

�	 �	����� �� � � ���-�� ��� 
���
����� γm = pn

m ◦ γn

��	 ��� m < n� �� n �
 � ����� �	�����

,� "��� ����� �
� "�� ��� ��	� �	 ���������� � � �����"��� ��
�

���������� �	�	 �� n �� �� ���
����

�� �� f : (C, γ) → (D, δ) �� � ��������� �����
	�� ���� δn ◦ f = γn�

�� �� (C, γ) ∈ Coalg(T )� ���� pn+1
n ◦ T (γn) ◦ γ = γn�

� �������	���� �������

.�	 ����
�	����� �� ����*����� �� ��	 ����	 �*��������� "� �
��
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 � �� ����
��	����
 ��� �� 
����������� 	��	�
���� �
 
��
��
 �� Tn1� " �	� n �
 � � 	���
�� � � ��	�����

��� ����������	
� ���
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������ �	���
 � �� ���� ��	����
 �� !���� 	���� ����	�	��� �*�	 �������
�	�
�  �*� � ����	�� 	��	�
�������� �
 
��
��
 �� 
��� Tn1� " �	� n ∈ ω �
 �
!���� �	����� ,� 
��	� �� 	�����
��	��� <(����� $�� �� 
 �"� � �� � ��	����
�� 	��� n ��� �� 	��	�
���� �
 
��
�� �� Tn1�

2����
� TX = PX × PProp �
 �� <(����� $��� � �� T ��������	�
 �	�
�	���� ����
� " �� �
 " � "� �
� �	���
������� ���� ����� �� �
�	��� �	���
�	���
 �� T ��������	�
� ,� ����� � � �������� �� �	���
������� ���� ����� ��
ML� � �� �
� ML �
 � � ���
� 
�� ����	��� �� � � �	����	

ML 	 ϕ, ψ ::= ff | p | ϕ→ ψ | �ϕ

" �	� p ∈ Prop 	����
 �*�	 � � 
�� �� ������ �	���
�����
�
8�*�� � T ��������	� (C, γ)� � � 	����
�	 [[ϕ]] = [[ϕ]](C,γ) ⊆ C �� � ����

��	���� ϕ ∈ ML �
 � �� ������*��� �!�� ��
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• [[ff]] = ∅

• [[p]] = {c ∈ C | p ∈ π2 ◦ γ(c)}

• [[ϕ→ ψ]] = (C \ [[ϕ]]) ∪ [[ψ]]

• [[�ϕ]] = {c ∈ C | π1 ◦ γ(c) ⊆ [[ϕ]]}

� � ���������
 	���	 �
 ��*��� �� � ��� � �� � �
 �!������ �������
 "�� 
� � �
��� 
�������
 �� �	���
������� ���� ����� 1�� �� �%�4� 8�*�� � ��	����
ϕ ∈ ML� � � ���� �� ϕ� " �� 	��	�
���
 � � ��
���� ��� �� �����	���	
� �

� �� ��*�� ������*��� �� rank(ff) = 0� rank(ϕ→ ψ) = max{rank(ϕ), rank(ψ)}�
rank(p) = 1 ��	 p ∈ Prop� rank(�ϕ) = rank(ϕ) + 1�

2������������ � � 	��� ��� �� � ��� � �� � � �����	 �� �	��
����� 
���
� �
��	���� �������
 ����	������ ������ 7 
�����	 ��������� ������
 �� � � ���	�(�
�����
 Tn1 �� � � ���������	; "� � ��� �� �	������
 �� Tn1 �
 	��	�
������
�� �*���	 " �� ��� �� ��
�	*� �� n �	��
����� 
���
� � � �����"��� �	���
��
���� ����
 � �
 	�������
 �� �	���
�;

���������� �	�	 �����	� ϕ ∈ ML ��	 ���� n� ���� ���� ��
		 t ⊆ Tn1
	��� �� [[ϕ]](C,γ) = γ−1

n (t) ��� ��� (C, γ) ∈ Coalg(T )�

������ =� �������� �� � � 
�	����	� �� ��	����
; .�	 ϕ = ff �*������ [[ϕ]] =
γ−1
0 (∅)� .�	 � � ��
� ϕ = p ��	 p ∈ Prop ��� t = {({0}, {p})} ⊆ T1 1"� �

���

1 = {0}4� � �� [[p]] = γ−1
1 (t)� )� ϕ, ψ ∈ ML "�� rank(ϕ) = n, rank(ψ) = m�

��� k = max{n,m} �� �

��� � �� [[ϕ]] = γ−1
n (t)� [[ψ]] = γ−1

m (s)� .�	 u =
(T k1 \ (pk

n)−1(t)) ∪ (pk
m)−1(s) ⊆ T k1� � � ���� � �� (C, (γn)) �
 � ���� �*�	 � �

��	����� 
�-����� ������
 � �� [[ϕ→ ψ]] = γ−1
k (u)�

.�	 � � ��
� ����	�
���� ��
� ϕ = �ψ ���
��	 � � ���	����� �!�� ��

λ(X)(x) = {(x′, a) ∈ P(X) × P(Prop) | x′ ⊆ x}

" �	� X �
 � 
�� �� x ⊆ X� 7� ��
� ����������� 
 �"
� � �� "� ��� 	�� 	�
�
� � 
�������
 �� � � �����	���	 �
 [[�ψ]] = γ−1 ◦ λ(C)([[ψ]])� :�" �

��� � ��
ψ  �
 	��� n "�� [[ψ]] = γ−1

n (s)� >�� t = λ(Tn1)(s)� � �� [[�ψ]] = γ−1
n+1(t)

�����"
 �	�� � � ���� � �� λ : 2 → 2 ◦ T �
 � ����	�� �	��
��	������� " �	� 2
�����
 � � ����	�*�	���� ��"�	
�� ������	�

� �
 
 �"
� � �� ��	����
 �� 	��� n ��		�
��� �� 
��
��
 �� Tn1 �� � �
��	����� 
�-����� �� T � )� � � �	��� �� � � ���*� �	���
������ "� �
� � �
���� � �� ������ �	���
�����
 ��� �� 	��	�
���� �
 
��
��
 �� Tn1 �� � �� � �

�������
 �� � � �����	���	 ��� �� ��	������ �� ��	�
 �� � ����	�� �	��
��	���
���� 2 → 2 ◦ T � 2�� ����	�� �	��
��	������
 �	� ����� ����� �	������ �������

��  �*� ���� �
� �� � �����	 �� ��� �	
 ��%� �&� �� '� �� �
�	��� � � 
�����
���
 �� ���� �����
 �*�	 �������	�
� ,� � �
 ������ � "���� �� �(�����
 ��	
�	���	�	� ���������	
 �� "� ���
��	 ���� �����
� " �	� ������ �	���
�����

��� �� 	��	�
���� �
 
��
��
 �� T1 �� ���� ���	���	
 �	� ����	�	��� �
���
�	������ �������
� 
�� ��$��

��� ��	�
� ������
� ����� �	 ����
��

?����	 �����	�� ����� LTL 1
�� ��� �$�� $��4 �
 � �����	�� ����� �� �
�	���
�	���	���
 �� ��!���� 	��
 �� �	��	��
� ���� 
�	���
� ,� �
� T ��������	�
 ��	



� ������ ���� ��������	� ��� ��� 	������� BEHω(T ) +

TX = X × PProp� "�� Prop ��������� ��!����� �
 
�������
� � �
 �
 � 
��� �
�*������ �	�� � � 
����	 
�������
� " �� �
 ��*�� �� ��	�
 �� ��!���� 
��
-�����
 �� 
��
��
 �� Prop� 
�� <(����� $�$ ��	 �
��

���� � � �������� LTL
�� �����	 �����	�� ����� �
 � � ���
� 
�� ����	��� �� � � �	����	

LTL 	 ϕ, ψ ::= ff | p | ϕ→ ψ | ©ϕ | �ϕ

" �	� p ∈ Prop 	����
 �*�	 � � 
�� �� ������ �	���
�����
� ,� 	�� © �

@��(�A �� � �
 @��"��
A� 8�*�� � T ��������	� (C, γ)� "� �!�� � � 
�������

[[ϕ]] = [[ϕ]](C,γ) �� �� LTL���	���� ϕ ������*��� ��

• [[©ϕ]] = {c ∈ C | π1 ◦γ(c) ∈ [[ϕ]]} • [[�ϕ]] =
⋂

n<ω[[©nϕ]]

" �	� ©n 
���
 ��	 � 
�-����� �� n ©����	���	
 �� � � 
�������
 �� �������
���	���	
 �� ������ �	���
�����
 �
 �
 �� � � �	�*���
 �(������ )� ����	�
� ��
� � �	�*���
 �(������ ��� ��� ��	����
 ��� �� 	��	�
���� �
 
��
��
 �� 
���
���	�(����� Tn1;

������� �	�	 ?�� p ∈ Prop �� ϕ = �p� � �� � �	� �
 �� n < ω �� t ⊆ Tn1
"�� [[ϕ]](C,γ) = γ−1

n (t) ��	 ��� (C, γ) ∈ Coalg(T )�

,� ����  �"�*�	� 	��	�
��� �*�	� ��	���� �
 
��
�� �� Tω1 ∼= (PProp)ω;

���������� �	�	  �� ��� ϕ ∈ LTL ���� 
	 t ⊆ Tω1 	��� �� [[ϕ]](C,γ) =
γ−1

ω (t)�

������ ���
��	 (K,κ) = ((PProp)ω, 〈head, tail〉)� � ��K ∼= Tω1 �� [[ϕ]](C,γ) =
γ−1

ω ([[ϕ]](K,κ))�

:��� � ��� �� � � �	��� �� � � ���*� �	���
������ (K,κ) �
 �������� � � !���
T ��������	��

� �
�
� ��� ���
����	 ��� �� ������� Behω(T )

� � �	�*���
 
������  �
 
 �"�� � ��� ��	 �����
 ����	�	��� *�� �	������ �������
�
��	����
 �� !���� 	��� ��� �� 	��	�
���� �
 
��
��
 �� � � �������
 Tn1 �� T A

��	����� 
�-������ .�	 � � 	������	 �� � � �(��
������ "� ���� � 
���������
*��" �� ���� 
��
��
 �� � � Tn1 �
 	��	�
������ ��	����
 �� !���� 	���B � �

����"
 �
 ���
��	 �����
 ��	 �������	�
 �� �	�� ����	������ "�� ��� ������ �
���������� �� ��� ��	������	 
����(�

,� ����� "�� ���	������ � ������ �� �-��*������ �� 
����
� " �� 	�C���

� � ���� � �� �"� 
����
 ������ �� �
������
 � �� � �	������ �� !���� 	����

��������� �	�	 ?�� n �� �� �	���� �� 
����
� C = (C, γ),D = (D, δ) ∈
Coalg(T )� .�	 c ∈ C "� ���� γn(c) � � n!	�� �����
��� �� ��

$� �"� 
����
 (c, d) ∈ C ×D �	� ����� n!	�� ���
������ ����� �� c ∼n d�
�� γn(c) = δn(d)� ,� ���� c �� d ��
� 	�� ���
����� �� c ∼n d ��	 ���
n < ω�



� ������ ���� ��������	� ��� ��� 	������� BEHω(T ) %

�� � � 
�
���
 C �� D �	� n�
��� �-��*������ ����� �� C ∼n D� �� γn(C) =
δn(D)� � �� �	� ����� ��
� 	�� ���
������ ����� �� C ∼<ω D� ��
C ∼n D ��	 ��� n < ω�

D��	 � � �

������� � �� � � !��� �������	� �(�
�
� �"� 
����
 �� �������	�

�	� �� �*���	���� �-��*������ �� � �� �	� �����!� �� � � ���-�� ��	� �
� ����
� � !��� �������	�� 7
 
 �"� �� ���� � �
 �
 �-��*����� �� γn(x) = γn(y) ��	 ���
�	����
 n� .����� 
��� �-��*������� �
 ���	���� ���*�� 	�
�	���
 � � *������
�� � �
 �-������ �� ��
� �	����
� :��� � �� c, d �	� !���� 
��� �-��*����� �/
c ∼ω d� )� � � �����(� �� ���� ������ 1� �� �
� ��	 TX = PX × PProp4� !����

��� �-��*������ �
 1� 
��� � *�	������ ��4 � � ����� ��
��������� �� ����
����� �
 
���� �� �+��

� � ��(� �	���
����� ���	�!�
 �� � � 	�������
 �� ���"��� !���� 
��� �-��*�
������ �� �� �*���	�� �-��*������ �� 
����
 �� �������	�
;

���������� �	�	 �����	� (C, γ), (D, δ) ∈ Coalg(T ) ��� (c, d) ∈ C ×D�

�� "� c ��� d ��� �����
������� ���
�����# ��� ��� ��� ��
� 	�� ���
������

�� "� T 
	 ω!����		
���# ��� c ��� d ��� �����
������� ���
����� 
� ��� ����

� ��� ��� ��
� 	�� ���
������

������ � � !	
� ����� �
 �� ��
� ��������� � � 
���� ����� �����"
 �� ��	�����

�-����� ��������� 
�� ,�		��� �3$� �	 � ��	�� 3�5 �� ��3��

)� �	�	 �� ������ �� �(����� �� �"� 
����
� " �� �	� !���� 
��� �-��*������
��� ��� �� �*���	���� �-��*������ ��� � �	���	� ���
 �� ���
��	 � ������	�
" �� �
 ��� ω�����

�����

������� �	�	 ?�� TX = P(X) �� ���
��	 C = ω+2� γ(c) = ∪c� E�� 
 �"

�� �������� � �� c, d �	� n�
��� �-��*����� �� c∩n = d∩n�  ���� ω �� ω+1 �	�
!���� 
��� �-��*������ )� � �� "�	� �� �*���	���� �-��*������ ��� "��� ������
γω+1(ω) = γω+1(ω + 1)� " �� �
 ��� � � ��
��

, ��� !���� 
��� �-��*������ �� ω�
��� �-��*������ �!��
 � � 
��� ������
�� 
����
� ���� � �� ω�
��� �-��*������ �
 �� ����	�� �� ������ �� !���� 
���
�-��*������ ��	 
�
���
;

������� �	�	 ?�� TX = {a, b}×X� C � � !��� �������	� "�� ��		��	 {a, b}ω

�� D � � 
���������	� "�� ��		��	 {s · aω : s ∈ {a, b}∗}� � �� C �� D �	�
!���� 
��� �-��*������ ��� ��� ω�
��� �-��*������

)� � � ������	� Coalg(T )� ��	� �
�
 ��� ��
��� 
��� �� �	�
�	*� �� �*���	��
�-��*������� ,� ��" ���	���� � � ������	� Behω(T )� � � ��	� �
�
 �� " �� 
�	� ���� 	�-��	� �� �	�
�	*� !���� 
��� �-��*������� ������ � �� δω ◦ f = γω �/
δn ◦ f = γn ��	 ��� n < ω " ���*�	 (C, γ), (D, δ) ∈ Coalg(T ) �� f : C → D �

��� ���������

��������� �	� 
Behω(T )�	 � � ������	� Behω(T )  �
 T ��������	�
 �
 ��0���
�
��	� �
�
 f : (C, γ) → (D, δ) �� Behω(T ) �	� ��������
 f : C → D 
�� � ��
δω ◦ f = γω�



� ���� ��� ������	�����	� ����� �

����� �	�	 ����	��� �*�	� ��	� �
� �� �������	�
 f : (C, γ) → (D, δ) ∈
Coalg(T ) �
 ��
� � ��	� �
� f ∈ Behω(T )� ,�  ���� ������ � ������	��� ������

��� Coalg(T ) → Behω(T )� )� �	�	 �� �(����� � � 	�������
 �� �� Behω(T ) ��
Coalg(T ) ���
��	 � � �����"��� ������	��


c�Beh(T ) Beh(T )

c�Behω(T ) Behω(T )

" �� ���  �*� �������	�
 �
 ��0���
 �� ��	� �
�
 �
 �����"
� f : (C, γ) →
(D, δ) �
 � Beh(T )���	� �
� �/ γn(c) = δn(f(c)) ��	 ��� �	����
 n �� ���
c ∈ C� � � �!������
 �� c�Beh(T ) �� c�Behω(T ) �����" � � 
��� ���� ���
���� �����	���
 ���� �������; f : (C, γ) → (D, δ) �
 � c�Behω(T )���	� �
� �/
f �
 � Behω(T ×X)���	� �
� (C, 〈γ, v ◦ f〉) → (D, 〈δ, v〉) ��	 ��� X ∈ Set ��
v : D → X�

)� Coalg(T )  �
 ���	�� �������	�
 � �� c�Beh(T ) = Coalg(T )� )� T �
 !����	� 1���
ω�����

����4 � �� Behω(T ) = Beh(T ) �� c�Behω(T ) = c�Beh(T )� , �� �	 � �
���*�	
�  ��
� � �� �
� " �� �	 c�Behω(T ) = c�Beh(T ) ������
 � �� T �
 !����	�
�
 �� ���� -��
�����

,� ������� � � 
������ �� ���������� 
��� 
����� �	���	���
 �� Behω(T )� ���
�� " �� �	� ��
� �	�
��� �� Coalg(T );

���������� �	�	 �����	� U : Behω(T ) → Set 
	 �� �������� �������

�� Behω(T ) ↪→ Coalg(T ) ���	����	 ��� ��$��	 ��������	�

�� "�%��
�� ��� 	��%��
�� �����
	�	 ���� � �����
	�
�� 	�	�� ��� Behω(T )�
"� ���
�����# ����� �����
	� f ∈ Behω(T ) �����	 �	 f = m ◦ e &
� Um
����# Ue ��
�

������ � � ����� �� ���	����
 �
 ��������� �����	���� �����	�
�����
� ���
f : (C, γ) → (D, δ) �� � ��	� �
� �� Behω(T ) �� C e→ I

m→ D �� ��
 ��������
�����	�
����� �� Set� � ��
� h "�� e◦h = idI �� �!�� ι : I → TI �
 Te◦γ◦h�
7

����� ιn◦e = γn� "� *�	��� ιn+1◦e = Tιn◦ι◦e = γn+1◦h◦e = δn+1◦f◦h◦e =
δn+1 ◦ f = γn+1� 
 �"��� � �� e : (C, γ) → (I, ι) �
 � ��	� �
�� ��  ���� ��
�
m� ,�  �*� 
��� � �� �����	�
�����
 �(�
� �� Behω(T )� � � 	�������� ��������

�� � �����	�
����� 
�
��� 1
�� ���� �$�4 �	� ��
� �� � ����

 �
��� ��� !���
"�����
	�� #����

���
����� ����� �� �*���	
� � � !��� �������	� ����
 � ����	�� 	��� �����
��
��*�� � � ���-�� �������	� ��	� �
� !C : C → Z �	�� � �������	� C ���� � �
!��� �������	� Z� ��	 �*�	� ������� c �� 1� � ��		��	 ��4 C� "� ��� ���
��	 !C(c)
�
 � � �� �*���	 �� c� 2�����	��� !��� ��0���
 �� Behω(T ) 1��� F�!������ 3�&4
���
�
� �� � � !���� �� �*���	
� � �
 
������ 
 �"
� � �� Behω(T ) ��"��
  �




� ���� ��� ������	�����	� ����� '

� !��� ��0���� " �� ����	���
�
 � � ��������� ���� ���
�	������ �	�� �	����
����
 �� �������	�
�

��� ��	
� ������� �	 Behω(T )

7 !��� ��0��� �� Behω(T ) 
 ��� G	����
�H ��� n�
��� �� �*���	
� n < ω� 7���	�
������ � � ��		��	 �� � !��� ��0��� �� Behω(T ) "��� �� � 
��
�� �� Tω1�

������ � ��� ��*�� ��� 
�	����	� (C, γ)� "� "	��� γω ��	 � � ���-�� ��������
��� γω : C → Tω1� � �� �
� ��� ω�
��� �� �*���	
 �����	 �
 
��� γω(c) ��
Tω1� E� � � �� �	  ��� �� ���  ����� � �� ��� �*�	� ����� t ∈ Tω1 ��� ��
�	�
���� �
 t = γω(c) �� 
��� 
�	����	� (C, γ) �� 
��� c ∈ C� ���
��	
��	 �(����� � � !���� ��"�	
�� ������	 T = Pω� ,�		��� �3$� 
 �"
� � �� ��	
� � !��� T ��������	� (Z, ζ) � � ��	� �
� ζω : Z → Tω1 �
 1��0����*� ���4 ���

�	0����*��

9���� "� ���
�	��� � � ��		��	 �� � � �������	� !��� �� Behω(T ) �� ����������
��� t ∈ Tω1 " �� ��� �� G	����
�H �� 
��� 
�	����	�� ���� ��	 " �� � �	� �	�
(C, γ) ∈ Coalg(T ) �� c ∈ C 
�� � �� γω(c) = t� )� � �� 	�����
 �� !� ��
���	��	���� �������	� 
�	����	��

� 	��� ���� "� !( � � 
�� K �� G	����
����H �������
 t ∈ Tω1� " �� �
 ��*��
��

K = {t ∈ Tω1 | ∃(C, γ) ∈ Coalg(T ) � ∃c ∈ C � γω(c) = t}.
.�	 ��� k ∈ K� "� ��� ��" � ��
� (Ck, γk) ∈ Coalg(T ) �� ck ∈ Ck 
�� � ��
γk

ω(ck) = k� :��� � �� K �
 � 
��� " �� ������
 �
 �� ���
��	

(C, γ) =
∐

k∈K

(Ck, γk)

" �	� � � ���	���� �
 ����� �� Coalg(T )� F������� � � ���	���� ��0������

�� ink : Ck → C 1" �� � �� � � ���
�	������ �� ���	����
 �� Coalg(T ) �	� ��
�
���	���� ��0������
 �� � � ������	� �� 
��
4� "� �	� 	��� �� ����;

 ���� �	�	 γω ◦ ink(c) = γk
ω(c) ��� ��� k ∈ K ��� c ∈ Ck�

������ 2���� γk
ω �
 � � ���-�� �������� ��� ���� � � �������� ���� "�� *�	��(

Tω1� �� 
�I��
 �� �	�*� � �� γn ◦ ink(c) = γk
n(c) ��	 ��� n < ω� .�	 n = 0� � �
 �


��*���
� .�	 � � �������� 
��� "� ��������� γn+1 ◦ ink(c) = Tγn ◦ γ ◦ ink(c) =
Tγn ◦ T ink ◦ γk(c) = Tγk

n ◦ γk(c) = γk
n+1(c)�

,� ������ � � �����"��� �������� ��	����	�;

!�����" �	�	  �� ��� k ∈ K ���� ��
		 c ∈ C &
� γω(c) = k�

)� �� �	 "�	
� γω �����	
 � 	��� K �
 γω = m ◦ e� m ��0����*�� e 
�	0����*��



� ���� ��� ������	�����	� ����� $#

:�" ���
��	 � � ���	��

TTω1 TK
Tm

TC
Te

Tω1 Km

κ

o
C

e

γ

1$4

" �	� o �
 ��� ����
�� ��*�	
� �� e� ���� e ◦ o = idK � � � �(�
����� �� " �� �

���	����� �� e ����� � 
�	0������� ,� ���

κ = Te ◦ γ ◦ o.

:��� � �� κ : K → TK ����
 K ���� � T ��������	�� F������� � � �����
�	�0������
 �� pω

n : Tω1 → Tn1� "� ������

 ���� �	�	  �� ��� n < ω# κn = pω
n ◦m# ����� m = κω�

������ ,� �	���� �� �������� �� n� " �	� � � ��
� n = 0 �
 �*����� ,�
��������� κn+1 = Tκn ◦ κ = T (pω

n ◦m) ◦ Te ◦ γ ◦ o = Tpω
n ◦ T (m ◦ e) ◦ γ ◦ o =

Tpω
n◦Tγω◦γ◦o = Tγn◦γ◦o = γn+1◦o = pω

n+1◦γω◦o = pω
n+1◦m◦e◦o = pω

n+1◦m
��	 � � �������� 
���� �
 �
�	��

� � �	��� �� � � ���� � ��	�� �� � �
 
������ �
 ��" 
�	��� ���	"�	�

#$���� �	�	 Behω(T ) ��	 � ���� ��%���

������ ,� 
 �" � �� (K,κ)� �
 ���
�	���� ���*�� �
 !��� �� Behω(T )� ����
��� ��0��� (D, δ) ∈ Behω(T )� ���
��	 � � ������� δω : D → Tω1� " �� �

� � ���-�� �������� ��� ���"��� � � ����
 (D, (δn)n<ω) �� (Tω1, (pω

n)n<ω)�
=� ���
�	������� δω �����	
 �
 δω = m ◦ h " �	� m : K → Tω1 �
 �
 ���*�� =�
?���� 5�3

δω = κω ◦ h,
" �� ������
 � �� h �
 � Behω(T )���	� �
�� h �
 ���-�� 
���� κω �
 ��0����*��

:��� � �� !��� ��0���
 �� Behω(T ) �	� ��� ���	���� ���-���� �� �� Coalg(T )�
�
���	� �
�� )� ��
� � �� pω+1

ω : TTω1 → Tω1 �
 
�	0����*��� !��� ��0���
 ��
Behω(T ) �	�
� �
 (Tω1, θ) " �	� θ �
 � 	�� � ��*�	
� �� pω+1

ω �

!�����" �	�	 '		��� �� pω+1
ω 
	 	��%��
��� '� ��%�� 
	 ���� 
� Behω(T )


( 
 
	 
	������
� 
� Coalg(T ) � 	��� (Tω1, θ) &
� pω+1 ◦ θ = idT ω1

������ @��A; �� 
 �" � �� (Tω1, θ) �
 !���� �� 
�I��
 �� ��
�	*� � �� θω = idT ω1�
� �
 �����"
 �	�� θn = pω

n � n < ω� � � ������*� ��
� ����� θn+1 = T (θn) ◦ θ =
T (pω

n) ◦ θ = pω
n+1 ◦ pω+1

n ◦ θ = pω
n+1�

������ �� ��� ���� 	
� ��� ������� �� ���� ����� ���� ��� ������
� 
	 T = Pω� � ��������
�
�����
� 	
� pω+1

ω �
 �� ���������� �� ���� T ������ ��������� ������ 
	 ωop��������



� ���� ��� ������	�����	� ����� $$

@���� ��A; ?�� (C, γ) �� !��� �� Behω(T )� ���
��	 � !��� ��0��� (K,κ) �

���
�	���� �� � � �	��� �� � � � ��	��� ?�� f : (C, γ) → (K,κ) �� � � ���-��
��	� �
�� )� ��	������	� f �
 �
� �� κω ◦f = γω� 2���� κω �
 ��0����*�� γω �
 �

"���� 2����� �� >	���
����� $�51��4� γω = pω+1

ω ◦ T (γω) ◦ γ� γω �
 ��
� 
�	0����*��
 ���� �
�� :�" �!�� θ = T (γω) ◦ γ ◦ γ−1

ω �

,� ������� "�� � � �
���� ��
�	*����� � �� ��� t ∈ Tn1� n < ω� �	� 	����
�
�
 n�
��� �� �*���	
 �� � � !��� Behω(T )��������	�� ,� !	
� ���� � �� �*�	�
������� �� �� @���	�(�����A Tn1 �
 	����
� �� � �������	��

���������� �	�	 �� f �� ��� ����
�� 1 → T1 ��� (Cn, γn) = (Tn1, Tnf)�
���� γn

n = idCn �

7
 �� �������� ��	����	� "� ������ � �� � � ���
 κn �	� 
�	0������
;

!�����" �	�	 �����	� (K,κ) 
	 ���� 
� Behω(T ) ��� n < ω� ���� κn 
	 �
	��%��
���

������ ?�� (Cn, γn) �� ��*�� �
 �� � � ���*� �	���
������ )� x ∈ Tn1� "�
 �*� x = γn

n(x) = κn◦!(x)� " �	� ! : (Cn, γn) → (K,κ) �
 � � ��� ��*�� ��
!�������

��� ��� �
	�	��
� �����

?�� M �� � � ������	 P × PProp� Prop � ��������� ��!���� 
���

� � %�����%�� ����� 1
�� ��	 �(����� �5� %�4 ��	 � � ���� ����� ML �
 � �
M ��������	� (L, 〈λR, λV 〉)

L {Φ ⊆ ML : Φ �
 ��(������ ���
�
����}
λR : L→ PL Φ �→ {Ψ : ψ ∈ Ψ ⇒ �ψ ∈ Φ}
λV : L→ PProp Φ �→ Φ ∩ Prop

� � ��������� ���� �
 !��� �� � � ������	� ThML " ��  �
 M ��������	�
 �

��0���
 �� ��	� �
�
 f : (C, γ) → (D, δ) �	� ��������
 f : C → D 
�� � ��
��	 ��� c ∈ C� c �� f(c)  �*� � � 
��� ���� � ��	��

���������� �	&	 Behω(M) ∼= ThML�

������ ,�  �*� �� 
 �" � �� ��	 ��� �������	�
 (C, γ)� (D, δ) �� ��� ��������
f : C → D�

δω ◦ f(c) = γω(c) ⇔ Th(c) = Th(f(c)),

" �� �
 �-��*����� �� [∀n < ω � δn ◦ f(c) = γn(c)] ⇔ [∀n < ω � ∀ϕ ∈ ML �
rank(ϕ) = n ⇒ (c |= ϕ ⇔ f(c) |= ϕ)] " �� ��� �� 
 �"� �
��� �������� ��
n�

)� �����"
 � �� � � ��������� ���� �
 !��� �� Behω(M)� ,� 
 �" ��" � ���
���*�	
���� �*�	� !��� ��0��� �� Behω(M) 
���
!�
 � � 
������� �	�� ������
" �� �
 � � ���� �	���	�� �� � � ��������� �����



� ���	� �� ������ ���� ��� ���	� �� ���� ω $�

��������� �	'	 7 M ��������	� (L, λ) �
 ����� � ���	
!�����
��� ����� �� L �

� � 
�� �� ��(���� ���
�
���� 
��
 �� ��	����� ��

(L, λ),Φ |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ Φ. 1�4

��	 ��� Φ ∈ L�

� � ��������� ���� �
 -��
������������ )� ����� �� �
 >	���	�� (2) " �� 
����
 � � ��������� ���� �
����� 9����� ��� -��
����������� ���� ��� 
�	*�
� � 
��� ��	��
� �
 � � ��������� ����� � � �����"��� ��*�
 � 
����(��	�� � �	�
����	�
����� �� � � -��
����������� ����
� ��	��*�	� � � � ��	�� 
 �"
 � ��
� � -��
����������� ����
 �	� �	���
���6�� �� �
���	� �
� �� �������	�
6� �
!��� �������	�
 ���
�	���� �� � � �	�*���
 
��
�������

#$���� �	�(	 �����	� C 
	 � T !���������� ���� C 
	 ���� 
� Behω(T ) 
( C

	 Coalg(T )!
	������
� � � ���	
!�����
��� ������

������ .�	
�� �*�	� -��
����������� ���� �
 ��
��� 
��� �� �� !��� �� ThML ��
 ����� �� >	���
����� 5��� !��� �� Behω(M)� :�" 
����
� (C, γ) �
 !��� ��
Behω(T )� 2���� � � ��������� ���� (L, 〈λR, λV 〉) �
 ��
� !��� �� Behω(T )� � �
��� f : C → L� c �→ {ϕ ∈ ML | c |= ϕ} �
 � ��0������� ?�� γ′ = Tf−1 ◦ γ ◦ f−1�
� �� (C, γ) ∼= (L, γ′) ∈ Coalg(T )� )� 	�����
 �� 
 �" � � �	�� ����� ��	
(L, γ′); (L, γ′),Φ |= ϕ ⇔ (C, γ), f−1(Φ) |= ϕ ⇔ ϕ ∈ f(f−1(Φ)) ⇔ ϕ ∈
Φ�

2���� ��	 MX = PX × PProp � � �	�0������ pω+1
ω �
 ��
��� 
��� �� ��


�	0����*�� ��	����	� 5�& 
 �"
� � �� � � � ���� �� �	��
����� 	������� �� � -��
��
��������� ���� ��		�
���
 �� � � � ���� �� 	�� � ��*�	
� �� � � �	�0������
pω+1

ω �

!�����" �	��	 ����� 
	 � �!� �����	�������� ��&��� �� 	� �� ���	
!�����
���
�����	 ��� �� 	� �� �
�� 
����	�	 �� pω+1

ω �

$ %��
	� �& �
�
� '��( ��� %��
	� �& '��( ω

)� 2������ 3� "� ���	���� � ������ �� !���� 
��� �-��*������ ���"��� �������

�� �������	�
� � �
 
������ 
��	�
 � � ��*�
�������� �� �����
 " �
� ��	����

�	� ��*�	���� ���	 !���� 
��� �-��*������� 2���� "� � ��� "��� �� ������
��	
��*�
 �� � ��	������	 
����(� "� �

��� � �� � ����� L ��	 T ��������	�

��	��� ����
 "�� �� ����	�	������� �������� [[·]](C,γ) : L → P(C) ��	 �*�	�
T ��������	� (C, γ)� " �� ���
 � ��	���� ϕ ∈ L �� � � 
�� [[ϕ]] ⊆ C �� 
����

" �� 
���
�� ϕ�

��������� �	�	 7� ��	��� ���
� ��	 T ��������	�
 �
 � ���	 (L, [[·]]) " �	�

• L �
 � � 
�� �� ��	����
 ��

• [[·]] �
 � ������ �� �������
 [[·]](C,γ) : L → P(C)� ���(� �� � � T �
�������	�
�



� ���	� �� ������ ���� ��� ���	� �� ���� ω $3


�� � �� L  �
 1���

����4 ��������
 �� ���0�������
� " �� �	� ����	�	��� �

���������� �� ����	
������� 	�
�����*����

.�	 ϕ ∈ L �� t ⊆ Tn1� "� 
�� � �� t �����	��	 ϕ �/ [[ϕ]](C,γ) = γ−1
n (t) ��	

��� T ��������	�
 (C, γ)� )� � �
 ��
�� "� 
�� � �� ϕ  �
 	��� n�
(L, [[·]]) �
 �� ��
� ���� �/ �*�	� ϕ ∈ L  �
 !���� 	���� ,� 
�� � �� (L, [[·]])

 �
 ���� ω� �� �*�	� ϕ ∈ L  �
 	��� ω�

)� (C, γ) �
 � T ��������	�� c ∈ C �� ϕ ∈ L� "� ����� "	��� c |=(C,γ) ϕ ��	
c ∈ [[ϕ]](C,γ) �� 	�� � � 
��
�	���
 �� � �	� �
 �� ����	 �� �����
����

������� �	�	 >	���
������� ���� ����� �
 ��	 �	��� �(����� �� � ����� ��
!���� 	��� 1>	���
����� ��$4� 7 ����� �� !���� 	��� �
 ��
� �� 	��� ω� ?����	
�����	�� ����� �
 �� �(����� �� � ����� �� 	��� ω " �� �
 ��� �� !���� 	���
1<(����� ���4�

)� ��
� � �� � � !��� �������	� (Z, ζ) �(�
�
� "� ��� 	��	�
��� ��� ����� L
" �
� ��	����� �	� ��*�	���� ���	 �� �*���	�� �-��*������ �� [[·]](Z,ζ) : L →
PZ� � � [[·]](C,γ) ����� ���	���� �� [[·]](C,γ) = !−1

(C,γ) ◦ [[·]](Z,ζ) " �	� !(C,γ) :
(C, γ) → (Z, ζ) �
 ��*�� �� !������ �� Coalg(T )� 2�����	��� � ����� L �� 	��� ω
��� �� 	��	�
���� �� [[·]](K,κ);

���������� �	�	 �����	� (L, [[·]]) 
	 �� ���� ω ��� (K,κ) 
	 ���� 
� Behω(T )�
���� [[ϕ]](C,γ) =!−1

C ([[ϕ]](K,κ)) ��� ��� ϕ ∈ L ��� ��� T !���������	 (C, γ)# &����
!C : (C, γ) → (K,κ) 
	 �� ��
��� �����
	� �
��� �� ����
��

������ ?�� ϕ ∈ L� =� �

�������� � �	� �
 t ⊆ Tω1 
�� � �� [[ϕ]](C,γ) = γ−1
ω (t)

��	 ��� T ��������	�
 (C, γ)� 2���� !C �
 � ��	� �
� �� Behω(T )� "�  �*� γω =
κω◦!C � � �
 [[ϕ]](C,γ) = γ−1

ω (t) =!−1
C ◦ κ−1

ω (t) =!−1
C ([[ϕ]](K,κ))�

,� ������� � �� �����
 �� 	��� ω �	� �	���
��� � �
� �����
� " �
� ��	����

�	� ��*�	���� ���	 !���� 
��� �-��*������;

!�����" �	�	 ' ���
� 
	 �� ���� ω 
( 
	 �������	 ��� 
����
�� ����� ��
�
	�� ���
�������# 
���# 
( c ∼n d ⇒ (c |= ϕ ⇔ d |= ϕ) ��� ��� ϕ ∈ L#
(C, γ), (D, δ) ∈ Coalg(T )# c ∈ C# d ∈ D# n < ω�

������ .����"
 �	�� � � ���*� �	���
����� �� � � ��
�	*����� � ��� ��*�� T �
�������	�
 (C, γ), (D, δ) �� (c, d) ∈ C × D� "�  �*� c ∼ω d �/ !C(c) =!D(d)�
" �	� !C �� !D �	� � � ���-�� ��	� �
�
 ���� � � !��� ��0��� �� Behω(T )�

)� � � ����	�� ��
� �� 1��!����	�4 �����
 "� ����� � ����� ����� �(�	�

�*� ��
��� 
��
��
 �� � � !��� �������	� ��� �� �	�
���� �
 � � 
�������
 �� � ��	�����
)� ��	 �����(� � � �����"��� �(�	�

�*���

 �������� �
 
��������

��������� �	�	 ,� ���� � ����� L ��
� 	�� �����		
�� �/ ��	 ��� n < ω �� ���
t ⊆ Tn1 � �	� �
 ϕ ∈ L 
�� � �� t 	��	�
���
 ϕ�
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) *� *������� ����	� +� � %��
	

,�  �*� 
��� �� 2������ &� � �� �����
 L " �
� ��	����
 ϕ ∈ L �	� ��*�	����
���	 !���� 
��� �-��*������ ��� �� 	��	�
���� �� [[·]]K : L → PK " �	�
K = (K,κ) �
 � � !��� ��0��� �� Behω(T )� )� ����	��� ��� ��� ��� �(���� ��
� ����� �� !���� 	��� � �� ��� 
��
��
 �� K �	� �(�	�

���� �� � � ������ )� � �


������� "� 
��� �����
 �� ��	�
 �� � � �������� ����	��� �� � � 1���������

��4 � � ��	����� �� LB ���	�����	� ����	��� �� � � 	������� ���"��� ����� ��
�������� ��� �� ���� �� �$'� 3#�� .�	 � � 	�
� �� � � ����	� "� �

��� � ��
(L, [[·]]) �
 �� ��
�	��� ����� 1F�!������ &�$4�

��������� �	� 
#�����)��� τC�	 2����
� (C, γ) �
 � T ��������	�� � � ������
��� τC �� C �
 ����	��� �� � � ��
�
 {[[ϕ]](C,γ) | ϕ ∈ L}�

����� �	�	 2����
� f : (C, γ) → (D, δ) ∈ Behω(T )� )� L �
 �� 	��� ω�
� � 
�������
 �� ��	����� �
 
����� ���	 Behω(T )���	� �
�
 1��	����	� &�54�
 ���� f : (C, τC) → (D, τD) �
 ���������
� 2���� �*�	� ��	� �
� �� �������
�	�
 -����!�
 �
 � Behω(T )���	� �
�� "�  �*� � � ��� �� ������	
 Coalg(T ) →
Behω(T ) → Top� " �	� Top �
 � � ������	� �� ����������� 
����
�

=� �!������� �*�	� ��	���� �� � ����� �� !���� 	��� ��� �� 	��	�
���� �
 
��
��
t ⊆ Tn1 ��	 
��� n < ω� )� � � ���	�(�����
 Tn1 �	� !���� �� �
 ����	�� ��
�

��� � �� ��� 
��
��
 �� Tn1 ��� �� �(�	�

� �� � ��	����� � �� �
� � �� L
�
 !���� 
��� �(�	�

�*� 1��� F�!������ &�&4� 2���� � �
 �
 ��� � � ��
� �� ����	��
1
�� ��� �	���
������� ���� ����� �
 �� 2������ ��$4� "� ���	���� ���������

��
� �� � � ���	�(�����
 Tn1�

��������� �	� 
#�����)��� τω
C�	 .�	 n < ω� � � �������� τn �� Tn1 �
 ��*��

�� � � ��
�
 {t ⊆ Tn1 | ∃ϕ ∈ L �� 	��	�
���
 ϕ}� )� (C, γ) �
 � T ��������	�� � �
�������� τω

C �� C �
 ��*�� �� � � ��
�
 {γ−1
n (U) | U ∈ τn, n < ω}�

� � �������� �� � � ���	�(�����
 "��� ��� �� "�	� ��
 
��� �� �� "��� ���
��	� � � ���������� ��	� �
�
 pn

m : Tn1 → Tm1 ���� ���������
 ��������
;

����� �	�	 2����
� m ≤ n < ω �� t ⊆ Tn1 	��	�
���
 � ��	���� ϕ ��
L 1� �� �
� t �
 � ��
�� ���� �� (Tn1, τn)4� � �� (pn

m)−1(t) ��
� 	��	�
���
 ϕ�

 �"��� � �� pn

m �
 ���������
�

� � �����"��� ��
� �	���
����� �
 �
���� �� � �� �� ����"
 �� ������� � � �������
���
 τC *�� � � ���������
 �� � � ���	�(�����
 Tn1�

���������� �	�	 �� L �� � ���
� �� ��
� ���� ��� (C, γ) � ���������� ����
�� ������
�	 τω

C ��� τC ��
��
���

� � ���*�	
� �� � � �	���
����� ����  ��
 �� A �
 �������� =���	� "� ��	� ��
���������

 �

��
� "� �
��

 �� ����	���� 
������ ��
�;

��������� �	� 
!���� ���%� ������)"�	 )� ��
� � �� L �
 !���� 
��� �(�
�	�

�*�� � �� �
� �� ��
� � � ���������
 τn �	� �
�	���� "� ���� τω

C � � �����	

���� ���������



� ��� ������� ����	�� �� � ���	 $&

� � ��	�������� �
 ����*��� �� � � �����"��� �(������

������� �	�	 2����
� TX = 2 × X� " �	� 2 = {0, 1}� ���
��	 � � 1!���4
T ��������	� (C, γ) "�� C = 2ω = {f : ω → 2} �� γ(f) = (f(0), λn � f(n+1))�
� �� (C, τC) �
  ������	� �� �� � � �����	 �
��������� C 1��
� ���"� �

������ �	 
��� 
�� ���� �$$�4 *�� � � ������� 2ω → C� f �→

∑∞
i=0

2
3i+1 · f(i)�

����� �	&	 ?�� (C, γ) ∈ Coalg(T ) �� ���� ��	 c0, c1 ∈ C� dC(c0, c1) =
inf{2−n : ∀k < n � γk(c0) = γk(c1)}� � �� dC �
 � �
�������	����	�� �� C�
�� dC �
 � ���	����	�� �� γω : C → Tω1 �
 ��0����*�� � � �����	 
���� ��������
τC �������
 "�� � � �������� ����� �� dC � �
 
���� �� �3� 3���

)� � � 	������	 �� � � 
������ "� 	����� ����������� �� ������� ������
� 7��
�� � � 	�
���
 ����" �	� ���
�-�����
 �� � � �����"��� ��
�	*�����


• � � ��
�� ����
 �	� �	���
��� � � 
��
��
 �(�	�

���� �� 
����� ��	������

• � � ��
�� ����
 �	� ���
� ���	 ����������
 �� !���� �����
�

" �	� � � 
���� ����� �
 �� �� � � 	�-��	����� � �� ��	 �����
 �	� ���
� ���	
������� ���	���	
� 
�� F�!������ &�$�

,� 
 ��� ����� 	�-��	� ��	 ���������
 �� �� ������� �� 9��
�	/�� � �
	�������
 �� �� � �
� �	���	���
 �� ������� �

��
 �
 � � ������� �� � � �����"���
�	���
�����;������ � � �������� k |= ϕ ⇔ k ∈ [[ϕ]] �� Φ |= ϕ ⇔

⋂
{[[ϕ]] | ϕ ∈

Φ} ⊆ [[ϕ]]�

���������� �	'	 �����	� (K,κ) 
	 ���� 
� BehωT �

�� K 
	 )��	���( 
( ��� ��� �
	
�� k1, k2 
� K ���� 
	 ϕ ∈ L 	��� ��
k1 |= ϕ ��� k2 |= ¬ϕ�

�� K 
	 ������ 
( ��� ��� Φ ⊆ L# ϕ ∈ L &
� Φ |= ϕ ���� 
	 � ��
� 	��	�
Φ′ ⊆ Φ &
� Φ′ |= ϕ�

?�������� 
�������� K �
 9��
�	/ �/ L �
 �(�	�

�*� �� � � 
��
� � �� �*�	�
���	 �� �/�	��� 
����
 ��� �� 
���	��� �� � ��	����� � � ��
� �	���	�� 
��

� �� �� ϕ �
 � ���
�-����� �� � 
�� Φ �� ��	����
� � �	� �
 � !���� 
��
�� Φ′ ⊆ Φ

�� � �� Φ′ ��	��� ��	��
 � � *������ �� ϕ� .�	 !����	� �����
 "�� � 
���
�� �������� �(������
������ � �
 �
 ��"��
 � � ��
�� 
���� � �	��� �� ϕ �	��
Φ ��� ���� �
� !������ ���� �	���
�
� 2���� "� 
��� �����
 "�� ��� ������
��� ���������� �� � ��	������	 
����(� � �
 �	���	�� �
 ��� ���	������ ��
"�  �*� �� 	�-��	� �� ��	 � �����	 �� 	�
���
 �� � � 
�-����

� � �����"��� �	� ��
� ���
�-�����
 �� � � �!������ �� � � ���������
 �

����	��� �� � � 
�������
 �� ���� ��	����
�

���������� �	�(	 �� (C, γ) ∈ Coalg(T )� ' 	��	� �� C 
	 �������� �� � 	�
�� �������� 
( 
 
	 ���	�� &���� τC �

�� ��� �� ������� �� ��� 
��� �
��� ��� � ����� ����
���� ���� �� �
������� ������  �����
�
������ � ����� (X, τ) �� ���	
��� �� ∀x, y ∈ X � x �= y ⇒ ∃U, V ∈ τ � x ∈ U ∧ y ∈
V ∧ U ∩ V = ∅�



� ��� ������� ����	�� �� � ���	 $+

������ G ⇒ H� 
���� � 
�� �(�	�

���� �� � ��	���� �
 ���
� �� � � ����	
������
�� ���
� 
��
 �
 ���
�� G ⇐ H� 
���� � 
�� �
 ���
� ���� �� � �	� �	� ��
�� ����

Oi� i ∈ I� 
�� � �� S =

⋂
{C \Oi | i ∈ I} �� � � ���������� �� � ��
�� ����

�
 �(�	�

���� �� � ��	�����

���������� �	��	 �����	� (C, γ) ∈ Coalg(T ) ��� (C, τC) ������� ���� �
	��	� S ⊆ C 
	 �����		
��� �� � 	
���� ������� 
� L 
( S 
	 �������

������ G ⇒ H �
 �������� � .�	 G ⇐ H� ��� S �� ������� 2���� S �
 ����� � �	�
�	� ��
�� ����
 Oi� i ∈ I� 
�� � �� S =

⋃
{Oi |∈ I}� S �
 �������� 
���� S �


���
� �� C �
 �������� 9���� � �	� �
 � !���� 
����*�	� 2���� � � ��
�� ����

�	� ���
� ���	 !���� �����
� S �
 � ��
�� �����

.	�� � ������� ����� �� *��"� ���������

 ��		�
���
 �� !������

 �� �	���

�� �
 � �	���	� ��� �� �

�� ��	 !����	� �����
� " ��  �*� � 
��� �� ��������
�(������
������ 9�"�*�	� � �	� �	� ����
 " �� �	� ��� �������;

������� �	��	 ?�� TX = D×X �� ���
��	 � � !��� �������	� (Z, ζ) ��*��
�� Z = Dω�

$� (Z, ζ) �
 ������� �� � � �����	 
���� �������� �/ D �
 !�����

�� 2����
� D = {a, b}� � �� �(�����
 �� ����������� �������	�
 �	� ��*��
�� � � ��		��	
 Z \ {bω} �� {s · aω : s ∈ {a, b}∗} 1�� �� �	����� � �

�	����	� �	�� ζ4�

������� �	��	 ?�� TX = {a, b} × X + 1 �� ���
��	 � � !��� �������	�
(Z, ζ) "�� Z = {a, b}∗ ∪ {a, b}ω� � �� Z �
 ������� �� � � �����	 
����
�������� 1
���� � � ����� �� ������� 9��
�	/ 
����
 �
 ������� 9��
�	/� 
��
�&�� 3���$34 �� {a, b}∗ �
 ��� �������� � � �������� �� Z �
 �
 �����"
� 7 
��
��
�� Z �
 ���� �/ �� �
 � 
��
�� �� {a, b}∗ �	 �� � � ��	� V · ({a, b}∗ + {a, b}ω) ��	

��� V ⊆ {a, b}∗� )� ��	������	� �*�	� ���� ��*�	 �� {a, b}ω ��
� ��*�	
 {a, b}∗�

7��� �	 �(����� �
 ��*�� �� TX = Pω(X) ��	 " �� � � !��� T ��������	� �

��� �������� � �
 ��� ��
� ��
��� �� 
��� �
��� � � ��(� �	���
������ 8�*�� �
����� L ��	 T � "� ���� � T ��������	� (C, γ) ���
����� ������� �� �*�	� 
��� " �� 
�
 !������ 
���
!���� �� (C, γ) 1� �� �
� ��	 �*�	� !���� 
��
�� Φ′ ⊆ Φ � �	� �(�
�

c ∈ C 
�� � �� c |= Φ′4 �
 
���
!���� �� (C, γ) 1���� � �	� �(�
�
 c ∈ C 
�� � ��
c |= Φ4� ,� �	� ��" 	��� �� �	�*�

���������� �	��	 �� (C, γ) ∈ Coalg(T ) ��� L � ���
� ��� T � ���� (C, γ) 
	
���
����� ������ 
( (C, τC) 
	 � ������ ������
��� 	�����

������ ,� �
� � �� C �
 ������� �/ �*�	� 
�� S ⊆ P(C) �� ���
� 
��
��
 � ��
 �
 � � !���� ����	
������ �	���	���  �
 ��������� ����	
�������

7

��� � �� (C, γ) �
 ��������� ������� �� � �� S ⊆ P(C) �
 � 
�� �� ���
� 
��

 �*��� � � !���� ����	
������ �	���	��� <*�	� 
�� S ∈ S �
 �!����� �� 
���
ΦS ⊆ L 1>	���
����� +�$#4� )� �����"
 �	�� S  �*��� � � !���� ����	
������

�S ��� ��� ���� �����	������ �������� ��
⋂ S′ �� �
������� 	
� ��� ����� S′ ⊆ S�



 	����	����� ��� ���	� �� ���� ω $%

�	���	�� � ��
⋃
{ΦS | S ∈ S} �
 !������ 
���
!���� ��  ���� 
���
!����� � ��

�
� � �	� �(�
�
 c ∈ C 
�� � �� c |=
⋃
{ΦS | S ∈ S} " �� ������
 c ∈

⋂
S�

:�" �

��� (C, τC) �
 ������������� ������� �� ���
��	 � 
�� Φ ⊆ L " �� 
�
 !������ 
���
!����� 2���� [[ϕ]] ⊆ C �
 ���
� �� >	���
����� +�$#� � � 
��
{[[ϕ]] : ϕ ∈ Φ} �
 � 
�� �� ���
� 
��
  �*��� � � !���� ����	
������ �	���	��� =�
���������

 �� (C, τC)� � �	� �(��
 c ∈

⋂
{[[ϕ]] | ϕ ∈ Φ}� � �� �
� c |= Φ�

������� �	��	 .�	 !������ �	��� ��� �	���� 
�	����	�
� ��� T = Pω� �� �
 ���
�I���� �� "	��� �"� ��	����� ϕn " �� ��	�� ��� ����� 
���
����� ϕn ��  �*�
�� ���
� n 
����

�	
� � � 
�� Φ = {ϕn | n < ω} �
 � �� !������ 
���
!����� ���
��� 
���
!���� �� � Pω��������	��

, �����	���� &�� %��
	� �& '��( ω

)� 1
����	4 ���� ������ ���������

 �
 ��� �� �

��� 
���� �� �
 �� �	��� �	��
� � ���������

 �� !	
� �	�	 ����� *�� *�� =��� ��A
 
����	 �	��
������
��'� 5�� 8���	���
��� �� �������	�
� � � 
����	 �	��
������ �
 �� �����	 �*����
����� ��	��*�	� ���������

 ����
 ��	 �(����� �� � � ��
� �� ������!���� �	����
����
 1���� T = Pω� ��� <(����� +�$&4� 9���� "� �	� 	�"� �� ��*�
������

�I����� �� ����

�	� ��������
 ��	 � � ���������

 � ��	�� ��  ���

,� 
�� � �� � 
�� Φ ⊆ L �
 	�
	������ �� � �	� �(�
�
 � T ��������	� (C, γ)

�� � �� Φ �
 
���
!���� �� (C, γ)� ,� ���� Φ ��
��� 	�
	������ �� �*�	� !����

��
�� �� Φ �
 
���
!����� .������� � ����� L �
 ������� �� �*�	� !������ 
���
!����

�� �� ��	����
 �
 
���
!����� D
��� � �
 ��	��������� "� �	� �� � � ��
����� ��
�	�
��� � � !	
� *�	
��� �� � � ���������

 � ��	���

#$���� �	�	 �����	� L 
	 �� ���� ω� ���� L 
	 ������ 
( Behω(T ) ��	 �
������ ���� ��%���

������ @���� ��A; =� � ��	�� 5�5 � �	� �(�
�
 � !��� ��0��� (K,κ) ∈ Behω(T )�
,� 
 �" � �� (K,κ) �
 ��������� �������� �	�� " �� � � 	�
��� � �� �����"

�� >	���
����� +�$5� 2� 
����
� Φ ⊆ L �
 !������ 
���
!���� �� (K,κ)� =�
���������

� Φ �
 
���
!����� 9���� � �	� �
 (C, γ) �� c ∈ C 
�� � �� c |=γ Φ�
2���� (K,κ) �
 !��� �� Behω(T )� � �	� �
 � ������� u : (C, γ) → (K,κ) ∈
Behω(T )� =� �!������ �� ��	� �
�
 �� Behω(T )� "� ������ u(c) |=κ Φ� 9����
Φ �
 
���
!���� �� (K,κ)�

@��A; ?�� (K,κ) �� ������� �� !��� �� Behω(T ) �� 
����
� Φ ⊆ L �
 !������

���
!����� � �� J �� !������ �� �� �!������ �� ��	� �
�
 �� Behω(T ) J Φ
�
 !������ 
���
!���� �� (K,κ)�  ���� 
���
!���� �� (K,κ) �� ���������

 ��
>	���
����� +�$5�

,� ��" �	���� �� � �	����	�
� � �
� ���������	
 T ��	 " �� Behω(T )  �

� ������� !��� ��0���� �����	���� � � �����
� "� ��� �� ����
� � � �����"���

!�������� �	�	 � � ���������
 τn �	� ������� �� 9��
�	/�



 	����	����� ��� ���	� �� ���� ω $�

?��������� �������� %�� ����
 � �� L ��� 
���	��� �
����� ω�
��� �� �*���	

�� � �� �*�	� �	���	�� � �� �
 
����������� ������ �� � 
�� �� ��	����
 �

��	��� ������ �� � !���� 
��
��� 
�� >	���
����� +�'�

)� "��� ��	� ��� � �� Behω(T )  �
 � ������� !��� ��0��� �/ T "����� �	��

�	*�
 � � ����� �� ��
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