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COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES.
APPLICATION A L'’ETUDE
DE LA VARIETE DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES

PAR

Micnire VERGNE.

Introduction.

A la suite de M. GERSTENHABER, plusieurs auteurs ont publié des
articles consacrés a 1’étude de la variété des structures algébriques d’un
certain type (structure d’algébres associatives, d’algébres de Lie, etc.)
portées par un espace vectoriel fixe V. Il est apparu qu’il y avait un
rapport étroit entre I’espace tangent a cette variété en un de ses points g,
et Pespace de 2-cohomologie (g, g) associé a la représentation adjointe
de g. Citons les deux théorémes suivants, pour la variété des algébres
de Lie (démontrés par des méthodes élémentaires de géométrie algé-
brique) :

TuroreME 1. — Soif g une algébre de Lie sur V telle que H*(g, g) = o.
Alors Uorbite de g, relativement & Uaction de GL(V) dans la variété des
algeébres de Lie sur V, est ouverle dans celfe variété.

Le théoréme s’applique évidemment aux algébres de Lie g semi-
simples. Signalons qu’'un exemple de RicnarRDsON montre que la réci-
proque de ce théoréme est fausse.

TukorieME 2. — Soit g une algébre de Lie sur V, lelle que H*(g, g) = o.
Alors g est un point simple de la variété des algeébres de Lie, et U'espace
langent en g a cetle variété, modulo Uespace tangent en g a lorbile de g,
est exactement Uespace H*(g; ¢).

Ceci suggére la question suivante : S étant une partie fermée de la
variété des algebres de Lie (par exemple, celle constituée par les struc-
tures d’algébres de Lie nilpotentes, résolubles, etc.), peut-on définir
une cohomologie restreinte pour laquelle ’espace de 2-cohomologie
restreinte de g & valeurs dans g, soit I'espace tangent & S en gq?
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82 M. VERGNE.

Ce travail répond d’une certaine facon a cette question lorsque S est
la variété des algébres de Lie nilpotentes. A I'aide de la notion d’algebre
de Lie filtrée, notion utilisable pour une algébre de Lie nilpotente, on
introduit une filtration dans I'espace de 2-cohomologie de g a valeurs
dans g. Cette filtration correspond intuitivement & celle de I’espace
tangent en g, a4 la variété des algébres de Lie, en espaces tangents aux
sous-variétés emboitées d’algébres de Lie nilpotentes, d’indice de nilpo-
tence inférieur ou égal 4 un entier donné. (En fait, on définira la filtra-
tion des espaces de cohomologie pour tout g-module M, et en toutes
dimensions et on montrera que cette filtration est associée a une suite
spectrale.)

D’autre part, I'étude des algébres de Lie filiformes (c’est-d-dire des
algébres de Lie nilpotentes qui sont les « moins-nilpotentes » parmi les
algébres de Lie nilpotentes) et de leurs espaces de 2-cohomologie nilpo-
tente permet d’obtenir des résultats sur les dimensions des composantes
irréductibles de la variété des algébres de Lie nilpotentes. On montrera
quil existe au moins deux telles composantes irréductibles distinctes
de dimensions relativement petites (= 5 n*4 si n = dim V).

Compte tenu des résultats obtenus précédemment [6], ol la considé-
ration des algébres de Lie nilpotentes, « les plus » nilpotentes parmi les
algébres nilpotentes (two-step nilpotent Lie algebras), montrait 'exis-
tence d’'une composante irréductible de grande dimension (= 2n®/27),
on voit que la variété des algébres de Lie nilpotentes admet au moins
trois composantes irréductibles, dés que n est assez grand.

Enfin, on construira de maniére purement homologique de nouveaux
espaces de cohomologie p-nilpotente, qui sont reliés aux sous-espaces
définis par la filtration des espaces de cohomologie ordinaire par une
suite exacte.

Résumons le contenu de chaque chapitre.

CuariTre O : Préliminaires. — On reprend les définitions des opéra-
tions algébriques : cup-produit et produit inlérieur sur les applications
multilinéaires alternées d’un espace V dans un autre, introduites par
M. GERSTENHABER.

Ces opérations permettent d’écrire simplement les équations algé-
briques, définissant la variété des algébres de Lie, ou la variété des repré-
sentations d’une algébre de Lie dans un espace vectoriel, et 'opérateur
cobord du complexe de cohomologie dune algébre de Lie.

Cuaritre 1 : Algébres de Lie filirées. — Si g est une algébre de Lie
filtrée, on peut alors filtrer I'algébre enveloppante de g, les représen-
tations de g, les résolutions cohomologiques de K dans la catégorie
des g-modules; on établit I'existence de sous-complexes acycliques de
la résolution de KoszurL et de la résolution normalisée standard.
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Ce résultat sera utilisé dans le chapitre 5. Enfin, on déterminera la
structure des algébres filiformes graduées : le résultat sera constam-
ment utilisé dans le chapitre 4.

CHAPITRE 2 : Algébres de Lie filfrées. Suite spectrale. — Le complexe
de cohomologie de Koszul d’une algebre de Lie filtrée, dans un module
filtré M, est naturellement filtré, et cette filtration donne naissance
a une suite spectrale.

On donnera une interprétation des deux premiers termes de cette
suite spectrale en fonction :

— des espaces de cohomologie de I'algébre de Lie gr g associée a la
filtration de g, a valeurs dans le module gradué gr M, associé au module
filtré M;

— de la 2-classe de cohomologie te H"! (grg, grg), définie par la
filtration de g;

— et d’un autre objet e, défini par les filtrations de M et de g.

Cuaprtre 3 : Cohomologie des algébres de Lie nilpofenfes, — Dans
le cas de la filtration canonique d'une algébre de Lie nilpotente, on
donne une interprétation de la filtration définie au chapitre 2 sur
lespace H*(g, M), ot M est un g-module nilpotent.

On montre que H?*(g, M)_, coincide avec les classes de cohomologie
p-nilpotentes, c’est-a-dire avec les classes de cohomologie définissant
des extensions p-nilpotentes (c’est-a-dire d’indice de nilpotence infé-
rieur ou égal 4 p) de g/é”(g) par M¥ = { meM tel que g*.m=o.
Si B est un cocycle quelconque représentant h, on donne une condition
de p-nilpotence nécessaire et suffisante, que doit vérifier 3 pour que h
soit p-nilpotente.

CuapiTre 4 : Applications géomélriques. — Les équations définissant
la variété des algébres de Lie nilpotentes montrent que I'espace tangent
en un point g & la variété des algebres de Lie nilpotentes, modulo I'espace
tangent & lorbite de g, est un sous-espace de ’espace de cohomologie
des classes (n — 1)-nilpotentes de g dans g. On obtient alors le corol-
laire 3 qui est 'analogue du théoréme 1 cité dans I'introduction (on peut
donner des exemples d’algébres de Lie nilpotentes dont I'orbite est
ouverte dans la variété des algebres de Lie nilpotentes. Toutefois il ne
semble pas possible, si V est de dimension > 7, de trouver une algébre
de Lie dont l'orbite soit ouverte dans la variélé des algébres de Lie
nilpotentes).

L’essentiel du chapitre est alors consacré a I’étude du sous-espace
des classes de cohomologie (n-— 1)-nilpotentes des algébres de Lie fili-
formes. On obtient ainsi des résultats assez précis sur les dimensions
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des composantes irréductibles de la variété des algébres de Lie nilpo-
tentes, rencontrant I'ouvert des filiformes.

CuapriTre D : Cohomologie p-nilpofente. — En s’inspirant de la défi-
nition des espaces de cohomologie ordinaire d’une algébre de Lie g a
valeurs dans un g-module M, comme foncteurs dérivés du foncteur qui
a M associe l'espace Homgmodue (K, M), on définit, si M est un
g-module p-nilpotent (c’est-a-dire tel que g”.M = o), les espaces de
cohomologie N7 (g, M). On obtient ainsi de nouveaux espaces de coho-
mologie p-nilpotente. Les cocycles pour ces espaces sont en gros les

cocycles 3: A"V —>M qui, étendus a l'espace X I, se factorisent en

fait par &) I/I7 (I désigne I'idéal engendré par g dans son algébre enve-
loppante). On montre que l'image canonique de l'espace N (g, M)
dans H?(g, M) n’est autre que le sous-espace des classes de cohomologie
p-nilpotentes.

0. Préliminaires et notations.

1. Cup-produit et produit intérieur.

Rappelons quelques définitions ([2]).

Soit K un corps commutatif, et soient V, M, N, P des espaces vec-
toriels sur K. Supposons donnée une application bilinéaire ¢ de M XN
dans P.

Notons C*(V, M) Yespace Homg (A" V, M) des applications n-multi-
linéaires alternées de V dans M. Alors on peut définir une application

bilinéaire de C (V, M) =2 C*(V, M)xC (V, N) dans C (V, P) appelée
cup-produit.

Rappelons sa définition :

Soient fe C*(V, M) et geC"(V, N), alors le cup-produit de f et g,
noté f— g, appartient a C"+(V, P), et est défini de la maniere suivante :

Soit S[1, n + m] le groupe des permutations de l'ensemble des
n - m éléments { 1,2, ..., n +mk

Soit S[1, n]x S[n+1, n+ m] le sous-groupe de S[1, n + m] formé des
permutations laissant invariant chacun des sous-ensembles {1, ..., n} et
fn-+1,...,n+mj, et soit o,(2€ A) un systéme de représentants des
classes a gauche de S [1, n + m] suivant le sous-groupe

S[t, n)xS[n+1,n+m]:
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alors on pose
f ~ g(xls Lay Ly + 0+ x/1+m)

= 2 E(O'a) CP(f(xO'u_(l)g cees xa“(m) & g(xa,,.(n+1)’ coos Toy, (u—v—m)))s

aed

ou :(¢) désigne la signature de la permutation o.

En particulier, soit A une algébre sur K, alors, grace 4 I'application
produit de A ® A dans A, on peut munir C(V, A) d’une structure
d’algébre graduée; si A est associative, le cup-produit est associatif,
et si M est un A-module, alors C(V, M) est muni d’une structure de
module gradué sur C(V, A).

D’autre part, on peut définir une loi de composition sur I'espace C(V, V)
appelée produit intérieur. Si feC™(V, V) et geCm(V, V), alors
f-ge€ Cr+»—1(V, V), et est défini par la formule suivante : Si s, (2 € A) est
un systéme de représentants des classes a gauche de S[i, n 4 m—1]
suivant le sous-groupe S, mjx S[m+ 1, m -+ n—i], alors

f-g(xls x'l, IR} x/H—m-—«l)

= 2 E(UOC) f(g(xa,,_(ﬂ’ vy gy, (m)); xa',,.(m.—i—lh ey xo‘a_(n—km—l\)-

xed

De méme, si W est un espace vectoriel sur K, on peut définir par la
formule précédente, si pe C*(V, V) et f € C(V, W), un produit & droite
de f par u, f.u, qui appartient & C—1(V, W). Le produit bilinéaire
ainsi défini n’est pas associatif. Toutefois, on a les relations suivantes
(voir [2]).

Lemme 1. — Si fe C(V, W), . €CP(V, V), 1€ C7(V, V),
(Fop) - pa—F (P p2) = (=) =NI0((f o) - pra— - (2 - 1))

Les structures de cup-produit et de produit intérieur sont reliées par
la relation suivante ([2]).

Lemume 2, — Soient fe€ C(V, M), geC?(V, N) et peC7(V, V), alors
F=9-p=0p)—g+)rf—g.p

2. Application a I'étude des algébres de Lie.

Soit peC*(V, V), p est donc une application bilinéaire alternée
de VXV dans V.

Calculons p..pneC3(V, V),
gt (@, Y, 2) = p (2@, ), 2) — (1@, 2),9) + 1@, 2), 2).
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Donc p. est une structure d’algébre de Lie sur V, si et seulement si
P = o.

On désignera alors par (V, 1) I'espace V muni de la structure d’algébre
de Lie v (on omettra, dans les notations, parfois V, parfois w).

Soit p une représentation de I'algébre de Lie (V, 2) dans Vespace
vectoriel M; p est donc un élément de C'(V, End M). On a alors

p—p ) =[p@), e (] = (= y)-

Donc la condition nécessaire et suffisante, pour qu’une application
p:V—End M fasse de M un p-module, est que

p—p=0p.p

Soit alors (V, 1#) une algébre de Lie, et soit (A, p) une représentation
de cette algébre de Lie.

Considérons alors le complexe de cohomologie de Koszul de I'algébre
de Lie (V, p), 4 valeurs dans le module (M, 0); soit 3(u, p) Iopérateur
cobord de ce complexe

3(u, p) 1 Cr(V, M)— C1(V, M).

Cet opérateur cobord peut s’exprimer a 'aide des opérations de cup-
produit et de produit intérieur,

Par définition méme, o(o, p) f=0o—f—f.1»

[On peut vérifier alors aisément & I'aide des lemmes 1 et 2 et des rela-
tions p.p= o0, p~p=p.p, que 3(p, p)od(p, p) = 0.

En particulier, si V est considéré comme un (V, @)-module par la
représentation adjointe, on a alors, si fe C*(V, V),

S (N = (v~ (x.f—f.»)

Si V est un espace vectoriel sur K, on notera L (V) le sous-ensemble
algébrique de Hom (A*V, V) des structures d’algébres de Lie p sur
V:L(V) = {peHom (A2V, V) telles que p.pn = o}. On dira que L (V)
est la variété des algébres de Lie sur V.

Soit GL (V) le groupe des automorphismes de V. Alors GL (V) a une
représentation canonique dans les espaces C*(V, V), en particulier si ¢
est une structure d’algébre de Lie sur V, alors

(g% 0)(x, y) =go(g~'z, g'Y)

est une algébre de Lie sur V isomorphe a d.

On notera O(J) 'ensemble des algébres de Lie sur V isomorphes a o,
c’est-a-dire 0(9) = GL (V) % 9.
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1. Algebres de Lie filtrées.
Classification des algébres filiformes.

1. Définitions.

Soit V un espace vectoriel sur K. Supposons donnée sur V une filtra-
tion décroissante V> ...DV;DV,4D...(i€Z).

On supposera ici que la filtration est finie, c’est-a-dire qu’il existe

nez tel que V;=V sii<n,
NeZ tel que V;=o0 sii>N.
On dira que cette filtration de V est compatible avec la structure p

d’algébre de Lie sur V, si p(V;, V;)c V.;; alors on peut définir sur

I’espace vectoriel
2 Vi — Z .
grvV= = W,

iezZ

une structure d’algébre de Lie graduée gr p. telle que gr (W, W))c W, ;.

EXEMPLES :

(a) Si (V, ) est une algébre de Lie nilpotente, alors on peut définir
sur V une filtration canonique par la série centrale descendante de
I'algébre de Lie p. On pose V(u) = ¢—t(u) [les () sont définis par
récurrence de la facon suivante : C'u=V, W) = u(V, ¢yl

On a alors
p(Vi(), Vi) < Vi ().

(b) Soit (V, p) une algébre de Lie sur V, et soit W un sous-espace
vectoriel de V qui est une sous-algébre de (V, p). Considérons alors la
filtration de V définie par V_, =V, V=W, V,=}0}. Alors I'algébre
de Lie graduée gry sur (V/W) 4 W, associée a cette filtration, est
I’algébre produit semi-direct de I’algébre de Lie (W, p.| W) par Iidéal
abélien V/W muni de la représentation adjointe de (W, x| W)
dans V/W.

2. Filtration de l'algébre enveloppante associée a une filtration
d’une algébre de Lie (V, 1)

Soit (V));ie~ une filtration de I'algébre de Lie (V, p), et soit U (1)
Ialgeébre enveloppante de I'algébre de Lie p. On considére alors la filtra-
tion suivante sur U (u) :

U= 2 VaVa...Va,
E“iér
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On a alors
Up (). Ug() € Upg (1), Uy ()2 Upsi (1)

On peut donc former I'algeébre associative graduée

w0 =3 5

ProrositioN 1. — L’algébre gr U(u) est canoniquement isomorphe a
Ualgébre enveloppante de I'algébre de Lie gr .

Démonstration. — Pour définir un homomorphisme o de I'algébre
U(grp) dans gr U(p), il suffit, d’aprés la propriété universelle des
algébres de Lie, de démontrer qu’il existe une application K-linéaire «
de grp damns gr U (p), telle que afz, y] = a(x) a(y) —a(y) «fx). Si x;

est un élément homogéne de degré i de gr V =2 Vi Vi, et si X;€ 'V,

est un représentant de x;, on définit «(x,) comme étant la classe de X;
dans U, ()] Usi (12)-
Démontrons que « est un isomorphisme :

Soit (x¥, ¥, ..., %) une base homogéne de I’espace vectoriel gr V,
Yindice «; désigne le degré d’homogénéité que nous appellerons le poids.
Choisissons des représentants X de chacun des x¥ dans I'espace V.

Nous obtenons ainsi une base de V.

Soit M ={i, i ..., -} une suite d’indices compris entre 1 et n.

On notera M* la suite composée des mémes indices, mais réordonnée
dans l'ordre croissant. On dira que M est de longueur I(M) =r et de
poids p(M) = a; -+ a;,-+... +a;; on pose

o

a; o .
Xy =X X0 X,

i, &, %,
Tyy= 2y, " Xy "o v Xy

2 r

Nous savons que, pour toutes les suites ordonnées M d’indices, les
éléments { Xu.} et {xy«] forment respectivement une base de U (u)
et de U (grp). On démontre alors que « est un isomorphisme grace au
lemme suivant :

LeMME 3. — Soit M une suife d’indices, alors
Xp=Xy+ 3CiXp avec (A)<IM), pA)=pd).

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur de la
uite M.

ReEMARQUE. — Si (V, ;1) est une algébre de Lie nilpotente, et si la
filtration de V est la filtration V,(p) définie au paragraphe 1, alors
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U,(r) = Ir () ou Ir(ix) désigne la p'me puissance de I'idéal d’augmen-
tation de U(w).

3. Filtration des résolutions standards.

Considérons les deux résolutions suivantes de K dans la catégorie
des U(w)-modules ([1]) :

(a) Résolution de Koszul (E(u), d), ot E*(u) = U()@xA\*V.
Considérons alors la filtration suivante de ce complexe

Ep,n(H) 22 U°‘0® V°‘1 /\V% /\ e /\Vccn (10 + A . —|—anép),

Er.»(u) a alors comme base sur K les éléments

L<h<<...<lip

{ oy x; ;)
X @ Xi A X5 A A X7y, avee : ~
P X @ Xit A XA A X VO pOMY) e A,

On vérifie que Er(w) =EEP:"(;L) est un sous-complexe de E(w).

n

Proposition 2. — Er(u) est un sous-complere acyclique du com-
plexe E ().
Démonstration. — On considére la filtration suivante de E(u) :

Ep () = 3 KXuQ X, A - - N X, Javec [(M) = q—n].

Posons alors Ej (u)nE"7 () = Ep7 ().
E?7(v) a comme base sur K I'ensemble des éléments

2 o; { M~ i N i ~. y
EX)]1*® Xi1 ' /\ N /\Xi""}, avec % f(gw*))j_naéi—lq_, +e =P

Le sous-complexe Ef,’(p):E E}7(u1) est acyclique, car on remarque

que Ef(u)/Ef_ () est isomorphe au sous-complexe acyclique de

G-

E@=S(V)QAV, ou

S(V) désigne 1'algébre symétrique de V,
AV désigne l'algébre extérieure de V,

formé des éléments de longueur ¢ et de poids supérieur ou égal a p.

(b) Résolution normalisée standard (N (), d’) ([2]), ou

N = U ® (1),
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I() désigne I'idéal d’augmentation de U(y). — Filtrons N(v) par le
sous-complexe NP7 () :=2Np,n@),

o Nor(p) =Y KXu®@X4®...Q X4,
ou p(M)+pld)+...+pA)=p et U(A)>=r

ProrosrTiOoN 3. — N* () est un sous-complexe acyclique du complexe N (p).
Démonstration. — L’opérateur d’homotopie ({1]),

n—1

w: Ue(® 1w > Uwe(Q 1)

défini par
S"’(XA® XAt@:)' . .®X,1") =1 ® X1L1® XA1®. . .®XA4,,’

laisse stable N7 (u).

Les complexes N(u) et E(x) sont deux résolutions acycliques libres
de K dans la catégorie des U(w)-modules., On sait d’autre part ([1])
que I'application définie par

n

PLN U®(A”V)—>U®<®I>,
MAOQ@ AT N AT =1 ®2(5(V)xam®%(z)®l  ® Tow)s
o€ S[1, nj

est un morphisme du complexe E(v) dans le complexe N ().
Par conséquent, il existe un morphisme ¥ du complexe N(u) dans
le complexe E (), et des applications U (u)-linéaires s et s’ de degré 41,

s': N(@)—>N(),
s : E(w)—>E@
telles que
Wo)l-—Id=d os + sod,

JoW —Id =d'os + s od.

D’autre part, 2 applique le sous-complexe E?(p) dans le sous-

complexe N7(i). On déduit alors des propositions 2 et 3, la proposition
suivante :

PropositioN 4. — Il existe W, morphisme du complexe N (i) dans E (1),
s et s', applications U (p)-linéaires de degré + 1, s’ de N(p) dans N(v)
el s de E(u) dans E (), telles que

W (NP ) CEr (),
s/ (NP NP (),
S(EPp) CEP(v)
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el telles que
Wol) —Id=d os +s od,

AoW —Id=d'os"+s od'.

Démonstration. — On construit ¥, s et s’ par récurrence, vérifiant
les propriétés cherchées, en utilisant les propositions 2 et 3.

4. Modules filtrés. Filtration des représentations d'une algébre
de Lie filtrée.

DEFINITION. — Soit (M, p) un (V, p)-module. Si p est filtrée, M est
dit un p-module filtré, si I'espace vectoriel M est muni d’une filtration
M>...o0M;>M;.,>...(jeZ), telle que p(V,).M;cM,,.

Si M est un (V, p)-module quelconque, on peut toujours introduire
les filtrations suivantes sur M.

1° M= Ui().M. — On a M,= M. On s’intéressera ici particulié-
rement aux filtrations finies, c’est-a-dire aux filtrations { M, };c~ telles
qu’il existe n et NeZ avec

M=M si i=n,
M=o si i>N.

La filtration précédente ne sera donc intéressante que s’il existe un i
tel que U;(4).M =o.

ExempLE. — Si nous reprenons les exemples (a) et (b) du paragraphe 1,
on trouve dans le cas (@) : M,=p(V)*.M.

La filtration s’annule pour p assez grand si M est un (V, p)-module
nilpotent.

Dans le cas (b), on trouve comme filtration de M; M,= M, M,={o .
20 Dans la suite, on considére surtout la filtration suivante de M :
M;={m tel que U_;(p).m==01}.

ExemrLE (a). — Si (V, 12) est une algébre de Lie nilpotente, on trouve
M;=o si ié I,
M,={m tel que p(V).m=o}="espace des invariants de M,
M_;={m tel que p(V)+'.m=o.
ExempLE (b). — On retrouve M,= M, M,= o.
5. Algébres de Lie filiformes. Classification des algébres fili-
formes graduées.

Soit (V, 1») une algébre de Lie nilpotente. (V, j2) est naturellement
filtrée par les V()= C~'(x). On peut donc associer a (V, 1) une
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algébre de Lie graduée (grV, grp). On dit que (V, ;) est de type
I P1s P25+ Pt st dim V() Vi () = pe

Si (V, ) est de type {p, ps, ..., p.}, lalgébre de Lie (grV, grp)
est de méme type.

On sait que dim V,(u)/V.(»)>>2 pour toute algébre de Lie nilpo-
tente. On dira qu’une algebre de Lie est filiforme, si p est de type
{2,1,1,..., 1} Sidoncp est une algébre filiforme, ’algébre de Lie grp.
est une algeébre filiforme graduée.

Nous allons déterminer la structure des algébres filiformes graduées
de dimension n 1.

Soit (V, ) une algebre de Lie filiforme graduée de dimension n - 1.
Ona V=W, -+ W,4+...+W,, oit dimW,=2, dimW;=1, 2.-i-n,
et P«(W[, W/‘)CWH-/.

Supposons de plus que le corps de base K ait une infinité d’éléments.
Alors (V, ) vérifie la proposition suivante :

ProrposiTioN 5.

(a) Il existe une base homogéne Yo, Y, Yo .-, Yu de V, ot Yo, y €W,
et y,e W, telle que
P‘(y\)’ yl) = Ui+ (Iéién—l),
(+(Yo> Yn) = 0,
P (s ya) = o

On dit alors que st (Yo, Y, Yss - - -» Yu) vérifient les conditions précédentes,
les vecteurs (o, Y1s Yos - - -, ) forment une base adaptée de (V, ).

) Si Yo, Y15 - - -5 Yu) est une base adaptée de (V, 1), on a alors néces-
sairement

s y;) =o si ietjx1 e i+j#n,
e Yni) = (— 1)y, oit a=o0 si n est pair.

Démonstration.

(a) Soient z,, z,, ..., z, des éléments quelconques non nuls dans
W:(1Lin), alors, si weW,,

[J~(ll), Zi) = )\i(w)ziA.—'l,

les applications w-»>2;(w) sont des formes linéaires sur W,, non iden-
tiquement nulles, ear p(W,, W)= W..

Le corps de base K, ayant une infinité d’éléments, il existe y, tel
que A;(y)Zo pour 1~i~<n-—i1, alors on voit qu'en choisissant
les y; multiples convenables des z;, on peut trouver une base adaptée
de (V, p).
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(b) Démontrons (b) par récurrence sur la dimension de V. Soit
o, Y1, Y2, . .., Yu) une base adaptée de (V, ). Alors (Yo, Y1, Yy « - +» Ynes)
est une base adaptée de (V/Ky., ©).

Supposons n impair. On a donc
L@y =o0 sii+j<<n—ri.
Posons alors u (¥, yu—:) = %:y.. L’équation
2 (Yos Yo Yni) =0
montre que «; =— a4, on a donc a; = (—r1)ia, ce qu’il fallait démontrer.
Si n est pair, on a
H(yi, yn—17i) = (_‘I)iayn—h
H(yi’ yn—i) = %ilYn.
L’équation
Yoy Yo Yri) =0

montre que (—1)a = o, - a;, Cest-d-dire o; = (—1)*(a, + (I —1)2),

mais o,, =0, done
n
o ::( 1—§> a,

a,.:(__l)i+1<i—%> 2.

Mais I'équation p.pr(y:, Yne—1, Yop) = o montre alors que « =o,
et par conséquent o; = o.

CorOLLAIRE 1. — Si n est impair, il existe deux structures p’; et ufj,
non isomorphes, d’algébres de Lie filiformes graduées de dimensions n + 1,
sur un corps K, ayant une infinité d’élémenls, ott | est définie par

2o @os Yi) = Yin (1=i=n—1),
2o Gos Yn) =0, o
Li@ny) =o | si i, j>>1

el p}, définie par
K oY) = Yin (1=Zi=n—r1),
Yo, Yu) =0, o o
Pi@s y) =o (i+j#nietj=),
P‘lll (Z]u yn—i) = (‘—‘ I)l Yn (l > I).

Si n est pair, il n’y a qu’une seule sfructure (. d’algébre de Lie filiforme
graduée de dimension n --1.
Démonstration. — On vérifie aisément que les applications p.) et p7,

pour n impair, définissent des structures d’algébres de Lie filiformes
graduées non isomorphes.
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2. Algébres de Lie filtrées.
Suite spectrale associée a une algébre de Lie filtrée
a valeurs dans un module filtré.

1. Conditions d’intégrabilité définies par une algébre de Lie filtrée.

Soit (V, 1) une algebre de Lie filtrée (3 filtration finie).

Choisissons un isomorphisme «, K-linéaire de l’espace vectoriel V
filtré avec I'espace vectoriel grV, « étant tel que gra = identité de gr V.
Transportons par l'isomorphisme « la structure d’algébre de Lie p sur
I'espace grV.

« % 1 est done un €lément de I'espace vectoriel gradué

Hom(AzgrV, grV).
Décomposons « % ¢+ en somme de ses composantes homogenes.
o d =y b g o (Wi, WHCWe

Ecrivons que « % 1 est une structure d’algébre de Lie, c’est-a-dire
que (% % ). (% k) =o.
Ceci équivaut au systéme de relations

E pippj=0, VYr>o.
i+j=r

En particulier, po.o=o0, et 1, est une structure d’algébre de Lie
sur V qui n’est autre que gry.. A I'ordre 1, la condition s’écrit :

Mot P o = 0,

ce qui signifie que 11, est un cocycle de l'algebre de Lie pr, = gri. pour
la représentation adjointe.
D’autre part, si on choisit un autre isomorphisme &’ de V sur grV et si

D e I e S

en écrivant que «oa™' est un isomorphisme de (grV, o'+ 1) sur
(grVv, « % p) de la forme 1 + ¢ 4% +...4+9, ot chacun des ¢; est
une application linéaire homogéne de degré i de grV dans grV, on
obtient les relations

Y e om= X @@ ).

i+j+k=r l+m=r
En particulier, &4 'ordre 1, on obtient simplement la relation
o (@, 91 F o (912, Y)+ P (&, ) = 1 (@, )+ 91 (1o (2, H))s

ce qui signifie que 1, — ', est un cobord.
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Donc, a toute structure d’algébre de Lie filtrée u, on peut associer
une classe de cohomologie bien définie ;€ H*(gry, grpr) homogéne
de degré 1.

D’autre part, si L(V) désigne la variété des algeébres de Lie sur 1’espace
vectoriel V, et si @ est une algeébre de Lie filtrée sur V, gry est une
algébre de Lie graduée sur grV, mais nous pouvons la considérer, en
la transportant par I'isomorphisme «—', comme une algebre de Lie sur V.

ProposiTioN 6. — o~ 4 grit appartient a l'adhérence de lorbite de
Ualgébre de Lie p dans L(V).

Démonstration. — Il suffit de démontrer que gru appartient a I'adhé-
rence de l'orbite de o % j» dans L(grV).

Or, si 2% p=po+ ... 4, et si on considére ¢(f)e GL(grV),
définie par ¢ (f) ()= t'z; si z;€ W,

o) J (a k p)=potlpt... +trp,,
d’ou le résultat.

2. Conditions d’intégrabilité pour un module filtré.

Soit (M, p) un module filtré sur I'algebre de Lie filtrée (V, p). Choisis-
sons un isomorphisme 3 de M avec grM tel que gr3=id. On peut
alors transporter la représentation p: V— EndM en une représentation
(@ B) % ¢ : gr V—>EndgrM. Nous avons («, 8) % p=00+p:i+pa+. .. +pr

La relation ((z, 8) % ¢) — (% B) % )= (@ B) *k ¢).(x k ) est équi-
valente & la série de relations

Z P~ = Z Pi-ss

i4-j=n i+j=n

en particulier, g, est la représentation canonique de (grV, gry) dans gr.

3. Suite spectrale associée 4 une algébre de Lie filtrée a valeurs
dans un module filtré.

Soit (V, i) une algébre de Lie filtrée, et soit (J, p) un (V, p)-module
filtré. Le complexe de Koszul (C*(V, M), d(x, 0)) est naturellement
filtré par les

Ci(V, M)= S{fe C*(V, M) telles que f(Vo, A Vo, A+ - A V“")CM,,+Ea.}'
A cette filtration du complexe de Koszul est associée une suite spec-
trale. Transportons, par les isomorphismes « et 3, le complexe de Koszul

{C*(V, M), d(i, p) | sur le complexe
(G (grV, grM), o(x % p), (2 B) * p) L.
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L’espace C"(grV, grM) est un espace vectoriel gradué. I ’application
cobord se décompose donc en une somme d’applications linéaires homo-
génes de degrés positifs ou nuls :

8:d0+d1+...+dp.
On a

di.f=pi—f—f -1

La relation 606 == 0 montre que 2 diod; = o, en particulier
i+j=n

dyocds= o0, et d, n’est autre que l'opérateur cobord du complexe de
Koszul de I'algébre de Lie (gr V, gru) a valeurs dans le module (gr M, gro).

A Tordre 1, on a d,od,+ dood, = o. d; applique donc un cocycle de
I'algébre de Lie p, a4 valeurs dans (grM, p,) de degré n et homogéne
de degré d’homogénéité p, sur un cocycle de degré n 4 1 et de degré
d’homogénéité p 4 1. De méme, d, applique un cobord de degré n et
de degré d’homogénéité p, sur un cobord de degré n - 1, et de degré
d’homogénéité p + 1.

Donc d; induit une application d, de H?7 (i, 0o) dans H?+9 (i, 0o),
ou Hrv désigne les classes de cohomologie de degré total p |- ¢ et de
degré d’homogénéité p.

ProrosiTioN 7. — L’espace EP? de la suile specirale, définie par la
filtration du complexe de Koszul, est isomorphe a U'espace H?7(gry, gro).
La différentielle sur I'espace E?" est Uapplication d,, obtenue par passage
au quotient de d, = 0, ~ [— . 1.

Démonstration. — Elle résulte immédiatement des définitions des
espaces E{7,

ReEMARQUE. — Si on considére 'exemple de la filtration d’une algébre
de Lie associée 4 une sous-algébre, la filtration obtenue sur le complexe
de cohomologie est la filtration définie par HocHscHILD-SERRE dans [3].

3. Cohomologie des algebres de Lie nilpotentes.

1. Extensions d’une algébre de Lie p-nilpotente par un module
p-nilpotent.

Soit (V, ) une algébre de Lie nilpotente, on notera ¢'() les termes
de la série centrale descendante de 1’algebre de Lie (V, ). On dira
que (V, 1) est p-nilpotente si €7(u) = o, c’est-a-dire si p est supérieur
ou égal 4 l'indice de nilpotence de (V, p).

De méme, soit (M, o) un p-module nilpotent : on dira que (M, o)
est p-nilpotent si p(V)?.M = o, c’est-d-dire si p est supérieur ou égal
a l'indice de nilpotence de M.
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Soit (V, 1) une algébre de Lie d’indice de nilpotence r,, soit (M, p)
un p-module nilpotent d’indice de nilpotence r,, soit h une classe de
a-cohomologie de (V, 1) a valeurs dans (M, o) et soit (Q(h), 2(f)) un
représentant de la classe d’extension définie par h :

o>M5Q(Mm) >V >o.

On identifiera M a i(M); soit r I'indice de nilpotence de (Q(h), 2 (h)).
On a alors r>>r, et r>r,, d’aprés les relations

T(C (A (R)) = C'(w),
e () >p(VY. M,

et r=r, 4 r,, d’aprés la relation &:+n(A(h))cp(V)y>.M = o. On dira
que h est une classe de cohomologie p-nilpotente si I'extension Q (k)
est p-nilpotente.

Soit donc p>r, et r, c’est-a-dire supposons que (V, ) et (M, p)
soient p-nilpotents. Cherchons a quelle condition une classe de cohomo-
logie h est p-nilpotente :

Soit s une section de I'espace vectoriel V dans @ (h). Alors 'appli-
cation bilinéaire alternée de VAV dans M,

Pl y) = 2() (s, sy) — s (u(2, v))

est un représentant de la classe de cohomologie de h, et tout représen-
tant de h s’obtient par le choix d’une section appropriée.

Q(h) est somme directe de s(V) et de i(M), et la loi d’algébre (h)
sur Q(h) est définie par

h(R) (ST~ M, STy + M) = S((T1, X2)) + B2, ) + p(@0) . Ma— 0 () . 1.
Définissons I'application aj : ® V-V par

ap (@, Toy - ooy T) = 1 (T0y (T2 (-0 o L@y T)) o))

Soit de méme I'application a; , : Q) Q(h) — Q(h).
Pour qu’une classe h soit p-nilpotente, il faut et il suffit que I'appli-
cation a}7,, soit nulle. Exprimons cette condition en fonction de £.

LemmE 4. — Si 2, 2., ..., x. sont des éléments de V, alors

@55 (ST1y STy .y ST — S(@5(T1s Ty -5 ) = 97 (% B) @1y Ty - .., T)
ou
(ks B) @1y Ty .., T)
=B@, @7 @y oy ) F @) B@ AT (@, o, )L
+ p(@) p(x2)- - - p(@Xrs2) B (@1 ).

BULL. 80C. MATH. — T. 98, PASC. 2. 7
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LeMME 5. — Soient yi, 4o, ..., y- des éléments de Q(h). Posons
y:= s(x;) + my, alors

& oy Ui Yoy + - o5 Yr) — & ) (ST1, STs, .. ., sT) €0 (VY. M.

Ces deux lemmes se démontrent sans difficultés par récurrence.
Par conséquent, pour qu'une classe h soit p-nilpotente, il faut et il
suffit, puisque (V, ) et (M, p) sont p-nilpotents, que, si 5 est un repré-
sentant quelconque de h, Vapplication ¢#+!(u, 5) soit nulle. La condi-
tion ¢7*'(u, B) == o secra appelée condition de p-nilpofence pour le
cocycle 3.

Si(V, ) et (M, ¢) sont p-nilpotents, on notera E, (1., 0) le sous-espace
de H?*(p, p) formé des classes de cohomologie p-nilpotentes, en parti-
culier, si p > r,+ r;, on a E, (v, p) = H*(p, p).

2. Filtration des espaces de cohomologie et classes de cohomo-
logie p-nilpotentes.

On rappelle que si (V, 1) est une algébre de Lie nilpotente, on filtre V
par la filtration V;=¢*~'(u). Soit M un p-module nilpotent. Nous
filtrerons M par la filtration M,;= { m tels que p(V)~*'.m = o .

La filtration de (V, j») et (M, p) donne naissance a une filtration du
complexe de cohomologie. Soit H"(y, p), le sous-espace de H"(u, p)
formé des images des cocycles 3 de degré n tels que

BV, AV, A ... AN Vo) M

p+2ai'

On sait qu’il existe une suite spectrale dont le premier terme E77
est isomorphe & H»7(gry, grp), et dont le terme EZ7 est isomorphe
a Hrva(p, p)p[HP7H (12, 0) i

Nous allons chercher une interprétation de l'espace H?(u, p),. Soit
be H*(, p),. b a donc un représentant 3, tel que 3(V, V;)C M\
On a donc

BV, V)cM,s
et
B(V_p, Vi)cM,=o.

La structure d’algébre de Lie @ donne, par passage au quotient, une
structure d’algébre de Lie sur V/V_, qui est une algébre de Lie —(p 4- 1)-
nilpotente.

D’autre part, on a ¢(V_,).M,..cM,=o.

Donc on peut munir M,., d’une structure de (V/V_,)-module qui
est — (p + 1)-nilpotent, et 8 définit un cocycle 3 de I'algébre de Lie V/V_,,
4 valeurs dans M, ... V/V_, et M,., étant — (p -+ 1)-nilpotents, on
peut considérer I'espace E_,(V/V_,, M,,.) des classes de 2-cohomologie
définissant des extensions de V/V_, par M,.. qui sont p-nilpotentes.
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De méme, on peut considérer I'algébre V/V_,_,,= V/&—7(v), qui est
(— p)-nilpotente, et M,., = {m tels que (p(V))?.m=o0! qui est un
module (— p)-nilpotent, et on peut considérer 'espace E_, (V/¢~7 (i), M ,..1)
des extensions de V/¢—7(u) par M,., qui sont — p-nilpotentes.

On a des applications

Vo> VIV py—> VIV_,,
M, s—>M, ,—~ M.

Donc on a des applications
H(VIV_,, Mp.o) > H*(VIV_ 1y, M,14)
\\“p—t /
e
H*(V, M)
Les lignes précédentes montrent que si b€ H*(V, M),, alors b—a,_, ("),

beH(V|V_,, M,.»).
Nous avons précisément la proposition suivante :

Prorosition 8.
H:(V, M), = o, (E_,(VIV_p, Mp.2)) = ap(E_,(V]C7 (1), M)

Démonstration.

(@) H(V, M), €y (B (V] Vo My 10)).

Si be H*(V, M), nous avons vu que, si 5 est un représentant de b
tel que B(V;, V,)c M. ;.,, alors 3 définit un cocycle3de V/V_, dans M.

Montrons que 3 vérifie la condition de — p-nilpotence. Or ceci est
évident, car en considérant 1’expression de la condition de -— p-nilpo-
tence, on voit que ¢, 8) (x, 5, ..., T_,.1) appartient a I'espace M.
qui est nul.

(0) ap s (B (V|V_py Myrs)) Cop(E_,(VIC7(12)s Mpir)).

Ceci est évident d’apreés 'expression de la condition de — p-nilpotence.

© 2 (E_p (Vje (), M, ) H(V, M),

Soit he(E_,(V/e—7(x), M,..), alors h définit une extension Q(h)
(— p)-nilpotente de V'= V/e—¥(u), par M, :

0—>M,,,— Q(h) > V'—o.
Choisissons alors une section s telle que s(V;)c Q(h);, ou
V= ¢c-1(V) = ¢ (V)[e=r(V) et Qh);= ¢~ Q(h).

Ceci est possible car = (Q(h),) = V,.
Soit alors 3 le cocycle défini par une telle section.
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On a, siz,e Vet x,€V),

B, z)e Q) N M,
donc
p (V)= /1B (x;, ;) € Q(M)—prs = 7 Q(h) = o,
donc
B(xi, x)e My sy et a,(h) e H*(V, M),.

COROLLAIRE 2. — Si p ~Z—r,, indice de nilpotence de (V, 11), el p =~—r,
indice de nilpotence de (M, p), alors H*(u, p),= E_,(u, p) = ensemble
des classes d’extensions de (V, p) par (M, o) qui sont — p-nilpotentes et
St p<Z— (P +T2),

H2 (s, ), = H*(p5 p)-

4. Applications géomeétriques.
Etude de la variété des algébres de Lie nilpotentes.

1. Espace tangent a la variété des algébres de Lie nilpotentes.

On supposera dans ce chapitre que K est un corps algébriquement clos.

Soit V un espace vectoriel; on notera N(V) le sous-ensemble de L(V)
formé des structures d’algébres de Lie nilpotentes sur V. Supposons V
de dimension n, alors si p est nilpotente, on a ¢*—!(yp)=o.

N (V) est donc un sous-ensemble algébrique de L(V), et on a

N({V)={peHom(A*V, V) tels que p.p=oeta’(v) =o0/,

ot a*(p) est I'application de X) V dans V, définie par
@ () (T4, Tay o ooy Tn) = (@1 (T« oo 2 (Tamts Tn)) - 20))e

Soit donc (V, ) un point de N (V). Cherchons l'espace tangent au
point 1, 4 la variété N (V) des algebres de Lie nilpotentes.

Si p,eHom(A?V, V) appartient a l'espace tangent en p, a N(V),
on doit avoir, en particulier, py.p0 4+ (4. p2o=o0, c'est-a-dire u, doit
étre un 2-cocycle de l'algébre (V, p,) a valeur dans V pour la repré-
sentation adjointe. D’autre part, I'application différentielle au point p,
de 'application a*(x) n’est autre que 'application qui, & p,, fait corres-

pondre I'application ¢7(u, pi): Q) V-— V définie en (3.1).

Donc si p, appartient 4 I'espace tangent au point u, a la variété N(V),
g1 doit étre un cocycle (n-—i1)-nilpotent de I'algébre de Lie (V, w)
a valeurs dans V.

L’algébre de Lie (V, j) est filtrée par la suite centrale descendante
V= @—'(us,). La filtration de I’espace de représentation considérée
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en (3.2) donne sur V, espace de représentation adjointe, la filtration
par la suite centrale ascendante

Vo= centre de (V, p) = &, (i),
Vo= Ca(po),
V_i=Cins (P-o)

On rappelle que la suite centrale descendante ¢;(ux) d’une algébre
de Lie (V, p) est définie par récurrence par les formules suivantes :

Co() = o, Ci(p) ={zxeVtels que p(x, V)< (u) .

On notera V, lespace filtré par la série centrale descendante
V.= €~1(1), et V, lespace V filtré par la série centrale ascendante
Vi=C€_ia(0). D’aprés la proposition 7, on obtient la proposition
suivante.

ProrosiTioN 9. — Soient V un espace vectoriel de dimension n, |+, un
point de N(V), et soit @, un élément de Hom(A?V, V) tangent en p,
a la variété N(V). Alors ., est un cocycle de Ualgébre de Lie ., a valeurs
dans V, et il existe un cobord 3(u.)¢ tel que p,—o(mo)o =3, ot B est
un cocycle tel que

BC oy €7 0) € Cor iy (o)

En particulier, si (V, u,) est une algébre de Lie filiforme (1.5), on
sait que la série centrale ascendante coincide avec la série centrale
descendante. Précisément €/(p,) = C,—i_i(140).

Done H?(V,, V.)—in—1, est formé de 'ensemble des classes de cocycles 3
tels que

B (), &7 (m)) CCH ()

ou encore tels que

BVi(ro), V;(126)) € Virj (120)-

Soit (V, ) une algébre de Lie nilpotente, on sait [4] que I'espace
tangent a l'orbite O(w,) est l'espace des cobords de (V, ;) a valeurs
dans V muni de la représentation adjointe. On obtient donc le corol-
laire suivant :

CoroLrLAIRE 3. — Soit (V, 1) une algébre de Lie nilpotente de dimen-
sion n telle que H*(Vy, V)~ (n.;y,=o0, alors lorbile de p., est ouverle
dans N (V).

ExempLES. — On sait [5] que, si V est un espace vectoriel de dimen-
sion n inférieure ou égale a 6 sur un corps K algébriquement clos de
caractéristique o, la variété N(V) est irréductible, et qu’il existe p,

telle que N (V) = O(u.).
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4 est une algebre de Lie filiforme de dimension n. L’orbite O(w.)
est donc ouverte dans N(V). On peut calculer, sans hypothése sur le
corps K, que H2(p, pn)—ne1)= o.

Donnons ici simplement le calcul pour n=5 et n =6.
— @* est définie sur la base y,y,y.y:y. par

25 (Yos Y1) = Yo,
M3 (Yos Yo) = Yss
B Yos Ys) = Yo
(Y, ) =1

(les valeurs 12*(y;, y;) non exprimées sont nulles).
Cherchons les cocycles 3 tels que 3(V,(»%), V;(»))c Vi, (¢*). En
ajoutant un cobord convenable, on peut supposer que

By y) = o,
5( 15 y?) = 0,

alors léquation p*.3 + B.u5(Yo, Y1, =) = 0 prouve que 3(yi, y:) =o,
donc 3 =o.

— 1% est définie sur la base y,y,y.y:y.y; par

X (yo, yi) = li+1 (I e [l)’
P (s Po) = Ui

=Y Ys) = Yss

L Yu) = Ys»

B Us) =—1s-

Cherchons les cocycles (3 tels que 3(y, y;)€ Kys.;+.... En ajou-
tant un cobord convenable, on peut supposer que

B y) =o,
By y) = o,
By y) =o.

Alors T'équation pb.f + B.14° (Mo, Y, Y2) = o prouve que 3(y,, ¥:) = o,
et Dléquation p*.3 4 B.u(Yo Ui, yz) =0 prouve que [B(y, ¥:) = o,
donc 3 est nul.

2. Espace tangent a la variété N (V) en un point ., filiforme.

Soit V un espace vectoriel de dimension n -+-1. Alors l’ensemble
des structures p d’algébres filiformes sur V est un ouvert de la
variété N (V) des structures d’algébres de Lie nilpotentes sur V.
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Les résultats de (1.5) montrent que si (V, p,) est une algébre de Lie
filiforme, on peut toujours trouver une base {e, e, €, ...,e,} de V
telle que

1o (€os €) = €1 (1Zi~n—1),
¢U'0 (60’ ell) == 0,
(e, ) € Ke,+Ke;+...+ Ke,.

On appelle une telle base une base adaptée de (V, u,). On a alors

Vi) =2 Ke, pour i,
Po(Vi()s Vi(pa)) € Vi jua (o) st i4j<n
et
to(€s erey) = (—1)it e, ol a=o0 sin estpair

D’autre part, il existe un ouvert U de L(V), entourant p,, tel que,
si pea, les éléments e, e et z;() =adi'(e).e,, 2="i-n, soient
tous linéairement indépendants. Donc, sur 'ouvert U NN (V), les z;(p),
i~ k, forment une base de V,(p) pour k> 2. On sait alors que sur
Pouvert des algébres filiformes

Vi), Vi) Vi () st i4j<n,  ix2, jo
et si n est pair, on a
p(Vi(), V() € Viejwa (), Vi, j> 2.

Sur T'ouvert N(V), cette condition s’exprime par les équations poly-
nomiales

Qi (W) = p@i(@), () A Tivjrs (W) Ao oo A\ @a(p) =0

sii—+ j<n, pour n impair et i, j> 2, et Vi~ 2, Vj> 2, si n est pair;
soit B un élément tangent & N (V) en p,, alors il existe o : V-V tel
que B—3(m) e =2 avee z (Vi) V; (@) € Vi ().

Mais d’autre part, on peut trouver ¢’ : V— V tel que

(2t 09 (e &) =0 et (zo+ 8(20)9") (Viro)s V() C Vi (20)-

En effet, les équations z,+ d()9'(ey, €21) =0, 221 n, défi-
nissent ¢'(e;) en fonction de ¢'(e), o'(e) et des z(e, €), k=1, et
on a ¢'(e)€ V;(x). Donc

(ot 0me9) (s &) =0 et 2o+ () @) (Vi) V() € Vi (10)-

D’autre part, on peut choisir convenablement ¢’(e;) pour que
o+ ()9 ) (e, e)€Ke,+...+ Ke,, soit alors z, =2z + ()9
Alors si 3 est tangent 4 N(V) en p,, z; est tangent 4 N(V) en p,, car
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Pespace des cobords est I'espace tangent & l'orbite O(u,), et est donc
contenu dans I'espace tangent en wp, & N(V).

Donc les équations différentielles en 1, des applications polyno-
miales @; ;(») annulent z,. Or ceci s’exprime, puisque z, (e, €) = o, Vi,

par la condition

2 (Vi(po)s V;(120)) € Visjra (120)
pour i>»2, j>2 et {4 j<n si n est impair; si n est pair, ceci
s’exprime par

2 (Vi(po)y Vi) € Virjua (o), Viz2 et jxo.

Posons z,(e;, €,—;) = a;e,. Les équations y.z, 4+ 2Zo.20(e, €, €,) =0
montrent que
zo(ess eni) = (—1) e,

Appelons d’une maniére générale Z), (i, o) l'espace des a-cocycles

de u, tels que

z'(er, &) =0 et Z{eseyeKe jpp+...+Ke, pour i et ju1
alors on a la proposition suivante :

Proposition 10. — Soient p, une algébre de Lie filiforme de dimen-
sion (n+1) sur V de base adaplée e, e, e, ..., e,, C une composanie
irréductible de N(V) contenant w,, T (v, C) Uespace tangent au poinf 1,
a C. Alors :

1° Si n est pair,

T (s C) B (s 20} 4 Z'y (1o 10)s

20 Si n est impair et il existe zy€ T (v, C) fel que z,(e, €)= o,
i +j < n, ié 2, jé 2, .Zo(e[, ej)eKei+/+1’

2 (el's‘ en—i) = ("—I)ia €ns & # o,
alors
T (0, C) < B (05 o) -+ K2y -+ Z7) (s o)
s’il n’existe pas de lel vecteur tangent, alors

T (o, C) CB? (o, 20) + Z' (o h0)-

D’autre part, la proposition suivante permet de calculer la dimen-
sion de I'espace BZ?(u, po) + Z' (fhos o)

D’aprés (1.5), on sait que I'algebre de Lie gry,, associée a (2, est iso-
morphe soit a I'algébre 1} soit & I'algébre p7.
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ProrositioN 11. — Si (V, 1) est une algébre de Lie de dimension
(n +-1) telle que gry, ~ ui, alors

dim (B2 (o5 o) + Z) (05 (0)) = dim Z', (o, [1o) + 12

el si gryp,~ p}, alors

dim (B2 (o5 [20) + Z) (o5 ) == diMZ') (o, o) + N2 - 1.

Démonstration. — En effet, on a
dim (B?(po, o) + Z' (Pay )
= dim B* (o, pro) + dim Z\ (ko, o) — Am (B (o, o) N Z' (1205 10))-
Or B?(iry, o) NZ (s o) = {do, 9: V>V, avec
do(e,, &) = o,
do(e, e;)e Kepjyr +...+Ke,, VI, j1.

Les équations do (e, e;) = o définissent ¢ (e;), i >~ 2, en fonction de ¢ (e;)
et o(e).

L’équation dg (e, ;) = o montre que o(e,)eKe, ... 4 Ke.,.

Si o(e)=aje,+...+aje,
o(e)=ale +...+ ate,
alors
9(e)=({—1)(ay+ aj)emodKe..,+...+ Ke,

On doit simplement écrire que do¢(e;, e,—;) = o, or ceci, si
Ko (eis en—i) = (_I)ia €n,

vaut (—i1)a(a;—aj)e, d’ou le résultat.

3. Cohomologie d'une algébre de Lie filiforme.

Soit p, une algébre filiforme, et soit (e, e, e, ..., €,) une base
adaptée de p,.
Notons D la dérivation de p., définie par e,

D =ade,, D(e;) = €44, i>1.

On utilisera la convention ¢;= o, si i > n.

Notons H l'idéal Ke, ...} Ke,. Soit
Z' (129, 40) = { B3 : cocycles de p, tels que S(e, ;) = o},
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Nous allons chercher 4 caleuler cet espace.

Les équations .54 B.p0(e; €5, e0) =o, i, j, k>~ 1, prouvent que
B(es ) eH.

Les équations 1.3 + B.po(es, €5 €) = o, I, j > 1, s’écrivent
D (B(es €))) = B(eis1s €)) + Blews €11)

D’autre part, si on considére les espaces Hom(\"V, V) comme des
pg-modules, on sait que la différentielle o(u,) :

Hom(A*V, V)—>Hom (A" V, V)

est un morphisme de wu,-modules.

En particulier, 6(is) (€.3) =€,.0(%0)B3, quelle que soit Pappli-
cation B: AV > V.

Si donc 3 vérifie
D(3(es €))) = B(ers €)) + B(ess €14)s
cecl signifie que e,.3 == 0. On a alors e,.4 ()3 = o, c’est-a-dire

D@3 (B) (es )5 €)) — (3 (20} B) (is5 €55 €4)
— (3 (pa)B) (€5 €15 &) — (3(120) B) (55 €5 i) = O

Par conséquent, si dpy(B) (e, €, €;) =0, Vixx1, j>u1 alors
oo (3) (e €5y &) =0, VI, j, k1.

Nous obtenons donc la proposition suivante :

ProrosiTion 12. — Soient p, une algébre de Lie filiforme de dimension
n+i, (e, e, e, ...,e,) une base adaptée de 12, H=Ke,+...+ Ke,
et D la dérivation ad e,. Soit Z'*(i, o) 'ensemble des 2-cocycles de (V, p)
a valeurs dans V, muni de la représentation adjointe, tels que 3(e,, €) = o, ¥V i.

Alors B(e;, e;)€ H, les valeurs B(e;, €;) (i, j 1) sont entiérement déler-
minées par les valeurs 3(e;, e..) (I>>1) grdce a la relation de récurrence
D3(e;, ;) = B (€115 €;) + B(es €;41), et pour qu’une application 3 a valeurs
dans H, vérifiant

Blen &) =0 et Di(e, ) = Bewr €/) + B(es €/51),
soit un 2-cocycle, il faut et il suffif que
O p) (e, € &) =0, Vj, k2.

Les relations D (8(e;, ¢,)) = (€1, €;) + 3(es €,1) permettent d’exprimer
B(e: eipra) en fonction de 3(e;, e;.,4) par la formule
P/
B erepa) = X, (— 1Y C;_, DP=7 Berr, €ririn)

n=0
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ou [p/2] désigne la partie entiére de pf2; si i + p +1>n, B(e; €irpia)
doit étre nul. Ceci impose, sur les éléments B(e; .4), les relations
B(e: €.11) = o, c’est-a-dire
{n—i/2]
2 (—I)"Cx—i—l'D”Ai—zrﬁ(ei—o—/” ei+l'+1) = 0.

r—>0

En particulier, on voit que si 5 est de degré ~—1, c’est-a-dire si
on choisit 3(e;, €..1) € K&a: . . . + K e,, alors les équations 3(e;, €,4) = o
sont automatiquement vérifides.

4. Applications a la majoration des composantes irréductibles
de N (V).

Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1, et de base (e, e, . . ., €.).

ExempLE 1. — Soit p l'algébre de Lie de dimension n 4 1 définie
par pien, &) = e, 11 =n—1.,

Alors, pour se donner un élément 3 € Z' (40, 114), c’est-a-dire un cocycle
tel que B(ey, &) = o et B(e;, e;)eKey 44, il suffit de se donner arbitrai-
rement des valeurs (3(e; e,.4) dans l'espace Ke,; 2+ ...+ Ke,.

On a donc, si n = 2p,

dimZ', (13, p3) = (p—1)%
et sin=2a2p-+1,
dim Z, (43, 115) = p(p —1).
Donc, d’aprés les propositions 9 et 10, on a la proposition suivante :

Prorosition 13. — Soit C une composante irréductible de N(V) confe-
nant 1}, alors, si n = 2p,
dimC < (p—1)*+ n?,
et sin=2p+1,
dimC = p(p—1)+n*-+1.

Mais d’autre part, soit C une composante irréductible de N(V), ren-
contrant I'ouvert des algébres filiformes, alors pjeC. En effet, si ¢
est une algébre de Lie filiforme qui appartient 4 C, alors on sait (propo-
sition 6) que I'algébre gro € O(d), donc appartient 4 C. Or grd est iso-

morphe soit a 1} soit a pf, mais pfeO(u}), donc pieC.
On en déduit donc la proposition suivante :

ProrositioNn 14. — Si C est une composante irréductible de N(V),
rencontrant Uouvert des filiformes, alors pieC et
dimC = (p—1)*+ (2p)? si dimV=ap-+1,

dimC Zp(p—r1) + (2p)*+1 si dimV=2p-+ 2.
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ExempLE 2. — Soit ¢} V'algébre de Lie sur V, définie par
6’21(‘3‘0’ ei) = €jit1, Iéién-—ly
83(81, ei) = €y, Zéién'—Q’

0% est une algébre de Lie filiforme.
Cherchons a déterminer Iespace Z' (9%, o1), si Be€Z'(d%, 6%), on doit

avoir
D(B(es €))) = Bleiwss ;) + B(es €ja)-
D’autre part, les équations o3(e,, e, €;) = o, i, j > 2, s’écrivent
D> 3 (e, €;) = (e, €) + By €/42)-

On voit donec que ceci entraine 23(e..., €;44) = o, i > 2, j > 2. Donc
en caractéristique = 2, on a B(e;, €;) = o si i3, j = 3, et pour déter-
miner un élément de Z' (0}, 07), on peut choisir arbitrairement les

valeurs
Bey, e)eKe, +.. .,

Bes e)eKe,+ .. ..
Si n>. 6, on voit qu’il ne peut y avoir de cocycles z, tel que

z(e, e)eKe, .. .,
z(e, e5)EKeg+. ..

et z(e;, e,_;) = (—1)iae, avec a Z o.
Done, d’aprés les propositions 9 et 10, on a le résultat suivant :

ProrositioN 15. — Soit V un espace vectoriel de dimension n -+ 1
(n>> 6) sur un corps K de caractéristique % 2; soit C une composante
irréductible de N(V) contenant &}, alors

dimC < (n +1)>—g.

ReMARQUE. — (’est la majoration obtenue dans [6], par une méthode
de récurrence, en utilisant le fait que dim H*(0}, K) = 3.

5. Composantes irréductibles de l'ouvert des algébres filiformes.

Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1, de base e, e;, e, .. ., €,.
On sait que toute algébre de Lie filiforme 1. admet une base adaptée e, (),
e (1), ..., e, (). Toute algébre de Lie filiforme est donc isomorphe
4 une algebre de la forme pj + 3, ol 3 est une application bilinéaire
telle que

B(eo &) = o,
Z(es e)eKeyjy+...+ Ke, si i+j<n,
Bes r—y) = (—1)ae, ot a=o0 sin est pair.
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L’équation (uf 4 B).(uf + B) = o séerit 3.t + .3+ 3.8 =o.
Or pour les valeurs e, ¢, e;, ceci entraine 3.p2 - 2.5 (e, € €;) = o, et
par conséquent, on a

Bpi+ps.B=0 e [(.L=o.
Appelons J(u;) I'ensemble des deux cocycles 3 de p7 tels que

ﬁ(eo, ei) =0,
Blese)eKeyjir.. +Ke, si i+j<n,
B(es eni) = (—1) e,
et
B.B=o,

J(?) est un sous-ensemble algébrique de Z*(p.f, py). Alors si BeJ (1})
wh + B est une algébre de Lie filiforme.

Prorosrtion 16. — Soit C une composante irréduclible de J(uv.;) de
dimension a, alors GL(V) % (@i + C) est une composante irréduciible
de N(V) de dimension n*+- a, et Uapplication ainsi définie est bijective
sur Uensemble des composantes irréductibles de N (V) renconirant Uouvert
des algébres filiformes.

Démonstration. — Soit C une composante irréductible de J(u}), et
soit C' une composante irréductible de N(V) contenant I'ensemble
irréductible GL(V) % (¢ + C€). Alors C’' contient pf.

Considérons l'ouvert U de N(V) contenant p} tel que, si peU, les
éléments { e, e;, T () = adje,.e, ), 1 =i=n—1, soient linéaire-
ment indépendants.

On a alors

pless 22 () = D @ () 2u(),

ix3

ou les o;() sont des fonctions rationnelles de ¢ définies sur U. Posons
alors
e () = a (e —e,
een (1) = adf (e0) . € ().

Alors les éléments e, e, (1), e:(12), ..., e.() forment une base adaptée
de I’algébre 1, et I'application qui & ¢ fait correspondre (eo, € (1), ...y €,(1))
est une application rationnelle.

On a donc p = ¢(u) * (i -+ B() ot ¢(v)€ GL(V) et B(p)€J (1),
et T'application qui a pe U fait correspondre 3(x) est une application
rationnelle.
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On voit done que B(Un C’) est un ensemble irréductible contenant C.
On a donc

BUNCY=C et UnC'cGL(V)* (i +0),

donc

C'= GL(V) % (+5 + O).

Réciproquement, si C' est une composante irréductible de N(V),
rencontrant I'ouvert des filiformes, alors C’ contient p?, et le méme
raisonnement montre que si C est une composante irréductible conte-

nant 3(C'nU), alors GL(V)% (u;+ C)=C".

Enfin, si C est une composante irréductible de J(p;) de dimension aq,
on a

dim GL(V) % (14 + €) = dim GL(V) + dim C —inf d(3),
ped

ou, si BeC, d(B) est la dimension de I'ensemble des ge GL(V) tels que
gk (i + peC.

Calculons la dimension de l’ensemble H(3) des ge GL(V) tels que
g % (7 + B)eC. On voit alors que H(B) est le sous-ensemble de GL(V)
tel que g(e)) = aje,+...+ aje,

g(e) =aje.+...+ate,
g(e) = (x5 + B) (g0 gei)-

Donc d(B) = 2n + 1 pour tout 3€C, ce qui démontre le résultat.

6. Applications a la réductibilité de I'ouvert des filiformes.
(@) Soit rx>1, et soit Z (ui, ni) lensemble des [e&Z>(uj, pf)
tels que
(e, €) = o,

Blese)e Y Ke, kxi+j+r,

alors 3.03(e; e;, ek)ez[Ke,,, px>i+j+ k4 or

Par conséquent, si 2r -+ 6 > n + 1, tous les éléments de l'espace
vectoriel Z.(u?, pt) vérifient I'équation 3.5 = o; soit r, le plus petit
des entiers r> 1 tels que 2r 4+ 6>n 4 1.

Z, (e, p2) est alors un sous-ensemble irréductible de J(uy). Cal-
culons sa dimension. I)’aprés (4.3), pour se donner un élément de
Z, (28, 1), il suffit de se donner des valeurs arbitraires z(e;, e..,) dans
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EKe,,, p>2i-+1 41, Alors,

st n=iq, ry=-2¢—2,  dimZ, =q(q+1), g2,
si n=4q+1, n=2¢—2  dmZ,= (¢+1) g2,
si n=4q- 2, ry=2q—1, dimZ, = (q +1)%, g1,

si n=1/,4q+ 3, r,=oa2q¢—I, dimZ, = (¢+ 1)(g + 2), g>1,
on obtient donc la proposition suivante :

ProrosiTiON 17. — Si V est de dimension n + 1, il exisle une compo-
sante irréductible de N (V) contenant pi et de dimension supérieure ou
égale a

5n‘2—|—q(q—|—1) si n=/4q (9=2),
lnit (q+1) st n=hgtr (=2,
(n+ (q+1) st n=hgt2  (g=1),

(r+ @+ @+2) si n=4g+3  (g=1).
(b) Considérons 'ensemble A, (1) de Z2(uj, i), défini par
@(803 ei) = 0,
Ble, e)e Ke, +...+ Ke,,
@(e"l’ 33)65 Kenfl + Ken’
[3(6,', ei_H) =0 si lé 3.

On a alors, si Be A, (1}),
B.B=o.
1l existe donc une composante irréductible C, contenant pf, et de
dimension > n*4 (n—1).
Mais, d’autre part, si on considére le cocycle 3, de A,(y}), défini par
Bo(es, &) =€ |
Bo(es ) =0
et par conséquent on a aussi
dimC < (n 4+ 1)*—o.

alors p} 4 B, = 9%,

(¢) De la proposition 17 et de la proposition 15, on déduit que, si
n> 23, alors il existe une composante irréductible de N(V) conte-
nant p et ne contenant pas ¢}. Donc l'ouvert des algébres filiformes
sur un espace vectoriel de dimension n + 1, n> 23, est réductible.

On sait, d’autre part [6], qu’il existe un ensemble irréductible de N (V)
dont la dimension est de I'ordre de 2n3/27 lorsque n est grand.

Il existe donc au moins trois composantes irréductibles dans la variété
des algebres de Lie nilpotentes pour n suffisamment grand, si K est
un corps algébriquement clos de caractéristique = o.
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5. Cohomologie p-nilpotente.

1. Définition de la cohomologie p-nilpotente.

Soit g une algebre de Lie sur V espace vectoriel sur K(g n’est pas
supposée nilpotente). Considérons la catégorie C, des g-modules p-nil-
potents. C, est une catégorie abélienne. Si U désigne ’algébre envelop-
pante de g, et I I'idéal d’augmentation de I’algébre U, et I» la pi*™e puis-
sance de I'idéal I, il y a équivalence entre la catégorie C, et la catégorie
des (U/I7)-modules.

Le corps K, muni de la représentation triviale, est un g-module p-nil-
potent quel que soit p > 1. On peut donc chercher a résoudre le fonc-
teur qui a tout g-module M p-nilpotent fait correspondre 1l'espace
vectoriel sur K, Hom yp.moa(K, M); espace vectoriel isomorphe a
Pespace des invariants de la représentation de g dans M. La résolution
de ce foncteur exact a gauche fournit des espaces N/ (g, M) qu'on
appellera les ri*me-espaces de cohomologie p-nilpotentes de g a valeurs
dans M. La catégorie C, des g-modules p-nilpotents étant une sous-
catégorie pleine de la catégorie C,., des g-modules (p + 1)-nilpotents,
elle-méme sous-catégorie pleine de la catégorie C des g-modules, on a
un diagramme commutatif de foncteurs exacts :

Cp — Cp+1

Cc

On en déduit si M est un g-module p-nilpotent des applications

canoniques
ip, p+1

N; (g, M) — N;rz+1 (s,M)
N .
B
Hr(g, M)

2. Description des espaces de cohomologie p-nilpotente.

Considérons les résolutions de K dans la catégorie des U-modules par
la résolution de Koszul E(g), ou E*(g) = U ® A"V, et la résolution

normalisée standard N(g) ot N*(g) = U®R & I.

On sait que I'application canonique 1® A7, avec A*: A"V — & I,
définie par
M@ABA AT = D @B QT @ - @ To i,

cES[t,n]

est un morphisme de E(g) dans N(g).
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Par conséquent, ’application

Hom)#: Homy (S I, M) Homy (A" V, M)

réalise un isomorphisme des espaces de cohomologie HI"(g, M) et
H»(g, M) de ces deux complexes.

Si on note respectivement ZI(g, M) et BI*(g, M) les espaces de
cocycles et de cobords d’ordre n du complexe %Hom(@ 1, M>§, et
Zr(g, M) et B*(g, M) respectivement les espaces de cocycles et de
cobords du complexe de cohomologie de Koszul (Hom (A?V, M)), alors
on sait ([1]) que tout cocycle S€Z"(y, M) admet un prolongement
BeZI*(g, M), et si deux cocycles B et B’ ont la restriction dans Z" (g, M),
ils ne différent que par un élément de BI(g, M).

D’autre part, résolvons K dans la catégorie des (U/I”)-modules par
la résolution normalisée standard N(U/I?), ol

NI = U @ Q I/

La différentielle d” est définie naturellement par
n—i

LW U®.. . QU) =M (1)U @U®. .. QUlisQ. . Q U

i—0
Les espaces N7 (g, M) seront donc les espaces de cohomologie du
complexe (HomK<® I/1r, M>> muni de la différentielle d», ou

drf(xo, Tiy oy -+ o5 Tn)

n—1

=x0-f(x1; Loy ooy xn) +2(_I)if(x1’ Loy o ooy Liliggy oo vy xn)-

i=1
Les applications de passage au quotient

U—s Ul
NS

NS
U/Ir+s

définissent des morphismes des résolutions normalisées
NU)— NU/I?)
AN /!

N/
N(U/Ir+)

BULL, 800, MATH. — T. 98, PASC. 2. 8
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et par conséquent des diagrammes commutatifs
N; (s, M)—”»H;(g, M)

i}ﬁ,p—m\\ /1,34—1
N7 (g, M)

D’autre part, si V,(g) désigne I'idéal ¢»—g, il y a équivalence entre
la catégorie des modules sur g, qui sont p-nilpotents, et la catégorie
des modules sur g/V,(g), qui sont p-nilpotents.

L’application canonique N}(g/V,(a), M) — N,(g, M) est donc un
isomorphisme.

ProrosiTioN 18. — Si g est une algébre de Lie nilpotente et si M est
un g-module nilpotent d’indice de nilpotence r,, alors H"(g, M) est limite
inductive des espaces N, (g, M) définis pour p > r,.

Démonstration. — C’est une application de la proposition 4 du cha-
pitre 1. On considére V;(g) la filtration de g définie par V,(g) = ¢*'g;
alors soit 3 un cocycle de g dans M; 3 définit une application U-linéaire
de U ® A7g - M. Cette application est nulle sur I'espace E™7+mi(g)
(cf. 1.3), ol

En,rﬂ+llr‘1(g) — 2 4I“o® Va1 /\ PR /\ szn.

G- Qg s s K D7y =12y

Eneffet, sige I*Q Vo, AViu A+ o e A Ve oo+ o+ ..+ a2 n, + nry,
si ay 1y, alors B(y) = o, car M est r,-nilpotent, et si a,<r;, alors l'un
des «; est supérieur a r, et I’espace V,,, étant nul puisque g est d’indice
de nilpotence ry, y est nul.

Mais alors le cocycle BoW,, o W, est choisi vérifiant les condi-
tions de la proposition 4, est nul sur lespace N®7:*7ri(q), donc
BoW, 1 ®X,&®...®X,,) est nul dés que I'un des X, appartient
a I7 avec ¢>r.+n(r,—i1) + 1; 3o ¥, définit donc un élément de
N7 (g, M), et la classe de 3 dans H"(g, M) est Iimage de la classe
de oW, dans N7 (g, M).

L’application N (g, M) — H"(g, M) est donc surjective dés que
g>r;+ n(r,—1) + 1. De méme, on déduit de la proposition 4 que
si he Nj;(g, M) est tel que i}(h) = o, alors il existe p’> p tel que
I'image de h dans N7,(g, M) soit nulle.

2. Interprétations des premiers groupes de cohomologie p-nil-
potents.

Rappelons que nous avons défini, si g est une algébre de Lie nilpo-
tente, et si M est un g-module nilpotent, une filtration de g par la suite
Vi(g) = ¢*—'g, et une filtration de M par la suite M;={m tels que
p(g)~'.m = o}. Ces filtrations déterminent une filtration des espaces
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H"(g, M). Nous allons voir que, en dimension 1 et 2, il y a un rapport
étroit entre les espaces de cohomologie p-nilpotente et la filtration sur

H~(g, M).

ProrosrTioN 19. — Si M est un g-module p-nilpotent, la suife suivante
est exacte :

o> N (g, M) % Hi(g, M)—> Homy (I7/I7+, M,)
SN M) (2 (6, M)y

el limage de i', est Uespace H' (g, M)_p_a.

Démonstration. — Tout d’abord définissons les applications r et o
intervenant dans cette suite exacte.

L’application r est définie de la fagon suivante : si 5 est un cocycle
de g dans M, alors 3 se prolonge de maniére unique en un cocycle B de I
dans M, car B doit vérifier B(X, Y) = X.B(Y).B est nul sur
Iespace I7+!, car M est p-nilpotent, et la restriction de B a l'espace I»
définit une application r(8) de I7/I»+* dans M,. D’autre part, si 3 est un
cobord, alors B est un cobord, et est donc nul sur I~.

0 est défini de la facon suivante. Soit ¢ : I7/I»+t — M,. Prolongeons ¢
d’une maniére quelconque en ¢': I/I7*+ — M, et calculons do’: I Q I — M.

do’ est définie par de¢'(x, y) = ¢'(xy) —x.¢'(y), alors d¢’ est nul
si  ou y appartiennent & I7; d¢’ définit donc un élément de N (g, M)
qui ne dépend que de ¢, car si ¢ et ¢, sont deux prolongements de ¢
alors l'application o,— ¢, est nulle sur Pespace Ir, et d(v,— 9,)
est un cobord pour la cohomologie p-nilpotente.

Démontrons maintenant 'exactitude de cette suite. La seule difficulté
est de montrer que I'application i} est surjective sur 'espace H*(g, M)_p.
Montrons d’abord que

i, (N3 (9, M))c H*(g, M),

D’aprés la proposition 8, il suffit de prouver que si B est un cocycle
de I® I dans M tel que B(X, Y) == o, si X ou Y eI, alors le cocycle
B:g A g—M, défini par B(z, y) =B Ry — B [y Q x), vérifie la
condition de p-nilpotence. Ceci résulte du lemme suivant :

LemMmE 5. — Soif 3 un élément de Z2(g, M) et soit B un élément de
ZI*(g, M) prolongeant 3, alors
o (BY(@1s Tos -+ .» T) =BW (@i, 2oy - . ., T,))
ou
W (L1, Zay « ooy Tr)

1

=TTy . .. Trea Tra Q) Tr ——2 Ty B[ 2 [ [T 2] L ] R X

i=1
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Ce lemme se démontre par récurrence. On a

(B (@, Ty ..., 2)
=B, [Tfr. . [2—n ] ) F 20 B .., 3.

Or par hypothése de récurrence :
1 (B) (X2 + .oy &) =BW(@s, ..., x))

B est un cocycle, on a donc
u.B(v, w) = B(uv, w)— B(u, vw).

Donc si on appelle - I'application de I ® I dans I, qui & u® v fait
correspondre uv, on a

. BW@s, ..., ) =B({(x:Qn)W(xs, ..., %)) — B, nW(xsy ..., Z))

et finalement
" (B)(Z1y Ty « s ) = BW (s, T2 - .., X))
— B, [%.]z. . ] ] )] — 7 W (e ..., 2))

et pour conclure la démonstration du lemme, il suffit de démontrer que

(W (s, ... &) =[Z[ 5. . [Tress 2]]. . . ]

ce qui se démontre sans difficulté par récurrence sur le nombre de
variables.

11 reste donc a montrer réciproquement que, si he H*(g, M)_,, alors
h = i;(b), ot beN; (g, M). Or ceci est évident, car si 3 est un cocycle
représentant h tel que B(V; V;)c M. ;_,, alors 3 est un cocycle nul
sur lespace E%7+i(g), et W,03 est nul sur 'espace N?7+'(g), done
Yo (X ® Y) est nul dés que X ou Y appartiennent a I7.
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