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Abstract. Letkbe aperfect¢eldwith cohomological dimension W 2. Serre's conjecture II claims
that theGalois cohomology setH1�k;G� is trivial for any simply connected semi-simple algebraic
G=k and this conjecture is known for groups of type 1An after Merkurjev^Suslin and for classical
groups and groups of type F4 and G2 after Bayer^Parimala. For any maximal torus T of
G=k, we study themapH1�k;T � ! H1�k;G� usingan inductionprocess on the typeofthe groups,
and it yields conjecture II for all quasi-split simply connected absolutely almost k-simple groups
with type distinct fromE8.We alsohave partial results forE8 and for some twisted forms of simply
connected quasi-split groups. In particular, this method gives a new proof of Hasse principle for
quasi-split groups over number ¢elds including the E8-case, which is based on the Galois
cohomology of maximal tori of such groups.
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Soit k un corps, ks une cloª ture sëparable de k et G � Gal�ks=k� le groupe de Galois
absolu de k. Dans son livre `Cohomologie galoisienne', Serre a formulë la conjecture
suivante:

CONJECTURE II [Se1, Se2]. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe
absolument presque k-simple. On note S�G� l'ensemble de ses entiers de torsion. Pour
tout premier p 2 S�G�, on fait l'hypothe© se suivante:

(a) si p est inversible dans k, cdp�k�W 2,
(b) si car�k� � p, pour toute extension sëparable k0=k, le groupe de cohomologie H3

p �k0�
de Kato (voir ci^dessous) est nul.

Alors H1�k;G� � 1.
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Cette conjecture a ëtë dëmontrëe par Merkurjev^Suslin pour les groupes de type
1An [Su1] et Bayer^Parimala pour les groupes classiques, de type F4 et G2, dans
le cas d'un corps parfait [BP]. Dans cet article, nous nous intëressons a© la conjecture
pour les groupes exceptionnels D4 (avec trialitë), E6, E7 et E8, et notre rësultat
principal est le thëore© me suivant.

THEè OREé ME (th. 4, ½ III.3). Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe et
quasi-dëployë satisfaisant les hypothe© ses de la conjecture II. Supposons que l'on soit
dans un des cas suivants

(1) G n'est pas de type E8,
(2) le groupe G est de type E8 et G est un p-groupe (p premier).

Alors H1�k;G� � 1.

Chernousov a indëpendamment dëmontrë le thëore© me principal (sur un corps
parfait) avec des arguments tre© s proches de ceux utilisës dans la preuve du principe
de Hasse [Ch4]. Notre mëthode est toute autre et repose sur le thëore© me suivant
qui donne, sous les hypothe© ses de la conjecture II, des informations sur l'image
de l'application naturelle H1�k;T � ! H1�k;G� pour certains k-tores maximaux
T=k de G=k.

THEè OREé ME (th. 7, ½ III.3). Soient k un corps, G=k un groupe semi-simple
simplement connexe absolument simple, T=k un k-tore maximal de G dëployë par
une extension cyclique de degrë premier. On suppose que G=k satisfait les hypothe© ses
de la conjecture II. Alors l'application naturelle i� : H1�k;T � ! H1�k;G� est nulle.

La preuve de ce thëore© me utilise la thëorie de Bruhat^Tits et les invariants de Rost.
Ensuite, on peut appliquer les rësultats classiques sur la cohomologie galoisienne
des groupes algëbriques linëaires, i.e. le thëore© me de Steinberg et les rësultats de
Harder sur le principe de Hasse [H1].

Le thëore© me ci-dessus permet aussi de donner dans la section V (indëpendante des
sections III et IV) une preuve tre© s simple et quasi-uniforme du principe de Hasse
pour les groupes quasi-dëployës dë¢nis sur un corps de nombres, qui en particulier
ne diabolise pas les groupes de type E8.

0. Notations et rappels

Pour tout groupe abëlien A et pour tout entier N, on note nA (resp. A=n) le noyau
(resp. le conoyau) la multiplication A ÿ!�n A.

0.1 Soit X une variëtë algëbrique inte© gre dë¢nie sur k. On note X �k� l'ensemble des
k^points rationnels de X . Si L=k est une extension de corps, on note
XL � X �Spec�k� Spec�L� l'extension des scalaires de X a© L et �X � X �k. On dit que
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X est k-rationnelle si X est k-birationnelle a© un espace af¢ne. Soit Y une variëtë
algëbrique dë¢nie sur L et supposons que l'extension L=k est ¢nie. On note alors
RL=kY la restriction des scalaires, a© la Weil, de L a© k de Y (cf. [BLR] p. 191).
On note Ga � Spec�k�t�� le groupe additif. Si G=k est un groupe algëbrique linëaire
connexe, on note Gr�ed le plus grand quotient rëductif de G et Gtor le plus grand
quotient torique de G (appelë tore coradical dans [SGA3]).

0.2. Groupes de types multiplicatifs. On note Gm � Spec�k�t; 1=t�� le tore standard.
Soit M un k-groupe de type multiplicatif (cf. [SGA3], exp. X). On dit que M est
un k-tore (resp. est ¢ni) si M̂ est un Z-module libre (resp. ¢ni). On note
M̂ � Homkÿgr�M;Gm� le module galoisien des caracte© res de M. Si w 2 M̂�ks�, on
note kw=k l'extension galoisienne ¢nie minimale telle que w 2 M̂�kw�. On dë¢nit
ensuite l'extension galoisienne ¢nie kM=k comme le composë des extensions kw pour
w parcourant M̂�ks� et on note G�M� � Gal�kM=k�. Si G�M� � 1 (i.e. M̂ est un module
galoisien avec action triviale), on dit que M est dëployë. Ainsi kM=k est l'extension
minimale dëployant M. Pour toute extension sëparable ¢nie L=k, le k-groupe
RL=k�M� est de type multiplicatif et on note R1

L=k�M� le noyau de la norme
NL=k : RL=k�M� !M. On dit qu'un tore T est quasi-trivial si T est un produit direct
de facteurs RL=kGm. On dit qu'un tore T est inversible s'il est facteur direct d'un
tore quasi-trivial.

0.3. Types, �-action et alge© bres de Tits. Dans cet article, nous utilisons con-
tinuellement la classi¢cation des groupes semi-simples sur k [T1] que l'on suppose
connue du lecteur. Rappelons toutefois que si G=k est un groupe semi-simple
absolument presque k-simple, on peut lui associer un diagramme de Dynkin Dmuni
d'une action G ! Aut�D� (l'action �), dë¢nie a© conjugaison pre© s par un ëlëment
de Aut�D�. Selon que l'on tient compte ou non de l'action �, on dit que D (resp.
D muni de l'action �) est le type de G (resp. le type quasi-dëployë de G).

On note m le centre de G, qui est un k-groupe de type multiplicatif et Gad le groupe
adjoint de G. A tout caracte© re w 2 m̂�ks�, la thëorie des reprësentations linëaires
permet d'associer une alge© bre simple centrale Aw=kw. Les alge© bres �Dw=kw�w2m̂�ks� sont
appelëes les alge© bres de Tits de G [T3, MPW, M3]. Selon la terminologie introduite
par Tits [T4], on dit que G est une forme fortement interne si l'action � est triviale
et si les alge© bres de Tits de G sont dëployëes.

0.4. Sous-groupes maximaux associës a© une racine simple (cf. [T4], ½ 1.7). Soit G un
groupe semi-simple dëployë, simple et ëpinglë, ce qui est la donnëe suivante [C2]:

^ un k-tore maximal dëployë T � G,
^ un syste© me de racines rëduit irrëductible F � F�T ;G� � T̂ 
Z Rmuni d'une base

D dë¢nissant F�,
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^ une famille de morphismes �Ua : Ga ! G�a2F et un sous-groupe de Borel B de G,
tels que si l'on ordonne arbitrairement F� � �ai�i�1;...;q, le produit sur G induit
un isomorphisme

T �
Y

i�1;...q
Ga ÿÿÿÿ!

id�
Q

i�1;...;q
Uai

B:

On note a0 l'opposë de la racine maximale et D � D [ fa0g le diagramme de Dynkin
complëtë de D (cf. [Bou], ½ VI). Alors a© toute racine a 2 D, on peut associer le
sous-groupe Ha de G engendrë par T , U�b (b 2 D n fag) et U�a0 . Le groupe Ha

est un groupe semi-simple de m̂eme rang que G et dont le diagramme de Dynkin
s'identi¢e a© D n fag.

0.5. Relation d'ordre sur les diagrammes de Dynkin, entiers de torsion. On introduit

la cateÂ gorie Dk des graphes finis non-orienteÂ s munis d'une action de G. Si L=k est

une extension seÂ parable finie de corps, on a une application naturelle de restriction

Dk !DL ouÁ Gal�L:ks=L� agit via Gal�ks=k�. On introduit sur Dk l'ordre partiel

suivant. On dit que D < D
0 s'il existe un plongement de graphes G-eÂ quivariant

D,!D
0. On a par exemple A4 � A4 < ~E8, ouÁ ~E8 deÂ signe le diagramme de Dynkin

eÂ tendu de type E8.

On rappelle que Serre a dë¢ni pour chaque diagramme de Dynkin irrëductibleD un
ensemble ¢ni de nombres premiers S�D�, appelës les entiers de torsion de D [Se2].
Pour chaque type, ces entiers sont les suivants :

^ S�An� � f2; diviseurs premiers de n� 1g;
^ S�Bn� � S�Cn� � S�G2� � f2g;
^ S�Dn� � f2g �n 6� 4�;
^ S�D4� � S�E6� � S�E7� � f2; 3g;
^ S�E8� � f2; 3; 5g.

On peut ëtendre cette dë¢nition au cas non irrëductible en posant S�[iDi� � [iS�Di�.
En¢n, si G=k est un groupe semi-simple de type D, on pose S�G� � S�D�.

0.6. Cohomologie. On travaille essentiellement avec la cohomologie galoisienne
[Se1] et nous notons H i�k; � les objets de cohomologie correspondants. En
particulier, on note Br�k� � H2�k; k�s � le groupe de Brauer de k. Si D=k est une
alge© bre simple centrale, on note �D� sa classe dans Br�k� et on dë¢nit l'exposant
de D comme l'ordre du groupe ¢ni engendrë par �D� dans Br�k�. D'apre© s
Wedderburn, on sait qu'il existe une alge© bre a© divisions T=k, dë¢ni a© isomorphisme
pre© s, tel que D �Mn�T �. On dë¢nit alors l'indice de D par Indk�D� �

�����������������

dimk�T �
p

.
Cependant, nous travaillons aussi avec la cohomologie ëtale (resp. plate) pour
laquelle nous notonsH i

�et�X ; � (resp.H i
fppf �X ; �) les objets de cohomologie (cf. [Mi]).
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I. Prëliminaires

I.1. CORPS DE DIMENSION 1 ET 2

(a) Dimension d'un corps. Prenons les notations de [Se2] p. 21-22. Soit F un corps de
caractëristique p, p > 0. Soit OF le F -espace vectoriel de la Z-alge© bre F . Si i est un
entier, iX 0, on pose Oi

F �
Vi

OF et la diffërentiation extërieure d applique Oi
F dans

O
iÿ1
F . Il existe une application additive p-linëaire g : Oi

F ! O
i
F=dO

iÿ1
F et une seule,

telle que g�xo� � xpw pour toute forme diffërentielle logarithmique
o � dy1=y1 ^ � � � ^ dyi=yi. L'opërateur o est l'inverse de l'opërateur de Cartier.
On pose

H i�1
p �F � � Coker

�

gÿ 1 : Oi
F ! O

i
F=dO

iÿ1
F

�

: �I:1:1�

On note H i�1
dec �F � l'ensemble des eÂ leÂ ments deÂ composables de H i�1

p �F �, i.e s'eÂ crivant

xdy1=y1 ^ � � � ^ dyi=yi modulo dOiÿ1
F avec x; y1; . . . ; yi 2 F�. Soit F un corps. On

deÂ finit la dimension seÂ parable dimsep
p �F � selon

(1) Si car�F � 6� l, dimsep
l �F � � cdl�F �,

(2) Si p � car�F �, dimsep
p �F � � InffrX 0 j Hr�1

p �F 0� � 0 8F 0=F separable finieg.

Si car�F � � 0, pour tout entier qX 0, on peut conside© rer le faisceau galoisien
Q=Z�q�. Si F est de caractëristique positive p, la thëorie de Kato et de Bloch^Kato
[K, BK] produit l'objet Z=pnZ�q� �WnO

q
F ;log�ÿq�, qui est un complexe de faisceaux

galoisiens concentrë en degrë q. Soit m � pnr avec �p; r� � 1, on dë¢nit le complexe
de faisceaux galoisiens Z=mZ�q� � Z=pnZp�2� �Z=rZ�q�, et par limite inductive,
on a dë¢ni le complexe de faisceaux galoisiens Q=Z�q� dans cette situation. On pose
alors

Hq�1�F � � Hq�1ÿF ;Q=Z�q�
�

�qX 0�: �I=1=2�

Soit maintenant K un corps complet pour une valuation discre© te de rang 1, d'anneau
de valuation O et de corps rësiduel F . On suppose que car�F � � car�K� et ainsi le
morphisme O! F est scindë, produisant ainsi une application
Hq�1�F � ! Hq�1�K� qui ne dëpend pas du scindage choisi. On note Knr une cloª ture
non rami¢ëe de K . On note alors Hq�1

nr �K� � Ker
ÿ

Hq�1�K� ! Hq�1�Knr�
�

. Kato
[K] a dë¢ni une application de rësidu @K : Hq�1

nr �K� ! Hq�F � de sorte que pour
qX 1 l'on a une suite exacte

0! Hq�1�F � ! Hq�1
nr �K� ÿ!

@K
Hq�F � ! 0; �I:1:3�

scindëe par le choix d'une uniformisante. Izhboldin [I] a montrë que ces applications
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de rësidus locales induisent la suite exacte de localisation (I.1.4)

0ÿ!Hq�1�k�ÿ!Ker
�

Hq�1�k�t�� ! Hq�1�ks�t��
�

ÿ!�@M �Hq�k�M�� ÿ!
�Nk�M�=k

Hq�k�ÿ!0;

ou© M parcourt les points fermës de la droite projective P1
k.

(B) Groupes de normes. Soient X=k une variëtë et n un k-groupe de type
multiplicatif. Pour tout g 2 H2

fppf �k; n�, on dë¢nit le groupe de normes Nsep
X ;g�k� de

X et g comme le sous-groupe de k� engendrë par les NL=k�L�� pour les extensions
¢nies sëparables de corps L=k satisfaisant X �L� 6� ; et gL � 0 2 H2

fppf �L; n�. Si
g � 0, le groupe Nsep

X ;g�k� n'est pas autre chose que le groupe de normes sëparable
Nsep

X �k� de la variëtë X considërë dans [Gi2].

PROPOSITION 1. Soient n un k-groupe de type multiplicatif ¢ni, X=k une variëtë et
p un nombre premier. On suppose que dimsep

p �k�W 2 et que pour toute extension ¢nie
k0=k, on a Nsep

X �k0� � k0� mod k0�p. Alors

Nsep
X ;g�k� � k� mod k�p:

Dëmonstration. On dësigne par N X �k; n� l'assertion suivante

N X�k; n� : Nsep
X ;g�k0� � k0� mod k0�p; 8k0=k separable finie; 8g 2 H2

fppf �k0; n�:

LEMME 1. Les hypothe© ses sont celles de la proposition 1.

(a) Soit 0! A! B! C ! 0 une suite exacte de k-groupes ¢nis de types
multiplicatifs. Alors

N X �k;A� et N X �k;C� �)N X �k;B�:

(b) Soient p un nombre premier, Gp un p-Sylow (pro¢ni) de G et L=k l'extension
associëe. Soit n un k-groupe ¢ni de type multiplicatif p-primaire. Alors

N X �L; nL��)N X �k; n�:

Dëmonstration du lemme. (a) Soit 0! A ÿ!i B ÿ!p C ! 0 une suite exacte de
k-groupes ¢nis de types multiplicatifs. Pour montrer l'assertion N X �k;B�, on peut
supposer k0 � k. Soit b 2 H2

fppf �k;B�. On va montrer que Nsep
X ;g�k�:k�p � k�. Soit

x 2 k�. Notons p� : H2
fppf �k;B� ! H2

fppf �k;C�. Par hypothe© se, on a
Nsep

X ;p��b��k�:k
�p � k�. Par suite, sans perte de gënëralitë, on peut supposer que

x � Nk0=k�x0�, x0 2 k0�, ou© k0=k est une extension sëparable ¢nie tuant p��g� et
satisfaisant X �k0� 6� ;. La suite exacte

H2
fppf �k0;A� ÿ!

i�
H2

fppf �k0;B� ÿ!
i�

H2
fppf �k0;C�

montre que bk0 � i��a� avec a 2 H2
fppf �k0;A�. Or Nsep

X ;a�k0�:k0�p � k0�, donc
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x0 2 Nsep
X ;a�k0�:k0�p � Nsep

X ;b�k0�:k0�p. Donc x 2 Nk0=k
ÿ

Nsep
X ;b�k0�

�

:k�p � Nsep
X ;g�k�:k�p. Le

(b) est un exercice de restriction^corestriction laissë au lecteur. &

On peut maintenant dëmontrer la proposition 1. Le (a) du lemme nous permet de
nous ramener a© un groupe ¢ni n=k qui est p-primaire pour un nombre premier p
et le b� du lemme nous permet de nous ramener au cas ou© G est un pro-p groupe.
On sait que la correspondance n! n̂ induit une anti-ëquivalence de catëgories entre
la catëgorie des k-groupes ¢nis p-primaires de type multiplicatif et la catëgorie
des G-modules ¢nis p-primaires ([SGA3], exp. 106). Soit n un k-groupe ¢ni p-primaire
de type multiplicatif. Comme le G-module n̂ est discret, ¢ni et p-primaire, il admet une
suite de compositions dont les quotients successifs sont isomorphes a© Z=pZ ([Se1],
½ 4.1). Par dualitë, pour tout k-groupe ¢ni de type multiplicatif n, il existe une suite
de k-groupes �ni�i�0;...;n et des suites exactes

1! mp! ni ! ni�1! 1 �i � 0; . . . ; nÿ 1�

avec n0 � n et nn. Le (a) du lemme nous rame© ne a© prouver l'assertionN X �k; n� pour le
groupe mp. D'apre© s le thëore© me 90 de Hilbert, on a H2

fppf �k; mp� �p Br�k�. Soit
g 2 H2

fppf �k; mp�. La classe g est reprësentëe par une alge© bre simple centrale D=k dont
on note Y la variëtë de Severi^Brauer. On a alors Nsep

X ;g�k� � Nsep
X�kY
�k��. D'apre© s

Merkurjev^Suslin ([MS] et [Gi2], ½ V.1 dans le cas de caractëristique positive),
on a Nsep

Y �k� � k�. Le m̂eme raisonnement que dans la preuve du (a) conduit a©
Nsep

X ;g�k� � k� mod k�p. &

I.2. GROUPES QUASI-DËPLOYËS, ENTIERS DE TORSION ET THËORE© ME DE STEINBERG

(CONJECTURE I).

Rappelons un corollaire important au thëore© me de Steinberg sur les classes de con-
jugaisons rationnelles.

THEè OREé ME 1 ([St]). Soit G=k un groupe semi-simple quasi-dëployë. Alors pour
tout ëlëment g � �z� 2 H1�k;G�, et pour tout tore maximal T de zG il existe un
plongement r : T ,!G tel que g appartienne a© l'image de H1�k;T � !r� H1�k;G�. &

La terminologie `entiers de torsion' pour G se justi¢e par le lemme suivant, qui est
bien connu.

LEMME 2 (cf. [Se2] lemme 1). Soit G=k un groupe semi-simple absolument presque
k-simple. Soit T � G un k-tore maximal de G. Alors, les groupes H1�k;T � et
H1�k; T̂ � sont annulës par un produit d'ëlëments de S�G�.

Joignant ce lemme au thëore© me 1, et sachant queH1�k;T �fpg � 0 pour tout k-tore
dë¢ni sur un corps k satisfaisant dimsep

p �k�W 1, on en dëduit le
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THEè OREé ME 2 (Steinberg, Conjecture I, [BoS] ½ 8.6 dans le cas non parfait). Soit
G=k un groupe semi-simple absolument presque k-simple. On suppose que
dimsep

p �k�W 1 pour tout premier p 2 S�G�. Alors H1�k;G� � 1.

Mentionnons que le thëore© me de Steinberg se gënëralise de la facon suivante.

THEè OREé ME 3 (Kottwitz [Ko]). On suppose k parfait. Soit G=k un groupe
semi-simple quasi-dëployë.

(a) Si G est simplement connexe, alors toute classe de conjugaison rationnelle con-
tient un ëlëment de G�k�.

(b) On suppose car�k� � 0. Soit x 2 G�ks� un ëlëment semi-simple tel que le
stablisateur Gx de x (pour l'action de G sur lui-meª me par conjugaison) soit con-
nexe. Alors, si la classe de conjugaison de x est rationnelle, elle contient un
ëlëment de G�k�. &

Exactement de meª me que pour le thëore© me de Steinberg, ceci entra|ª ne le

COROLLAIRE 1. On suppose car�k� � 0. Soient G=k un groupe semi-simple
quasi-dëployë, et z 2 Z1�k;G� un cocycle.

(a) Soit x 2z G�k�. Alors il existe x0 2 G�k� k-conjuguë a© x de sorte que �z� appartienne
a© l'image de H1�k;ZG�x0�� ! H1�k;G�.

(b) Soit S �z G�k� un k-sous tore de G. Alors il existe un plongement r : S,!G de
sorte que �z� appartienne a© l'image de H1�k;ZG�S�� ÿ!

r�
H1�k;G�. &

Les entiers de torsion apparaissent ëgalement lorsque l'on s'intëresse a© des corps
dont le groupe de Galois absolu est un p-groupe. Nous donnons ici une forme
gënërale a© une remarque de Rost sur les groupes de type E6 ([MPW,II], ½8).

LEMME 3. Soient G0=k un groupe semi-simple de Chevalley, B0=k un sous-groupe de
Borel dëployë de G0=k et T0=k un tore maximal dëployë de B0=k. Soit H0=k un
sous-groupe (lisse) de G0=k satisfaisant T0 � H0 � G0. On note
G � Aut�G0;B0;T0;H0� le sous-groupe du groupe ¢ni Aut�G0;B0;T0� des
automorphismes extërieurs de G0 laissant stable H0. Soit p un nombre premier.
On suppose que le groupe de Galois absolu G de k est un p-groupe pro¢ni et que p
ne divise pas �NG0 �T0�=T0 : NH0 �T0�=T0�. Soit j 2 Hom�G;G� et notons jG0 (resp.
jH0) le groupe tordu par j.

(a) L'application naturelle

H1�k;j H0� ! H1�k;j G0�

est surjective.
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(b) On suppose H0 connexe. Soit T un k-tore maximal de jG0. Alors T est conjuguë
par un ëlëment de jG0�k� a© un k-tore maximal de jH0. &

Une autre consëquence du thëore© me de Steinberg est le lemme suivant.

LEMME 4. Soient G0=k un groupe semi-simple de Chevalley, presque simple, B0=k
un sous-groupe de Borel dëployë de G0=k et T0=k un tore maximal dëployë de
B0=k. On note W0 � NG0 �T0�=T0 le groupe de Weyl, G � Aut�G0;B0;T0� le
sous-groupe du groupe ¢ni des automorphismes extërieurs de G0. Le groupe G agit
sur W0 et on forme le produit semi-direct W0�j G, muni du morphisme canonique
p : W0�j G! G. Soit p un nombre premier impair. On choisit un p-sous-groupe de
Sylow G

�p� (resp. W �p�
0 ) de G (resp. W0) de sorte que G

�p� agisse sur W �p�
0 . Soit

f 2 Homc�G;W �p�
0 �j G�p��. Alors il existe un plongement fT0ÿ!p�fG0.

Remarque 1. Le tore fT0 est le tore tordu par l'homorphisme f :G !W0�j G.
L'extension galoisienne minimale dëployant fT0 est donnëe par f .

Dëmonstration. La classe de l'extension de groupes

1! T0�F � ! NG0 �T0��F � !W0! 1

est de 2-torsion (cf. [T2]). Par suite, il existe un rele© vement s : W �p�
0 ! NG0�T0��F �.

Celui-ci se prolonge en un rele© vement

s : W �p�
0 �jG

�p�
0 ! NG0�j �G�T0��F � � NG0�T0��F ��jG

du morphisme NG0�T0��F ��j G!W0�j G. Soit f 2 Homc�G;W �p�
0 �j G�p��. Alors

l'ëlëment s�f 2 Homc
ÿ

G;NG0 �T0��F ��j G
�

dë¢nit un cocycle z 2 Z1
ÿ

G;G0� ~F ��j G
�

de sorte que fT est un sous-tore maximal du groupe zG0. Or la forme quasi-dëployëe
de G0 est p�fG0. Le thëore© me de Steinberg montre qu'il existe un plongement
fT0! p�fG0. &

Terminons cette section par un lemme facile.

LEMME 5. (a) Soit G un groupe semi-simple simplement connexe qui est une forme
interne de sa forme dëployëe. Soient P � G un sous-groupe parabolique de G, et
Z un sous-groupe de Levi de G, dont on note DZ son groupe dërivë. Alors la condition
H1�k;DZ� � 1 entrâine la nullitë de l'application H1�k;P� ! H1�k;G�.

(b) Soit G un groupe semi-simple simplement connexe qui est une forme interne de
sa forme dëployëe et soit f :G! G0 une isogënie centrale de noyau m. Soient
P � G un sous-groupe parabolique de G et P0 � f �P�, et Z un sous-groupe de Levi
de G. On suppose que H1�k;H� � 1 pour toute forme interne de H de DZ. Alors
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l'application H1�k;P0� ! H1�k;G0� est constante sur les ¢bres de l'application

composëe H1�k;P0� ! H1�k;G0� ÿ!d
2

H2
fppf �k; m�:

Dëmonstration. (a) Comme le radical unipotent de P est dëployë, on sait que l'on a
une bijectionH1�k;Z� � H1�k;P�, (cf. [SGA3], exp. XXVI, Cor 2.3). On conside© re le
k-tore S et la suite exacte 1! DZ! Z! S! 1. Si G est une forme interne de sa
forme dëployëe, alors S est dëployë et le thëore© me de Hilbert 90 montre que
l'application H1�k;DZ� ! H1�k;Z� est surjective. Le (b) est laissë en exercice.&

I.3. RAPPELS SUR LA R-ËQUIVALENCE SUR LES TORES [CTS1,V].

Soit X=k une variëtë algëbrique. On noteO l'anneau semi-local de la droite af¢neA1
k

aux points 0 et 1. La R-ëquivalence est la relation d'ëquivalence sur l'ensemble des
points rationnels X �k� de X engendrëe par la relation ëlëmentaire suivante: deux
points x et y de X �k� sont dits directement R-ëquivalents s'il existe f 2 X �O�,
satisfaisant f�0� � x et f�1� � y. Comme me l'a fait remarquer Bruno Kahn, cette
dë¢nition peut s'ëtendre aux foncteurs contravariants de la catëgorie Sch=k des
k-schëmas dans les ensembles. Soit

F : Sch=k! Ens �I:3:1�

un tel foncteur. Deux points x et y de F �k� sont dits directement R-ëquivalents s'il
existe f 2 F �O�, satisfaisant f�0� � x et f�1� � y. La R-ëquivalence sur l'ensemble
F �k� est alors la relation d'ëquivalence engendrëe par cette relation ëlëmentaire.
Un cas intëressant est le cas ou© F est un foncteur a© valeurs dans la catëgorie
des groupes abstraits. Dans ce cas, l'ensemble des ëlëments R-ëquivalents a©
1 2 F �k� est un groupe que l'on note RF �k� et F �k�=R � F �k�=RF �k�. De plus, si
k est in¢ni, on sait que la relation ëlëmentaire est une relation d'ëquivalence. Suivant
la terminologie introduite par Merkurjev pour les groupes algëbriques linëaires, on
dira qu'un foncteur F est R-trivial si F �K�=R � 1 pour toute extension de corps K=k.

Soit T=k un tore. Dans [CTS1], Colliot^Thële© ne et Sansuc ont calculë le groupe
T �k�=R de la facon suivante. On note T̂ � Homgr�T ;Gm� (resp. T̂ 0) le module
galoisien des caracte© res (cocaracte© res) de T . Rappelons qu'un tore S=k est dit £asque
si H1�L; Ŝ0� � 0 pour toute extension ¢nie sëparable de corps L=k. Le tore T=k
admet une rësolution £asque

1! S! E ! T ! 1; �I:3:2�

ou© E=k est un k-tore quasi-trivial et S=k un tore £asque. Alors l'application de bord
d : T �k� ! H1�k;S� produit un isomorphisme T �k�=R � H1�k;S�. De plus, on sait
que si le tore T=k est dëployë par une extension galoisienne mëtacyclique (i.e.
les sous-groupes de Sylow du groupe de Galois sont cycliques), alors
T �k�=R � 1. Un point essentiel dans cette thëorie est la caractërisation des k-tores
R-triviaux, i.e. satisfaisant T �L�=R � 1 pour toute extension L=k. Un k-tore est
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R-trivial si et seulement s'il admet une rësolution 1! T1! T2! T ! 1 ou© les Ti

sont des tores inversibles, i.e. facteurs directs de tores quasi-triviaux. En d'autres
termes, la condition ``T R-trivial'' dëpend uniquement du module galoisien T̂ .

Soit maintenant M=k un groupe de type multiplicatif. Alors X ! H1
fppf �X ;M�

dë¢nit un foncteur contravariant de Sch=k dans la catëgorie des groupes abëliens.
On peut donc dë¢nir les groupes H1

fppf �k;M�=R et le sous-groupe
RH1

fppf �k;M� � H1
fppf �k;M�. D'apre© s la proposition 1.3 de [CTS2], on sait que

M=k admet une rësolution £asque (d'un autre type que le prëcëdent)

1!M! S! E ! 1; �I:3:3�

ou© E=k est un tore quasi-trivial et S=k un tore £asque. Une dëmonstration analogue a©
celle du thëore© me principal de [CTS1] montre que le morphisme naturel
H1

fppf �k;M� ! H1�k;S� induit un isomorphisme H1
fppf �k;M�=R � H1�k;S�. En

particulier, si le groupe de type multiplicatif M=k est dëployë par une extension
galoisienne mëtacyclique, alors H1

fppf �k;M�=R � 1. Si T est un k-tore, on note
TD le tore dual de T , i.e. le tore dë¢ni par T̂D � T̂ 0.

LEMME 6. (a) Soit T=k un tore de rang 1 ou 2. Alors T �k�=R � 1 et H1�k;T �=R � 1.
(b) Soient T ;T 0=k des k-tores et soit E un k-tore quasi-trivial. Si T 0 est une exten-

sion de T par E (resp. de E par T), alors on a un isomorphisme naturel
T 0�k�=R � T �k�=R (resp. H1�k;T �=R � H1�k;T 0�=R).

(c) Soit T=k un tore. Alors les assertions suivantes sont ëquivalentes.
(i) T est R-trivial,
(ii) le foncteur H1�:;TD� est R-trivial.

Dëmonstration. (a) Si le tore T=k est de rang 1, il est dëployë par une extension
quadratique sëparable, donc T �k�=R � 1 et H1�k;T �=R � 1. Les classes
d'isomorphismes de k-tores de dimension 2 sont classi¢ëes par l'ensemble
H1�k;GL2�Z�� � Hom�G;GL2�Z��= �, l'ensemble des homomorphismes de groupe
de G dans GL2�Z�modulo conjugaison. Soit T=k un tore de rang 2. On peut supposer
que T=k correspond a© un homomorphisme f : G !W � GL2�Z� ou© W est le
sous-groupe standard d'ordre 12 de GL2�Z�. Par un argument de transfert, on peut
supposer que Im�f � est un 2-groupe ou un 3-groupe. Si c'est un 3-groupe, l'image
Im�f � est cyclique d'ordre 3 et alors T �k�=R � 1 et H1�k;T �=R � 1. Si Im�f � est
un 2-groupe, le seul cas a© considërer est le cas ou© Im�f � � Z=2�Z=2 est le
sous-groupe diagonal de GL2�Z�. Alors T=k est le produit de deux tores de rang
1, d'ou© T �k�=R � 1 et H1�k;T �=R � 1 (on sait meª me que T=k est une variëtë
k-rationnelle d'apre© s le ½ 4.9 de [V]).

Le (b) est un exercice et on passe. au (c) On rappelle qu'un tore I=k est dit
inversible s'il est facteur direct d'un module quasi-trivial. Soit T=k un k-tore. D'apre© s
la proposition 7.4 de [CTS2], on sait que T (resp. H1�:;TD�) est R-trivial si et
seulement si il existe une suite exacte de k-tores 1! I1! I2! T ! 1 (resp.
1! TD ! J1! J2! 1) avec I1; I2 inversibles (resp. J1, J2 inversibles). Par dualitë,
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les deux conditions prëcëdentes ne font qu'une, d'ou© l'on conclut que T est R-trivial
si et seulement si le foncteur H1�:;TD� est R-trivial. &

De nombreux exemples de tores sont ëtudiës du point de vue de la R-ëquivalence
dans [CTS1]. Le lemme prëcëdent permet de donner un exemple simple de tore
T=k tel que H1�:;T � n'est pas R-trivial.

LEMME 7. Soient n un entier et A1=k, A2=k deux alge© bres ëtales de dimension n. On
conside© re le monomorphisme de tores f : Gm ! RA1=kGm � RA2=kGm donnë par
f �x� � �x; x� et le k-tore T � Coker�f � �

ÿ

RA1=kGm � RA2=kGm
�

=Gm. Alors
H1�k;T � � Ker

ÿ

Br�k� ! Br�A1� � Br�A2�
�

et:

(a) Si n � 2, H1�:;T � est R-trivial.
(b) Si n est un nombre premier impair et si A1 et A2 sont des extensions de corps

cycliques linëairement disjointes, alors H1�:;T � n'est pas R-trivial.

Dëmonstration. La suite exacte 1! Gm!
f

RA1=kGm � RA2=kGm ! T ! 1
donne immëdiatement H1�k;T � � Ker

ÿ

Br�k� ! Br�A1� � Br�A2�
�

. Ensuite, on
observe que le caracte© re g : Rk1=kGm � Rk2=kGm ! Gm donnë par
g�x1; x2� � NA1=k�x1�NA2=k�x2�ÿ1 induit un caracte© re g : T ! Gm. On note alors

T1 � Ker�T !g Gm� � Ker
h

ÿ

RA1=kGm � RA2=kGm
�

=Gm ! Gm

i

:

On a H1�k;T1�=R � H1�k;T �=R et l'on constate alors que

SOUS-LEMME 70. Les modules galoisiens T̂1 et T̂0
1 sont isomorphes. &

On est donc ramenë suivant le lemme 6 a© ëtudier T1�k�=R. On conside© re le tore
T2 � Ker

ÿ

Rk1=kGm � Rk2=kGm !
g

Gm

�

: Comme T2 est une extension de T1 par
Gm, on a T1�k�=R � T2�k�=R ou© T2 est dë¢ni par les ëquations
NA1=k�x1� �NA2=k�x2� � 1. Il n'est pas dif¢cile de voir que

T2�k�=R �
ÿ

NA1=k�A�1 � \NA2=k�A�2 �
�

=k�n:NA1
kA2=k
ÿ

�A1 
k A2��
�

:

Si p � 2, on sait que T2�k�=R � 1 ([KLST], lemme 1.2), et si n � p est impair, on sait
d'apre© s Merkurjev ([M1], Cor. 2.9) que si A1 et A2 sont des extension cycliques de
premier p disjointes, alors il existe une extension E=k telle que T2�E�=R 6� 1: &

1.4. ANNULATION DE CLASSES DE H i�k�t�� PAR CHANGEMENT DE BASE

Rappelons la question suivante de Serre ([Se1], question 6.2 p. 124) posëe
originellement en caractëristique nulle.

294 PHILIPPE GILLE

https://doi.org/10.1023/A:1002473132282 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1002473132282


(I.4.1) Soit a 2 Br�k�t�� tel qu'il existe t0 2 P1�k� satisfaisant a�t0� � 0. Existe-t-il
une fonction rationnelle f : P1

k ! P1
k non constante et un point t

0
0 2 P1�k� satisfaisant

f ��a� � 0 et f �t00� � t0?

Dans le cas de 2Br�k�t��, on sait d'apre© s Mestre que cette question a une rëponse
positive si a a quatre poª les (comptës avec multiplicitës) [Me]. De facon analogue,
pour qX 2, on peut poser la question suivante.

(I.4.2) Soit a 2 Ker
ÿ

Hq�k�t�� ! Hq�ks�t��
�

. Soient t0; t1 des points fermës de P1�k�
qui ne sont pas des poª les de a. Existe-t-il une fonction rationnelle f : P1

k ! P1
k

non constante et des points t00; t
0
1 de P1�k� satisfaisant f ��a� 2 Hq�k�, f �t00� � t0 et

f �t01� � t1?

En fait, nous sommes intërëssës ici (cf. Proposition 2, ½ II.3) par le cas d'un corps
de dimension cohomologique 2 pour q � 3 (et alors H3�k� � 0) et nous sommes
encouragës par le cas facile des corps locaux et globaux de caractëristique 0.

LEMME 8. On suppose que k est un corps local ou global imaginaire pur de
caractëristique nulle. Alors la question (I.4.2) a une rëponse af¢rmative pour
q � 3. De fac° on prëcise, si la classe a 2 H3�k�t�� d'ordre n n'a pas de poª les en 0
et a© l'in¢ni, il existe un entier m tel que le changement de base t � f �t0� � �t0�nm

tue la classe a.

Dëmonstration. Par dëvissage, on peut supposer que a 2 lH3�k�t�� pour un prem-
ier l et un argument de transfert montre que l'on peut supposer que k contient
une racine primitive l-ie© me de l'unitë z.

Premier cas : k local: On note S � ft1; . . . ; tsg l'ensemble des poª les de a. Il existe
un entier m tel que

ti 62
ÿ

k�ti��
�lm �i � 1; ::; s�: ���

Nous af¢rmons que le changement de base t � f �t0� � �t0�lm tue la classe a. Observons
tout d'abord que f est non-rami¢ë en S. On note k0 � k�mlm� et lm0 � �k0 : k�.

SOUS-LEMME 80. Pour i � 1; ::; s, on a

f ÿ1�ti� � ki;1 � ki;2 � � � � � ki;ri ;

ou© ki;j=k�ti� est une extension de corps satisfaisant �ki;j : k�ti�� 2 lZ pour j � 1; . . . ; ri.

En effet, la condition ��� ci-dessus entrâine tout d'abord que k�ti� 6� ki;j. Ensuite,
comme l'extension k0�t0�=k0�t� est galoisienne de groupe Z=lmZ, il existe une exten-
sion galoisienne Li=k0 cyclique de degrë lmi telle que

f ÿ1�ti� 
k k0 � �Li�l
mÿmi

;
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d'ou© un plongement ki;j � Li. En considërant les inclusions de corps
k � k�ti� � ki;j � Li, on conclut que �ki;j : k�ti�� divise �Li : k� � �Li : k0��k0 : k�
� lmi�m0 donc �ki;j : k�ti�� 2 lZ. Le sous-lemme est dëmontrë. Puisque H3�k� � 0,
on a le diagramme de restrictions (loc. cit. ½3)

lH3�k�t�� ÿÿÿÿÿÿ!� �M2A1lBr�k�M��

f �

?

?

?

?

y

f �M

?

?

?

?

y

lH3�k�t0�� ÿÿÿÿÿÿ!� �M 02A1lBr�k�M0��;

ou© f �M est la restriction lBr�k�M�� ! lBr
ÿ

f ÿ1�k�M��
�

aux points non rami¢ës de f .
D'apre© s le sous-lemme, le corps de classes local montre donc que le morphisme
f �ti : Z=lZ � lBr�k�ti�� ! lBr

ÿ

f ÿ1�k�ti��
�

est nul, ainsi la classe f �a a tous ses rësidus
nuls et est donc nulle.

Second cas : k global. On note Of l'ensemble des places ¢nies de k et kv le complëtë
de k a© la place v. La suite exacte de localisation ci-dessus et la thëorie du corps de
classes global montre que le morphisme H3�k�t�� !Q

v2Of
H3�kv�t�� donne lieu a©

un morphisme injectif

H3�k�t��,!
M

v2Of

H3�kv�t��:

On note fv1; . . . ; vrg l'ensemble des places ou© av 6� 0. On choisit un entier m tel que le
changement de base t � f �t� � �t0�lm tue avj pour j � 1; . . . ; r. L'injection ci-dessus
montre que le changement de base t � �t0�lm tue la classe a, i.e. f �a � 0. &

II. Ëtude de l'application H1�k;T� ! H1�k;G�
Soient G=k un groupe semi-simple simplement connexe absolument simple et
i : T=k,!G un k-tore maximal G; on note Gad le groupe adjoint de G et
p : G! Gad l'isogënie naturelle.

II.1. NOYAUX STABLES

La dif¢cultë principale que nous souhaitons contourner rëside dans le fait que
l'application i� : H1�k;T � ! H1�k;G� dëpend a priori du plongement i, meª me si
son image n'en dëpend pas; en particulier, le noyau Ker�i�� n'est pas en gënëral
un sous-groupe de H1�k;T �. Pour les applications que nous avons en vue, il est
commode de considërer plutoª t le composë

H1�k;T � ÿ!i� H1�k;G� ÿ!p� H1�k;Gad�:

Il est bien connu que les G�k�-classes de conjugaison de plongements de T dans G
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sont dëcrites par les gT � gTgÿ1,!G ou© g parcourt l'ensemble des ëlëments
de G�ks� tels que gÿ1sg 2 T �ks� pour tout s 2 G. On dë¢nit alors le ``noyau stable�
Kers�i��, i.e. l'intersection des noyaux des applications composëes
H1�k;T � ! H1�k;g T � ! H1�k;G� et on sait ([T5], ½ 3.3) que
Kers�i�� �Ker�i�� � Ker�i��, et donc que le groupe engendrë parKers�i�� est contenu
dans Ker�i��. De meª me, on dë¢nit le noyau stable Kers�p� � i�� comme
l'intersection des noyaux des applications composëes
H1�k;T � ! H1�k;g T � ! H1�k;G� ! H1�k;Gad�. On note iad : Tad ,!Gad l'image
du tore T dans Gad . Puisque Homkÿgr�T ;G� ÿ!� Homkÿgr�Tad ;Gad�, notant
p� : H1�k;T � ! H1�k;Tad�, on a

Kers�p� � i�� � pÿ1�
ÿ

Kers�iad;��
�

� H1�k;T �;

d'ou© immëdiatement le

LEMME 9. Kers�p� � i�� �Ker�p� � i�� � Ker�p� � i��.

En particulier, le sous-groupe de H1�k;T � engendrë par Kers�p� � i�� est contenu
dans Ker�p� � i��.

II.2. INVARIANTS DE ROST

On rappelle que l'on dispose de l'invariant de Rost rk;G : H1�k;G� ! H3�k� [R1, R2,
Se2, EKLV, Gi2]. Dans cette section, nous nous proposons d'ëtudier l'application
composëe

ck : H
1�k;T � ÿ!i� H1�k;G� ÿ!rk;G H3�k�; �II:1:1�

qui n'est pas en gënëral un homomorphisme de groupes. Soit 1! T ! S! E ! 1
une rësolution £asque de T , on note d : E�k� ! H1�k;T �. Le tore quasi-trivial E se
dëcompose en E � Q

i Ei �
Q

i Rki=k�Gm� ou© les ki=k sont des extensions sëparables
de corps. On conside© re le composë

ci : k
�
i � Ei�k� ! E�k� ! H1�k;G� ! H3�k�;

LEMME 10. Soit i tel que ki � k. Alors il existe bi 2 H2�k� tel que pour tout
y 2 k� � Ei�k�, on a

ci�y� � bi [ y:

Dëmonstration. On conside© re l'application composëe

ci;k�t� : k�t�� � E�k�t�� ! H1�k�t�;T � ! H1�k�t�;G� ÿ!
rk�t�;G

H3�k�t��;

qui est a© valeurs dans Ker
ÿ

H3�k�t�� ! H3�ks�t��
�

puisque H1�ks�t�;T � � 0 d'apre© s le
thëore© me de Hilbert 90 et on note c � ci;k�t��t� dans H3�k�t��. La suite exacte de

COHOMOLOGIE GALOISIENNE DES GROUPES QUASI-D �EPLOY �ES 297

https://doi.org/10.1023/A:1002473132282 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1002473132282


localisation (cf. I.1.4)

0ÿ!H3�k�ÿ!Ker
�

H3�k�t�� ! H3�ks�t��
�

ÿ!�@M �M2A1
k
H2�k�M��ÿ!0;

et le fait que les poª les potentiels de c sont 0 et 1 montre que si l'on pose b � @0�c�
dans H2�k� � Br�k�, on a c � b [ �t� dans H3�k�t��. Suivant [Gi2, th. 2], on peut
spëcialiser cette ëgalitë en y 2 k�, d'ou© la formule ci�y� � b [ y dans H3�k�. &

II.3. MISE EN PLACE DE L'INDUCTION SUR LES TYPES

(a) Ou© l'on utilise la thëorie de Bruhat^Tits. On suppose de plus dans ce paragraphe
que G=k est quasi-dëployë, on note Gad=k le groupe adjoint de G et p : G! Gad la
projection naturelle. On conside© re l'application

H1� ~K=K;G� ÿ!rK H3
nr�K� ÿ!

@K
Br�F �; �II:2:1�

ou© le rësidu @K est dë¢ni en (16.1.3). La thëorie de Bruhat^Tits permet de comprendre
l'objet H1� ~K=K;G� (cf. [BrT2], Cor. 3.15). On note B un sous-groupe de Borel de
G=k, B= Spec�O� le sous-groupe d'Iwahori standard, i.e. tel que
B�O� � spÿ1�B�F �� ou© sp dësigne la spëcialisation sp : G�O� ! G�F �. Notons
P0 � G� ~O�, P1; . . . ;Pr les K-sous-groupes parahoriques de G contenant le
sous-groupe d'Iwahori B et Pi les O-schëmas en groupe associës. On note Pi=F
la ¢bre spëciale de Pi et Mi � Pi;red . Pour i � 0; ::; r, on note H1�F ;Mi�an les classes
�z� telles que le groupe tordu zMi ne posse© de pas de F -sous-groupes paraboliques
propres (cela est bien dë¢ni). Le lemme de Hensel induit la bijection suivante
H1�O;Pi� � H1�F ;Mi�. Composant l'inverse de l'application prëcëdente et
l'application naturelle H1�Gal� ~K=K�;Pi� ! H1�Gal� ~K=K�;G� ~K��, on obtient une
bijection

a

i�0;...;r
H1�F ;Mi�an ÿ!

�
H1� ~K=K;G�: �II:2:2�

La bijection ci-dessus est appelëe la dëcomposition de Bruhat^Tits; elle nous permet
d'ëtablir le lemme-clef suivant.

LEMME 11. On suppose que pour toutD0 2 DF ,D
0 < D,D0 non isomorphe a© D, et pour

tout sous-groupe semi-simple simplement connexe quasi-dëployë H=F de diagramme
de Dynkin D

0 (muni de l'action de Gal�F :ks=F �), on a H1�F ;H� � 1. Alors

p�

"

Ker
h

H1� ~K=K;G� ÿ!@K�rK Br�F �
i

#

� Im
h

H1
�et�O;Gad � ! H1� ~K=K;Gad�

i

:

Dëmonstration. Soit g 2 H1� ~K=K;G� appartenant au noyau de l'application
@K � rK . Il existe donc un i tel que g est l'image par la dëcomposition de Bruhat^Tits
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de g0 2 H1�F ;Mi�. On peut de plus supposer que Pi est un sous-groupe parahorique
maximal de G.

Premier cas : Pi est spëcial, i.e. le diagramme de Dynkin de Mi est isomorphe a© D.
Alors p�

ÿ

Pi� ~O�
�

est conjuguë a© p�
ÿ

P0� ~O�
�

� Gad � ~O�, ce qui implique
p�g 2 Im�H1

�et�O;Gad � ! H1� ~K=K;Gad��.

Second cas. Pi n'est pas spëcial. On applique alors le thëore© me 4 de [Gi2, ½ IV.2].
On dispose d'une suite exacte

0! Gm !M0i !Mi ! 1

de groupes rëductifs dont on note d : H1�F ;Mi� ! Br�F � l'application de bord
associëe. On a alors le diagramme commutatif suivant

H1� ~K=K;G� ~K��  H1
�et�O;Pi� !

�
H1�F ;Mi�

rK

?

?

?

?

y

d

?

?

?

?

y

H3
nr�K� ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ!@K

Br�F �;

qui implique que g0 2 Im
ÿ

H1�F ;M0i� ! H1�F ;Mi�
�

. Or suivant le thëore© me 30 de
[Gi2, ½IV.2], on a une dëcomposition M0i � DM0i � Si ou© DM0i est un groupe
semi-simple simplement connexe quasi-dëployë dont le diagramme de Dynkin est
un sous-diagramme de D non isomorphe a© D et Si un F -tore inversible. Il rësulte
de l'hypothe© se d'induction que H1�F ;M0i� � H1�F ;DM0i� �H1�F ;Si� � 1, donc
g0 � 1, et a fortiori g � 1 et p��g� � 1. &

(b) La proposition principale
La proposition ci-dessous a pour objet de donner des condition suf¢santes pour que
l'application H1�k;T � ! H1�k;G� ! H1�k;Gad� soit nulle, du moins sur le
sous-groupe RH1�k;T �.

PROPOSITION 2. Soient G=k un groupe semi-simple simplement connexe
absolument simple, T=k un k-tore maximal de G. On suppose que dimsep

p �k�W 2 pour
tout premier p 2 S�G�.

(a) On note X=k la variëtë des sous-groupe de Borel de G, D le diagramme de
Dynkin de G et D le diagramme de Dynkin complëtë de D. On fait les deux hypothe© ses
suivantes:

(A) Pour toute extension sëparable ¢nie k0=k et pour tout diagramme de Dynkin
D
0 2 Dk0 , D

0 < D, D
0 non isomorphe a© D, si H=k0 dësigne le sous-groupe

semi-simple simplement connexe quasi-dëployë de diagramme de Dynkin D
0

(muni de l'action de Gal�k0:ks�), on a H1�k0;H� � 1,
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(B) Pour toute extension sëparable ¢nie k0=k, on a Nsep
X �k0� � k0� (condition

automatiquement satisfaite si G est quasi-dëployë).

Soient 1! T !Q

i2I Rki=kGm ! S! 1 une rësolution £asque de T,
I0 � fi 2 I j ki � kg et d :

Q

i k
�
i ! H1�k;T � l'application de bord. Alors l'application

naturelle p� � i� : H1�k;T � ! H1�k;Gad� est triviale sur d
ÿ
Q

i2I0 k
��. En particulier, si

T est dëployë par une extension cyclique de degrë premier, l'application
p� � i� : H1�k;T � ! H1�k;Gad � est triviale.

(b) On suppose G quasi-dëployë et que toute classe de Ker
ÿ

H3�k�t�� ! H3�ks�t��
�

est annulable par changement de base a© double point base (cf. 16.1:4). Alors
l'application p� � i� : H1�k;T � ! H1�k;Gad� est triviale sur RH1�k;T �.

Remarque 2. Si le groupeG=k est quasi-dëployë, il est bien connu que l'application
p� : H1�k;G� ! H1�k;Gad� a un noyau trivial. Dans ce cas, les conclusions de la
proposition sont plus fortes, i.e l'application i� : H1�k;T � ! H1�k;G� est triviale
sur RH1�k;T �. La condition d'annulabilitë de l'assertion b� n'est connue que pour
les corps de nombres imaginaires purs.

Avant de dëmontrer cette proposition qui constitue le coeur de l'article,
arreª tons-nous brie© vement sur l'hypothe© se B relative au groupe de normes sëparable
de la variëtë des sous-groupes de Borel de G. Le lemme ci-dessous donne une con-
dition suf¢sante pour que l'hypothe© se B soit satisfaite.

LEMME 12. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe. On note Gqd=k la
forme quasi-dëployëe de G. Soit X la variëtë des sous-groupes de Borel de G=k.
On suppose que dimsep

p �k�W 2 pour tout p 2 S�G�. On suppose H1�k0;Gqd� � 1 pour
toute extension sëparable ¢nie k0=k. Alors pour toute extension sëparable ¢nie
k0=k, on a Nsep

X �k0� � k0�:

Dëmonstration. D'apre© s le rësultat principal de [T5], on sait qu'il existe un entier d
dont les facteurs premiers appartiennent a© S�G� et une extension sëparable de corps
L=k qui dëploieG et dont le degrë divise d. Par suite, le groupe k0�=Nsep

X �k0� est annulë
par d et il suf¢t de voir queNsep

X �k0�:k0�p � k0� pour tout p 2 S�G�. On note m le centre
de Gqd et Gqd

ad le groupe adjoint de G
qd . A la k-forme G de Gqd correspond une classe

g 2 H1�k;Gqd
ad�, qui est triviale si et seulement si le groupe G est quasi-dëployë.

L'hypothe© se montre que l'application de bord

H1�k0;Gqd
ad� ÿ!

b
H2

fppf �k0; m�

a un noyau trivial pour toute extension sëparable ¢nie k0=k. Ainsi
Nsep

X �k0� � k0�p � Nsep
b�g��k0� � k0�p � k0� d'apre© s la proposition 1 (½ I.1). &

Dëmonstration de la proposition 2. Il est tout d'abord clair que l'on peut supposer
k in¢ni. On note p� � i� : H1�k;T � ! H1�k;G� ! H1�k;Gad� de noyauKer�p� � i�� et
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on conside© re le ``noyau stable�Kers�p� � i��. D'apre© s le lemme 8, on sait que le groupe
engendrë par Kers�p� � i�� est contenu dans Ker�p� � i��.

(a) On conside© re l'application d :
Q

i2I0 k
� ! H1�k;T �. Pour montrer que

d
ÿ
Q

i2I0 k
�� � Ker�p� � i��, il suf¢t de montrer que d

ÿ
Q

i2I0 k
�� � Kers�p� � i��; cela©

peut se vëri¢er sur chaque facteur de k�. Sans perte de gënëralitë, on peut donc
travailler sur un seul facteurGm et supposer que d�k�� est l-primaire pour un premier
l 2 S�G�. On conside© re le composë

c : k� ÿ!d H1�k;T � ÿ!i� H1�k;G� ÿ!rk;G H3�k�;
et d'apre© s le lemme 9, il existe b 2 H2�k� � Br�k� tel que c�y� � b [ y. Sous chacune
des hypothe© ses A ou B, la proposition 1 entra|ª ne

NX ;b�k�:k�l � k�:

On est donc ramenë a© voir que l'application i� � d : L� ! H1�k;G� est nulle pour
toute extension de corps L=k satisfaisant bL � 1 et X �L� 6� ;. Soient L=k une telle
extension et y 2 L�. On veut montrer que �p� � i� � d��y� � 1 dans H1�k;Gad�. On
conside© re le polynoª me P�t� � tN � y, ou© N � �kT : k�.

LEMME 13. P�t� 2 Ker
h

k�t�� ÿ!p��i��d
H1�k�t�;Gad �

i

.

On remarque tout d'abord que comme la classe P�t� est rëgulie© re en 0, le lemme
entra|ª ne par spëcialisation que �p� � i� � d�

ÿ

y
�

� 1 dans H1�k;Gad�; de plus cela©
est vrai pour tout plongement de T dans G donc d

ÿ

y
�

appartient au noyau
stable Kers�p� � i��. Montrons maintenant le lemme en notant
g � �p� � i� � d�

ÿ

P�t�
�

2 H1�k�t�;Gad� et en ëtablissant tout d'abord que
ck�t��P�t�� � 0 dansH3�k�t��. Cela provient de la formule de projection puisque l'on a

c�P�t�� � b [NL=k�tN � y0�
�

� CorLk
�

bL [ �tN � y�
�

� 0;

puique bL � 0. La classe d
ÿ

P�t�
�

de H1�k�t�;T � est rëgulie© re a© l'in¢ni, puisque
N:H1�k; T̂ 0� � 0 et de plus comme P�t� est unitaire, l'image de d

ÿ

�P�t�
�

dans
H1�k��1=t��;T � est nulle. Les poª les de d

ÿ

�P�t�
�

sont contenus dans l'ensemble ¢ni
de points fermës S � ft j NL=k�tN � y� � 0g. Par suite, la classe g de
H1�ks�t�=k�t�;Gad� est rëgulie© re sur P1

k n S. Pour toutM 2 S, on note k̂M le complëtë
de k�t� en M, et sachant que k�M� quasi-dëploie G, le lemme 11 s'applique et donne
l'inclusion

p�

"

Ker
h

H1�k̂M 
k ks=k̂M;G� ÿ!@M�r Br�k�M��
i

#

� Im
h

H1
�et�ÔM;Gad � ! H1�k̂M 
k ks=k̂M;Gad�

i

:

Comme c�P�t�� � 0 dans H3�k�t��, il rësulte que g est rëgulie© re en M, donc sur toute
la droite projective P1

k. D'apre© s un lemme de Harder ([H2], lemme 4.1.3), la classe
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g provient donc d'une classe globale a 2 H1
�et�P1

;Gad�. Or, on sait que la ¢bre
gënërique de a est constante ([H3, RgRm], cf. [Gi1], th. I.2.1), donc
g 2 Im

�

H1�k;Gad� ! H1�k�t�;Gad�
�

. On peut ëvaluer cette classe a© l'in¢ni, et on
trouve g � 1 dans H1�k;G�, puisque l'image de d�P�t�� est nulle dans
H1�k��1t��;T � et donc a fortiori dans H1�k��1t��;Gad�.

On se place maintenant dans le cas particuler ou© T est dëployë par une extension
cyclique de degrë premier L=k. Alors, on peut choisir E � Q

i Ei tel que E � Gm

ou RL=kGm. Vu que H1�L;T � � 0 et que la norme NL=k : �L
k L�� ! L� est
surjective, le bord d : E�k� ! H1�k;T � est nul sur les facteurs RL=kGm, et l'assertion
dëmontrëe prëcëdemment montre que l'applicationH1�k;T � ! H1�k;Gad� est nulle.

(b) Soit 1! T ! S! E ! 1 une rësolution £asque de T et
d : E�k� ! H1�k;T �. On a d�E�k�� � H1�k;T �. On conside© re le composë
c : E�k� ! H1�k;T � ! H1�k;G� ! H3�k�. Soit y 2 E�k� et notons a � c

�

t�y
t�1

�

dans
Ker

ÿ

H3�k�t�� ! H3�ks�t��
�

. Alors a est rëgulie© re en 0 et a© l'in¢ni. D'apre© s l'hypothe© se
d'annulabilitë appliquëe au symbole a, il existe une fonction rationnelle f : P1

k ! P1
k

telle que f �a � 0, f �0� � 0 et f �1� � 1. Par suite, c
�

f �t��y
f �t��1

�

� 0 dans H3�k�t��. Le
m\tildeeª me raisonnement qu'au lemme 13 assure que �p� � i� � d�

�

f �t��y
f �t��1

�

est une
classe constante de H1�k�t�;Gad � et l'ëvaluation a© l'in¢ni montre que cette classe
est triviale, i.e. �p� � i� � d�

�

f �t��y
f �t��1

�

� 1 dans H1�k�t�;Gad�. On spëcialise maintenant
cette ëgalitë en 0 et il vient �p� � i� � d�

ÿ

1� y
�

� 1. Ceci montre que l'application
p� � i� : H1�k;T � ! H1�k;Gad� est triviale sur RH1�k;T �.

III. Le cas quasi-dëployë

Le but de cette section est de dëmontrer le rësultat principal de cet article.

THEè OREé ME 4. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe,
quasi-dëployë. On suppose que dimsep

p �k�W 2 pour tout p 2 S�G�. Supposons que l'on
soit dans un des cas suivants

(1) le groupe G ne contient pas de facteur de type E8;
(2) le groupe de Galois G est un p-groupe (p premier);

alors H1�k;G� � 1.

III.1. EXTENSIONS QUADRATIQUES ET CYCLIQUES D'ORDRE 3

La proposition 2 du ½ 2.2 se preª te bien aux applications sur la cohomologie
galoisienne d'une extension quadratique grace au lemme bien connu suivant.

LEMME 14 (cf. [PR] lemme 6.170 p. 383). Soient G un groupe rëductif sur un corps k
et L=k une extension quadratique sëparable. On suppose que le groupe GL admet un
L-parabolique P, dont la classe de conjugaison est auto-opposëe. Soit
g 2 H1�L=k;G�. Alors, il existe un k-tore S de G, tel que ZG�S� �k L soit un
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L-sous-groupe de Levi d'un conjuguë de PL et un k-tore maximal T=k � ZG�S� tel que

g 2 Im
ÿ

H1�L=k;T � ! H1�L=k;G�
�

:

&

Remarque 3. La classe de conjugaison des sous-groupes de Borel est
auto-opposëe, donc le lemme vaut toujours si P est un sous-groupe de Borel. De
plus, le lemme avec g � 1 montre en particulier que le groupe G posse© de un k-tore
S, tel que ZG�S� �k L soit un L-sous-groupe de Levi d'un conjuguë de PL.

La combinaison de la proposition 2 (½ 26.2) et du lemme 14 entra|ª nent le

COROLLAIRE 2. Soit L=k une extension quadratique sëparable. Soit G=k un
groupe satisfaisant les meª mes hypothe© ses que dans la proposition 2.

(a) Supposons GL dëployë. Alors l'application

H1�L=k;G� ! H1�L=k;Gad�

est nulle.
(b) On suppose que k est un corps de nombres imaginaire pur, que G est quasi-dëployë

et GL est quasi-dëployë de type 3D4. Alors H1�L=k;G� � 1.

Dëmonstration. (a) Soit g 2 H �L=k;G�. Le lemme 14 indique qu'il existe un k-tore
maximal T=k de G=k tel que g provienne deH1�k;T � et tel que TL soit inclus dans un
sous-groupe de Borel BL de GL. Le tore TL est dëployë et la proposition 2.a entra|ª ne
alors gad � 1 dans H1�k;Gad �.

(b) Soit g 2 H�L=k;G�. Suivant le lemme 14, il existe un k-tore maximal T=k de
G=k tel que g provienne de H1�k;T � et tel que TL soit inclus dans un sous-groupe
de Borel BL de GL, qui est de type 3D4. Par suite, le tore T est dëployë par une
extension mëtacylique, d'ou© H1�k;T �=R � 0 et la proposition 2.b. entrâine la nullitë
de l'application H1�k;T � ! H1�k;G�, d'ou© g � 1. &

Passons aux extensions cycliques de degrë 3 avec le lemme suivant, duª a© Harder.

LEMME 15 ([H1, III], lemme 3.24 et ½ 3.4) Soit L=k une extension cyclique de degrë
3. Soit G=k un groupe semi-simple absolument presque k-simple de type D4 (resp.
E6). Si GL est dëployë, alors le groupe G admet un sous-groupe rëductif H de type
A2 (resp. D4) contenant un k-tore maximal T=k de G=k dëployë par L=k. &

Le corollaire suivant rësulte immëdiatement du lemme prëcëdent, du thëore© me de
Steinberg (cf. ½ I) et de la proposition 2.

COROLLAIRE 3. Soit L=k une extension cyclique de degrë 3. Soit G=k un groupe
semi-simple quasi-dëployë presque k-simple de type D4 ou de type E6. On suppose
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que G=k satisfait les hypothe© ses de la proposition 2. Soit �z� 2 H1�k;G� tel que le
groupe tordu zGL est dëployë. Alors �z� � 1. &

III.2. INDUCTION SUR LES TYPES

Rappelons le thëore© me `d'annulation' suivant, duª a© Tits.

THEè OREé ME 5 ([T5]). On suppose car�k� 6� 2 et car�k� 6� 3.

(a) Si tout ëlëment de k est un carrë, tout k-groupe de type Bn, Cn, Dn (n 6� 4), D4 non
trialitaire, ou G2 est dëployë.

(b) Si tout ëlëment de k est une puissance sixie© me, tout k-groupe de type D4, F4, ou E7

est dëployë. &

Remarquons que le cas de E8 fait dëfaut dans ce thëore© me, exprimant ainsi une
dif¢cultë supplëmentaire pour ce cas. Il n'est pas dif¢cile d'ëtendre ce rësultat
au cas des caractëristiques 2 et 3.

THEè OREé ME 50. (a) Tout k-groupe de type Bn, Cn, Dn (n 6� 4), D4 non trialitaire, ou
G2 est dëployë par une tour d'extensions quadratiques sëparables.

(b) Tout k-groupe de type D4, F4, ou E7 est dëployë par une tour d'extensions galois-
iennes de degrës 2 ou 3. &

Rappelons aussi le lemme suivant de Tits, qui intervient dans la preuve du
thëore© me 5.

LEMME 16 ([T6], lemme 1). Soit G=k une forme fortement interne de type X � F4

E6, E7. Alors G contient un sous-groupe semi-simple H respectivement de type
A2 � A2, F4, E6. De plus, si X � F4, chacun des deux facteurs de type A2 d'un tel
sous-groupe H est dë¢ni sur k et si X � E7, H est fortement intërieur sur toute exten-
sion sur lequel il est intërieur. &

Nous disposons maintenant de tous les ingrëdients nëcessaires a© la preuve du
thëore© me 4. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe quasi-dëployë,
le corps k satisfaisant les hypothe© ses de la conjecture II. On note G0 la forme
dëployëe du groupe G, parfois dësignëe uniquement par son type. La dëmonstration
proce© de par induction sur les types en utilisant la proposition 2 du ½ II.2 et ses
corollaires sur les extensions quadratiques et cycliques d'ordre 3. Remarquons tout
d'abord que les cas 1An et Cn sont rëglës indëpendamment des hypothe© ses faites
sur le corps (cf. [Se1], ½ III.1).

Groupes de type 2An. Soit G=k un groupe semi-simple quasi-dëployë de type 2An

associë a© l'extension quadratique sëparable L=k. Comme GL est dëployë de type
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An, on a H1�L=k;G� � H1�k;G� et le corollaire 2.a (½III.1) montre l'assertion par
rëcurrence sur nX 2.

Groupes de type Bn (resp. Dn). Si G0 dësigne le groupe de Chevalley de type Bn

(resp. Dn), le thëore© me 50 ci-dessus montre qu'il suf¢t de montrer que
H1�L=k;G0� � 1 pour toute extension quadratique sëparable L=k. Le corollaire
2.a montre alors l'assertion par rëcurrence sur nX 2.

Groupes de type 2Dn. Soit G=k un groupe semi-simple quasi-dëployë de type 2Dn

associë a© l'extension quadratique sëparable L=k. Comme GL est dëployë de type
Dn, on a H1�L=k;G� � H1�k;G� d'apre© s le cas prëcëdent. Le corollaire 2.a montre
alors l'assertion par rëcurrence sur nX 2.

Groupes de type 3D4. Ce cas est traitë avec le corollaire 3 du ½ III.1.

Groupes de type 6D4. Soit G=k de type 6D4; on note L=k l'extension cubique
associëe a© G, d'extension discriminant k0=k et de cloª ture galoisienne L0 � L:k0.
Le cas prëcëdent implique H1�k0=k;G� � H1�k;G�. On conside© re le sous-groupe
maximalH �

ÿ

SL2 � RL=kSL2
�

=m2 de G (m2 ëtant plongë diagonalement), et le k-tore
maximal T0 �

ÿ

Gm � RL=kGm
�

=m2, qui est le centralisateur d'un k-tore maximal
dëployë de G. On va montrer que l'application H1�k;H� ! H1�k;G� est surjective.
Soit g 2 H1�k0=k;G�. Le lemme 14 entra|ª ne l'existence d'un k-tore T=k tel que g

provienne de H1�k;T � et tel qu'il existe un sous-groupe de Borel Bk0 de Gk0

satisfaisant T=k � Bk0 \ sBk0 . Comme s transforme les racines positives de Tk0 en
racines nëgatives, un coup d'oeil sur le syste© me de racines D4 (w0 � ÿ1, cf. [Bou])
montre que s agit sur Tk0 par t! tÿ1. Par suite, T ÿ!� R1

k0=k�T0� est plongeable dans
H, et comme l'image de l'application H1�k;T � ! H1�k;G� ne dëpend pas du
plongement T ,!G et que H1�k0;T � � 0, on a g 2 Im

ÿ

H1�k0=k;H� ! H1�k;G�
�

.
Il suf¢t donc de montrer que l'application H1�k0=k;H� ! H1�k;Gad� est triviale.
Le bord d : H1�k0=k;H� ! Br�k0=k� � k�=Nk0=k�k0�� est une bijection. Le
plongement diagonal SL2 ! SL2 � RL=kSL2 induit un plongement PGL2! H de
sorte que le diagramme

H1�k;PGL2� ÿ!
d

2Br�k�
?

y





H1�k;H� ÿ! 2Br�k�:

commute. On conside© re le k-tore S � Rk0=k�Gm�=Gm de PGL2. Alors
H1�k;S� � Br�k0=k� et le comosë d : H1�k;S� ! H1�k0=k;PGL2� ! Br�k0=k� est
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l'identitë. La proposition 2(a) montre alors que le composë

k� ! k�=Nk0=k�k
0�� � H1�k0=k;S� ! H1�k0=k;T � ! H1�k;G� ! H1�k;Gad�

est nul, ce qui termine ce cas.

Groupes de type F4. C'est un cas intëressant, puisque l'on dispose de deux
dëmonstrations distinctes, l'une passant par les invariants de Rost (cf. [BP], [Se2]
et [Gi2] ½ 5.4 en caractëristique positive) et une autre s'appuyant sur le cas D4

que l'on va donner ici. On note G0 � F4, T0 un k-tore maximal dëployë et B0 un
sous-groupe de Borel de G0. Suivant [A, ½14], il existe un sous-groupe dëployë
H0 semi-simple simplement connexe de type D4 tel que B0 \H0 est un sous-groupe
de Borel de H0. On sait que NG0 �H0� � H0�j Aut�H0;B0 \H0� � H0�jS3 et
NH0�jS3�T0� � NG0 �T0�. Comme l'application H1�k;NG0 �T0�� ! H1�k;G0� est
surjective, l'application H1�k;H0�jS3� ! H1�k;G0� est aussi surjective. Or le cas
des groupes quasi-dëployës de type D4 traitë prëcëdemment montre que
H1�k;H0�jS3� ÿ!

�
H1�k;S3� et qu'ainsi tout groupe de type F4 contient un

sous-groupe quasi-dëployë de type D4 et est donc isotrope. On est donc ramenë
a© des groupes plus petits et l'induction sur les types donne H1�k;F4� � 1.

Groupes de type E6. Suivant le lemme 16 (½ III.2), on sait que toute forme
fortement interne d'un groupe de type E6 contient un sous-groupe de type F4, et
est donc de rang relatif supërieur ou ëgal a© 4. Par suite, si E6 dësigne le groupe
de Chevalley simplement connexe de type E6, on sait que toute classe de
H1�k;E6� provient d'un groupe simplement connexe dëployë de type A1 � A1 ou
A2, donc est triviale.

Groupes de type 2E6. Exactement comme 2Dn.

Groupes de type E7. D'apre© s le corollaire 2(a), il est loisible de supposer que
H1�k;Z=2Z� � 0. Soit �z� 2 H1�k;E7� et G le groupe tordu par le cocycle z. D'apr`es
le lemme 5, on peut supposer le groupe G anisotrope. Suivant le lemme 16, toute
forme fortement interne d'un groupe de type E7 contient un sous-groupe H de type
E6. Le groupe H est une forme interne et la seconde assertion du lemme 16 dit
que H est une forme fortement interne, donc dëployëe d'apre© s le cas de E6 traitë
prëcëdemment. Le groupe G est donc isotrope, ce qui contredit notre hypothe© se
de dëpart.

Groupes de type E8. On suppose que G est un pro p-groupe. Si p 62 S�E8�, le
thëore© me 2 du ½ I.2 montre que H1�k;G� � 1. Supposons tout d'abord que p � 2.
Il suf¢t alors de montrer que H1�L=k;E8� pour toute extension quadratique
sëparable L=k, ce qui rësulte du corollaire 2.a (½ III.1). Supposons maintenant
p � 3. On conside© re le sous-groupe semi-simple H0 associë a© la racine a2 du
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diagramme de Dynkin (cf. ½ 0.4)

E8

Le groupe H0 est de type E6 � A2 et si E6=k dësigne le groupe de Chevalley
simplement connexe de type E6, on a H0 � �E6 � SL3�=m3 ou© m3 se plonge
diagonalement dans E6 � SL3. On peut appliquer le lemme 3 (½II.2) et ainsi
l'application H1�k;H0� ! H1�k;G0� est surjective. On a le diagramme commutatif

1 ÿ! m3 ÿ! E6 � SL3 ÿ! H0 ÿ! 1

D

?

?

y







l
?

?

y

1 ÿ! m3 � m3 ÿ! E6 � SL3 ÿ! E6=m3 � PGL3 ÿ! 1

induisant le diagramme

H1�k;H0� ÿ!d 3Br�k�
?

?

y

D�
?

?

y

H1�k;E6=m3� �H1�k;PGL3� ÿ! 3Br�k� �3 Br�k�:

Soit �z� 2 H1�k;H0�. Le diagramme indique que d��z�� provient deH1�k;PGL3� et est
donc la classe d'une alge© bre cyclique. Par suite, il existe une extension cyclique L=k
d'ordre 3 tuant @��z��. D'apre© s les cas prëcëdents, on sait que le noyau de
H1�L;H0� !3 Br�L� est trivial, ainsi l'extension L=k tue �z�. Le groupe semi-simple

zH0 est donc dëployë par L=k et d'apre© s le lemme 15 (½ 36.1), on sait qu'il admet
un k-tore maximal T=k dëployë par L=k. Le thëore© me de Steinberg montre
l'existence d'un plongement T ,!H0 tel que �z� appartienne a© l'image de de
H1�k;T � ! H1�k;H0�. Comme T=k est un k-tore maximal de G0=k, la proposition
2 (½ 26.2) conclut que l'application H1�k;T � ! H1�k;G0� est nulle et l'image de
�z� dans H1�k;G0� est donc triviale.

Le cas le plus intëressant est p � 5 pour lequel on dispose de deux dëmonstrations,
la dëmonstration originale ëtant celle de Chernousov [Ch2] (cf. [Gi2] th. 10 en
caractëristique positive). On conside© re le sous-groupe semi-simple H0 associë a©
la racine a4 du diagramme de Dynkin de type E8 ci-dessus. On sait que
H0 � SL5 � SL5=m ou© m � Ker

�

m5 ÿ!
��1;�2�

m5 � m5

�

� m5 d'apre© s le ½ 1.7 de [T4].
Le groupe de Weyl de H0 est donc le produit semi-direct de S5 � S5 par Z=2 et
le lemme 3 du ½ 1.2 montre que l'application H1�k;H0� ! H1�k;G0� est surjective.
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On a le diagramme commutatif

1 ÿ! m5 ÿ! SL5 � SL5 ÿ! H0 ÿ! 1

��1;�2�
?

?

y







l
?

?

y

1 ÿ! m5 � m5 ÿ! SL5 � SL5 ÿ! PGL5 � PGL5 ÿ! 1;

induisant (puisque H1�k;SL5 � SL5� � 1) le diagramme commutatif exact
d'ensembles pointës

1 ÿ! H1�k;H0� ÿ!d 5Br�k�

l�
?

?

y

��1;�2�
?

?

y

1 ÿ! H1�k;PGL5� �H1�k;PGL5� ÿ!
d0

5Br�k� �5 Br�k�:

Soit �z� 2 H1�k;H0�. Le diagramme indique que @��z�� provient de H1�k;PGL5� et est
donc la classe d'une alge© bre cyclique D=k. Par suite, il existe une extension cyclique
L=k d'ordre 5 tuant @��z�� et telle que le tore RL=k�Gm� � RL=k�Gm� soit un tore
maximal de l��z��PGL5 � PGL5�. Alors le tore T � lÿ1

ÿ

RL=k�Gm� � RL=k�Gm�
�

est
un sous-tore maximal de zH0. Le thëore© me de Steinberg montre l'existence d'un
plongement T ,!H0 tel que �z� appartienne a© l'image de de
H1�k;T � ! H1�k;H0�. Comme T=k est un k-tore maximal de G0=k dëployë par
l'extension cyclique L=k, la proposition 2 (½ II.2) conclut que l'application
H1�k;T � ! H1�k;G0� est nulle et ainsi l'image de �z� dans H1�k;G0� est triviale.

Remarque 4. La dëmonstration du cas de type E8 montre en fait un peu plus. Si k
satisfait les hypothe© ses de la conjecture 26 et si H0 dësigne le sous-groupe maximal
de E8 de type E6 � A2, on sait d'apre© s Wedderburn que toute alge© bre simple centrale
de degrë 3 est cyclique. La dëmonstration ci-dessus montre alors que l'application
H1�k;H0� ! H1�k;E8� est triviale.

III.4. CONSËQUENCES SUR LES ISOGËNIES

Le thëore© me 4 (dëbut du ½ III) et un travail prëcëdent [Gi1] permettent d'obtenir sans
dif¢cultë le

THEè OREé ME 6. Soit G0=k! G=k une isogënie spëciale de groupes rëductifs de
noyau le k-groupe de type multiplicatif m, i.e. G0 est le produit direct d'un groupe
semi-simple simplement connexe et d'un tore quasi-trivial. On suppose que
dimsep

p �k�W 2 pour tout p 2 S�G�. Soit X la variëtë des sous-groupes de Borel de G=k.
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(a) Nsep
X �k� � k�.

(b) L'application caractëristique G�k� ! H1
fppf �k; m� est surjective, et on a une suite

exacte naturelle de groupes

G0�k�=R! G�k�=R! H1
fppf �k; m�=R! 1:

Dëmonstration. On peut supposer que G est simplement connexe, de groupe
fondamental m. On note Gqd la forme quasi-dëployëe de G. On sait qu'il existe
une famille d'extensions sëparables �ki�i�1;...;r et des groupes semi-simples
simplement connexes quasi-dëployës Gi=ki respectivement absolument presque
ki-simple tels que Gqd �Q

i Rki=kGi. Par un argument de transfert, il est loisible
de supposer que G est un p-groupe pour p 2 S�G�. On dëduit du thëore© me 4 (½III)
et du lemme de Schapiro que H1�k;Gqd� � Q

i H
1�ki;Gi� � 1. Le lemme 12 (½II.2)

montre alors que Nsep
X �k� � k�.

(b) On commence par ëtablir l'ënoncë suivant.

LEMME 17 (i) La restriction de l'application caractëristique G�k� ! H1
fppf �k; m� a©

RG�k� induit une surjection RG�k� ! RH1
fppf �k; m�.

(ii) L'application caractëristique G�k� ! H1
fppf �k; m� est surjective.

Preuve du lemme. (i) Soient 1! m! S! E ! 1 une rësolution £asque de m et
d : E�k� ! H1

fppf �k; m� l'application de bord associëe. On note Cl�k� � H1
fppf �k; m�

(resp. RCl�k� � H1
fppf �k; m� ) l'image par l'application caractëristique de G�k� (resp.

RG�k�). On a d�E�k�� � RH1
fppf �k; m� (cf. ½I.3) et il suf¢t de montrer que

d�E�k�� � RCl�k�. Sans perte de gënëralitë, on peut supposer que E � RL=kGm pour
une extension ¢nie sëparable de corps L=k.

1er cas. L � k et E � Gm Suivant la proposition 36.2.5 de [Gi1], on a

d
ÿ

Nsep
X �k�

�

� RCl�k� � RH1
fppf �k; m�:

D'apre© s le a�, on a donc d�k�� � RCl�k�.

2nd cas. E � RL=kGm avec L=k ¢nie sëparable. Il existe une alge© bre ëtaleA=L telle
que E 
L k � Gm;L � RA=LGm. Considërons le diagramme commutatif de
corestrictions

E�L� � L� � A� ÿ!dL H1
fppf �L; m�

NL=k

?

?

y

NL=k

?

?

y

E�k� � L� ÿ!dk H1
fppf �k; m�:

La norme NL=k : E�L� ! E�k� induit l'identitë sur le premier facteur L�. Le premier
cas appliquë au corps L et a© Gm;L implique que dL�L�� � R�L;Cl�. Le thëore© me
26.3.2 de [Gi1] montre que d�E�k�� � NL=k

ÿ

RCl�L�
�

� RCl�k�.
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(ii) Montrons tout d'abord la surjectivitë de l'application caractëristique
G�k� ! H1

fppf �k; m� dans le cas ou© G est semi-simple. Une chasse au diagramme
laissëe au lecteur permet de se ramener au cas ou© G est adjoint et m est le groupe
fondamental de G. Utilisant la clasi¢cation de tels groupes et le lemme de Schapiro,
on peut supposer que G est absolument simple. La table (cf. [PR] p. 332) montre
que m=k de G=k est dëployë par une extension mëtacyclique, donc
H1

fppf �k; m�=R � 1 et le i� montre que l'application G�k� ! H1
fppf �k; m� est surjective.

Dans le cas gënëral, G0 n'ëtant plus supposë semi-simple et G n'ëtant plus supposë
adjoint, il existe un k-tore quasi-trivial E 0=k tel que G0 � DG0 � E 0 ou© DG0

est semi-simple simplement connexe. On a m � DG0 � E 0 et on note B (resp. C)
l'image de m par la projection DG0 � E 0 ! DG0 (resp. DG0 � E 0 ! E 0). Comme
DG0 est semi-simple simplement connexe, l'application H1�k;B� ! H1�k;DG0�
est triviale. Arguant du thëore© me 90 de Hilbert, on sait de plus que l'application
H1�k;C� ! H1�k;E 0� � 1 est triviale; il rësulte que l'application
H1

fppf �k; m� ! H1�k;G0� est triviale, i.e. l'application caractëristique
G�k� ! H1

fppf �k; m� est surjective. Le lemme est dëmontrë et entrâine avec la prop-
osition II.1.3 de [Gi1] l'exactitude de la suite

G0�k�=R! G�k�=R! H1
fppf �k; m�=R! 1: &

Remarque 5. Il est a© noter que le (c) ëtait dëja© connu pour les groupes de type D4

[Ga1] et que l'assertion (b) gënëralise le thëore© me 36.3.1 de [Gi1] du cas d'un corps
global imaginaire pur au cas d'un corps de dimension cohomologique W 2.

Si G=k est un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
k-simple, de diagramme de Dynkin D et de diagramme de Dynkin complëtë D,
et satisfaisant les hypothe© ses de la conjecture 26, on observe les trois faits suivants:

(1) Suivant le thëore© me 4 (½ III), l'hypothe© se A de la proposition 2 (½ II.2) est
satisfaite, i.e pour toute extension sëparable ¢nie k0=k et pour tout diagramme
de Dynkin D

0 2 Dk0 , D
0 < D, D0 6� D, si H=k0 dësigne le sous-groupe semi-simple

simplement connexe quasi-dëployë de diagramme de Dynkin D0 (muni de l'action
de Gal�k0:ks�), on a H1�k0;H� � 1;

(2) l'hypothe© se B de la proposition 2 est satisfaite, i.e. pour toute extension
sëparable ¢nie k0=k, on a Nsep

X �k0� � k0� (X est la variëtë des sous-groupes de
Borel de G);

(3) l'application H1�k;G� ! H1�k;Gad� est injective suivant le b� du thëore© me 6.

L'application de la proposition 2 et d'un argument de torsion implique alors le
thëore© me annoncë dans l'introduction.

THEè OREé ME 7. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe absolument
simple, T=k un k-tore maximal de G dëployë par une extension cyclique de degrë

310 PHILIPPE GILLE

https://doi.org/10.1023/A:1002473132282 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1002473132282


premier. On suppose que dimsep
p �k�W 2 pour tout premier p 2 S�G�. Alors l'application

naturelle i� : H1�k;T � ! H1�k;G� est nulle. &

IV. Rësultats partiels pour des groupes tordus

La proposition 2 montre qu'il est naturel dëtudier les k-tores maximaux T des
groupes semi-simples simplement connexes du point de vue de l'invariant
H1�k;T �=R.

IV.1. TORES MAXIMAUX

La proposition ci-dessous montre que les applications directes de la proposition 2
sont tre© s limitëes puisque le groupe H1�k;T �=R est non trivial en gënëral pour tous
les types exceptës 1An;Cn et G2. Nous n'avons pas cherchë a© rëaliser de facon effec-
tive ces contre-exemples en dimension cohomologique 2 (i.e. avec cd�k�W 2 et
H1�k;T �=R 6� 1), mais il est probable qu'il est possible de le faire. Nous discuterons
cependant en dëtail le cas particulier important des corps de nombres dans la
dernie© re partie.

PROPOSITION 3. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe et
absolument presque simple. On note X le type quasi-dëployë de G.

(a) Si X �1 An;Cn ou G2, alors pour tout k-tore maximal T=k de G, on a
H1�k;T �=R � 1.

(b) Soit p un nombre premier. Dans les cas suivants
� p � 2 et X �2 A3 �2 D3, Bn (nX 3), 1Dn (nX 4), F4, E6, E7, E8,
� p � 3 et X �3 D4;F4;

1 E6;E7;E8,
� p � 5 et X � E8,

il existe un groupe semi-simple simplement connexe quasi-dëployë G=Q absolument
presque simple de type X, un Q-tore maximal T de G, et une extension de corps
E=Q telle que

ÿ

H1�E;T �=R
�

fpg 6� 1.

Enonc° ons sans dëmonstration le lemme facile suivant qui permet, dans le cas d'un
groupe dëployë, d'eª tre ramenë au cas d'un tore maximal T non inclus dans un
sous-groupe parabolique propre de G.

LEMME 18. (a) Soit 1! G! G0 ! S! 1 une suite exacte de k-groupes rëductifs,
ou© S est un k-tore. Soit T (resp. T 0) la variëtë des tores maximaux de G (resp. G0).
Alors la trace induit un isomorphisme naturel T 0 � T .

(b) Soit G un groupe semi-simple quasi-dëployë absolument presque k-simple, et
H � G un sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de G. On suppose
que le centre rëductif de H est un k-tore dëployë (ce qui est toujours le cas si G
est lui-meª me dëployë). Soit S un k-tore maximal du groupe semi-simple simplement
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connexe DH et T le k-tore maximal de H (donc de G) associë par le a�. Alors on a un
isomorphisme H1�k;S�=R � H1�k;T �=R.

Dëmonstration. Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe dëployë de
type An;Cn ou G2 et T=k un k-tore maximal de G=k. Si X � An, alors
G � SLn�1 et il existe une alge© bre ëtale A=k de rang n� 1 telle que
T � R1

A=kGm � Ker�RA=kGm ÿ!
NA=k

Gm�. Suivant le thëore© me 90 de Hilbert, on a
H1�k;T � � k�=NA=k�A��, d'ou© H1�k;T �=R � 1.

Soit T un k-tore maxinal du groupe semi-simple simplement connexe de type Cn.
D'apre© s la descrition du groupe des poids (cf. [Bou]), il est aisë de voir qu'il existe
des k-alge© bres ëtales L � E satisfaisant �E : k� � n et �L : k� � 2n et telles que
T � RE=k

ÿ

R1
L=EGm

�

. On a donc H1�k;T � � Ker�Br�E� ! Br�L�� � E�=NL=E�L��.
Il rësulte que H1�k;T �=R � 1. Le cas de G2 est rëglë par le lemme 6 du ½I.3.

(b) On pose k � Q.

p � 2. On commence par le cas de 2A3. Soit L=k une extension quadratique
sëparable et G=k le groupe quasi-dëployë de type 2A3 associë a© L=k. Soit
M=k � k1 � k2 l'alge© bre ëtale produit de deux extensions biquadratiques telle
que l'alge© bre ëtale k1:k2:L soit un corps. Alors le tore
T � Ker

ÿ

RL=kR1
M=kGm ÿ!

NL=k
R1

M=kGm
�

est un k-tore maximal de G. Nous prëtendons
que le foncteur H1�:;T � n'est pas R-trivial. Pour cela, on conside© re le tore dual
TD de T , i.e. dë¢ni par T̂D � T̂0, et d'apre© s le lemme 6.c, il suf¢t de voir que
TD n'est pas R-trivial. Le tore TD est dëcrit par la suite exacte

1! RM=k�Gm�=Gm! RL=k

�

RM
k=L�Gm�=Gm

�

! TD ! 1:

Comme H1
ÿ

k;RM=k�Gm�=Gm
�

� Ker
ÿ

Br�k� ! Br�M�
�

� Ker
ÿ

Br�k� ! Br�k1�
�Br�k2�

�

, on obtient une surjection

TD�k� ! Ker
ÿ

Br�k� ! Br�k1� � Br�k2� � Br�L�
�

! 0;

et on sait d'apre© s [ELTV, ½ 3, ½ 5], que le second objet n'est pas pas paramëtrisable
rationnellement. Il rësulte que TD n'est pas R-trivial.

Passons au type B3 dëployë dont le groupe de Chevalley simplement connexe est le
groupe dëployë Spin7. On dispose d'un plongement naturel Spin6! Spin7 et
l'unique automorphisme extërieur de Spin6 se prolonge en un automorphisme
intërieur de Spin7. En d'autres mots, le plongement Spin6 ! Spin7 se prolonge
en Aut�Spin6� ! Spin7. On dëduit de cette remarque que le tore T ëtudië
prëcëdemment est un sous-tore du groupe dëployë Spin7, et l'assertion est donc
dëmontrëe dans ce cas.

Pour le type D4, on conside© re la suite exacte 1! m2 ! Spin8! SO8! 1. Soit
L=k une extension quadratique k1; k2=k deux extensions quadratiques telles que
k1 � k2 � L est un corps. On pose M � k1 � k2. Le tore RM=k

ÿ

R1
M:L=MGm

�

est un
k-tore maximal de SO8. Prenant son image inverse par l'isogënie Spin8! SO8,
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on obtient un tore maximal T de Spin8 s'inscrivant dans une suite exacte
1! m2! T ! RM=k

ÿ

R1
M:L=MGm

�

! 1. La suite exacte longue de cohomologie
galoisienne donne

� � � ! k�=k�2! H1�k;T � ! L�=NL:M
ÿ

�LM��
�

!2 Br�k�:

Faisant l'identi¢cation L�=NL:M
ÿ

�LM��
�

ÿ!� Br�M:L=M�, il n'est pas dif¢cile de
voir que la £e© che de bord Br�M:L=M� ! Br�k� est la corestriction de M a© k. On
a donc une surjection

H1�k;T � ! Ker
�

L�=NL:M
ÿ

�LM��
�

ÿ!
NM=k

k�=NL=k�L��
�

! 0:

Le terme de droite est dëja© apparu dans l'ëtude du type 2A3 et on sait que l'on ne peut
pas le paramëtrer rationnellement. Il rësulte que le foncteur H1�:;T � n'est pas
R-trivial.

Pour les autres types F4, E6; . . . , l'assertion rësulte du lemme 18.b.

p � 3. Commencons par le cas de F4. Alors F4 posse© de un sous-groupe maximal de
type A2 � A2 qui est isomorphe a© SL3 � SL3=m3 ou© m3 est le sous-groupe diagonal du
centre m3 � m3 de SL3 � SL3. Soient k1=k et k2=k deux extensions cycliques d'ordre 3.
Alors le quotient T=k du tore R1

k1=k
Gm � R1

k1=k
Gm par le sous-groupe m3 diagonal est

un k-tore maximal deH, donc de F4. Le groupeH1�k;T � s'obtient par la suite exacte

k�=k�3! k�=Nk1=k�k�1 � � k�=Nk2=k�k�2 � ! H1�k;T � !
H2�k; m3� ! H2�k1=k;Gm� �H2�k2=k;Gm�:

On tombe donc sur l'objet Ker
ÿ

Br�k� ! Br�k1� � Br�k2�
�

qui n'est pas R-trivial
suivant le lemme 6 (½ I.3). Le tore prëcëdent est aussi le tore maximal d'un groupe
quasi-dëployë de type 3D4, ce qui traite aussi ce cas. Pour le type E6, on conside© re
le sous-groupe maximal de H de type �A2�3 et isomorphe a© �SL3�3=m3 ou© m3 est
le sous-groupe diagonal du centre �m3�3 de �SL3�3. Un argument similaire montre
alors qu'il existe un exemple de k-tore de E6 tel que la partie 3-primaire de
H1�k;T �=R soit non triviale. Le lemme 18 re© gle le cas des types E7 et E8.

p � 5. Pour E8, on conside© re le sous-groupe maximal de type A4 � A4 et la preuve
est exactement analogue a© celle produite pour F4 et pour p � 3. &

IV.2. GROUPES DE TYPE D4, E6 ET E7

Dans cette section, nous donnons des applications du thëore© me 7 du ½III.3 aux
groupes exceptionnels de typeD4, E6 et E7, dont les alge© bres de Tits n'ont pas d'index
trop grands.

THEè OREé ME 8 (type D4). On suppose car�k� 6� 2. Soit G=k un groupe semi-simple
simplement connexe de type 3;6D4. On note L=k l'extension ëtale cubique associëe
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a© la forme quasi-dëployëe de G. On suppose que cd2�k�W 2, dimsep
3 �k�W 2. Si l'alge© bre

d'Allen de G est d'indice 2, alors H1�k;G� � 1 et le groupe G admet un sous-groupe
parabolique de type f1; 3; 4g.

Dëmonstration. On note D=L l'alge© bre d'Allen de G, que l'on suppose d'indice 2.
Selon [Ga2], il existe une forme interne de G (i.e. avec meª me alge© bre d'Allen)
qui soit isotrope de type f1; 3; 4g. On peut donc supposer G isotrope et il suf¢t
de voir que H1�k;G� � 1. En particulier, ce groupe G posse© de un sous-groupe
maximal H �

ÿ

SL2 � RL=kSL�D�
�

=m2, isotrope de type A4
1. D'apre© s la proposition

43.9 p. 555 de [KMRS], prop. 43.9, on sait que D est semblable a© une alge© bre
de quaternions �a; b� avec a 2 k� et b 2 L�. On note k0 � k� ���

a
p � et s le gënërateur

de Gal�k0=k�. Comme le groupe Gk0 est quasi-dëployë, on a
H1�k0=k;G� � H1�k;G� d'apre© s le thëore© me 4 (½ 36). On va montrer que
H1�k0=k;H� ! H1�k;G� est surjectif. Le groupe H admet le le k-tore maximal

T1 � R1
k0=k�

ÿ

Gm � RL=kGm
�

=m2� ÿ!
�

R1
k0=k

ÿ

Gm � RL=kGm
�

=m2:

Soit g 2 H1�k0=k;G�. Le lemme 14 entra|ª ne l'existence d'un k-tore T=k tel que g

provienne de H1�k0=k;T � et tel qu'il existe un sous-groupe de Borel Bk0 de Gk0

satisfaisant T=k � Bk0 \ sBk0 ; s agit sur Tk0 par t! tÿ1. Par suite, on a T ÿ!� T1

et T est plongeable dans le sous-groupe maximalH. CommeH1�k0;T � � 0 et comme
l'image de l'application H1�k;T � ! H1�k;G� ne dëpend pas du plongement T ,!G,
on a g 2 Im

ÿ

H1�k0=k;H� ! H1�k;G�
�

. Le bord d : H1�k0=k;H� ! Br�k0=k�
� k�=Nk0=k�k0�� est injectif. Il suf¢t donc de montrer que
d�Ker�H1�k0=k;H� ! H1�k;G��� se surjecte sur k�=Nk0=k�k0��. Le plongement
diagonal Gm ! Gm � RL=kGm induit un plongement Gm � Gm=m2
,!

ÿ

Gm � RL=kGm
�

=m2, d'ou© un plongement

R1
k0=kGm ,!T1:

Une chasse au diagramme laissëe au lecteur montre que le composë

k�=Nk0=k�k
0�� � H1

ÿ

k0=k;R1
k0=kGm�

�

! H1�k0=k;T1� !

! H1�k;H�!d Br�k0=k� � k�=Nk0=k�k
0��

est l'identitë; la proposition 2.a. montre alors que le composë

k� ! k�=Nk0=k�k
0�� � H1

ÿ

k0=k;R1
k0=kGm�

�

! H1�k0=k;T1�
! H1�k;G� ! H1�k;Gad�

est nul, ce qui ache© ve la dëmonstration, vu que H1�k;G� s'injecte dans H1�k;Gad�
d'apre© s le thëore© me 6. &

THEè OREé ME 9 (type E6). Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe de
type E6. On suppose que dim

sep
2 �k�W 2, dimsep

3 �k�W 2.
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(a) Si G=k est de type 1E6, et si l'alge© bre de Tits de G est d'indice 1 ou 3, alors
H1�k;G� � 1. De plus, si l'alge© bre de Tits de G est d'indice 3, alors
H1�k;G� � 1 et G=k admet un sous-groupe parabolique de type f1; 2; 4; 5g

E6

(b) Si G=k est de type 2E6 et si l'alge© bre de Tits de G est d'indice 1 ou 3, alors
H1�k;G� � 1 et G=k admet un sous-groupe parabolique de type f1; 2; 4; 5g.

Dëmonstration. Le thëore© me 4 (½III) permet de supposer que l'alge© bre de Tits D
de G est d'indice 3. Si G est une forme interne, on sait suivant le ½ 6.4.5 de [T3] qu'il
existe une k-forme G1 de E6 d'alge© bre de Tits D et ayant un sous-groupe parabolique
de type f1; 2; 4; 5g. On laisse le soin au lecteur de vëri¢er que le meª me argument
utilisant des sous-groupes de type A2 � A2 � A2 montre que l'assertion prëcëdente
vaut aussi si G est une forme externe. Il existe donc une k-forme G1 de E6 d'alge© bre
de Tits D et ayant un sous-groupe parabolique de type f1; 2; 4; 5g. Il suf¢t donc
de montrer que H1�k;G1� � 1, puisque G est une k-forme fortement interne de
G1. On peut donc supposer dans la suite que G admet un sous-groupe parabolique
de type f1; 2; 4; 5g.

Type 1E6. D'apre© s un thëore© me de Wedderburn (cf. [KMRT], th. 19.2), on sait
que toute alge© bre simple centrale de degrë 3 est une alge© bre cyclique; il existe donc
une extension cyclique k0=k de degrë 3 dëployant D et on a
H1�k;G� � H1�k0=k;G�. Soit �z� 2 H1�k0=k;G�. Le groupe zGk0 est dëployë. Le lemme
14 (½III.1) indique que zG posse© de un sous-groupe rëductifH de type D4 dëployë par
L=k. Le groupe DH est semi-simple de type D4 et son invariant d'Allen est trivial. Le
thëore© me 4 (½ III) implique que DH est quasi-dëployë et ainsi H et a© fortiori zG sont
isotropes. Comme Indk�D� � 3, la thëorie de la rëduction de l'indice ([MPW, II],
table 8.A) jointe a© la liste des types possibles [T1] montre que zG admet un
sous-groupe parabolique de type f1; 2; 4; 5g. Le lemme 5.b (½ I.1) entrâine que g

s'envoie sur 1 par H1�k;G� ! H1�k;Gad� et le thëore© me 6.b (½ III.3) permet de con-
clure que g � 1.

Type 2E6. On note L=k l'extension quadratique associëe a© la forme quasi-dëployëe
de G. Le cas prëcëdent implique que H1�k;G1� � H1�L=k;G� et que GL admet un
sous-groupe parabolique de type f1; 2; 4; 5g. Soit g 2 H1�L=k;G�. Le lemme 14
(½ III.1) donne un k-tore S de rang 2 dëployë par L=k de G, un tore maximal
T=k � ZG�S� tel que g 2 Im

ÿ

H1�L=k;T � ! H1�L=k;G�
�

de sorte que DZG�S� soit
un groupe simplement connexe de type A2 � A2. Remarquons tout de suite que
DZG�S� est une forme externe et que le groupe Gal�L=k� permute les deux facteurs
de type A2. En effet, supposons que DZG�S� soit une forme interne. Alors
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DZG�S� est dëployë par le produit M=k � F1:F2 de deux extensions galoisiennes de
degrë 3 et ainsi le groupe GM contient un groupe dëployë de type A2 � A2, ce
qui n'est pas possible, vu que GM n'est pas une forme interne. Le groupe
DZG�S� est donc une forme externe, qui est dëployëe par L=k, il s'ensuit qu'il existe
une alge© bre simple centrale A=L de degrë 3 telle que DZG�S� � RL=k

ÿ

SL1�A�
�

. Le
lemme suivant n'est pas dif¢cile a© ëtablir.

LEMME 19. Soient G0=k le groupe de Chevalley simplement connexe de type E6, et
S0 un tore dëployë de rang 2 tel que ZG0�S0� soit un sous-groupe de Levi du groupe
parabolique de type f1; 2; 4; 5g. Alors ZG0 �S0� � DZG0�S0� � S0 (Ind. utiliser le
sous-groupe maximal de type A2 � A2 � A2). &

Il s'ensuit que ZG�S� � DZG�S� � S et que T � �DZG�S� \ T � � S. Puisque
S ÿ!� R1

L=kGm, la proposition 2.a montre que l'application H1�k�DZG�S� \ T ��
�H1�k;S� ! H1�k;G� est H1�k;S�-ëquivariante. Il rësulte donc que g provient
de H1�k;DZG�S�� � 1, puisque DZG�S� est un groupe simplement connexe de type
A2 � A2. On conclut que g � 1. &

THEè OREé ME 10 (type E7). Soit G=k un groupe semi-simple simplement connexe de
type E7. On suppose que dimsep

2 �k�W 2, dimsep
3 �k�W 2. On note D=k l'alge© bre de Tits

de G.

(a) Si Indk�D� � 1 ou 2, alors H1�k;G� � 1. De plus, G=k admet un sous-groupe
parabolique de type f4; 6; 7g

E7

(b) Si Indk�D� � 4, alors H1�k;G� � 1. De plus, G=k admet un sous-groupe
parabolique de type f2; 3; 4; 5; 6; 7g.

Dëmonstration. Soit donc G=k un groupe simplement connexe de type E7

d'alge© bre de Tits D. Si Indk�D� � 1, alors G est dëployë d'apre© s le thëore© me 4 (½ III)
et H1�k;G� � 1.

(a) Indk�D� � 2 Si car�k� 6� 2, alors D=k est une alge© bre de quaternions et il existe
une extension quadratique sëparable k0=k dëployant k0. Si car�k� � 2, alors
D=k est une alge© bre notëe �a; b� (i.e. de prësentation X 2 ÿ X � a, Y 2 � b,
YXYÿ1 � X � 1) et l'extension quadratique sëparable k0 � k�x�=x2 � x� a
dëploie D. Le groupe Gk0 est donc dëployë et admet un sous-groupe parabolique
de type f6g. Le lemme 14 (pa III.1) montre que le groupe G=k posse© de un
sous-groupe simplement connexe H de type E6 dëployë par k0=k. Ainsi H est
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une forme fortement interne de sa forme quasi-dëployëe et le thëore© me 4 assure
que H est quasi-dëployë. Par suite H et a fortiori G sont trois fois isotropes
(i.e. contiennent un k-tore dëployë de rang 3) et la liste des diagrammes de
Dynkin possibles [T1] ëtablit que G admet un sous-groupe parabolique de type
f4; 6; 7g. Le lemme 5.b (½ I.1) entrâine alors que l'application
H1�k;G� ! H1�k;Gad� est triviale et le thëore© me 6.b (½II.3) permet de conclure
que H1�k;G� � 1.

(b) Indk�D� � 4 Puisque D=k est d'indice 4 et d'exposant 2, un thëore© me d'Albert
(cf. [KMRT], th. 16.1 p. 233) montre que si car�k� 6� 2 (resp. car�k� 6� 2), alors
D est une alge© bre de biquaternions (resp. une alge© bre �a; b� 
k �a0; b0�). Par suite,
il existe une extension quadratique sëparable k0=k satisfaisant Indk0 �D�W 2.
Ainsi, le groupeGk0 admet un sous-groupe parabolique de type f4; 6; 7g. Le meª me
argument qu'au (a) montre que G a un sous-groupe H semi-simple simplement
connexe de type A3 � A1 qui est dëployë par l'extension k0=k. Notons
H1 � H le facteur de type A3. Le meª me argument (i.e. le lemme 14) montre
que H1 posse© de un sous-groupe H2 de type A2, qui est dëployë par k0=k. Alors
l'alge© bre de Tits de H2 est dëployëe et le thëore© me 4 montre que H2 est
quasi-dëployë, donc a fortiori isotrope. Par suite, le groupe G est isotrope et
selon la table 8B p. 63 de [MPW], on sait que l'hypothe© se Indk�D� � 4 force
G a© possëder un sous-groupe parabolique de type f2; 3; 4; 5; 6; 7g. De meª me qu'au
a�, on montre que H1�k;G� � 1. &

IV.3. DISCUSSION SUR LE TYPE E8

THEè OREé ME 11. On suppose car�k� � 0 et cdp�k�W 2 pour p � 2; 3; 5. Pour toute
extension cyclique L=k de degrë 2, 3 ou 5, on a H1�L=k;E8� � 1.

Il est intëressant d'isoler de la dëmonstration du thëore© me le lemme suivant.

LEMME 20. On suppose car�k� � 0. On note H0 le sous-groupe maximal dëployë de
E8 de type E6 � A2. Soit L=k une extension cyclique de degrë 3. On suppose que
H1�k;Z=2Z� � 0. Alors

H1�L=k;E8�an � Im
ÿ

H1�k;H0� ! H1�k;E8�
�

(H1�L=k;E8�an dësigne le sous-ensemble des classes de cohomologie anisotropes, i.e.
les classes �z� telles que le groupe tordu zE8 soit anisotrope).

Dëmonstration du lemme 20. On note s un gënërateur de Gal�L=k�. Soit
z 2 Z1�k;E8�an et G � zE8 le groupe tordu. Soit PL un L-parabolique de GL de type
E7 et

C � PL \ s�PL� \ s2�PL� � GL:

Le groupe CL est dë¢ni sur k et suivant le lemme 6.32 de [PR], on sait que
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dimk�C�X 77. Nous allons montrer que CL est un sous-groupe de Levi d'un
L-sous-groupe parabolique de G inclus dans PL. En effet, soit QL un L-sous-groupe
parabolique de G contenant CL et contenu dans PL que l'on suppose minimal pour
cette propriëtë. Alors C � QL \ s�QL� \ s2�QL�. Par minimalitë de QL, on a
QL � Ru�QL�:�QL \ s�QL��, donc QL et s�QL� son opposës ([BoT], prop. 4. 10);
le groupe ML :� QL \ s�QL� est donc un sous-groupe de Levi de QL contenant
CL. De plus, CL �ML \ s2�QL� est un L-parabolique de ML. Si CL 6�ML, alors
le radical unipotent Ru�C�L est un groupe dëployë non trivial, donc Ru�C� est aussi
dëployë, ce qui contredit l'anisotropie de G. Il rësulte que CL est un sous-groupe
de Levi de QL. Le groupe C est donc rëductif, et son diagramme de Dynkin absolu
est un sous-diagramme de E7. Un examen facile des cas possibles sous les hypothe© ses
H1�k;Z=2Z� � 0 et dimk�C�X 77 entrâine alors que C est de type E6. Le groupe
H :� ZG�C�:C est semi-simple de type E6 � A2. Soit T=k un k-tore maximal de
H. Alors le syste© mes de racines F�Gks ;Tks� de type E8 admet le sous-syste© me
F�Hks ;Tks � de type E6 � A2. Comme tous les sous-syste© mes E6 � A2 du syste© me
de racines E8 sont conjuguës par le groupe de Weyl, il rësulte que le groupe Hks

est conjuguë (par un ëlement de G�ks�) au sous-groupe standard H0;ks de type
E6 � A2. D'apre© s le lemme 1 de [Se1, ½III.12], ceci entra|ª ne

�z� 2 Im
ÿ

H1�k;NE8�H0�� ! H1�k;E8�
�

:

On a une injection NE8 �H0�=H0! Aut�H0�=H0 � Z=2Z�Z=2Z, donc le groupe
NE8�H0�=H0 est 2-primaire et l'hypothe© se H1�k;Z=2Z� � 0 entrâine
H1�k;NE8�H0�=H0� � 1. Il rësulte que �z� 2 Im

ÿ

H1�k;H0� ! H1�k;E8�
�

. &

Dëmonstration du thëore© me 11. Le cas p � 2 a dëja© ëtë fait dans la section III.1.

p � 3. On veut montrer que H1�L=k;E8� � 1. Le cas p � 2 nous permet de
supposer que H1�k;Z=2Z� � 0. Soit �z� 2 H1�L=k;E8� et G le groupe tordu par z.
Si G est isotrope, on sait que G est dëployë et donc �z� � 1. Supposons donc G aniso-
trope. Le lemme 20 ci-dessus indique que toute classe de H1�L=k;E8�an provient du
sous-groupe maximal dëployëH0 de type E6 � A2 et la remarque 4 du ½ III.2 conclut
que H1�L=k;E8� � 1.

p � 5. Les cas p � 2 et p � 3 nous permettent de supposer que k ne posse© de pas
d'extension propre de degrë 2a3b. Soit L=k une extension cyclique de degrë 5. Soit
�z� 2 H1�L=k;E8� et G le groupe tordu par z. On suppose G anisotrope et on veut
montrer que G posse© de un k-tore maximal dëployë par L=k, ce qui est suf¢sant pour
voir que �z� � 1 d'apre© s les thëore© mes 1 et 7. Suivant un thëore© me de Chernousov
([Ch1], cf. [T5] th. 3) on sait que G admet un sous-groupe semi-simple H de type
A4 dëployë par L=k. Le groupe H est isoge© ne a© SL�D� pour une alge© bre simple
centrale cyclique D d'indice 5 dëployëe par L=k. Il existe donc un tore S=k de rang
4 de H dëployë par L=k. Le groupe DZG�S� est un groupe semi-simple simplement
connexe anisotrope de rang W 4, qui est dëployë par L=k. Si DZG�S� � 1, alors
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ZG�S� est un k-tore maximal de G dëployë par L=k. Si DZG�S� 6� 1, le type A4 est la
seule possibilitë pour DZG�S�; le meª me raisonnement que prëcëdemment fournit
un tore S0=k de rang 4 dëployë par L=k et le tore composë T � S:S0 est un k-tore
maximal de G dëployë par L=k. &

Ce rësultat met en ëvidence l'absence de ``thëore© me d'annulation'' pour le type E8

(cf. th. 5, ½ III.2) qui rame© nerait le proble© me a© une question d'extensions cycliques.

V. Principe de Hasse

(a) Soit k un corps global et G=k un groupe semi-simple. Kunyavski�� et
Skorobogatov [KS] ont montrë que si l'approximation faible vaut pour les k-tores
maximaux de G sans effet (i.e. dont l'extension deÂ ployante a le meÃ me groupe

de Galois que le tore geÂ neÂ rique de G), alors l'approximation faible vaut pour G.
Cela s'applique aux groupes presque simples pour lesquels Klyachko [Kl] a

deÂ montreÂ que l'approximation faible vaut pour les k-tores maximaux de G
non affectes. Nous nous proposons de montrer ici comment l'etude de

l'arithmeÂ tique des tores maximaux d'un groupe semi-simple simplement connexe

quasi-deÂ ployeÂ G permet d'eÂ tablir le principe de Hasse pour les espaces principaux

homogeÁ nes sous G.

THEè OREé ME 12. Soit k un corps de nombres et �kv�v21 l'ensemble des places
archimëdiennes de G. Soit G=k un groupe semi-simple quasi-dëployë simplement
connexe et absolument presque simple. Alors l'application H1�k;G�ÿ!
Q

v21H1�kv;G� est bijective.

Rappelons que le principe de Hasse est connu pour tout groupe simplement con-
nexe d'apre© s Kneser [Kn], Harder [H1] et Chernousov [Ch1]. La preuve du thëore© me
12 repose sur la proposition suivante.

PROPOSITION 4. Soit G=k comme dans le thëore© me 12 et v une place de k.

(a) Pour tout kv-tore maximal T de Gkv , le groupe ¢ni H1�kv;T �=R est 2-primaire.
(b) Il existe une extension abëlienne 2-primaire L=k et un L-tore maximal T=L de GL

tel que H1�L;T �=R est 2-primaire.

Le (b) utilise un argument de Harder [H1], a© savoir l'approximation faible sur la
variëtë des tores maximaux de G. Sur un corps local non archimëdien, on peut
exprimer simplement le dëfaut H1�k;T �=R.

LEMME 21. Soient k un corps local non archimëdien et T=k un tore d'extension
dëployante kT de groupe de Galois G�T � � Gal�kT=k�.

(a) H1�k;T �=R ÿ!� Coker
ÿ
L

s2G�T �H
ÿ1�hsi; T̂ 0�ÿ!Hÿ1�G�T �; T̂0�

�

.
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(b) On suppose qu'il existe s 2 G�T � satisfaisant �T̂0�G�T � � �T̂ 0�hsi. Alors
H1�k;T �=R � 0.

Dëmonstration. (a) On conside© re une rësolution £asque 1! T ! S! E ! 1,
avec S £asque et E quasi-trivial. Suivant le ½ I.3, on a H1�k;T �=R � H1�k;S� et
d'apre© s Tate, on a un isomorphisme de groupes ¢nis H1�k;S� � H1�k; Ŝ�D, ou© D
dësigne le dual de Pontryagin. On note G � G�T �. On voit facilement que la suite
exacte de G-modules 0! Ê ! Ŝ! T̂ ! 0 induit un isomorphisme

H1�k; Ŝ� � H1�G; Ŝ� ÿ!� X 1
o�G; T̂ �;

ou© X 1
o�G; T̂ � � Ker�H1�G; T̂ � !L

s2G H
1�hsi; T̂ ��. Par dualitë (cf. [CH], ch. XII,

½6), on a

H1�G; Ŝ�D � Coker

�

M

s2G
Hÿ1�hsi; T̂0�ÿ!Hÿ1�G; T̂ 0�

�

:

(b) Par dë¢nition, on a

Hÿ1�G; T̂0� � Ker T̂0 ÿ!
CorG1 �T̂0�G

� �

.

IGT̂
0:

On suppose qu'il existe s 2 G satisfaisant �T̂ 0�G � �T̂ 0�hsi. Alors, comme T̂0 est sans

torsion, on a Ker
�

T̂ 0 ÿ!
Corhsi1 �T̂ 0�hsi

�

� Ker
�

T̂ 0 ÿ!
CorG1 �T̂0�G

�

et ainsi H1�k;T �=R � 0
suivant le (a).

Dëmonstration de la proposition 4. (a) Tout d'abord, observons que par un argu-
ment de transfert, on peut supposer que G est un p-groupe pour p 2 S�G� n f2g.
Le thëore© me de Steinberg permet ensuite de supposer que G est dëployë ou de type
3D4. Pour les groupes classiques et de type G2, l'assertion rësulte alors
immëdiatement du lemme 2 du ½I.2. Le lemme 18 permet de traiter uniquement
les cas d'un tore d'un groupe quasi-dëployë de type 3D4, F4 et E8. Pour ces trois
cas, le crite© re (b) du lemme prëcëdent permet de conclure que H1�kv;T �=R est
2-primaire.

(b) On note G le groupe de Galois de l'extension dëployant le tore gënërique de G
et G�p� un p-groupe de Sylow de G deG pour tout premier p 2 S�G� n f2g. On ¢xe un tel
p et une place v de k au dessus de p. D'apre© s Demuskin [D], si �kv : Qp� est assez
grand, on sait que kv posse© de une extension galoisienne de groupe G�p�. Par approxi-
mation faible, il existe donc une extension L=k abëlienne 2-primaire, des places
wp de L et des extensions galoisiennes L0wp

=Lwp de groupe de Galois G�p� (p 2 S�G�).
Comme le groupeGLwp

est quasi-dëployë, le lemme 4 montre l'existence d'un Lwp-tore
Tp de GLwp

dont le groupe de Galois associë est isomorphe a© G�p�. Or, suivant un
thëore© me de Chevalley [C1] (cf. [SGA3, exp. XIV]), la variëtë des tores de GL

est rationnelle, donc satisfait a© l'approximation faible. Ainsi, il existe un L-tore
T de GL tel que TLwp

� Tp. En particulier, le groupe de Galois associë a© T=L est
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G. On choisit une rësolution £asque 1! T ! S! E ! 1 de T . D'apre© s le a�, on a
III1�k;S�flg � H1�k;S�flg pour tout premier l 6� 2. Or d'apre© s Tate (cf. [PR] ½ 6.3),
le groupe ¢ni S�G�-primaire X 1�k;S� est isomorphe au dual de Pontryagin du noyau
du morphisme

H2�G; Ŝ� !
Y

w

H2�Gw; Ŝ�;

ou© Gw dësigne le groupe de dëcomposition en w de l'extension LT=L associë a© T . On
conclut en observant que ce groupe est 2-primaire par construction, puisque les
groupes de Sylow de G sont reprësentës par des groupes de dëcomposition. &

Dëmonstration du thëore© me 12. Soit G=k un groupe quasi-dëployë comme
dans l'ënoncë. Tout d'abord, rappelons que la surjectivitë de
H1�k;G� !Q

v21H1�kv;G� rësulte d'une dëmonstration uniforme de Kneser^
Harder (cf. [H1] lemme 1.12). De plus, Chernousov a rëcemment donnë une preuve
uniforme de l'injectivitë de l'applicationH1�k�

�������

ÿ1
p
�=k;G� !Q

v21H1�kv;G� [Ch3].
Par suite, on peut supposer que k est un corps imaginaire pur et il nous faut montrer
H1�k;G� � 1.

1er cas: les groupes dëployës ou quasi-dëployës de type 3D4. On proce© de
par induction sur les types en ëtendant l'assertion H1�k;G� � 1 a© toutes les
extensions ¢nies de k. Soit g � �z� 2 H1�k;G�. Soit T un k-tore maximal de zG.
Le thëore© me de Steinberg donne un plongement r : T ,!G tel que
g � r��b� 2 Im

ÿ

H1�k;T � H1�k;G�
�

. Le groupe H1�k;T �=R est un 2-groupe
d'apre© s la proposition 4 et la thëorie du corps de classes assure l'existence d'une
extension abëlienne 2-primaire k0=k telle que la restriction
H1�k;T �=R! H1�k0;T �=R est nulle. La proposition 2.b du ½ II.2 et le lemme 8
du ½ I.4 indiquent que g0 � gk0 � 1 2 H1�k0;G�. Mais le corollaire 2 (a et b, ½ III.1)
implique H1�k0=k;G� � 1, donc g � 1.

2nd cas: le cas gënëral. Avec la meª me induction sur les types, on remarque qu'il
existe une extension quadratique L=k telle que G=L soit dëployë ou quasi-dëployë
de type 3D4. Le corollaire 2 montre immëdiatement le thëore© me. &

(b) Corps dont l'extension abëlienne maximale est de dimension cohomologique 1. Le
corps k � C��t���u� ressemble aux corps p-adiques du point de vue de la cohomologie
galoisienne car le corps k0 � C��tÿ1���u� satisfait cd

ÿ

k0
�

W 1 et le groupe de Galois
Gal�k0=k� est pro-cyclique. En particulier, sur un tel corps, toutes les alge© bres simples
centrales sont cycliques.

THEè OREé ME 13. Soit k un corps parfait. On suppose qu'il existe une extension
galoisienne k0=k de groupe de Galois (pro)-cyclique satisfaisant cd

ÿ

k0
�

W 1.
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(a) Alors pour tout groupe semi-simple simplement connexe G=k sans facteurs de type
E8, on a H1�k;G� � 1

(b) Si car�k� � 0, alors H1�k;E8� � 1.

En particulier, pour le corps C��t���u�, la conjecture II vaut; cela rëpond a© une
question de Yves Laszlo.

Dëmonstration. Remarquons que la condition sur k entra|ª ne cd�k�W 2. Pour les
groupes classiques, de type G2 et F4, cela est un cas particulier de [BP]. On peut
ëvidemment supposer que G=k est absolument presque k-simple de type X . Les
cas de X � E6;E7 sont rëglës par les thëore© mes 9 et 10 du IV.3. On discute les
cas de D4 trialitaires et E8.

Cas D4. Si car�k� 6� 2, le thëore© me 8 s'applique. Si car�k� � 2, l'alge© bre d'Allen de
G est dëployëe, et le thëore© me 4 montre que H1�k;G� � 1.

Cas E8. L'hypothe© se cd�k0�W 1 jointe au thëore© me de Steinberg implique que
toute k-forme de E8 est dëployëe par une extension cyclique de degrë 2a3b5g. Le
thëore© me 11 implique H1�k;G� � 1. &
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quelconque, J. Reine Angew Math. 247 (1971), 196^220.
[T4] Tits, J.: Strongly inner anisotropic forms of simple algebraic groups, J. Algebra 131

(1990), 648^677.
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