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❆✉t❤♦r

❏♦❤❛♥ ❙✉♥♥❡❣år❞❤
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
▲✐♥❦ö♣✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❙❊✲✺✽✶ ✽✸ ▲✐♥❦ö♣✐♥❣✱ ❙✇❡❞❡♥

❈♦♣②r✐❣❤t ❝© ✷✵✵✼ ❏♦❤❛♥ ❙✉♥♥❡❣år❞❤

❙✉♥♥❡❣år❞❤✱ ❏♦❤❛♥
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚
■❙❇◆ ✾✼✽✲✾✶✲✽✺✼✶✺✲✼✸✲✷
■❙❙◆ ✵✷✽✵✲✼✾✼✶

❚②♣❡s❡t ✇✐t❤ ▲❆❚❊❳
Pr✐♥t❡❞ ✐♥ ❙✇❡❞❡♥ ❜② ▲✐❯✲tr②❝❦✱ ▲✐♥❦ö♣✐♥❣✱ ✷✵✵✼
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❆❜str❛❝t

❈♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡s ❢r♦♠ ❤❡❧✐❝❛❧
❝♦♥❡ ❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛rt✐❢❛❝ts ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
s❝❤❡♠❡s ❢♦r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❚❤❡ ✜rst s❝❤❡♠❡✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮✱ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛rt✐❢❛❝t r❡✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❆s ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t✱ s♣❛✲
t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s s✐❞❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ■❲❇P s❝❤❡♠❡✱ ❛ s❡❝♦♥❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ■❲❋❇P ✇✐t❤ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❖❙✲
■❲❋❇P✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ s❡t ✐♥t♦ s✉❜s❡ts✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡s
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ✏♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts✑✳
❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t
t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞✱ ❜✉t
t❤❛t ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤✐r❞ s❝❤❡♠❡ st❛rts ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②
❞❛t❛✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ❛♥❞
■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❛rt✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❛rt✐❢❛❝ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣❛rt ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ✐s ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳
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❙❛♠♠❛♥❢❛tt♥✐♥❣

❉❡ r❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥s♠❡t♦❞❡r s♦♠ ✐❞❛❣ ❛♥✈ä♥❞s ❢ör ♠❡❞✐❝✐♥s❦ ❞❛t♦rt♦♠♦❣r❛✜ är ❛❧❧❛
✐❝❦❡✲❡①❛❦t❛✳ ❉❡t ❜❡t②❞❡r ❛tt ❞❡ ❢r❛♠rä❦♥❛❞❡ ❜✐❧❞❡r♥❛ ✐♥♥❡❤å❧❧❡r ❢❡❧✱ ♦✈❛s❡tt ♥♦❣✲
❣r❛♥♥❤❡t ♦❝❤ ✉♣♣❧ös♥✐♥❣ ✈✐❞ ❞❛t❛✐♥s❛♠❧✐♥❣❡♥✳ ❋ör ❦♦♥✈✐♥❦❧❛r ✉♣♣ t✐❧❧ ±2◦ är
❞❡ss❛ ❢❡❧ ❢örs✉♠❜❛r❛✱ ♠❡♥ ❢ör ❤ö❣r❡ ✈✐♥❦❧❛r ✉♣♣står stör❛♥❞❡ ❛rt❡❢❛❦t❡r✳ ■ ❞❡♥♥❛
❛✈❤❛♥❞❧✐♥❣ ✉♥❞❡rsö❦s tr❡ ♠❡t♦❞❡r ❢ör ❛tt ✉♥❞❡rtr②❝❦❛ ❞❡ss❛ ❛rt❡❢❛❦t❡r✳

❉❡♥ ❢örst❛ ♠❡t♦❞❡♥✱ ✈❛rs ♥❛♠♥ ♣å ❡♥❣❡❧s❦❛ ❢ör❦♦rt❛s ■❲❋❇P✱ ❜②❣❣❡r ♣å ✐t✲
❡r❛t✐✈ t✐❧❧ä♠♣♥✐♥❣ ❛✈ ❡♥ ✐❝❦❡✲❡①❛❦t ♠❡t♦❞✳ ❋ör ❞❡♥♥❛ ♠❡t♦❞ ❤❛r r❡❞✉❦t✐♦♥ ❛✈
❛rt❡❢❛❦t❡r✱ ❜r✉s♥✐✈å❡r s❛♠t s♣❛t✐❡❧❧ ✉♣♣❧ös♥✐♥❣ ♠ätts ❣❡♥♦♠ r❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❛✈ ❢ör
ä♥❞❛♠å❧❡t ❦♦♥str✉❡r❛❞❡ t❡st♦❜❥❡❦t✳ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ✈✐s❛r ❡♥ t②❞❧✐❣ ♠✐♥s❦♥✐♥❣ ❛✈ ❛rt❡✲
❢❛❦t♥✐✈å♥ ✉♥❞❡r ❞❡ ❢örst❛ ❢②r❛ ✐t❡r❛t✐♦♥❡r♥❛✳ ❊♥ ❜✐❡✛❡❦t är ❛tt ❜r✉s♥✐✈å♥ ♦❝❤ ❞❡♥
s♣❛t✐❡❧❧❛ ✉♣♣❧ös♥✐♥❣❡♥ ö❦❛r✳ ❋ör ❛tt ❢ör❜ättr❛ ❦♦♥✈❡r❣❡♥s❡❣❡♥s❦❛♣❡r ♦❝❤ ✉♥❞✈✐❦❛
❞❡♥♥❛ ❜✐❡✛❡❦t ❢ör❡s❧ås ♦❝❤ ✉♥❞❡rsö❦s ❡♥ ♠♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❛✈ ❞❡♥ ✉rs♣r✉♥❧✐❣❛ ♠❡t♦❞❡♥✳

■stä❧❧❡t ❢ör ❛tt✱ s♦♠ ✐ ■❲❋❇P✲♠❡t♦❞❡♥✱ ❛♥✈ä♥❞❛ ❛❧❧❛ t✐❧❧❣ä♥❣❧✐❣❛ ♠ät♥✐♥❣❛r
✈✐❞ ✈❛r❥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❦❛♥ ❡♥ ❞❡❧♠ä♥❣❞ ❛♥✈ä♥❞❛s✳ ❉❡tt❛ ✉t❣ör ❣r✉♥❞❡♥ t✐❧❧ ♠❡t♦❞
♥✉♠♠❡r t✈å✱ ❢ör❦♦rt❛❞ ❖❙✲■❲❋❇P✳ ❊✛❡❦t❡♥ ❛✈ ❛♥t❛❧ ❞❡❧♠ä♥❣❞❡r✱ ♦r❞♥✐♥❣ ❛✈
❞❡ss❛ s❛♠t ♠ö❥❧✐❣❤❡t t✐❧❧ ✉♣♣s♥❛❜❜♥✐♥❣ ❛✈ ■❲❋❇P✲♠❡t♦❞❡♥ ❤❛r ✉♥❞❡rsö❦ts✳ ❉❡t
✈✐s❛r s✐❣ ❛tt ❛♥t❛❧❡t ♥ö❞✈ä♥❞✐❣❛ ✐t❡r❛t✐♦♥❡r s❥✉♥❦❡r ♥å❣♦t ♥är ❞❡♥❛ t❡❦♥✐❦ ❛♥✈ä♥❞s✳
❊♥ ♥❛❝❦❞❡❧ är ❞♦❝❦ ❛tt ❜r✉s♥✐✈å♥ ö❦❛r ❥ä♠❢ört ♠❡❞ ■❲❋❇P✲♠❡t♦❞❡♥✳

❉❡♥ tr❡❞❥❡ ♠❡t♦❞❡♥ ❜②❣❣❡r ♣å ❛tt ✐♥❣å♥❣s❞❛t❛ ❢örst ❞❡❧❛s ✉♣♣ ✐ ❡♥ ❧å❣❢r❡❦✈❡♥t
❞❡❧ ♦❝❤ ❡♥ ❤ö❣❢r❡❦✈❡♥t ❞❡❧✳ ■t❡r❛t✐✈ r❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❣örs ♥✉ ❡♥❞❛st ♣å ❞❡♥ ❧å❣✲
❢r❡❦✈❡♥t❛ ❞❡❧❡♥✳ ❉❡tt❛ ❦❛♥ ♠ö❥❧✐❣❣ör❛ ❢ör ✉♣♣s♥❛❜❜♥✐♥❣ ❣❡♥♦♠ ♥❡❞s❛♠♣❧✐♥❣ ❛✈
❞❛t❛ ✐ ❞❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❛ ❞❡❧❡♥✳ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ✈✐s❛r ❛tt ❛rt❡❢❛❦t❡r ✉♥❞❡rtr②❝❦s ✉♥❣❡❢är ❧✐❦❛
♠②❝❦❡t s♦♠ ❢ör ■❲❋❇P✲♠❡t♦❞❡♥ tr♦ts ❛tt ❡♥ ❜❡t②❞❛♥❞❡ ❞❡❧ ❤ö❣❢r❡❦✈❡♥t ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ r❡❦♦♥str✉❡r❛s ✐❝❦❡✲✐t❡r❛t✐✈t✳



✈✐



✈✐✐

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❛❦❡ t❤✐s ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ t❤❛t ❤❛✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢❡ss♦r P❡r✲❊r✐❦ ❉❛♥✐❡❧ss♦♥✱
✇❤♦s❡ ✐❞❡❛s ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❢♦r ❤✐s ♥❡✈❡r ❡♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t
❛♥❞ ❡♥t❤✉s✐❛s♠✱ ❢♦r ❛❧❧ ❛❞✈✐❝❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧✇❛②s ❧❡❛✈✐♥❣ ❤✐s
❞♦♦r ♦♣❡♥✳

Pr♦❢❡ss♦r ●öst❛ ●r❛♥❧✉♥❞ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇♦r❦ ❛♥❞ st✉❞② ❛t t❤❡
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ▲❛❜♦r❛t♦r②✳

▼❛r✐❛ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥s✇❡rs t♦ ♠② ♥❡✈❡r
❡♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ♦❢ q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t♦♣✐❝s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳

❆❧❧ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ❛t t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❡♥❞❧② ❛♥❞ ✐♥s♣✐r✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛t t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳

❑❛r❧ ❙t✐❡rst♦r❢❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ❢♦r
❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❈❚ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚♦♠♠② ❊❧❢✈✐♥❣ ❢♦r s❤❛r✐♥❣ ❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✳

▼② ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❛❧❧ s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❙✐❡♠❡♥s ▼❡❞✐❝❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥s
✉♥❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✏❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❆❘❚ ❛♥❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❡♣❛rt♠❡♥t ❛t ▲✐♥❦ö♣✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞
❙✐❡♠❡♥s ❆●✱ ▼❊❉ ❈❚❊✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ❍❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✹ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚ ✾

✷✳✶ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✷ ❲❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✶✾

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✸✳✷ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✸✳✷✳✶ ❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦♦t♣r✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✷✳✷ ❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✷✳✸ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✸ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✸✳✹ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✸✳✺ ■t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❋❇P✮ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✹✶

✹✳✶ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
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✺ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮ ✺✶
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✺✳✺ ❘❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ✈❡rs✉s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
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✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✻ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮ ✼✶
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✻✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ✷❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
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✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✼ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✾✶

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✼✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ustop ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✼✳✸ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✼✳✹ ■♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✶✶✶

✽✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✽✳✷ ❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✶✶✼

❆ ❆❝r♦♥②♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
❇ ◆♦t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✷✵



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❍❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮

■♥ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤♦✉t ❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡♠✳
❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❞♦✐♥❣ t❤✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ✶✾✼✷✱ ✇❤❡♥ ❙✐r ●♦❞❢r❡②
❍♦✉♥s✜❡❧❞ ❛t ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼✉s✐❝❛❧ ■♥❞✉str✐❡s ▲✐♠✐t❡❞ ✭❊▼■✮ ♣❛t❡♥t❡❞ t❤❡ ✜rst
❈❚ s❝❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛❞❡ ❛ ❤✉❣❡ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ✐♥ ✶✾✼✾✱ ❆❧❛♥ ❈♦r♠❛❝❦ ❛♥❞
❍♦✉♥s✜❡❧❞ ✇❡r❡ ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ❢♦r t❤✐s ✐♥✈❡♥t✐♦♥✳

❆ ❈❚ s❝❛♥♥❡r ✉s❡s ❞✐❣✐t❛❧❧② s❛♠♣❧❡❞ ❳✲r❛② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❛tt❡♥✲
✉❛t✐♦♥✳ ❍✐❣❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡❞✉❝❡s ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ ♠♦t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✶✾✼✷✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❢❛♥✲❜❡❛♠
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr②✳

❙✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢t❡♥ ✐♠♣❧✐❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣
❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♥♦✈❡❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ q✉✐t❡
❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❇❡❧♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❡t✉♣✳

• ❋❛♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❛✱ ❡❛r❧② ❈❚ s❝❛♥♥❡rs ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❛②s✳ ❚❤✐s ✇❛s ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ s✐♥❝❡
t❤❡ s♦✉r❝❡ ❤❛❞ t♦ tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥✲
❣❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❋✐r♠✐♥ ❬✽✸❪✱ ❍♦✉♥s✜❡❧❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❡❛r❧② t❤❛t ❛
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✲
✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❢❛♥ ❜❡❛♠s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠s✳ ■♥ ❛ ❢❛♥ ❜❡❛♠ s②st❡♠✱
❡✈❡r② r❛② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❜✳
▲❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛♥
❜❡❛♠ s❡t✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✈❡r② ♠✉❝❤✳

• ❍❡❧✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♣❛t❤✳ ❯♥t✐❧ ✶✾✽✾✱ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❣❛♥tr② ✇❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤
❝❛❜❧❡s ❢♦r ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s❡❧❢✲str❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡
❣❛♥tr② ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❧✐❝❡✳



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛✮ P❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❜✮ ❋❛♥✲❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

x

y

z

x

y

z

❜✮ ❍❡❧✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♣❛t❤❛✮ ❈✐r❝✉❧❛r s♦✉r❝❡ ♣❛t❤

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❈✐r❝✉❧❛r ✈❡rs✉s ❤❡❧✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♣❛t❤ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥
t❤✐s t♦♣✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ③✲❛①✐s ✇✐❧❧ ♦❢ ❝♦✉rs❡
❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳



✶✳✶ ❍❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡ ❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr②

❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝✐r❝✉❧❛r s♦✉r❝❡ ♣❛t❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❛✳ ❚❤❡
s❧✐♣✲r✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✽✾✱ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r
❞❛t❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇❤✐❧❡ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❛♥tr② ❛t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♣❛t❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❜ ❛♥❞ ❛ ✈❛st❧② ❤✐❣❤❡r ❞❛t❛
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♣❡❡❞✳

• ❈♦♥❡ ❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✾✵s✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧ ❈❚ ♠❛♥✉❢❛❝✲
t✉r❡rs r❡❧❡❛s❡❞ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐✲s❧✐❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r♦✇ ❞❡t❡❝t♦r
✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲r♦✇ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡ ❜❡❛♠
❣❡♦♠❡tr② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲r♦✇ ❞❡t❡❝t♦r
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ❝❛❧❧s ❢♦r ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♥♦♥✲
❡①❛❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚✉r❜❡❧❧ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❬✼✽❪ ❞❡✜♥❡❞ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ ❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❆♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✳
▲❡t ǫ ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡s✉❧t✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❛t❛✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤
❛ ❞❡t❡❝t♦r ❛rr❛② ❤❛✈✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❞❡t❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥t ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥ ❡①❛❝t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ✇❛♥t❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ǫ✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s
✇❤❡t❤❡r ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦♥❣ ♦❜❥❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉❡❢r✐s❡ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶✺❪✳
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❬✶✺❪ r❡❛❞s



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

z

❚❛♠ ✇✐♥❞♦✇

P❤②s✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❛♠✲✇✐♥❞♦✇✳

▲♦♥❣✲♦❜❥❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐①✱ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡①❛❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤✱ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❧✐❝❡ z = z0✱ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❈❇ ❞❛t❛
t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ λ ∈ [z0/h − ∆λ, z0/h + ∆λ] ✇✐t❤ ∆λ
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ f(r)✳

■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ f(r) ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❛♥❞
λ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢♦❝✉s ♣♦s✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡
♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② hλ✳

❚❤❡ ✜rst ❡①❛❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣ ♦❜❥❡❝t ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✾✾✾ ❜② ❑✉❞♦ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪✱
❙❝❤❛❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪ ❛♥❞ ✐♥ ✷✵✵✵ ❜② ❉❡❢r✐s❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ✭s❡❡ ❚✉r❜❡❧❧ ❬✼✼❪ ❢♦r ❛
r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

■♥ ✷✵✵✶✱ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✱ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❑❛ts❡✈✐❝❤ ❬✸✼✱ ✸✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛
✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❛s❤✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t s❝❛♥♥✐♥❣✱ ✐❢ s♦ r❡q✉✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ s❡r✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✉t✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
❚❛♠✲✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② r❛②s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♣❛t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ s♣❡❡❞ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❛♥tr② ✭t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡ ❢♦r s♦✉r❝❡
❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✮ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❢r❡❡❧②✱ ❛
❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦st ❝✉st♦♠❡rs ♦❢ ❈❚✲s②st❡♠s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛ts❡✈✐❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ❆❧s♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❩♦✉ ❛♥❞ P❛♥ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s tr✉♥❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
xy✲♣❧❛♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡
t♦ ✉t✐❧✐③❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❞❛t❛✳

❋♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❛s♦♥s✱ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈❚ s❝❛♥♥❡rs ❛❧❧



✶✳✷ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✺

f(x, y, z) fdiff

+

−+

Q

α

pin p

fk

PPphys

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡✳

❡♠♣❧♦② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ✐✳❡✳ ♥♦♥✲❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♣❡❡❞
❬✼✸❪✱ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡② s❡❡♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s♣♦t❧❡ss ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡s |κmax| ≤ 2◦ ♦r
t❤❡r❡❛❜♦✉t✳ ❇❡②♦♥❞ 2◦ ♥♦♥✲❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♣♣❡❛r ❣r❛❞✉❛❧❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡✳

✶✳✷ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ s❡r✈✐♥❣
❛s ❛ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧
✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✳✶✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r pin = Pphysf ✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❡①❛❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① Q✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥
❜② fappr = Qpin✳ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ P ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣✲
❡r❛t♦r Pphys✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s p = Pfappr ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
◆♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ pin−p ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♠❛❣❡
fdiff = Q(pin−p)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ fappr ❛♥❞ fdiff ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦rr❡❝t❡❞ r❡s✉❧t fcorr✱
✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡ss ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛♥ fappr✳ ❇② ✐t❡r❛t✐♥❣
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ Q r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❋❇P✮
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ❛r❡
♠✐ss✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❤❡❛✈② ♦❜❥❡❝ts ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ s♦✉r❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❬✽✻❪✳
❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤✐s s❝❤❡♠❡ t♦ s✉♣♣r❡ss ❛rt✐❢❛❝ts
❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦♥✲❡①❛❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

• ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❧♦♦♣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥✉ss♦♥
❬✶✷❪ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✇✐t❤Q ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❡①❛❝t ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✭❲❋❇P✮ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙t✐❡rst♦r❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✹❪✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡
❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

• ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♥ ✶✾✾✹✱ ❍✉❞s♦♥ ❛♥❞ ▲❛r❦✐♥ ❬✷✾❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞
♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ✭❖❙✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t♦♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

• ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ✐s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ st❛rts ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐♥t♦
♦♥❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ❛♥❞ ♦♥❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞
✐s ✉s❡❞ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❋❉P t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②
♣❛rt✳

✶✳✹ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡

❈❤❛♣t❡r ✷ st❛rts ✇✐t❤ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❈❚✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s r❛♠♣
✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P
♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r ❢♦❧❧♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞s s✉❣❣❡sts ❛ ✇❛② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ■❋❇P
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡
st❡♣✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛♥t♦♠s ✉s❡❞ ❛r❡
s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✺ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮ s❝❤❡♠❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✶✳✹ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡ ✼

♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❧♦✇
❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ t✇♦ ♣r♦♠✐✲
♥❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t♦ t❤❡ ❖❙✲
■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡✲❛rt✐❢❛❝t s✉♣✲
♣r❡ss✐♦♥✱ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡s ±4.8◦

❛♥❞ ±9.6◦✳
❈❤❛♣t❡r ✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋❉P s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜②

❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✲
♦✉t ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st
♣❤❛♥t♦♠ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✽ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts q✉❡st✐♦♥s
r❡♠❛✐♥✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✳



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✷

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚

✷✳✶ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡ ✐♥✲
t❡❣r❛❧s✱ ✇❛s ✜rst s♦❧✈❡❞ ❜② ❏♦❤❛♥♥ ❘❛❞♦♥ ✐♥ ✶✾✶✼ ❬✻✸❪✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ✶✾✻✵s✳ ❙❡✈❡r❛❧ t❡①t ❜♦♦❦s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ❡①✐st✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❜♦♦❦s ❜②
❍❡r♠❛♥ ❬✷✼❪✱ ❑❛❦ ❛♥❞ ❙❧❛♥❡② ❬✸✹❪ ❛♥❞ ◆❛tt❡r❡r ❬✺✻❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❋❇P✮
♠❡t❤♦❞ ❜② ❇r❛❝❡✇❡❧❧ ❛♥❞ ❘✐❞❞❧❡ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡
♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❡①t ✐♥ ❬✸✹❪ ❛♥❞ ♣❛rts ♦❢ ❬✼✼❪ ❛♥❞ ❬✻✻❪✳ ❙♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ ❬✼✺❪✳

❈♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❛♥ ①✲r❛② ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② I0

tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y)✳
❆❢t❡r tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② I(t, θ) ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❬✺✻❪

I(t, θ) = I0e
−

∫
Lt,θ

f(x,y)dl
. ✭✷✳✶✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ②✐❡❧❞s

p(t, θ) = − log

(
I(t, θ)

I0

)

=

∫

Lt,θ

f(x, y)dl. ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r R ♠❛♣♣✐♥❣ f(x, y) t♦ p(t, θ) ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳
❆♥② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❚ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣
t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳
■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✿



✶✵ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚

θ t

Lt,θ

y

x

f(x, y)

I(t, θ) = I0e
−

∫
Lt,θ

f(x,y)dl

I0

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛tt❡♥✉❛t❡❞ ①✲r❛② ❜❡❛♠s

❞✐✛❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r e
−

∫
Lt,θ

f(x,y)dl
✳

θ

x

y v

u

❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥

(Rf)(t, θ)

Ft

θ

❙♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥

ρ

t

(F2f)(ρ cos θ, ρ sin θ)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
F2f ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y) ❛❧♦♥❣ ❛ r❛❞✐❛❧ ❧✐♥❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✿

(F2f)(ρ cos θ, ρ sin θ) = (Ft(Rf))(ρ, θ) = (Ftp)(ρ, θ). ✭✷✳✸✮

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❑❛❦
❛♥❞ ❙❧❛♥❡② ✐♥ ❬✸✹❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(x, y) t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s Ft(Rf)✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✜♥❛❧ ✐♥✈❡rs❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❞✐r❡❝t❧②
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ r❛❞✐❛❧❧② s❛♠♣❧❡❞ ❋♦✉r✐❡r ❞❛t❛ t♦ ❛
❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡①✐st ✭s❡❡ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✻✻❪ ❛♥❞
❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ❬✻✶❪✮✱ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞s ✭❉❋▼s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡ss ♣♦♣✉❧❛r t❤❛♥



✷✳✶ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✶✶

Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥

f(x, y) fbp(x, y)

p(t, θ) p(t, θ)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ✜❧t❡r✐♥❣
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❋❇P✮✳
❆♥ ❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛

f(x, y) =

∫ π

0

(p(·, θ) ∗ g∞)
︸ ︷︷ ︸

filtering

(x cos θ + y sin θ, θ)dθ

︸ ︷︷ ︸

backprojection

. ✭✷✳✹✮

❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ p = Rf ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧②
✐♥✈❛r✐❛♥t s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❛♠♣✜❧t❡r g∞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✭t✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛♥❣❧❡s✮ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ t♦ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛②s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❤❛s ✐ts ♦r✐❣✐♥✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✻✻❪✱ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❛♥❞ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ✐♠❛❣❡ fbp(x, y) ✐s t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧
♥♦♥✲③❡r♦ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❝✐r❝❧❡s ❝❡♥✲
t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t fbp(x, y) ❞❡❝❛②s ✇✐t❤
1/
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 = 1/d✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✷❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ 1/|d| ✐s ❣✐✈❡♥
❜② 1/|D|✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ |D| ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ t❤✐s ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥
t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ p(t, θ)✳



✶✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚

❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

f(x, y) = (F−1
2 F2f)(x, y)

=

∫ ∞

−∞
(F2f)(u, v)ei2π(xu+yv)dudv

= (Change of vars. :u = ρ cos θ, v = ρ sin θ, dudv = |ρ|dρdθ)

=

∫ π

0

∫ ∞

−∞
(F2f)(ρ cos θ, ρ sin θ)ei2πρ(x cos θ+y sin θ)|ρ|dρdθ

= (Theorem 1)

=

∫ π

0

∫ ∞

−∞
(Ftp)(ρ, θ)|ρ|ei2πρ(x cos θ+y sin θ)dρdθ

=

∫ π

0

(F−1
t (Ftp · Fg∞))(x cos θ + y sin θ)dθ

=

∫ π

0

(p ∗ g∞)
︸ ︷︷ ︸

filtering

(x cos θ + y sin θ)dθ

︸ ︷︷ ︸

backprojection

✭✷✳✺✮

❍❡r❡✱ g∞ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ Fg∞ = |ρ|✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s❤❛♣❡ ✐♥
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✱ t❤✐s ✜❧t❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♠♣✜❧t❡r✳

■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ ❞✐❣✐t❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
r❛♠♣✜❧t❡r g∞ ♠✉st ❜❡ ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❇r❛❝❡✇❡❧❧ ❬✹❪✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t s❛♠♣❧✐♥❣
✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❉✐r❛❝ ✐♠♣✉❧s❡ tr❛✐♥ III∆−1

t
✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ r❛♠♣✜❧t❡r ✐s ∆−1
t ✲♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❆s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
✐s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② Fg∞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ ∆−1

t ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

g(t) = F−1

{
∆−1

t

2

(
Π(ρ/∆−1

t ) − Λ(2ρ/∆−1
t )
)
}

=
1

2∆2
t

sinc(t/∆t) −
1

4∆2
t

sinc2(t/(2∆t)). ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ Π ❛♥❞ Λ ❛r❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞

sinc(x) ,
sin(πx)

πx
. ✭✷✳✼✮

❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ g ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ∆t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

gs[k] = g(k∆t) =







1
4∆2

t

k = 0

0 k even
− 1

k2π2∆2
t

k odd
. ✭✷✳✽✮

❘❛♠♣✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s



✷✳✷ ❲❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✶✸

− 1
2∆t

ρ
1

2∆t

(Fg)(ρ)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❇② ❜❛♥❞❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ r❛♠♣✜❧t❡r s♦ t❤❛t ♥♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ∆−1
t /2

❡①✐st✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ r❛♠♣✜❧t❡r
❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

q[k, θ] = ∆t

∞∑

l=−∞
gs[l]p[k − l, θ] ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ p[k, θ] ❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❲❡ ❛r❡ ♦♥❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ p[k, θ] ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✜♥✐t❡ ❜② tr✉♥❝❛t✐♥❣ gs[k] t♦ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✳

❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡s θ0, ..., θNθ−1✱ ❛♥❞
r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t0, ..., tNt−1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ θl✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q(t, θl)
✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

q(t, θl) =

Nt−1∑

k=0

q[k, θl]Λ

(
t − tk
∆t

)

. ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛♥❣❧❡s
✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

frec(x, y) =

∫ π

0

q(x cos θ + y sin θ, θ)dθ

=
π

Nθ

Nθ−1∑

l=0

q(x cos θ + y sin θ, θl). ✭✷✳✶✶✮

✷✳✷ ❲❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❲❋❇P✮ ❜② ❙t✐❡rst♦r❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✹❪✱
✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✼✹❪✳

❋♦✉r ♠❛✐♥ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳

✶✮ ❘♦✇✲✇✐s❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❞❛t❛ t♦ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❛t❛✳

✷✮ ❘❛♠♣✲✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ r❡❜✐♥♥❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳



✶✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚

β

x

y t

RF
x

z

h P

❉❡t❡❝t♦r

❋♦❝✉s

❘❛②

❋♦❝✉s

θ α κmax

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr②✳

✸✮ ❉♦✇♥✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ♦✉t❡r ❞❡t❡❝t♦r r♦✇s✳

✹✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣❡♦♠❡tr②

♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ♠✉st ❜❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❢♦❝✉s ❛♥❣❧❡ α✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ s♣♦t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

xf (α) = RF cos α

yf (α) = RF sin α ✭✷✳✶✷✮

zf (α) =
Pα

2π
.

■♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❛② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡s
α✱ β ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ q ∈ [−1, 1] ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❛②✱ ✇❤❡r❡
q = ±1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❛②s ❤✐tt✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

xα,β,q(l) = xf (α) − l cos(α + β)

yα,β,q(l) = yf (α) − l sin(α + β) ✭✷✳✶✸✮

zα,β,q(l) = zf (α) + ql tanκmax.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❛② ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱
❡✐t❤❡r ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ α ❛♥❞ β ♦r ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❞✐st❛♥❝❡ t t♦ t❤❡ ✐s♦❝❡♥t❡r✳ ●✐✈❡♥ α ❛♥❞ β✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ ❛♥❞ t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠

θ = α + β, t = RF sin β, ✭✷✳✶✹✮



✷✳✷ ❲❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧
❣❡♦♠❡tr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r♦✇✲✇✐s❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥✳

♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✱ ✐❢ θ ❛♥❞ t ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ α ❛♥❞ β ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

α = θ − β, β = sin−1

(
t

RF

)

. ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✇✐t❤ θ, t ❛♥❞ q ❢r♦♠
❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❞❛t❛ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s r♦✇✲✇✐s❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣
❢r♦♠ ❛ (α, β)✲❣r✐❞ t♦ ❛ (θ, t)✲❣r✐❞ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ Pr♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱ t❤❡ r❡❜✐♥♥❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❧♦♦❦
♣❡r❢❡❝t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛②s ❞✐✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❜✐♥♥❡❞
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

❆s ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✱ r❛♠♣✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s pconv(θ, t, q)
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ p(θ, t, q) ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❛♠♣✜❧t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❙t✐❡rst♦r❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✹❪ s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ❞❡t❡❝t♦r
r♦✇s ❛r❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ str❡♥❣t❤ ❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦✇s✱ s❡✈❡r❡ ❛rt✐❢❛❝ts
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ q t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ❛s q ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ±1✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

pW (θ, t, q) = WQ(q)pconv(θ, t, q) ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ WQ(q) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

WQ(q) =

{
1 |q| < Q
(

cos
(

π
2
|q|−Q
1−Q

))2

Q ≤ |q| < 1
✭✷✳✶✼✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❲❋❇P ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✲



✶✻ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❈❚

str✉❝ts ❛ ✈♦①❡❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

Vx,y,z =

π−∆θ∑

θ̃=0

Vx,y,z(θ̃) ✭✷✳✶✽✮

♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s θ̃✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ θ✲❛♥❣❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② θ = θ̃ + kπ, k =
0, 1, ...✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ♣❛rt✐❛❧ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✇❤❛t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✈♦①❡❧ ♠❛② r❡❝❡✐✈❡ ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ θ̃✲❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ θ̃✲❛♥❣❧❡✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✉❝❤ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ●✐✈❡♥
❛ ♣♦✐♥t (x, y, z) ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❛ ✜rst st❡♣
✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭t̂, q̂, l̂✮ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ♣❧❛♥❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t̂ = x sin(θ̃ + kπ) − y cos(θ̃ + kπ),

q̂ =
z − P

(

θ̃ + kπ − sin−1 t̂
RF

)

/2π

l̂ tanκmax

✭✷✳✶✾✮

l̂ =
√

R2
F − t̂2 − x cos(θ̃) − y sin(θ̃),

✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ k = 0, 1, ...✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t̂ ❛♥❞ q̂✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

Vx,y,z(θ̃) =
1

Hx,y,z(θ̃)

∑

k

p(θ̃ + kπ, t̂, q̂), ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Hx,y,z(θ̃) =
∑

k

WQ(q̂). ✭✷✳✷✷✮
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z

k = m

k = m − 1

k = m + 1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦①❡❧s r❡❝❡✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞✉r✐♥❣ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❣❧❡ θ̃✳ ❱♦①❡❧s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t❧②
s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❢♦❝✉s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
❛♥❞ ❞❛r❦ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛s✱ ✈♦①❡❧s r❡❝❡✐✈❡ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤✐❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥ts s♦♠❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ tr❛♥s❢♦r♠✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇
t❤✐s ✇♦r❦s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❬✹✶❪✳

▲❡t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ①✲r❛② ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
✈❡❝t♦rs fk ∈ R

N ✱ ❛♥❞ ❧❡t pin ∈ R
M r❡♣r❡s❡♥t ✐♥♣✉t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❍❡r❡✱ k r❡❢❡rs

t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ fk r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦①❡❧✳ ❆
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r fk ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fk+1 = fk − αkP
T (Pfk − pin) ✭✸✳✶✮

❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① P ∈ R
M×N ✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s✱ P ♠❛♣s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ fk ♦♥t♦
Pfk✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ Pfk − pin ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r
❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t❡ ❜② ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r PT ∈ R

N×M ✱
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ α✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ ❡st✐♠❛t❡✳

❇② ❦❡❡♣✐♥❣ αk ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ ∆ = I − αPT P✱ ✇❡ s❡❡
t❤❛t

fk+1 = ∆fk + αPT pin

= ∆2fk−1 + (∆ + I)αPT pin

✳✳✳

= ∆k+1f0 + (∆k + · · · + ∆ + I)αPT pin. ✭✸✳✷✮

■❢ ∆k → 0✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ (∆k + · · · + ∆ + I)
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+
p

fk

P

pin

fdiff

PT

α

+

−

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t❡
fk+1✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ Pfk ❛r❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✭❣r❛❞✐❡♥t✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛❝❦✲
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r P✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ✜♥❛❧❧②
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ α ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ❡st✐♠❛t❡ fk✳

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ (I − ∆)−1✱ s♦ t❤❛t

f∞ = lim
k→∞

fk = (I − ∆)−1αPT pin = (PT P)−1PT pin. ✭✸✳✸✮

■♥ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✳✶✮✱ ❧❡t

PT (Pf − pin) = ∇z(f). ✭✸✳✹✮

❙✐♥❝❡ z(f) ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s

z(f) =
1

2
‖Pf − pin‖2

2, ✭✸✳✺✮

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✸✳✶✮ ✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ z(f)
❬✺✼❪✳ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ z(f) ✐♥ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♠♦st ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❛✐♥❢✉❧❧②
s❧♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡❛s❡ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ❢❛❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♣t✉r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s
♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s
✇❤❡r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❘❡❞✉♥❞❛♥t ❞❛t❛✿ ■♥ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛t t❤✐s t✐♠❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣
❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t r❡❞✉♥✲
❞❛♥t ❞❛t❛ ❢♦r ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❢❛❝t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❢♦r❝❡❞ t❤❡ ❈❚✲✐♥❞✉str② t♦ r❡❧② ♦♥
♥♦♥✲❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s✳ ■t❡r❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ♥♦♥✲❡①❛❝t
♠❡t❤♦❞s ♥❡❛r❧② ❡①❛❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▼✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✿ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✽✻❪✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❋❡❧❞❦❛♠♣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦
r❡❞✉❝❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ❞❛t❛ ❝❛♣t✉r❡✳



✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✶

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝♦✈❡r②✿ ■♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ❜② ◆✉②ts ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✱ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✜❧t❡r❡❞
❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❇❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇❡❞ ❜② ❉❡ ▼❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪ ❛♥❞
❊❧❜❛❦r✐ ❛♥❞ ❋❡ss❧❡r ❬✶✻❪ t❤❛t ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐❡♥❡r❣❡t✐❝ ①✲r❛②s ✐♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♠♦❞❡❧✱ ❜❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳

▼❡t❛❧ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✿ ❉❡ ▼❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣❧② ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣
♦❜❥❡❝ts✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❢♦❝✉s✱ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥✿ ■♥ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐s✲
s✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❙P❊❈❚✮✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❛
♥♦♥✲♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r ❤✐❣❤❡r r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❬✸❪✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r
❛③✐♠✉t❤❛❧ ❜❧✉r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
✐♥ ❈❚✳

Pr✐♠❛r✐❧②✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ st❡♣✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ ✈❛r✐♦✉s ✉♣❞❛t❡ st❡♣s
❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❳✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽✷❪ ❝❧❛ss✐✜❡s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❆❘❚✮ ❬✷✷❪✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❙❆❘❚✮ ❬✶❪✱
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❙■❘❚✮ ❬✷✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✸✶❪ t❤❛t
❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ sq✉❛r❡ ♥♦r♠s s✐♠✐❧❛r
t♦ ✭✸✳✺✮✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

■t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❋❇P✮ ♠❡t❤♦❞s✿ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ❛♥❞ ❙■❘❚ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❧♦✇✳ ❚❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ❧❡✈❡❧ ♠❛② ❡①❝❡❡❞ ✺✵✵✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ t✐♠❡s ❛s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r PT ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧✱ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲❡①❛❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣✲
❡r❛t♦r Q ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❋❇P✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
■❋❇P ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ✏✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛ r❡✜♥❡♠❡♥t✑ s❝❤❡♠❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❡♥s♦r ❡t ❛❧✳ ❬✼❪✳ ❋♦r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙P❊❈❚✱ ■❋❇P ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❛♥❣ ❬✽❪✱ ❛♥❞ ❲❛❧t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪✱ ✇❤✐❧❡ ▼❡❞♦✛✳ ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪ ✉s❡❞
■❋❇P ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❣❧❡s✳ ■t ✇❛s ❧❛t❡r s❤♦✇♥ ❜② ❳✉
❡t ❛❧✳ ❬✽✷❪ t❤❛t ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr❛st r❡❝♦✈❡r② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❈❘❈✮ ♦❢ ■❋❇P
♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❋❇P✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢♦r tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❡r❡ ❧❛t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ◆✉②ts ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳
❬✽✻❪ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥
t❤❡ ❋❡❧❞❦❛♠♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲



✷✷ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ P (pin|f) ❢♦r t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❡❝t♦r f ♦❢
❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❇❛②❡s r✉❧❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

P (f |pin) =
P (pin|f)P (f)

P (pin)
. ✭✸✳✻✮

❚❤✐s ❛✐♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ■❢ P (f) ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❖t❤❡r✲
✇✐s❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼▲ ❛♥❞ ▼❆P ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢
t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ▼▲❊▼ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♠❡t❤♦❞ ❬✹✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ♠❡t❤♦❞ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡ ▼▲ ❛♥❞ ▼❆P ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ♠❛♥② r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t♦✇❛r❞
❢❛st❡r ♠❡t❤♦❞s ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r
t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❧✐tt❧❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ■❋❇P✱ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s tr❡❛t✐s❡✳

✸✳✷ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

✸✳✷✳✶ ❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦♦t♣r✐♥ts

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ P ❤❛s
♠❛✐♥❧② ❜❡❡♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛ ♣❛♣❡r ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❍❛♥s♦♥ ❛♥❞ ❲❡❝❦s✉♥❣
❬✷✹❪✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s R

3 ✐♥t♦ R✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s

fc(r) =
N∑

j=1

fjbj(r) ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ r ∈ R
3 ✐s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ bj : R

3 → R ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❢♦r
t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❝♦♣✐❡s
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ b(r) s♦ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❜❡❝♦♠❡s

fc(r) =
N∑

j=1

fjb(r − rj). ✭✸✳✽✮

❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ rj ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦①❡❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱
t❤❡ ✈❡❝t♦rs fk ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fj ✐♥ ✭✸✳✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ✐❢ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ fc : R

3 → R t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡t❡❝t♦r r❡❛❞✐♥❣ i
❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

pi =

∫

R3

wi(r)fc(r)dr. ✭✸✳✾✮
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f14f2

f4

f5

f6

f8

f9

f7

f12

f11

f10 f13

f3

f15
f18

f17

f16

a) Image coefficients fj

c) Interpolated image

fc(r) =
∑18

j=1 fjb(r − rj)

y

x

y

x

f1

y

x

b(r) = Λ(rx/∆x)Λ(ry/∆y)

b) Bilinear basis function

∆y

∆x

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞
♦♥t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳
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θi

ti
θi

ti
θi

a) ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fc(r) b) ❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ wi(r)

c) ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t wi(r)fc(r)

pi =
∫

R2 wi(r)fc(r)dr

ti

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ fc(r) ✐s ✜rst ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥
✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t pi =

∫
R2 wi(r)fc(r)dr✳

❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s wi(r) ✇✐❧❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐rr❛✲
❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❞✐♥❣ i ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t r✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s wi ❛r❡ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
♣✉r❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s str✐♣s ♦r s✉♠s
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✭t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳

■♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✽✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✾✮ ②✐❡❧❞s

pi =

∫

R3

wi(r)
N∑

j=1

fjb(r − rj)dr =
N∑

j=1

fj

∫

R3

wi(r)b(r − rj)dr ✭✸✳✶✵✮

❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ p =
(
p1 · · · pM

)T
❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ p = Pf ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ P ∈ R
M×N

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

pij =

∫

R3

wi(r)b(r − rj)dr. ✭✸✳✶✶✮
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❋♦r s✐♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s ❛♥❞ str✐♣s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧♦♦❦✉♣ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞
✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✽✼❪ ❛♥❞ ❬✺✺❪✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ wi(r) ✐s ❛ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡✱ ✭✸✳✶✶✮ ②✐❡❧❞s
❛ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❛❦❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✉s t♦ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢♦♦t♣r✐♥ts✳ ▲❡t s ∈ S2 ⊂ R

3 ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❧❡t
t ∈ s⊥ ⊂ R

3 ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ s✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t f(s, t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f(s, t) =

∫

R

b(t + ts)dt. ✭✸✳✶✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(s, t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t ❡q✉❛❧s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ b(r) ♦♥ s⊥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
st✉❞② ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①❛♠♣❧❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r ❢♦♦t♣r✐♥ts r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ b(r)✳ ■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s wi(r) ❛r❡ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s✱ ❢♦♦t♣r✐♥t t❛❜❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ P ❬✺✺❪✳

✸✳✷✳✷ ❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❇♦t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ b(r) ❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s wi(r) ❛✛❡❝t t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❆❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞
❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ b✳ ▲❡t ∆ ❜❡ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡t III∆ ❜❡ ❛
tr❛✐♥ ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡s ❧♦❝❛t❡❞ ∆ ❧❡♥❣t❤ ✉♥✐ts ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

(F(III∆ ∗b))(u) = (III∆−1 ·Fb)(u). ✭✸✳✶✸✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t♦ ❜❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✮
♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ Fb ♠✉st ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
③❡r♦ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡s ♦❢ III∆−1 ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❉❈✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢❛❧s❡ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❯♥s❡r ❬✼✾❪✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❈❛rt❡s✐❛♥❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❛♥❞ tr✐❧✐♥❡❛r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✜t t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t
s❡✈❡r❡❧② ✈✐♦❧❛t❡s t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✳ ❚❤✐s ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❡t❡rs



✷✻ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❬✻✷❪✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦♦t♣r✐♥t

f(s, t) =

{

1 − |t|
∆ |t| ≤ ∆

0 otherwise
. ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ III∆−1 ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ t✐❧t❡❞ 45◦ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s✱ ✐t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ III∆−1 ✳ ❚❤✉s✱
❢❛❧s❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤✐s ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✶✸❪ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❉❈✲
❛❧✐❛s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❉❈✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧✐❛s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ◆②q✉✐st ❞♦♠❛✐♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ ✐t ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❏♦s❡♣❤
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬✸✷❪ ✭t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮ ❛✈♦✐❞s t❤❡s❡ s❡✈❡r❡ ❛❧✐❛s✐♥❣
❛rt✐❢❛❝ts✳ ❖❤②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪ ♠❛❞❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ❞♦✇♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♥❡❛r
r❡♣❡❛t❡❞ ❉❈✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❛s ♥♦t str❡ss❡❞✳

▲♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛❧s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝②
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❣r✐❞ ✐s t❤❡ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝② 1/(2∆)✱ t❤❡
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ❧✐♠✐t✳

▲♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❛rts ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s
❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝❤❡❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Pfk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s✉♣♣♦rt✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✹❪✳ ❙♠❛❧❧ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❝r❡❛t❡ ❧♦♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥♦♥✲③❡r♦ t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛❧s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❢✉❧✜❧❧ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②
✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐st✳ ❋r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✐❞❞♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻✽❪✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❏♦s❡♣❤
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑❛✐s❡r✲❇❡ss❡❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ▲❡✲
✇✐tt ❬✹✺✱ ✹✻❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✶✸❪✱ ❛♥❞ ❙✉♥♥❡❣år❞❤
❬✼✺❪ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙✐♥❈♦t ✜❧t❡r ❜② ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✻✻❪ ②✐❡❧❞s
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❧♦✇ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞
❧♦✇ ❝♦st✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❛♣ ♠❡t❤♦❞s ♦❢t❡♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts
❛♥❞ s❧♦✇ ♠❡t❤♦❞s ♦❢t❡♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❏♦s❡♣❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥
❧❛t❡r ❝❤❛♣t❡rs✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜✉t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡✳ ■♥ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ L ✐s t♦ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t♦ ❛ s❡t ♦❢
❧✐♥❡s✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ x✲❛①✐s ♦r y✲❛①✐s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ L ✐s ❛s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ s❡t✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ L ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧❡♥❣t❤
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v

u

1
∆

1
∆

❩❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣s ♦❢ (Fb)(u, v) = sinc2(∆
√

u2 + v2)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ③❡r♦
❝r♦ss✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ sinc2(∆

√
u2 + v2)✳



✷✽ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

0◦

45◦
−
√

2
∆

√
2

∆

ρ

−
√

2
∆

√
2

∆

ρ

sinc2(∆ρ)

sinc2(∆ρ)

ρ

−2
∆

−1
∆

1
∆

2
∆

ρ

−2
∆

−1
∆

1
∆

2
∆

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❙✐♥❝❡
Fb ✐s ③❡r♦ ❢♦r ρ =

√
u2 + v2 = ...,−∆−1, 0, ∆−1, ...✱ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❉❈✲

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ t❤❡ 45◦

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❢❛❧s❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
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√
3

2

γ ∆

∆

t

t

t

1

1

√

2

−
1√
2

−

√
3

2

−1

γ = 45◦

γ = 30◦ 2√
3

γ = 0◦

1√
2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ γ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 45◦✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤✐s s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦♦t♣r✐♥t f(s, t) ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤
t❤❛t ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ∆ ❛♥❞ ∆√

2
✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✱ ❛

✜♥❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② cos(γ) ✐s ♠❛❞❡ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❦❡r♥❡❧ t♦ ✉♥✐t②✳

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❞✐✈✐s✐♦♥ ✇✐t❤ cos(γ) ✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ L ❛♥❞ t❤❡
♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❉❈✲❛❧✐❛s✐♥❣✳
❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❛♥❞ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❬✶✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t

f(s, t) =

{
1

cos(γ(s))

(

1 − |t|
∆ cos(γ(s))

)

|t| ≤ ∆ cos(γ(s))

0 otherwise
✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ γ(s) ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r cos(γ(s))✱
t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ✭✸✳✶✹✮✳ ❇② r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❛t
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r 1√

2
✐♥ t❤❡

45◦✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s str❡t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r
√

2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❧❧ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❈✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ 45◦✲
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s arctan(±1/2) ❛s ✇❡❧❧✳

✸✳✷✳✸ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ wi ✇❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ r❡❛s♦♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✶✮ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡
t♦ ✉s❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈♦①❡❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ r❛② ❞❡♥s✐t②✳ ❉✉r✐♥❣
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ✈♦①❡❧ ❞❡♥s✐t②
♠❛② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛❧✐❛s✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✜rst st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s



✸✵ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ s❡❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
t❤❡♦r❡♠ ❬✹❪ ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ∆z ✐♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛②s ❛r❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛❢t❡r r❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P
♠❡t❤♦❞✳

❚♦ ✉s❡ ❛♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ❡✐t❤❡r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s ♦r ❛
str✐♣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦✇✲
♣❛ss ✜❧t❡r ♣r✐♦r t♦ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✷✮ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s r❛t❤❡r ❝r✉❞❡ s✐♥❝❡ t❤❡
❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❢♦❝✉s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧
✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❱❛r✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s ❡①✐st ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❜② ❍❛♥s♦♥ ❛♥❞ ❲❡❝❦s✉♥❣ ❬✷✹❪✱ ❛♥❞ ❖❤②❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪✱
str✐♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♣❡rs✱ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
str✐♣s t❤❛♥ ✇✐t❤ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▼✉❡❧❧❡r
❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ❛♥❞ ❛ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛♥t s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜❧♦❜s✮ ✇❛s
s✉❣❣❡st❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ▲❛t❡r✱ ❩✐❡❣❧❡r ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉♣♣r❡s✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✈❡r❣❡♥t str✐♣ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❧♦❜ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✽✼❪✳ ❉❡ ▼❛♥ ❛♥❞ ❇❛s✉ ❬✺✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜✉t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s t✇♦ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✇✐❞t❤s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❞t❤s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛② ❞✐st❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst r❡❝t❛♥❣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s
✐❞❡❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✽✳

✸✳✸ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
✜♥❞ t❤❡ f ∈ R

N t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s

z(f) =
1

2
‖Pf − pin‖2

W =
1

2
‖
√

W(Pf − pin)‖2 ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t
√

W ❡①✐sts s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① W ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡
s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① W ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❛ss✐❣♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤
❞❡t❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥t✱ ♦r ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❛♠♣✲✜❧t❡r t❤❛t r❡s❝❛❧❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠❛❦❡s
✐t ❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳



✸✳✸ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✸✶

❉✐r❛❝ ❧✐♥❡❋♦❝✉s ❉❡t❡❝t♦r

◆♦♥✲❞✐✈❡r❣❡♥t str✐♣

❉✐✈❡r❣❡♥t str✐♣

❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐r❛❝ ❧✐♥❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

RF + RD

❜✮ ❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝✉s

RF +RD

b
∆z

b

a

RF +RD

a
∆z

❉❡t❡❝t♦r
RF +RD

a
∆z > ∆q ⇒ ♥♦ ❛❧✐❛s✐♥❣

∆z

∆z

∆q

❉❡t❡❝t♦rRF +RD

b
∆z < ∆q ⇒ ❛❧✐❛s✐♥❣

❛✮ ❍✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❛❧✐❛s✐♥❣ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❍✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝✉s
❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
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❙✐♥❝❡ z(f) ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✭✸✳✶✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts N ✐♥ f ✐s
❝❤♦s❡♥ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ♠❛tr✐① P ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥ r❛♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❡♥s✉r❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠
❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ s♦❧✈❡

argminf∈S ‖f‖, S = {f ∈ R
N , ‖Pf − pin‖2

W is a minimum} ✭✸✳✶✼✮

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✸✳✶✻✮✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② f = P†pin ✇❤❡r❡ † ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ♣s❡✉❞♦✐♥✈❡rs❡ ✭s❡❡ ❍❡❛t❤ ❬✷✺❪✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s
❤✉❣❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛♥❞
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪✮✱ ❡①✐st ❢♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇z(f) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∇z(f) = PT W(Pf − pin). ✭✸✳✶✽✮

■♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ fk+1 = fk − αk∇z(fk)✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s

fk+1 = fk − αkP
T W(Pfk − pin). ✭✸✳✶✾✮

■❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ f = 0 ❛♥❞ t❤❡ st❡♣✲❧❡♥❣t❤s αk ❛r❡ ❝❤♦s❡♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✼✮✳ ❚❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣❀ ✇❤❡♥
‖
√

W(Pf −pin‖ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❧❧s♣❛❝❡ N(P) = R(PT )⊥

❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ‖
√

W(Pf − pin‖✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡
st❡♣ ♦♥❧② ❛❞❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ R(PT ) t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t❡s✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❧✐❡
♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ R(PT )✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ R(PT )⊥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ♥♦r♠ ‖f‖✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ z(f)✮✱
❛ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ d ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

dT∇z(f) < 0. ✭✸✳✷✵✮

■❢ V ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❣r❛❞✐❡♥t −∇z(f) ❜✉t ❛❧s♦ d = −V∇z(f) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ✭✸✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♣❞❛t❡ st❡♣

fk+1 = fk − αkVPT W(Pf − pin). ✭✸✳✷✶✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① V ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢
V = (PT P)†, f0 = 0 ❛♥❞ α0 = 1✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ♠❛tr✐① V ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✶✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❈❧✐♥t❤♦r♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ (PT P)†✳



✸✳✸ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✸✸

f2(t) t

f1(t)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜tt✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : R → R t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s
✐❧❧✉str❛t❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f1 ❛♥❞ f2 t❤❛t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❞❛t❛✳

❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❙■❘❚ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ V ❛♥❞ W ✐♥ ✸✳✷✶ ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s
✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts vj = (

∑M
i=1 pij)

−1 ❛♥❞ wi = (
∑N

j=1 pij)
−1✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥

❜② ❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✸✵❪ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ f0 ❢♦r α ∈ (0, 2)✳

❆❘❚ ❛♥❞ ❙❆❘❚ ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❢✉❧❧ ✉♣❞❛t❡ ❝♦♥✲
s✐st ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜✉♣❞❛t❡s✳ ❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✸✶❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ s✉❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✸✳✷✶✮ ✇❤❡♥ V ❛♥❞ W ❛r❡ ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs αk s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥
♣❧✉s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ f0✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ♠❡t❤♦❞s✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡
✐t❡r❛t❡s t❡♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❣r♦✇s✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ t♦ ✐ts❡❧❢ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❝♦rr❡❝t ♦r ♥♦✐s②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❝♦♥str❛✐♥ts ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ✇❡❧❧❜❡❤❛✐✈❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛t
❧❡❛st ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❇❛♥❞❧✐♠✐t✐♥❣ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❞♦ t❤✐s ✐s t♦ ✉s❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑❛✐s❡r✲❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜②
▲❡✇✐tt ❬✹✺❪✳

❇❛♥❞❧✐♠✐t✐♥❣ ✇✐t❤ s✐❡✈❡s✿ ❙♥②❞❡r ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ❬✼✵❪✱ ❛♥❞ ❙♥②❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼✶❪
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐❡✈❡s t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s✐❡✈❡

S =

{

f(r) : f(r) =

∫

R3

K(r − r′)f ′(r′)dr′,K > 0, f ′ > 0

}

✭✸✳✷✷✮

✇❤❡r❡ K(r) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐❡✈❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡



✸✹ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❛ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ f ′ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❡✈❡ ❦❡r♥❡❧ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❢t❡r ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ st❡♣ ✭❛❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ f ′ ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s✐❡✈❡ ❦❡r♥❡❧ t♦ ❣❡t f ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ❧❡❛✈❡s r♦♦♠
❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ f ′ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡
❉✐r❛❝ ✐♠♣✉❧s❡ tr❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ f ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ K ❝❛♥
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ s✐❡✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r✱ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✈❡❝t♦r f ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s✐❡✈❡

Sdiscrete =
{
f ∈ R

N : f = Kf ′,K > 0, f ′ ∈ R
N+
}

✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ K ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✐❡✈❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤✐s ✇❛s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❏♦s❡♣❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜② ❉❡ ▼❛♥ ❬✹✾❪ ❢♦r z✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣✳

❊❛r❧② st♦♣♣✐♥❣✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s t♦ st♦♣ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❱❡❦❧❡r♦✈ ❛♥❞
▲❧❛❝❡r ❬✽✵❪ ❛♥❞ ❍❡❜❡rt ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✮✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❣♦♦❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

P❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧❧② ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ❤❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❛❝❦s s♦♠❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✲
✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦t ②❡t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✶✻✮✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
s♦ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛♣♣❡❛r ❛r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞
❧❡ss t❤❛♥ ♦t❤❡r ❧❡ss ❧✐❦❡❧② str✉❝t✉r❡s✳

❖♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ✐♥ ❛
▼❆P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ●❡♠❛♥ ❛♥❞ ▼❝❈❧✉r❡ ❬✷✵❪ ❛♥❞
▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

z(f) =
1

2
‖
√

W(Pf − pin)‖2 + β

N∑

i=1

N∑

j=1

dijV (fi − fj) ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡

fi ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ f ✱

dij ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦①❡❧s i ❛♥❞ j ✐♥ ❛ s♠❛❧❧
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱

V ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞

β ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣✳



✸✳✹ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✸✺

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✐s t❡r♠ ✇✐❧❧ ♣❡♥❛❧✐③❡ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛❧
str✉❝t✉r❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡❞❣❡✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡② r❡s✉❧t ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞s
✇✐t❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✳

❆ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ t❡r♠ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢
✭✸✳✷✹✮ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (f) = f2 ②✐❡❧❞s

∇z(f) = PT W(Pf − pin) + 2β
N∑

i=1





N∑

j=1

dij
d

df
V (fi − fj)



 ei

= PT W(Pf − pin) + 4β
N∑

i=1





N∑

j=1

dij(fi − fj)



 ei

︸ ︷︷ ︸

=:Rf

= PT WPf − PT Wpin + 4βRf

= (PT WP + 4βR)f − PT Wpin ✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ R ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R =









∑N
j=1 d1j − d11 −d12 · · · −d1N

−d21

∑N
j=1 d2j − d22

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
−dN1 · · · ∑N

j=1 dNj − dNN









. ✭✸✳✷✻✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥

f∗ = (PT WP + 4βR)†PT Wpin ✭✸✳✷✼✮

❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ z(f) r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ pin✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣❡♥❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠ 4βRf ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❞✉❡
t♦ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✸✳✹ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✾✹ ❜②
❍✉❞s♦♥ ❛♥❞ ▲❛r❦✐♥ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ▼▲❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻✼❪ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛
❢❛❝t♦r ✶✻ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ❑❛♠♣❤✉✐s
❛♥❞ ❇❡❡❦♠❛♥ ❬✸✻❪ ❛♥❞ ❊r❞♦❣❛♥ ❛♥❞ ❋❡ss❧❡r ❬✶✾❪✳
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Quadratic potential function
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Geman and McClure potential function

✭❛✮ V (f) = f2 ✭❜✮ V (f) = f2

f2+δ2
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Huber potential function

✭❝✮ V (f) =

{
f2

2δ2 |f | ≤ δ
|f |−δ/2

δ |f | > δ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚❤r❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r✐♦r ♣r♦❞✉❝❡s
s♠♦♦t❤ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛st
sq✉❛r❡ ❞❛t❛ t❡r♠✳ ✭❜✮ ❚❤✐s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣r✐♦r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ●❡♠❛♥ ❛♥❞ ▼❝❈❧✉r❡ ❬✷✵❪✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ❍✉❜❡r ♣r✐♦r ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
❜❡✐♥❣ ❜♦t❤ ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✳
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pin,2 = (pθ2
,pθ4

,pθ6
,pθ8

)

θ1

θ2

θ3

θ4

θ5

θ6

θ7

θ8

❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉♣❞❛t❡ ♠♦❞❡✿

pin = (pθ1
,pθ2

,pθ3
,pθ4

,pθ5
,pθ6

,pθ7
,pθ8

)

❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ♠♦❞❡✿

pin,1 = (pθ1
,pθ3

,pθ5
,pθ7

)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙✐♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✽ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ♦r✲
❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❛♥❣❧❡ θ✳ ❆ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ pin ✐♥ ❡❛❝❤
✉♣❞❛t❡✳ ■♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ✉♣❞❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦
t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ✉♣❞❛t❡s✱ ✜rst ✇✐t❤ pin,1 ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ pin,2✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s
s✉❝❤ ❛s ❆❘❚✱ ❙❆❘❚ ❛♥❞ ❖❙ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✸✶❪✳ ❍❡r❡
✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥
t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❡❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✸✶❪✳

❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ pin ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉✐❞✐st❛♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ s✉❜s❡ts
pin,l, l = 1, ..., L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ◆♦✇✱
♣r❡s✉♠✐♥❣ t❤❛t W ❞♦❡s ♥♦t ♠✐① ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s✉❜s❡ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇
♠❛tr✐❝❡s Wl✱ Pl ❛♥❞ PT

l ❛❝t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡ts✳ ❲✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① s❡q✉❡♥❝❡
{ik}∞k=1 s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜s❡ts s❤❛❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣
❜❡❝♦♠❡s

fk+1 = fk + αkVPT
ik

Wik
(Pik

fk − pin,ik
). ✭✸✳✷✽✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts✱ ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥❞❡① s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✐✳❡✳ ik+nL = ik, n ∈ N✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤s αk s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

lim
k→∞

αk = 0, and
∞∑

k=0

αk = +∞, ✭✸✳✷✾✮

t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✷✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ♠✐♥✐♠✐③❡r
♦❢ ‖

√
W(Pf − pin)‖2 ♣❧✉s ❛♥ ♦❜❧✐q✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ f0 ♦♥ t❤❡ ♥✉❧❧

s♣❛❝❡ N(P) = R(PT )⊥✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ s✉❜s❡t ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣

❛✛❡❝ts t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳
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✸✳✺ ■t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❋❇P✮ ♠❡t❤✲
♦❞s

❚❤❡ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐ts ♠♦st ❜❛s✐❝ ❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fk+1 = fk − αkQ(Pfk − pin). ✭✸✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Q ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r✲
♠✉❧❛ ✭✸✳✸✵✮ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞ ✭✸✳✶✮ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ♠❛tr✐① PT ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
♠❛tr✐① Q✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡s✉❧t t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
t❤❛♥ ❛ r❡s✉❧t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② PT ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛♥ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞
❝♦♥✈❡r❣❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ■❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

fk+1 = fk − αkQ(Pfk − pin) − αkβRfk. ✭✸✳✸✶✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① R ∈ R
N×N ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♠♦t✐✲

✈❛t❡❞ ❢♦r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✭✸✳✷✹✮✱ ✭✸✳✷✺✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ r❡❞✉❝❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳

❍❡r❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❛s ♠❛✐♥❧②
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡ ✐♥ ❬✽✺❪✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
αk = α ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k ❛♥❞ ❧❡t

∆ = I − α(QP + βR). ✭✸✳✸✷✮

■❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ∆ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡
{λ ∈ C : |λ| < 1}✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

|eig(α(QP + βR)) − 1| < 1, ✭✸✳✸✸✮

t❤❡♥

fk+1 = fk − αQ(pin − Pfk) − αβRfk

= fk − α(QP + βR)fk + αQpin

= ∆fk + αQpin

= ∆2fk−1 + (∆ + I)αQpin

✳✳✳

= ∆k+1f0 + (∆k + ∆k−1 + · · · + I)αQpin

k→∞−→ (I − ∆)−1αQpin = (QP + βR)−1Qpin. ✭✸✳✸✹✮

❲❤❡♥ ♥♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ✐✳❡✳ R = 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✇❤❡♥
t❤❡ ♥✉❧❧s♣❛❝❡ N(QP) ✐s ♥♦♥❡♠♣t② ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐♥ ✭✸✳✸✸✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s
❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
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−1
√

3

−1
√

2

−1
√

3

−1 −1

−1 −1

−1 −1

−1
√

2

−1
√

2

−1
√

2

−1
√

2

−1
√

2

−1
√

2
−1
√

2

−1
√

2
−1
√

3

−1
√

3

−1
√

3

−1
√

2
−1
√

3

−1
√

3
Σ = 6 + 12

√

2
+ 8

√

3

Σ

−1
√

3

−1
√

2

−1
√

2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸✲❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❛tr✐① R✳

♦❢ ❞❡t❡❝t♦r r❡❛❞✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ N(P) 6= ∅ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭✸✳✸✹✮ ✇♦✉❧❞ ❞✐✈❡r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ Rf ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥❡♠♣t② ♥✉❧❧s♣❛❝❡ ♦❢
P ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s ♥✉❧❧s♣❛❝❡
♠✉st ❝♦♥s✐st ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② str✉❝t✉r❡s✳ ❇② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✱ ✇❡ s❡❡
t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ R ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✱ ✐✳❡✳ ❛ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
(QP + βR) ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ♥✉❧❧s♣❛❝❡✳

❩❡♥❣ ❛♥❞ ●✉❧❧❜❡r❣ ❬✽✺❪ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✸✳✸✹✮ ❢♦r ❛ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs Q t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦✲
♠♦❣r❛♣❤② ✭❙P❊❈❚✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t QP ✇❛s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐ts s♠❛❧❧❡st
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❬✷✺❪✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✺✵✵
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✇❛s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛ r❛♠♣ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜② ❛♥
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r PT ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t QP ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ①✲r❛② ❈❚ ❛♥❞ ❙P❊❈❚✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✹✳✶ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❈❤❛♣t❡rs ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ ✇❡r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❚❙■▼ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭❙✐❡♠❡♥s ▼❡❞✐❝❛❧✱ ❋♦r❝❤❤❡✐♠✮✳ ❚❤✐s
♣r♦❣r❛♠ t❛❦❡s s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤❛♥t♦♠
❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ■t s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣
t❤❡s❡ ✐♥t♦ Nsub−xy×Nsub−z ❛♥❞ Nsub−ch×Nsub−rows ❡q✉✐❞✐st❛♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ ♣♦✐♥ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❈❚❙■▼ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ❛s

pi = − log




1

N

N∑

j=1

exp

(

−
∫

Γi,j

fpha(r)dl

)

 ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡

N = Nsub−xy × Nsub−z × Nsub−ch × Nsub−rows × Nsub−α. ✭✹✳✷✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ t②♣✐❝❛❧❧② N = 35 = 243✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✈❡r② ❤❡❛✈②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

◆♦✐s❡ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❋✉❝❤s ❬✶✽❪✳ ▲❡t I0 ❜❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❛tt❡♥✉❛t❡❞ ♣❤♦t♦♥s tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② i ❢r♦♠ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ♣❤♦t♦♥s I ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② P♦✐ss♦♥
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤

E[I] = V ar[I] = I0k, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ k = exp(−pi)✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ I ✐s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ k ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

√
k✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♥♦✐s②
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Nsub−z

❋♦❝✉s ❉❡t❡❝t♦r

Nsub−ch

Nsub−rows

Nsub−xy

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❜♦t❤ ❢♦❝✉s
❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ s✉❜✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

z

y

κmax

RF

h ❉❡t❡❝t♦r❋♦❝✉s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ p̃i ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

p̃i = − log

(

k +
√

kN

(

0,
1√
I0

))

. ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ N(µ, σ) ✐s ❛ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ µ ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳

❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t♦ ✼ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❣❛r❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s
✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞
t♦ ♦♥❡✳

❆s ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s tr❡❛t✐s❡✱ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡
r❡❜✐♥♥❡❞ t♦ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛✲



✹✳✷ P❤❛♥t♦♠s ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✹✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t♦ ✼✳

❙♦✉r❝❡✲■s♦❝❡♥t❡r ❞✐st❛♥❝❡ RF 570♠♠
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭◗✉❛rt❡r ♦✛s❡t✮ Nch 336
◆✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s Nrows ✻✹
◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣❡r t✉r♥ Nproj ✺✽✵
❉❡t❡❝t♦r s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐r✳ Nsub−ch 3
❉❡t❡❝t♦r s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ r♦✇ ❞✐r✳ Nsub−row 3
❋♦❝✉s s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ xy✲♣❧❛♥❡ Nsub−xy 3
❋♦❝✉s s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ z✲❞✐r Nsub−z 3
❆♥❣❧❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ Nsub−α 3
❋♦❝✉s ✇✐❞t❤ ✭xy✮ wf 1.3♠♠
❊✛❡❝t✐✈❡ ❢♦❝✉s ❧❡♥❣t❤ ✭z✮ lf 1.2♠♠
❙❧✐❝❡✇✐❞t❤ S 1.5♠♠
❉❡t❡❝t♦r ❤❡✐❣❤t h S × Nrows = 96♠♠
❚❛❜❧❡✲❢❡❡❞ P 96♠♠
▼❛①✐♠❛❧ ❢❛♥ ❛♥❣❧❡ βmax 26◦

▼❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡ κmax
180
π × tan−1

(
h/2
RF

)

≈ 4.8◦

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ st❡♣✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s Nt 672
◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s Nθ ✺✽✵
P❛r❛❧❧❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ∆t

πRF βmax

180Nch
≈ 0.77♠♠

▼❛①✐♠❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t tmax
Nt∆t

2 ≈ 259♠♠

r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣
st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Q✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ tr✉❡ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠
❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳

✹✳✷ P❤❛♥t♦♠s ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

■♥ ❡❛r❧✐❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❚✉r❜❡❧❧s ❝❧♦❝❦ ♣❤❛♥t♦♠ ❬✼✼❪ ✇❛s ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts
❛❜✐❧✐t② t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥✲❡①❛❝t♥❡ss ✐♥ ❛ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤✐s ♣❤❛♥t♦♠ ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠ ❜② ❙♦✉r❜❡❧❧❡ ❬✼✷❪ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡① s❤❛♣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝♦r♥❡rs✳ ❇❡s✐❞❡s ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ s✉❝❤
s❤❛♣❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ str❡❛❦ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡
❛rt✐❢❛❝ts ❡①✐st✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ✷❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛
❜♦r❞❡rs ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ s❡✈❡r❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✇❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❡①❛❝t
♠❡t❤♦❞s ❛t ❤✐❣❤ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡s✳



✹✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✭❛✮ z = 0♠♠

✭❝✮ y = −48♠♠

✭❜✮ z = −12♠♠

✭❞✮ x = −33♠♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠✳ ❚❤❡ ❣r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ±50
❍❯✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❛①✐❛❧ s❧✐❝❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t z✲❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t
s❧✐❝❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡ ✈❡rt❡❜r❛✳ ◆♦♥✲❡①❛❝t♥❡ss ✐♥ ❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❚❤❡
❜♦tt♦♠ r♦✇ s❤♦✇ ❝♦r♦♥❛❧ ❛♥❞ s❛❣❣✐t❛❧ s❧✐❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥t ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡s❡
❛rt✐❢❛❝ts✱ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ ❜② ❙❝❤❛❧❧❡r ❬✻✹❪✱ s❝❛❧❡❞ t♦ t✇✐❝❡ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡✱
✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♣❤❛♥t♦♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

❋♦r ❡❛❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡s✉❧t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛♥t♦♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
✭❘▼❙❊✮

σe =

√

1

|Ω|
∑

i∈Ω

((frec)i − (fphan)i)2. ✭✹✳✺✮

❍❡r❡✱ fphan ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛♥t♦♠ ❛♥❞
Ω ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈♦①❡❧s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❤♦✇ t❤✐s s❡t ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢
❤✐❣❤✲❝♦♥tr❛st ❡❞❣❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ω✱ σe ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❡rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜②
s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ t❤♦r❛① ❛♥❞ ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠✱ ♦♥❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❡
❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❘▼❙❊✳ ❘▼❙❊ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡
❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ✈♦①❡❧s ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡
t♦ ♦r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡❞❣❡✳

◆♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

σn =

√

1

|Ω|
∑

i∈Ω

((fnoisy)i − (fnoise−free)i)2 ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ fnoisy r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ❛♥❞ fnoise−free r❡♣r❡s❡♥ts
❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✱



✹✳✷ P❤❛♥t♦♠s ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✹✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡❞
✈♦①❡❧ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼❈■❱ ✭▼❛t❧❛❜ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ■❚❑ ❛♥❞
❱❚❑✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲❛rss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ❛♥ ❛①✐❛❧
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛♥t♦♠ ❛t z = 0♠♠ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ±10❍❯✳
❚❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ✸❉✲✈✐❡✇ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ▼❈■❱ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳



✹✻ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛♥t♦♠✱ z = −12♠♠
✏❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s✑ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❧♦✇❡r
♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

✭❜✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛♥t♦♠✱ z = 0♠♠
✏❲❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡❛✑ ✐♥❞✐❝❛t❡❞

✭❝✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛♥t♦♠✱ z = 0♠♠
❆r❡❛s ❢♦r ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐✲
❝❛t❡❞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ ♠❛r❦❡❞ ❛r❡❛s s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t Ω s❡ts ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r σe ❛♥❞ σn✳
❚❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s ✐♥ ✭❛✮✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ sq✉❛r❡✱ t✇♦ ❡❧❧✐♣s❡s✱ ❛♥❞
t✇♦ r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡
✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡❛ ✐♥ ✭❜✮ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡rr♦r ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛r❡❛
❢♦r ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ✭❝✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ sq✉❛r❡✱ t✇♦ ❡❧❧✐♣s❡s ❛♥❞ t✇♦
r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡s❡ s❡ts ❡①t❡♥❞
♦✈❡r ♦♥❡ t♦ ✜✈❡ s❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ z ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮
❛♥❞ ✭❜✮ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r✐s❡ ❛t z = 12♠♠ ❜✉t
♥♦t ❛t z = 0♠♠✳ ❋♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✭❝✮ ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r
♠❡❛s✉r✐♥❣ σe ❛♥❞ σn✳



✹✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✹✼

Ω ✐s t❤❡ s❡t ✈♦①❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡ts ✉s❡❞ ❢♦r
♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❝✳ ❚❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r σe

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs

✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✇❤❛t t❤❡
♠❡t❤♦❞s ❞❡❧✐✈❡r ❛❢t❡r ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s ❡rr♦r ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠

‖Qpin − (QP + βR)fk‖ = ‖fk+1 − fk‖. ✭✹✳✼✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s
♥♦r♠ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s k → ∞✳

✹✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

■♠❛❣❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r ✐♥
♠❛♥② ✇❛②s ❡✳❣✳ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥
❝❛♥ ❜❡ tr❛❞❡❞ ❢♦r ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭▼❚❋s✮✱ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ z✲♣❧❛♥❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s❧✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭❙❙Ps✮✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❈❚ ❛♥❞
✐ts r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇❛s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❏✉❞② ❬✸✸❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ▼❚❋ ✐s s♣❛❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ❛t
❧❡❛st ♦♥❧② s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❆ ♣❤❛♥t♦♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❤❛r♣ ❡❞❣❡✱ ✐s s❧✐❣❤t❧②
t✐❧t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛♥❣❧❡ γ ✇✐t❤ t❤❡ x✲❛①✐s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣
♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s✱ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞
❡❞❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✳ ■♥ t❤❡ ▼❚❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ γ = 3◦✳ ❋r♦♠ t❤❡
❡❞❣❡ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭▲❙❋✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② s✐♠♣❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
❧❡❛st sq✉❛r❡ ❧✐♥❡ ✜tt✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❏✉❞② ❬✸✸❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t
t❤❡ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ✷✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐①
s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦
❛✛❡❝t t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❚❋ ❡①❝❡❡❞s ✶✵✪ ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
▼❚❋ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲❙❋✳

■♥ t❤❡ ❜♦♦❦s ❜② ❍s✐❡❤ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❑❛❧❡♥❞❡r ❬✸✺❪✱ t❤❡ ✇✐r❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ▼❚❋s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ✜♥❡ ❣r✐❞✱ ♦❢t❡♥ ✜♥❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ▼❚❋ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡♥❛❜❧❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ▼❚❋s ❛❧s♦ ❛t ❧♦✇❡r ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡
❡❞❣❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s❧✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭❙❙P✮ ✐s t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ z✲
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❤❡❧✐❝❛❧ ❈❚✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❧t❛ ♣❤❛♥t♦♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❙❙P



✹✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

γ

x

y

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■❢ t❤❡ ❡❞❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❡❞❣❡✱ ❛♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❡❞❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣
t❤❡ x✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ γ ✐s ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞
❧❛t❡r✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 3◦ ✇❛s ✉s❡❞✳

z

z

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❙P ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❇② ♠❡r❣✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞✐s❝s✱ ✇❤♦s❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❙❙P ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❬✸✺❪✳ ❆❣❛✐♥✱ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡ ❡①tr❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣r♦♣❡r ❙❙P
♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❙❙Ps ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙❙P ✐♥ t❤❡ ✐s♦❝❡♥t❡r ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
❛ ♣❤❛♥t♦♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡r② t❤✐♥ ✭✵✳✷♠♠✮ ❞✐s❝s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐s❝ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛❧❧ ❞✐s❝s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞ ❙❙P✳

✹✳✹ ◆♦✐s❡ ✈❡rs✉s s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

▲❡t ρ ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐♥
t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ t❤❡ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜②
❇r♦♦❦s ❛♥❞ ❉✐ ❈❤✐r♦ ❬✻❪ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦①❡❧s ✐s r❡❧❛t❡❞



✹✳✹ ◆♦✐s❡ ✈❡rs✉s s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✹✾

t♦ ρ ❛♥❞ S ❛s

σ2 ∝ 1

ρ−3S
. ✭✹✳✽✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦s❡ D ✭❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ♠❛ss ✉♥✐t✮
❛s

σ2 ∝ 1

D
. ✭✹✳✾✮

❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r σ2ρ−3SD s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ t♦♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦s❡ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❛ s②st❡♠
t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♠✉st ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r
s②st❡♠ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦✐s✐❡r ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t

Q1 =
c

σ2ρ−3
10%SD

. ✭✹✳✶✵✮

♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❑❛❧❡♥❞❡r ❬✸✺❪✳ ❍❡r❡✱ ρ10% ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❚❋ ❤❛s
❞r♦♣♣❡❞ t♦ 10% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ c ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❆♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ρ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡

ρM =
ρ10% + ρ50%

2
✭✹✳✶✶✮

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t

Q2 =
c

σ2ρ−3
M SD

. ✭✹✳✶✷✮

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ c ❛♥❞ D ✇✐❧❧ ❜❡
✐❣♥♦r❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■t t✉r♥s ♦✉t
t❤❛t ❞✐r❡❝t ❲❋❇P ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ■❲❋❇P ❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥♦✐s❡ σ ❛♥❞ s♣❛✲
t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ (ρ, S)✳ ❚❤❡ Q1✲ ❛♥❞ Q2−✈❛❧✉❡ ♠✐❣❤t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢
✇❤❡t❤❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✭Q1

❛♥❞ Q2 r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✮✱ ♦r ✐❢ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭Q1 ❛♥❞ Q2 ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛♥❞
❡♠♣❧♦②✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs βR t❤❛t ❧❡❛✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❛❢✲
❢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛t
❝♦♥st❛♥t s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
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✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣
❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❡①❛❝t ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❲❋❇P✮
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❆s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣✱ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ pin ❛r❡
r❡❜✐♥♥❡❞ t♦ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ preb✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ s❡♠✐✲
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
■❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① Q ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ♠❛tr✐①
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ QWFBP ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❜✐♥♥✐♥❣ st❡♣✳ ❆s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r♦✇s ❛r❡ ❞♦✇♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ Q✲❢❛❝t♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r t❤✐s ❞♦✇♥✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✐s ✵✳✼ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ f0 = 0✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
✐t❡r❛t❡s f0, ..., fk, k ∈ {0, 1, ...} ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s

fk+1 = fk − αkQWFBP(Pfk − preb) − αkβRfk ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱ ❛♥❞ R ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥

N∑

i=1





N∑

j=1

dij(fi − fj)



 ei ✭✺✳✷✮

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡s✉❧ts ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❜② ❙✉♥♥❡❣år❞❤ ❡t ❛❧✳ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❬✼✻❪ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡ t❡st
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α

p

fk

P

preb

pin
fdiff

+

−+

QWFBP

(I − αkβR)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t❡s f0, f1, ..., fk✱ t❤❡
✉♣❞❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s Pfk ❛r❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ preb✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ p − Pfk
✐s t❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ QWFBP✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t
βRfk ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ❆ ✜♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ αk ✐s t❤❡♥ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t❡✳

♦❜❥❡❝t ✐s ❚✉r❜❡❧❧✁s ❝❧♦❝❦ ♣❤❛♥t♦♠ ❬✼✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ±9◦✳ ❆ ❝❧❡❛r s✉♣♣r❡s✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❲❋❇P ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✷❜✳ ❚❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✇❡r❡
❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❝✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❡r❡ ♥♦t ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼✻❪✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆♦✐s② ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❛❧✐❡♥t q✉❡st✐♦♥s✳

• ❍♦✇ ♠✉❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s❄

• ❲✐❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡❄

• ❲✐❧❧ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡❄

❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ♣♦✐♥t ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

f∞ = (QP + βR)−1Qpin. ✭✺✳✸✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② s✉♣♣r❡ss
❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
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✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ■❲❋❇P ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥

✭❝✮ ❖❙✲■❲❋❇P ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤r❡❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚✉r❜❡❧❧ ❝❧♦❝❦ ♣❤❛♥t♦♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ±9◦✳
●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ❬−1050,−950❪ ❍❯✳



✺✹ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ❣r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✳

✺✳✷ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ■❲❋❇P r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ 5133 ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Lx = Ly = 500♠♠ ❛♥❞ Lz =
387♠♠✳ ❚❤✉s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ∆x = ∆y ≈ 0.98♠♠ ❛♥❞
∆z ≈ 0.75♠♠✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭β = 0
✐♥ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ β = 0.0005✳
▼♦st ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✉♣ t♦ ✹✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ ✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺ s❤♦✇ r❡s✉❧t ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst s✐① ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s
❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ f1 t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❛r❡
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞❧② r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ ✇❡ ♦❜✲
s❡r✈❡ ♥♦t ♦♥❧② s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦✈❡rs❤♦♦ts✱
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✺ s❤♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ■❲❋❇P ✇✐t❤ β = 0.0005✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ‖fk+1 − fk‖ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♦r ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡✮ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {f0, f1, ...} ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥❧② ✐❢ ‖fk+1 − fk‖ → 0✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✻✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♥♦r♠s ‖fk+1 − fk‖ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ✏✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✑ ✐s s❤♦✇♥✳ ❋♦r
t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ t❤❡ ♥♦r♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✶✴✸✵ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ✹✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ♥♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❧❧ ❜❡❧♦✇ ✶✴✺✵ ♦❢
t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ t❡❧❧ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ✉♥r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❡❞ ■❲❋❇P ✇✐t❤ β = 0.0005 ❢❛❧❧s ❞♦✇♥ t♦ ✶✴✺✵t❤ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞r♦♣ ❞♦✇♥ t♦ ✶✴✶✵✵✵✵✵t❤ ❛❢t❡r ✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r ✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♥♦
❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s s♦ ❧✐tt❧❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✐ts ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❝ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊s✱ t❤❛t ✐s

σe =

√

1

|Ω|

∑

i∈Ω

((frec)i − (fphan)i)2 ✭✺✳✹✮

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❝ ✭r❡♣❡❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❛✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❘▼❙❊ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❜✉t ❛❧s♦
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P
✐s ❞✉❡ t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❆❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❘▼❙❊✳ ❋♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ♠❛s❦ ❘▼❙❊ ❞r♦♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst s❡✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❞ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❊ ♦❢ t❤❡



✺✳✷ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✺✺

β = 0.0000 β = 0.0005

f1

f2

f3

f4

f5

f6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ✜rst s✐① r❡s✉❧ts ♦❢ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❊♥❧❛r❣❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♣✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳



✺✻ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ■❲❋❇P✱ f6✱ β = 0.0000

✭❝✮ ■❲❋❇P✱ f6✱ β = 0.0005

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐① r❡s✉❧ts ♦❢ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤✲
♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ✈❡rt❡❜r❛ ❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡rs❤♦♦t ❢r♦♠ ❛
r❡❛❧ ✈❡rt❡❜r❛ ❧♦❝❛t❡❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤✐s s❧✐❞❡✳ ❚❤✐s ♦✈❡rs❤♦♦t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧②
str♦♥❣❡r ❢♦r β = 0.0000 t❤❛♥ ❢♦r β = 0.0005✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✲
✉r❡ ✺✳✶✺ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❤✐❣❤❡r ❢♦r β = 0.0000✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳



✺✳✷ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✺✼

β = 0.0000 β = 0.0005

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f1

f2

f3

f4

f5

f6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦r♦♥❛❧ ❛♥❞ s❛❣❣✐t❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐① r❡s✉❧ts ♦❢ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳



✺✽ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ log10(‖fk+1 − fk‖/C) ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ C ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❝❛♠❡
③❡r♦✳

✭❛✮ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛✳ z = 12♠♠ ✭❜✮ ❲❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡❛✳ z = 0♠♠

✭❝✮ ❘▼❙❊ ✲ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛ ✭❞✮ ❘▼❙❊ ✲ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ✭❘▼❙❊s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts
s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳



✺✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✺✾

✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❘▼❙❊ ♠❛✐♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♥❡❛r ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❞ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② t❡♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ♠❛s❦ ❘▼❙❊ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❝
t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛r❡❛s ✇✐t❤♦✉t s❤❛r♣ ❡❞❣❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ ❘▼❙❊ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
■❲❋❇P r❡♠❛✐♥s ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P✳ ❖♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼❝ ❛♥❞ ✺✳✼❞ ✐s t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P
❦❡❡♣ ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t
r❡s✉❧t ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✉s✉❛❧❧② ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛r❡❛✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ s❡❡ ❤♦✇
t❤✐s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ▲✉❝❦✐❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ▼❛❣♥✉ss♦♥
❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪ t❤❛t ✐❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ✈♦①❡❧ ❣r✐❞
t❤❛t ❢✉❧❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛❧❧ r❛②s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ r❛t❤❡r t❤❛♥
❞❡❣r❛❞❡ ♥❡❛r t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✭❘❖■✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❬✹✽❪ ✐s ❢✉❧❧②
✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳

✺✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡

❆s s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P
❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♥♦t ♦♥❧②
t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✲
✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐①✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ∆x ❛♥❞ ∆z✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤
β r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵✳✵✵✵✼ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❢♦❧❧♦✇s s✉✐t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡
✉s✐♥❣ ❛ ♣❤❛♥t♦♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶ s❤♦✇ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭β = 0✮ ■❲❋❇P ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✻✳✸✼ ❍❯ ❢♦r
C1✱ ✻✳✸✹ ❍❯ ❢♦r C2 ❛♥❞ ✺✳✼✽ ❍❯ ❢♦r C3✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❙❙Ps s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ C1 r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❧❡ss t❤❛♥
❤❛❧❢ ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ C3✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r r❛t❤❡r ❛ s❡t ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ ❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❖♥❧②
✐❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐s ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ■♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳

❈♦♥❢✳ ■♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s

C1 Nx = Ny = 257, Nz = 129 ∆x = ∆y = 1.95mm,∆z = 1.50mm
C2 Nx = Ny = 385, Nz = 193 ∆x = ∆y = 1.30mm,∆z = 1.00mm
C3 Nx = Ny = 513, Nz = 257 ∆x = ∆y ≈ 0.98mm,∆z = 0.75mm



✻✵ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

f1

f6

f21

f41

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❆①✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❧✐❝❡
t❤❛t ❝❛♥ ❜❛r❡❧② ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ◆♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ✹✶ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s
✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡s s❤♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛①✐❛❧ s❧✐❝❡s✳ ●r❡②
s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳



✺✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✜tt✐♥❣ t♦ ❛ ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇ t❤❡
❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❧❡❛st
sq✉❛r❡ ✜ts✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛ ❜❡tt❡r ✜t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♦✈❡rs❤♦♦ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
s❡t ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s tr✉❡ ♦♥❧②
❢♦r ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❋♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❡❞❣❡✱ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢
s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣✳

❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥♦♥✲③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛✱ ❛ r❡s✉❧t ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡rs❤♦♦ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❢♦r ❛♥ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s s❡t ✐♥ t❤❡ C1 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡ss ❤✐❣❤✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡t ✐♥ t❤❡ C3 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡
♦✈❡rs❤♦♦ts ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ C3 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❊✈❡♥ ✇❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ C3✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s 5% ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s
❛❧s♦ ♠❛r❦❡❞❧② ❤✐❣❤❡r✿ ✺✳✼✽ ❍❯ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✸✳✺✵ ❍❯ ❢♦r t❤❡ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❛♥❞ ✺✳✶✸ s❤♦✇ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ❢r♦♠ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ β r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ✵✳✵✵✼✳ ❆s β ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡
♦✈❡rs❤♦♦ts ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ β
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ❛♥ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ β = 0.0005
❝♦♠❡s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧
❘▼❙❊✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦♥❧② ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✐❢
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭▼❚❋s✮ ❛♥❞ s❧✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭❙❙Ps✮ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ▼❚❋s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❲❋❇P✱ ❝❧❡❛r❧② β =
0.0000 ❛♥❞ β = 0.0003 r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❧❡
β = 0.0007 r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r β = 0.0005✱ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢
■❲❋❇P ❛❢t❡r ✻ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ ❲❋❇P✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ s❤♦✇ ❙❙Ps ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ β✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤s
❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✱ t❤❡ ■❲❋❇P ✇✐t❤ β = 0.0007 ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡
❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦✇ ♦✈❡rs❤♦♦ts ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦♥❡ ♦❢



✻✷ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ◆♦✐s② ❞❛t❛

C1

C2

C3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭β = 0✮ ■❲❋❇P f6 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✮✳
●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳

◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ◆♦✐s② ❞❛t❛

C1

C2

C3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❈♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭β = 0✮ ■❲❋❇P f6 r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✮✳
●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳



✺✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✻✸

◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ◆♦✐s② ❞❛t❛

f1 f1

f6✱ β = 0.0000 f6✱ β = 0.0000

f6✱ β = 0.0003 f6✱ β = 0.0003

f6✱ β = 0.0005 f6✱ β = 0.0005

f6✱ β = 0.0007 f6✱ β = 0.0007

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇✿ ±50 ❍❯✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳



✻✹ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ◆♦✐s② ❞❛t❛

f1 f1

f6✱ β = 0.0000 f6✱ β = 0.0000

f6✱ β = 0.0003 f6✱ β = 0.0003

f6✱ β = 0.0005 f6✱ β = 0.0005

f6✱ β = 0.0007 f6✱ β = 0.0007

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✲
✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ±50 ❍❯✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ t❛❜❧❡
✺✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
β✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ∆x = ∆y = 0.98♠♠ ❛♥❞
∆z = 0.75♠♠✳ ■♠❛❣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❛♥❞ ✺✳✶✸✳

β σe ✭❍❯✮ σe ✭❍❯✮ σn ✭❍❯✮
❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡

❲❋❇P ✶✻✳✷✶ ✽✸✳✺✹ ✸✳✺✵
0.0000 ✹✳✵✵ ✼✽✳✽✵ ✺✳✼✽
0.0003 ✸✳✹✶ ✽✶✳✺✼ ✹✳✹✸
0.0005 ✸✳✷✼ ✽✸✳✹✶ ✸✳✼✾
0.0007 ✸✳✷✶ ✽✺✳✷✹ ✸✳✷✽



✺✳✹ ▲♦✇ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭▼❚❋s✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P
✇✐t❤ β = 0.0000, 0.0003, 0.0005 ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✼✳

t❤❡ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈❡r② ✇❡❧❧✳
❋♦r β = 0.0005✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ▼❚❋ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❲❋❇P ▼❚❋✱ t❤❡ ❙❙P
❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ✐s s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✈❡rs❤♦♦ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ■❲❋❇P r❡s✉❧ts ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P
r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P ✇✐t❤
β = 0.0005 ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t Q1 ❛♥❞ Q2 ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❋♦r β = 0.0005✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ Q1 ❛♥❞ Q2 ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❲❋❇P ❛r❡
s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ■❲❋❇P✳

■t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ Q1 ♦r Q2 t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t ❝❧❡❛r❧② ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β✳
❊✈❡♥ s✐♠♣❧❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ✇✐t❤ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ σ = 1.40∆xyz ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ Q1 ❢r♦♠ ✵✳✽✸ t♦ ✶✳✸✸✳

✺✳✹ ▲♦✇ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s

❋♦r st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✐❞❞♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❬✻✽❪✱ ❩❜✐❥❡✇s❦✐
❛♥❞ ❇❡❡❦♠❛♥ ❬✽✹❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t♦
❤✐❣❤❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❡❞❣❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐❢ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s t♦♦ ❧♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇❛s t♦♦ ❧❛r❣❡



✻✻ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❙❧✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭❙❙Ps✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P ✇✐t❤
β = 0.0000, 0.0003, 0.0005 ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✼✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ Q1 = c/(σ2ρ−3
10%SD)✱ Q2 = c/(σ2ρ−3

M SD) ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧✉❝✉✲
❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ β✳ ❚❤❡ ❞♦s❡ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳

β σn (HU) ρ10% (cm−1) ρ50% (cm−1) S (mm) Q1 Q2

❲❋❇P ✸✳✺✵ ✸✳✸✵ ✶✳✽✹ ✷✳✵✶ ✶✳✹✼ ✵✳✻✾
0.0000 ✺✳✼✽ ✸✳✺✺ ✷✳✷✷ ✶✳✻✷ ✵✳✽✸ ✵✳✹✹
0.0003 ✹✳✹✸ ✸✳✸✺ ✷✳✵✵ ✶✳✼✾ ✶✳✵✼ ✵✳✺✺
0.0005 ✸✳✼✾ ✸✳✷✶ ✶✳✽✽ ✶✳✾✵ ✶✳✷✶ ✵✳✻✵
0.0007 ✸✳✷✽ ✸✳✵✻ ✶✳✼✽ ✷✳✵✶ ✶✳✸✷ ✵✳✻✺
0.0009 ✷✳✽✼ ✷✳✾✶ ✶✳✻✾ ✷✳✶✷ ✶✳✹✶ ✵✳✼✵



✺✳✺ ❘❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ✈❡rs✉s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✻✼

t♦ ❞❡t❡❝t ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞✐st✉r❜ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♦❜❥❡❝ts✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❤❛s ❜❡❡♥ t✇♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆s s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ s❛♠♣❧❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝t ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤✐s s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳
❋♦r ■❲❋❇P✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦
❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✾✮✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥
t❤✐s ❛r❡❛ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡rr♦rs ✐♥ ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❛r❡❛ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s✳
❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❡rr♦♥❡♦✉s
✏❝♦rr❡❝t✐♦♥s✑ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛❧♦♥❣ ❡✈❡r② r❛② t❤❛t tr❛✈❡❧s
t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✇✐❧❧
❜❡ ❧❡ss ❧♦❝❛❧ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s ♦♥❡ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s t♦ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Nx = Ny = 385, 513, 1025 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆t t❤❡ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧②
♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ ❞✐st✉r❜s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♦❜❥❡❝ts✳ ■❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦
1025× 1025✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❣r❛② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±5❍❯✱ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②
✐♥✈✐s✐❜❧❡✳

✺✳✺ ❘❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ✈❡rs✉s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
❧♦♦♣

■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r✱ r❡❜✐♥♥✐♥❣ t♦ ❛ s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r s❧✐❣❤t❧② s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ✉s❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ■❲❋❇P ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛rt✐❢❛❝ts
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t f∞✳ ❆❧s♦✱ ❛❝✲
❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❢♦❝✉s✱ ❞❡t❡❝t♦r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r P ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✐t ✐s
t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
s❡♠✐✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Pcone ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ tr✉❡ ❝♦♥❡
❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❛ ❛♥❞ ✺✳✶✼❜ s❤♦✇ ✐♠❛❣❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ■❲❋❇P✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❛ ✇❛s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼❜✱ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ✇❛s
♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡❞❣❡
r❡s♣♦♥s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡♥
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✶✼❝ ❛♥❞ ✺✳✶✼❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦t ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r
❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❛r♦✉♥❞ ✽ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡



✻✽ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ■❲❋❇P✱ f6✱ Nx = Ny = 385

✭❝✮ ■❲❋❇P✱ f6✱ Nx = Ny = 513 ✭❞✮ ■❲❋❇P✱ f6✱ Nx = Ny = 1025

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥✲
t♦♠✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ C2 ❛♥❞ ✭❝✮ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ C3 ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±5 ❍❯✳



✺✳✺ ❘❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ✈❡rs✉s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✻✾

✭❛✮ ❘❡❜✐♥♥✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ❧♦♦♣ ✭❜✮ ❘❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❧♦♦♣

✭❝✮ Pr♦✜❧❡✱ r❡❜✳ ♦✉ts✐❞❡ ❧♦♦♣ ✭❞✮ Pr♦✜❧❡✱ r❡❜✳ ✐♥s✐❞❡ ❧♦♦♣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞
♦✉ts✐❞❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧♦♥❣ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ❝✉tt✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ●r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±5 ❍❯✳

❧♦♦♣✳
■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ ❛♥② str♦♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❡❢✲

❢❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✱ s❡tt✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ③❡r♦ ❜❡❢♦r❡
❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P t♦ ❞r♦♣ ✇✐t❤ ❛ st❡❡♣
❣r❛❞✐❡♥t ❝❧♦s❡ t♦ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❖t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P✱ ♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r PT ❛♥❞ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡ ❛ r❡❜✐♥♥✐♥❣ st❡♣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙■❘❚✳



✼✵ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❋✐❧t❡r❡❞ ❇❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ■❲❋❇P ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ❝♦♥❡✲
❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❲❋❇P ❛t ❛ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ±4.8◦ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P r❡♠❛✐♥s✱
❜✉t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ■❲❋❇P ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❤❛♥❣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ■❲❋❇P r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✜♥❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝❛♥♥❡r
s❡t✉♣ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ ✇✐t❤ ✸✸✻ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ q✉❛rt❡r ♦✛s❡t✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st 512×512 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛❧✐❛s✐♥❣
❛rt✐❢❛❝ts✳ ▼♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐①✳

P❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧♦♦♣ r❡s✉❧ts ✐♥ str♦♥❣ ♦✈❡rs❤♦♦ts✳
❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡ t♦
✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ ♥♦ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✳

❖♥❡ t♦♣✐❝ t❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts dij ✐♥ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ∆x/∆z ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥
❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ z✲
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r t♦♣✐❝ ✐s t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ Q✲✇❡✐❣❤t✐♥❣s ✐♥
t❤❡ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t Q1 ❛♥❞
Q2✮ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❍✐❣❤ Q✲✈❛❧✉❡s ✐♠♣❧②
❧♦✇ ♥♦✐s❡✱ ❜✉t ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❲❋❇P ❤✐❣❤ Q✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ P♦ss✐❜❧②✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts
❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ■❲❋❇P s❝❤❡♠❡✳
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❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P
✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥
❤♦✇ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦
❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❛t❛ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡✳ ❋♦r ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ✭❬✷✾✱ ✸✻✱ ✶✾❪ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮ ✐s t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ pin ✐♥t♦ L ❡q✉✐❞✐s✲
t❛♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ s✉❜s❡ts pin,1, ...,pin,L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θ s♦ t❤❛t
t✇♦ s✉❜s❡ts ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② ❛♥ ♦✛s❡t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t pin,l✱ ♥❡✇
♠❛tr✐❝❡s Pl ❛♥❞ QWFBP,l ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t
❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ pin,l✳ ❆❢t❡r ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢✉❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fk+1 = fk + αkQWFBP,ik
(Pik

fk − pin,ik
) ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {ik}∞k=1 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ✐✳❡✳ s❝❤❡♠❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ik = ik+nL, n ∈
N✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ s✉❜s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛ ❢✉❧❧
✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s L ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✉❜✲✉♣❞❛t❡s✳

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞
♠♦st❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✉♣❞❛t❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ ❛s ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧
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{ik} = {0, 2, 4, 1, 3, 0, 2, 4, ...}
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40
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3
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4

θ

pin,0

pin,1
pin,2

pin,4

pin,3

a) ❙✉❜s❡t ♥✉♠❜❡rs b) ❙✉❜s❡t ♦r❞❡r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ a) ❙✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡ θ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉✐❞✐st❛♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ s✉❜s❡ts t❤❛t ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜②
❛♥ ♦✛s❡t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✷✺ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ✐s ✺✳
b) ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤✉s✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝♦✉❧❞ ✐♥ ❜❡st ❝❛s❡ ❜❡
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts✳

❙❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❖❙ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
■❲❋❇P✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts L✳

• ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {ik}✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

• ❚❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤s αk✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ■❲❋❇P✱
❜✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞✳

• ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s✳ ❙❡❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ α ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜✲
s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤
✉♣❞❛t❡ ✉s❡s t♦♦ ❢❡✇ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❛r✲
t✐❢❛❝ts ❜② ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ❡✐t❤❡r ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦r ✐♥ t❤❡
r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳

❍❛✈✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ st❡♣✲❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡rs✱ ✐t
✐s t✐♠❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✇♦r❦ ❢♦r ❖❙✲■❲❋❇P
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳
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a) i0 = 0 ⇒ ❧❛r❣❡st ❣❛♣ = {1...6} ⇒ i1 = 4

d) i3 = 6 ⇒ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞ ❣❛♣s = {1}, {3}, {5} ⇒ i4 = 3

c) i2 = 2 ⇒ ❧❛r❣❡st ❣❛♣ = {5...6} ⇒ i3 = 6

b) i1 = 4 ⇒ ❧❛r❣❡st ❣❛♣ = {1...3} ⇒ i2 = 2

e) i4 = 3 ⇒ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞ ❣❛♣s = {1}, {5} ⇒ i5 =?

d) f)e)
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍▲❇❑ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡t ✐♥❞✐❝❡s
i1, i2, ..., in✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣❛♣s ♦❢ ✉♥✉s❡❞ s✉❜s❡ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐♥❞❡①
in+1 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣❛♣ ❝❡♥t❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ s✉❜s❡t in ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✻✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ✷❉
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❖❙✲■❲❋❇P ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡
t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❡❡❦♠❛♥ ❛♥❞ ❑❛♠♣❤✉✐s ❬✷❪ ✭✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
s❝❤❡♠❡ ❜② ❍✉❞s♦♥ ❛♥❞ ▲❛r❦✐♥ ❬✷✾❪✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
●♦❧❞❡♥ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❙❆❘❚ ❜② ❑ö❤❧❡r ❬✸✾❪✳

❚❤❡ ❍✉❞s♦♥✲▲❛r❦✐♥✲❇❡❡❦♠❛♥✲❑❛♠♣❤✉✐s ✭❍▲❇❑✮ s❝❤❡♠❡ ✇♦r❦s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡t ✐♥❞✐❝❡s i1, i2, ..., in✱ ♥❡①t
✐♥❞❡① in+1 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣❛♣ ♦❢ ✉♥✉s❡❞
s✉❜s❡ts✳ ■❢ s❡✈❡r❛❧ ❣❛♣s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❡①✐st✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r s❡t ❧♦❝❛t❡❞ ❛s ❢❛r ❛✇❛② ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ L∆θ/2 ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s s❡✈❡r❛❧ s✉❜s❡ts
s❛t✐s❢② t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ s✉❜s❡ts ✐s r❛♥❞♦♠✳



✼✹ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

❚❤❡ ❣r❡❡❞✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❍▲❇❑ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✉♥❢♦r✲
t✉♥❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❢✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ s✉❜s❡t ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst s✉❜s❡t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ✜rst s✉❜s❡t ✇✐❧❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳
❆ ❝❧❛ss ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ♥♦t s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✈✐s✐t ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉❜s❡ts ✐♥ L st❡♣s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ s✉❜s❡ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

in+1 = (in + m) mod L ✭✻✳✷✮

❢♦r ❛♥② m ∈ Z
+ s✉❝❤ t❤❛t gcd(L,m) = 1✳ ❚❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r m = 1 ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧

♣r♦♦❢ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ✐s ♣r✐♠❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥②
✐♥❝r❡❛s❡ ❜② m ♠♦❞✉❧♦ L ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❛❧❧
s✉❜s❡ts✳

❚❤❡ ●♦❧❞❡♥ r❛t✐♦ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❜② ❑ö❤❧❡r ❬✸✾❪ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ❢♦r ❙❆❘❚ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥
r❛t✐♦ t✐♠❡s 2π✱ ✐✳❡✳

2π

√
5 − 1

2
. ✭✻✳✸✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
s✉❜s❡ts s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❝r❡♠❡♥t ❝♦♠❡s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

L∆θ

√
5 − 1

2
✭✻✳✹✮

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s gcf(L,m) = 1✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❤❡♥ L ✐s ♣r✐♠❡✱ gcf(L,m) = 1 ✐s s❛t✐s✜❡❞
❢♦r ❛❧❧ m ∈ Z

+ t❤❛t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ L✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛s t❤❡ ❣♦❧❞❡♥
r❛t✐♦ ✭●❘✮ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜✈❡ ❛♥❞ s❡✈❡♥ s✉❜s❡ts✱ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ r❛t✐♦
s❝❤❡♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✉♥✇❛♥t❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❖❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ♣r❡✈❛✐❧
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥ t❤❡ ✸❉✲❝❛s❡✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ ❜②
♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ αk ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k✱ ✐✳❡✳ αk = α✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❛♥❞ ❧❛r❣❡st α
✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥t s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❛♥❞ ❧♦✇❡st
❧♦✇❡st r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ s❧♦✇ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t
❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦✐s❡✲❧✐❦❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P r❡s✉❧ts✳
❆s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❡ ❡rr♦r ✭r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✮

σe =

√

1

|Ω|
∑

i∈Ω

((frec)i − (fphan)i)2 ✭✻✳✺✮

❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❝✳ ❚❤❡s❡ ❡rr♦r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ♠❛r❦❡rs ✐♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳



✻✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ✷❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✼✺
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ r❛t✐♦ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts
✐s s❡✈❡♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜✲
s❡ts✱ α ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ❛❝r♦♥②♠s ●❘ ❛♥❞ ❍▲❇❑ r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❍✉❞s♦♥✲▲❛r❦✐♥✲❇❡❡❦♠❛♥✲❑❛♠♣❤✉✐s ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t✇♦ ❛♥❞ ✜✈❡ s✉❜s❡ts✱ t❤❡ ●❘ ❛♥❞ ❍▲❇❑ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts α ✈❛❧✉❡s ❖r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s

✷ ✶✳✵✵✱✵✳✼✵✱✵✳✺✵✱✵✳✷✵ ●❘
✺ ✵✳✺✵✱✵✳✸✺✱✵✳✷✵✱✵✳✶✵ ●❘
✶✵ ✵✳✷✺✱✵✳✶✺✱✵✳✶✵✱✵✳✵✺ ●❘✱❍▲❇❑
✷✾ ✵✳✶✵✱✵✳✵✼✱✵✳✵✺✱✵✳✵✷ ●❘✱❍▲❇❑



✼✻ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ❧♦✇ α ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥
❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ s❧♦✇ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ❤✐❣❤ α ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤♦✉t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α t♦ ✉s❡ ❢♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❡✲❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ α ✈❛r✐❡s str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts✳ ❋♦r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ α = 1/Nsets s❡❡♠
t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ❝✉r✈❡ ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ■❲❋❇P ♠❛② ❜❡
❛❧❧♦✇❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞
❛❧r❡❛❞② ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❙q✉❛r❡ ♥♦r♠s ❧✐❦❡ σe ❣✐✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ s❡❡ ✇❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ♠❡❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✏r❡❛❧✑ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
✜✈❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❛❢t❡r ♦♥❡ ❢✉❧❧
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛rt✐❢❛❝ts ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r
♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ✇✐t❤ α = 0.35 ❛♥❞ α = 0.5 t❤❛♥ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳ ❆❢t❡r t✇♦ ❢✉❧❧
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P ❛♥❞ ❖❙✲■❲❋❇P ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞
❢♦r α = 0.35✱ ❜✉t ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❢♦r α = 0.5✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ s✉❜s❡ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ●❘
❛♥❞ ❍▲❇❑ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r t✇♦ ❛♥❞ ✜✈❡ s✉❜s❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❧❛r❣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s s❡❡♠
t♦ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❛❜❧❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✱ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ♦♥❡ ❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✶✵ ❛♥❞ ✷✾
s✉❜s❡ts ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦
♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧②✳ ❚❤❡ r✐♥❣✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡
●❘ s❝❤❡♠❡ ❜✉t ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷✾ s✉❜s❡ts✱ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❧✐❦❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍▲❇❑ s❝❤❡♠❡✳

✻✳✸ ▲♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s

❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✭❝❧♦s❡ t♦ ✶✮ ✐♠♣❧② ❡✣❝✐❡♥t s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❤✐❣❤ α ✈❛❧✉❡s ❛❧s♦ r❡s✉❧t ✐♥ ♥❡✇ ❛rt✐❢❛❝ts
✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts s❡❡♠ t♦ ❝♦♥s✐st
♦❢ ♥♦✐s❡✲❧✐❦❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡✛❡❝ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s r✐♥❣✐♥❣s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❢♦r ❤✐❣❤ α ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
r❛♥❣❡s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✉♣♣r❡ss ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥t ❡rr♦rs ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣
t❤❡ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡s✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❜② ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣
✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣✳ ❋♦r ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s (Pik

fk−pin,ik
)✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣



✻✳✸ ▲♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s ✼✼

✭❛✮ ✷ s✉❜s❡ts ✭❜✮ ✺ s✉❜s❡ts

✭❝✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ ●❘ ✭❞✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ ❍▲❇❑

✭❡✮ ✷✾ s✉❜s❡ts✱ ●❘ ✭❢✮ ✷✾ s✉❜s❡ts✱ ❍▲❇❑

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ✷❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ σe ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s ❢♦r ✷✱ ✺✱ ✶✵ ❛♥❞ ✷✾
s✉❜s❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❛♥❞ ✜✈❡ s✉❜s❡ts✱ t❤❡ ●❘ ❛♥❞ ❍❇▲ ♦r❞❡r✐♥❣
s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳



✼✽ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ■❲❋❇P✱ f3

✭❝✮ ❖❙✺✱ f6 ✭♦♥❡ ❢✉❧❧ ✐t❡r✳✮✱ α = 0.5 ✭❞✮ ❖❙✺✱ f6 ✭♦♥❡ ❢✉❧❧ ✐t❡r✳✮✱ α = 0.35

✭❝✮ ❖❙✺✱ f11 ✭t✇♦ ❢✉❧❧ ✐t❡r✳✮✱ α = 0.5 ✭❞✮ ❖❙✺✱ f11 ✭t✇♦ ❢✉❧❧ ✐t❡r✳✮✱ α = 0.35

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ❛♥❞ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✺
s✉❜s❡ts✳ ●r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±50❍❯✳



✻✳✸ ▲♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s ✼✾

✭❛✮ ❖❙✶✵✱ ●❘✱ f11✱ α = 0.15 ✭❜✮ ❖❙✶✵✱ ❍▲❇❑✱ f11✱ α = 0.15

✭❛✮ ❖❙✷✾✱ ●❘✱ f30✱ α = 0.07 ✭❜✮ ❖❙✷✾✱ ❍▲❇❑✱ f30✱ α = 0.07

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✶✵ ❛♥❞ ✷✾ s✉❜s❡ts ❛❢t❡r ♦♥❡
❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❘ ♦r❞❡r✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍▲❇❑ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ●r❡②s❝❛❧❡
✇✐♥❞♦✇ ±50❍❯✳



✽✵ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✭❛✮ ✺ s✉❜s❡ts✱ α = 0.35 ✭❜✮ ✺ s✉❜s❡ts✱ α = 0.50

✭❝✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ α = 0.15 ✭❞✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ α = 0.25

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ σe ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s ❢♦r ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ♣❛r❛♠❡t❡r σ✳ ❇② ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s ✐s ❝❧❡❛r❧②
r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ α✲✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡r t♦ ✉♥✐t②✳

✐s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Kσ[m] =

{
1
C exp

(

−m2

σ2

)

, m = −M−1
2 , ..., M−1

2

0 , otherwise
✭✻✳✻✮

✇❤❡r❡ C =
∑

m exp
(

−m2

σ2

)

s♦ t❤❛t t❤❡ ❉❈✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❡q✉❛❧s ♦♥❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍▲❇❑
♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ σ✲✈❛❧✉❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❡r❡
s❡t t♦ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✹✳ ❊rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts σe ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ■♥ ❛❧❧ ❢♦✉r ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ❛t ❝♦♥st❛♥t
r❡❣✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛s σ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❋♦r ✜✈❡ s✉❜s❡ts ✇✐t❤ α = 0.50 ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts
✇✐t❤ α = 0.25✱ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s
s❤♦✇✐♥❣ ♥♦ s✐❣♥s ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❲❤❡♥ σ ✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ❛t ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s ❞r♦♣s
❜❡❧♦✇ t❤♦s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
σ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❜❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ σ ✈❛❧✉❡s ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ σe ✈❛❧✉❡s t♦ s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t♦



✻✳✸ ▲♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s ✽✶

✭❛✮ ✺ s✉❜s❡ts✱ f6✱ ♥♦ ▲P✲✜❧t❡r ✭❜✮ ✺ s✉❜s❡ts✱ f6✱ σ = 1

✭❛✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ f11✱ ♥♦ ▲P✲✜❧t❡r ✭❜✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ f11✱ σ = 1

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts ✉s✐♥❣
t❤❡ ❍▲❇❑ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛❢t❡r ♦♥❡ ❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ α ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡
s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✈❡r❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ σ = 1
✇❛s ✉s❡❞✳ ●r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±50❍❯✳



✽✷ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✭❛✮ ✺ s✉❜s❡ts✱ f11✱ ♥♦ ▲P✲✜❧t❡r ✭❜✮ ✺ s✉❜s❡ts✱ f11✱ σ = 1

✭❛✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ f21✱ ♥♦ ▲P✲✜❧t❡r ✭❜✮ ✶✵ s✉❜s❡ts✱ f21✱ σ = 1

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts ✉s✐♥❣
t❤❡ ❍▲❇❑ ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛❢t❡r t✇♦ ❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ α ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡
s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✈❡r❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ σ = 1
✇❛s ✉s❡❞✳ ●r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±50❍❯✳



✻✳✹ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ✸❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✽✸

❧❡✈❡❧s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡✳

✻✳✹ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ✸❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✷❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸ ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✭✐✮ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢
s✉❜s❡ts✱ ✭✐✐✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ α ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜s❡ts✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✲
✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s✳ ●✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ♠♦r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❖❙✲■❲❋❇P ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚✇♦ s✉❜s❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✜✈❡ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❡♥ s✉❜s❡ts ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❍▲❇❑ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧t
❛❢t❡r ♦♥❡ ❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♥ s✉❜s❡ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✳ ❋♦r t❤❡ ✜✈❡ s✉❜✲
s❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ α = 0.5 ❛♥❞ α = 0.35 ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣
✇✐t❤ σ = 1✳ ❋♦r t❤❡ t❡♥ s✉❜s❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ α = 0.25 ❛♥❞ α = 0.15 ✇❡r❡ ✉s❡❞
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♣❞❛t❡s✳

❘▼❙❊ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡
σe ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ✏❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t s❡ts✑ ❞r♦♣ ❢❛st❡r ❢♦r ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ❤✐❣❤
α✲✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ tr✉❡ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❘▼❙❊ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✏✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✑ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ✐t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❧s♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❢♦r ❖❙ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ α✲✈❛❧✉❡s✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ σn ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❖❙✲■❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P s❡❡♠
t♦ r❡♠❛✐♥ ❛❢t❡r t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ σe ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧②
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ❛♥❞ ✻✳✶✷ s❤♦✇ ✐♠❛❣❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✜✈❡ ❛♥❞
t❡♥ s✉❜s❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦r✲
❞✐♥❛r② ■❲❋❇P ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❇♦t❤ ❢♦r ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥✐t✐❛❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P t❤❛♥ ❢♦r ■❲❋❇P✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❢t❡r ♦♥❡ ❢✉❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛♥② ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥❡
❛rt✐❢❛❝ts✱ ♥❡✇ r✐♥❣✐♥❣✲❧✐❦❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♥❡❛r t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛✳ ❚❤❡s❡
❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛ ♦✈❡r✲
s❤♦♦t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❛s s❤❛r♣ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳ ❆❢t❡r t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❝♦♥t♦✉r ✐s s❤❛r♣❡r ❛♥❞ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥ ♦❢ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r r❡❧❛t❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚✉r❜❡❧❧ ❝❧♦❝❦ ♣❤❛♥t♦♠
❬✼✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡s ✇❡r❡ ±4.8◦ ❛♥❞ ±9.6◦✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦t❤❡r s❝❛♥♥✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts
❢♦r κmax = 4.8◦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦
♦✛❡r ♠✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳ ❆❧r❡❛❞②
❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡❝❡♥t s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r②
■❲❋❇P✳ ❚❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❜❡tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡ ±9.6◦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❆❢t❡r t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts r❡♠❛✐♥✐♥❣



✽✹ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✭❛✮ ❖❙✲✶✵✱ σe ✲ ✏❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s✑ ✭❜✮ ❖❙✲✺✱ σe ✲ ✏❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s✑

✭❝✮ ❖❙✲✶✵✱ σe ✲ ✏✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✑ ✭❞✮ ❖❙✲✺✱ σe ✲ ✏✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✑

✭❡✮ ❖❙✲✶✵✱ σn ✭❢✮ ❖❙✲✺✱ σn

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ σe ❛♥❞ σn ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✜✈❡ ❛♥❞ t❡♥ s✉❜s❡ts✳



✻✳✹ ❈♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ✸❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✽✺

✭❛✮ ■❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❖❙✺✱ f1

✭❝✮ ■❲❋❇P✱ f2 ✭❞✮ ❖❙✺✱ f6

✭❡✮ ■❲❋❇P✱ f3 ✭❢✮ ❖❙✺✱ f11

✭❣✮ ■❲❋❇P✱ f4 ✭❤✮ ❖❙✺✱ f16

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ❛♥❞ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✺ s✉❜✲
s❡ts✳ α = 0.50 ❛♥❞ σ = 1✳ ●r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±50 ❍❯✳



✽✻ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✭❛✮ ■❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❖❙✶✵✱ f1

✭❝✮ ■❲❋❇P✱ f2 ✭❞✮ ❖❙✶✵✱ f11

✭❡✮ ■❲❋❇P✱ f3 ✭❢✮ ❖❙✶✵✱ f21

✭❣✮ ■❲❋❇P✱ f4 ✭❤✮ ❖❙✶✵✱ f31

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ❛♥❞ ❖❙✲■❲❋❇P ✇✐t❤ ✶✵
s✉❜s❡ts ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍▲❇❑ s❝❤❡♠❡✳ α = 0.25 ❛♥❞ σ = 1✳
●r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±50 ❍❯✳



✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✽✼

✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ❖❙✲■❲❋❇P ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♣❡r❢❡❝t✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ❝♦♥t❛✐♥ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐♥❞♠✐❧❧ ❛rt✐❢❛❝ts✿
❞✐✈❡r❣✐♥❣ str❡❛❦ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ❝❧♦s❡ t♦ ❤✐❣❤ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ❙✐❧✈❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✾❪ ❛♥❞ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♣r♦✲
♥♦✉♥❝❡❞ ❛❢t❡r t✇♦ ❢✉❧❧ ❖❙✲✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❛❢t❡r t✇♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ α✲✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛s 1/Nsets✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❖❙✲■❲❋❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✐♥
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s❡✈❡r❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❖♥❧② s✉❜t❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ s✉❜s❡t ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤
❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts t❤❛♥ ✷✾✱ ♣❡r❤❛♣s ❧❛r❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ♠❛①✐♠❛❧ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸
t❤❛t ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ♣r✐♦r t♦ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ r✐♥❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❧✐❦❡
❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ α✲✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣✳ ❖✉r ✜❧t❡r ✇❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
✇✐t❤ σ = 1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛rt✐❢❛❝ts ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❡♥
α = 0.25 ❢♦r t❡♥ s✉❜s❡ts ❛♥❞ α = 0.50 ❢♦r ✜✈❡ s✉❜s❡ts✳ ❖♥❡ s✐❞❡✲❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s
❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞
t♦ ❜❧✉rr❡❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ σ = 1 ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❢t❡r
t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❛♥② ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❡①t❡♥t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ t❤❡
■❲❋❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❤♦♣❡❢✉❧❧② s♦
♠✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
❢♦r t❤✐s s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❡✲❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❲❋❇P ❝❛♥ ❜❡ ❛❧♠♦st
♣❡r❢❡❝t❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❛r ❡❞❣❡s✱ ♥❡✇ r✐♥❣✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts
❛♣♣❡❛r✳ ❆♥♦t❤❡r ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝t s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❛t ♥♦✐s❡ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦r❡
t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛♥ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❧② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ s❤♦✇♥ t❤❛t ✉♥❞❡r ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ s✉❝❤
❛s ❛ ♥♦♥✲❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦
♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❝❢✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✻✳✶✹✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P ❢♦r
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 4.8◦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦♦r ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛❦❡s t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② ✐♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳

❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ■❲❋❇P ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①✲



✽✽ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✭❛✮ ■❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❖❙✶✵✱ f1

✭❝✮ ■❲❋❇P✱ f2 ✭❞✮ ❖❙✶✵✱ f11

✭❡✮ ■❲❋❇P✱ f3 ✭❢✮ ❖❙✶✵✱ f21

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❈❧♦❝❦ ♣❤❛♥t♦♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ❛♥❞ ❖❙✲
■❲❋❇P ✇✐t❤ ✶✵ s✉❜s❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥❡ ❛♥❣❧❡ κ ≈ ±4.8◦✳ ●r❡②s❝❛❧❡
✇✐♥❞♦✇ ±50 ❍❯✳



✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✽✾

✭❛✮ ■❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❖❙✶✵✱ f1

✭❝✮ ■❲❋❇P✱ f2 ✭❞✮ ❖❙✶✵✱ f11

✭❡✮ ■❲❋❇P✱ f3 ✭❢✮ ❖❙✶✵✱ f21

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❈❧♦❝❦ ♣❤❛♥t♦♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ❛♥❞ ❖❙✲
■❲❋❇P ✇✐t❤ ✶✵ s✉❜s❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥❡ ❛♥❣❧❡ κ ≈ ±9.6◦✳ ●r❡②s❝❛❧❡
✇✐♥❞♦✇ ±50 ❍❯✳



✾✵ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮

✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❣♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t♦
❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❧♦♦♣ ✇✐t❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✼

❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ■❲❋❇P ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts
✐♥ ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥❡✇ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
s❝❤❡♠❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❤✐❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ◆②q✉✐st ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s
t❤❛t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❲❋❇P✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ♠✉st
❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ❥✉st ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ✐s t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ✜♥❞ ✇❛②s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❤❡❛♣❡r✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ♦♣❡r❛t❡s
♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✼✳✶✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛❢t❡r r❡❜✐♥♥✐♥❣ preb ✐♥t♦ t✇♦
♣❛rts❀ ♦♥❡ ♣❛rt pLF = HLPpreb ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❛rt pHF = (I − HHP)preb ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t st❡♣✱ pLF ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ■❲❋❇P ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt pHF

✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❲❋❇P✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

f = QIWFBPHLPpreb + QWFBP(I − HLP)preb, ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ QWFBP ❛♥❞ QIWFBP ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲❋❇P ❛♥❞
■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ▲P ✜❧t❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② HLP ✐♥ ✭✼✳✶✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ❜②

HLP(u) =







1 , 0 ≤ u ≤ upass

cos2
(

π
2

u−upass

ustop−upass

)

, upass < u < ustop

0 , ustop ≤ u ≤ unyq

, ✭✼✳✷✮



✾✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

QIWFBP

preb fHF

fLF

f

+

+

QWFBP

pLF

HLP

+

−
pHF

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✳ ❘❡❜✐♥♥❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
♦♥❡ ♣❛rt pHF ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ r❛❞✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ♣❛rt pLF ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❧♦✇ r❛❞✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❲❋❇P ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts fHF ❛♥❞ fLF ❛r❡ ❛❞❞❡❞
t♦❣❡t❤❡r✳

✇❤❡r❡ upass ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr✉♠ st❛rts t♦ ❞r♦♣ ❢r♦♠
♦♥❡ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ustop ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ r❡❛❝❤❡s ③❡r♦✳ unyq ✐s
t❤❡ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ upass ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ 0.05unyq ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ustop − upass ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞②
❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞
❜❡t✇❡❡♥ 0.1unyq t♦ 0.6unyq ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♦♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✐s s♣❡❡❞✳
■❢ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞
✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✱ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ♣❛✐♥❢✉❧✳

❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t pHF ❝❛♥ ❞♦ ✐ts t❛s❦ ✇✐t❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤✲
♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛✤✐❝t❡❞ ❜② ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ▲P✲ ❛♥❞ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞
❜② st✉❞②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ s❤♦✇ t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❤✐❣❤ z✲❣r❛❞✐❡♥t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛ ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ s❡❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ ▲P✲✜❧t❡r❡❞✳
❚❤✐s s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✼✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ustop

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ustop ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t t♦ 0.1unyq✱ 0.2unyq✱ 0.4unyq ❛♥❞ 0.6unyq✳
■❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶♠♠ ✭tr✉❡ ✇❤❡♥ Nx = 513✮✱
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧s ✶✳✸ t✐♠❡s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡t❡❝t♦r s❛♠♣❧✐♥❣
❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✵✳✶✸✱ ✵✳✷✻✱ ✵✳✺✷ ❛♥❞
✵✳✼✽ t✐♠❡s t❤❡ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐①✳



✼✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ustop ✾✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡rs HLP ✉s❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
✐♥❣✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s HHP(u) = 1 − HLP(u)✳

✭❛✮ ustop = 0.1unyq ✭❜✮ ustop = 0.2unyq

✭❝✮ ustop = 0.4unyq ✭❞✮ ustop = 0.6unyq

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①❛❝t t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
◆♦t❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ▲P✲✜❧t❡r❡❞
❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳



✾✹ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✭❛✮ ustop = 0.1unyq ✭❜✮ ustop = 0.2unyq

✭❝✮ ustop = 0.4unyq ✭❞✮ ustop = 0.6unyq

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①❛❝t t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ▲P✲✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ▲P✲✜❧t❡r❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ❛♥❞ ✼✳✻ s❤♦✇ ❛①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❲❋❇P✱ ❋❉P ❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ ❛♥❞
♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ±30❍❯✱
✐✳❡✳ s❧✐❣❤t❧② ♥❛rr♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣r❡②s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✳ ❚❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✭t♦♣
t♦ ❜♦tt♦♠✮ z ≈ −10♠♠✱ z ≈ −11♠♠✱ ❛♥❞ z ≈ −12♠♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛♣♣❛r✲
❡♥t ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P r❡s✉❧t s❡❡♠ t♦ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ustop✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ustop = 0.1unyq ❛♥❞ ustop = 0.2unyq✱ ♥❡✇ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥t ✏❜❧♦❜✑ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♣♣❡❛r
❝❧♦s❡ t♦ ❤✐❣❤ z✲❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ s❤♦✇✐♥❣
③♦♦♠❡❞ s❛❣❣✐t❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ustop = 0.1unyq ❛♥❞
ustop = 0.2unyq✱ t❤❡ ✏❜❧♦❜✑ ❛rt✐❢❛❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❞❛r❦ str✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ r✐❜ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ s❤♦✇s σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ σe ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ✏❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t s❡ts✑ ✇❤❡♥ ustop ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ 0.1unyq t♦
0.2unyq ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✏❜❧♦❜✑ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥❡✲
❛rt✐❢❛❝t s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ustop ✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡s❡ σe ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡
t♦ ♠♦r❡ str❡❛❦ ❛rt✐❢❛❝ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✳ σe

♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ✏t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✑ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ustop ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡
❋❉P ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡
σn s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❲❋❇P✱ ❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ■❲❋❇P✳

❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭▼❚❋s✮ ❛♥❞ s❧✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭❙❙Ps✮
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ▼❚❋s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽❛✳ ❋♦r ❧♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❋❉P ▼❚❋s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳



✼✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ustop ✾✺

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.4unyq

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✱ t❤r❡❡ ❛①✐❛❧ s❧✐❝❡s ❛r❡
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮ z ≈
−10♠♠✱ z ≈ −11♠♠ ❛♥❞ z ≈ −12♠♠✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳ ●r❡② s❝❛❧❡
✇✐♥❞♦✇ ±30❍❯✳



✾✻ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✭❛✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.6unyq ✭❜✮ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ f6

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✱ t❤r❡❡ ❛①✐❛❧ s❧✐❝❡s ❛r❡
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮ z =
−10♠♠✱ z = −11♠♠ ❛♥❞ z = −12♠♠✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳ ●r❡② s❝❛❧❡
✇✐♥❞♦✇ ±30❍❯✳

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.4unyq

✭❡✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.6unyq ✭❢✮ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ f6

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❙❛❣❣✐t❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±30❍❯✳



✼✳✸ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✾✼

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ■♠❛❣❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✱ ✼✳✻ ❛♥❞ ✼✳✼✳

β σe ✭❍❯✮ σe ✭❍❯✮ σn ✭❍❯✮
❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡

❲❋❇P ✶✻✳✷✶ ✽✸✳✺✹ ✸✳✺✵
❋❉P✱ ustop = 0.1unyq ✸✳✾✶ ✽✸✳✹✼ ✸✳✺✸
❋❉P✱ ustop = 0.2unyq ✸✳✹✵ ✽✸✳✶✽ ✸✳✻✺
❋❉P✱ ustop = 0.4unyq ✸✳✹✹ ✽✶✳✾✻ ✹✳✶✺
❋❉P✱ ustop = 0.6unyq ✸✳✺✻ ✽✵✳✼✶ ✹✳✻✽
■❲❋❇P✱ β = 0.0000 ✹✳✵✵ ✼✽✳✽✵ ✺✳✼✽

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✱ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❋❉P ▼❚❋s
❧♦♦❦ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❲❋❇P✳ ■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

MTF(FDP) = HLP × MTF(IWFBP) + (1 − HLP) × MTF(WFBP). ✭✼✳✸✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽❜ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ▼❚❋ ❛♥❞ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r
ustop = 0.4unyq✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧
❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❝❛s❡✳

❙❙P ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✳ ❋♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ t❤❡ ❙❙P ♦❢
t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ ustop ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤✐s ❙❙P ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ■❲❋❇P ❙❙P✳ ❋♦r ustop = 0.4unyq

❛♥❞ ustop = 0.6unyq✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❙P ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❙❙P ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✱ Q1 ❛♥❞ Q2 ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r
❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ Q1 ❛♥❞ Q2 ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ustop ❛r❡ ❤✐❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❋❉P ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❲❋❇P
❢♦r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ s✐♥❝❡ ♥❡✇ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ Q1 ❛♥❞ Q2 ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ✈❡r② s✐♠♣❧❡
✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞✐❢② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✼✳✸ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♦r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼❚❋
♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✸✮✳ ■❢ t❤❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐s ✈❡r② ♥❛rr♦✇✱ ✐✳❡✳ ustop − upass ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
▼❚❋✭■❲❋❇P✮ ❛♥❞ ▼❚❋✭❲❋❇P✮ ✐s ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❚❋ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤✐s ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛rt✐✲
❢❛❝ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ustop − upass ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ❋❉P ▼❚❋ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ r✐♥❣✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✳



✾✽ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✭❛✮ ▼❚❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❜✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❛✮ ▼❚❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❲❋❇P✱ ■❲❋❇P✱ ❛♥❞ ❋❉P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ustop✳ ❋♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t
♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ t❤❡ ❋❉P
♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ustop = 0.1unyq ❛♥❞ ustop = 0.2unyq ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ♥❡❛r❧②
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋❇P✳ ❜✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❚❋ ❢♦r ❋❉P ✇✐t❤
ustop = 0.4unyq ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s❡❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ t❡①t ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ Q1 = c/(σ2ρ−3
10%SD)✱ Q2 = c/(σ2ρ−3

M SD) ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✲
✐♥❣ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❚❤❡ ❞♦s❡ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳

ustop σn (HU) ρ10% (cm−1) ρ50% (cm−1) S (mm) Q1 Q2

❲❋❇P ✸✳✺✵ ✸✳✸✵ ✶✳✽✹ ✷✳✵✶ ✶✳✹✼ ✵✳✻✾
0.1unyq ✸✳✺✸ ✸✳✸✵ ✶✳✽✹ ✶✳✼✼ ✶✳✻✸ ✵✳✼✼
0.2unyq ✸✳✻✺ ✸✳✷✾ ✶✳✽✹ ✶✳✻✼ ✶✳✻✶ ✵✳✼✻
0.4unyq ✹✳✶✺ ✸✳✸✺ ✶✳✾✷ ✶✳✻✷ ✶✳✸✶ ✵✳✻✹
0.6unyq ✹✳✻✽ ✸✳✺✺ ✷✳✵✸ ✶✳✻✷ ✶✳✵✻ ✵✳✺✺
■❲❋❇P ✺✳✼✽ ✸✳✺✺ ✷✳✷✷ ✶✳✻✷ ✵✳✽✸ ✵✳✹✹



✼✳✸ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✾✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❙❙P ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❲❋❇P✱ ■❲❋❇P✱ ❛♥❞ ❋❉P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
ustop✳ ❆s ustop ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦✇❛r❞s ③❡r♦✱ t❤❡ ❙❙P ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ❜❡✲
❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ustop ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦✇❛r❞s unyq✱ t❤❡ ❙❙P ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ❢♦r ustop = 0.4unyq ❛♥❞
ustop = 0.6unyq ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ■❲❋❇P ❙❙P✳



✶✵✵ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ✇✐t❤ β = 0.0005 ❛❢t❡r ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ■♠❛❣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✱ ✼✳✶✶ ❛♥❞ ✼✳✶✷✳

β σe ✭❍❯✮ σe ✭❍❯✮ σn ✭❍❯✮
❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t ❛r❡❛s ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡

❲❋❇P ✶✻✳✷✶ ✽✸✳✺✹ ✸✳✺✵
❋❉P✱ ustop = 0.1unyq ✸✳✻✺ ✽✸✳✺✹ ✸✳✺✶
❋❉P✱ ustop = 0.2unyq ✸✳✸✼ ✽✸✳✹✼ ✸✳✺✺
❋❉P✱ ustop = 0.4unyq ✸✳✸✵ ✽✸✳✷✸ ✸✳✼✷
❋❉P✱ ustop = 0.6unyq ✸✳✷✾ ✽✸✳✵✶ ✸✳✽✼
■❲❋❇P✱ β = 0.0005 ✸✳✷✼ ✽✸✳✹✶ ✸✳✼✾

❇② r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P ▼❚❋s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✳ ❚❤✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤ β = 0.0005 ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✱ ✼✳✶✶ ❛♥❞ ✼✳✶✷ s❤♦✇ r❡s✉❧t ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❈❧❡❛r❧②✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❋❉P r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❲❋❇P r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❞❣❡ r❡s♣♦♥s❡
❛♥❞ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❧♦♦❦s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✏❜❧♦❜✑ ❛rt✐❢❛❝ts ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop ❛❧s♦ s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞✳
❖♥❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✏❜❧♦❜✑ ❛rt✐❢❛❝t ✐s t❤❛t ❛s ustop ✐s r❡❞✉❝❡❞✱
t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ❝❧♦s❡ t♦ z✲❣r❛❞✐❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❜❧✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ✐s r❡❞✉❝❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❡ σe ❛♥❞ σn ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❝♦♥✲
tr❛st t♦ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ σe ✈❛❧✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ✏❝♦♥❡
❛rt✐❢❛❝t s❡ts✑ ✐s ♥♦✇ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛s ustop ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s s✉♣♣♦rts
t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ σe ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❢♦r r❡❣✲
✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P✱ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ustop ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ σe

✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✏✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✑ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛r❡ s❡❡♠✐♥❣❧②
✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ustop✳

❚❤❡ ▼❚❋s ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡
✼✳✶✸✱ t❤❡ ❋❉P ▼❚❋s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ■❲❋❇P ▼❚❋s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❲❋❇P ▼❚❋s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❛♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ s❤♦✇ t❤❡ ❙❙Ps ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②
✇✐❞❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s❧✐❣❤t❧②
❧♦✇❡r✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ ❙❙Ps ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ❛r❡
✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

✼✳✹ ■♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s

❖♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❛s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts
♠♦r❡ t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t②



✼✳✹ ■♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ✶✵✶

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.4unyq

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭β = 0.0005✮ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦r❛①
♣❤❛♥t♦♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✱ t❤r❡❡ ❛①✐❛❧
s❧✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮
z ≈ −10♠♠✱ z ≈ −11♠♠ ❛♥❞ z ≈ −12♠♠✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✳ ●r❡②
s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±30❍❯✳



✶✵✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✭❛✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.6unyq ✭❜✮ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ f6✱ β = 0.0005

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭β = 0.0005✮ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦r❛①
♣❤❛♥t♦♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ustop✱ t❤r❡❡ ❛①✐❛❧
s❧✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮
z ≈ −10♠♠✱ z ≈ −11♠♠ ❛♥❞ z ≈ −12♠♠✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✳ ●r❡②
s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±30❍❯✳

✭❛✮ ❲❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.4unyq

✭❡✮ ❋❉P✱ f6✱ ustop = 0.6unyq ✭❢✮ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✱ f6✱ β = 0.0005

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❙❛❣❣✐t❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✭β = 0.0005✮ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❚❤♦r❛① ♣❤❛♥t♦♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±30❍❯✳



✼✳✹ ■♠❛❣❡ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ▼❚❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❲❋❇P✱ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ✭β = 0.0005✮✱ ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼❚❋ ♦❢ ❲❋❇P
❛♥❞ ■❲❋❇P ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛❧❧ ♣❧♦ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ Q1 = c/(σ2ρ−3
10%SD)✱ Q2 = c/(σ2ρ−3

M SD) ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✲
✐♥❣ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t ❢♦r r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳
❚❤❡ ❞♦s❡ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❡♥t✐t② ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳

ustop σn (HU) ρ10% (cm−1) ρ50% (cm−1) S (mm) Q1 Q2

❲❋❇P ✸✳✺✵ ✸✳✸✵ ✶✳✽✹ ✷✳✵✶ ✶✳✹✼ ✵✳✻✾
0.1unyq ✸✳✺✶ ✸✳✸✶ ✶✳✽✺ ✶✳✾✷ ✶✳✺✹ ✵✳✼✸
0.2unyq ✸✳✺✺ ✸✳✸✶ ✶✳✽✺ ✶✳✽✻ ✶✳✺✺ ✵✳✼✸
0.4unyq ✸✳✼✷ ✸✳✸✶ ✶✳✽✻ ✶✳✽✷ ✶✳✹✹ ✵✳✻✾
0.6unyq ✸✳✽✼ ✸✳✸✷ ✶✳✽✾ ✶✳✽✹ ✶✳✸✸ ✵✳✻✹
■❲❋❇P ✸✳✼✾ ✸✳✷✶ ✶✳✽✽ ✶✳✾✵ ✶✳✷✶ ✵✳✻✵



✶✵✹ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ❙❙P ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❲❋❇P✱ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ✭β = 0.0005✮✱ ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❋❉P ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r
❋❲❍▼ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♦✈❡rs❤♦♦t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡
✭❝❢✳ ✼✳✾✮✳



✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✵✺

t❤❛♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✐s O(NxNyNzNθ)✱
❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❞❡♥s✐t② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡✐❣❤t t✐♠❡s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
❝❤❡❛♣❡r✳

❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ustop = 0.4unyq ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t pLF ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✺✷ t✐♠❡s t❤❡ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❣r✐❞ ✇❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t♦ ❛ 513 × 513 ❣r✐❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜♦t❤ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t♦ ❛ s♣❛rs❡r ❣r✐❞✳

❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❢♦r t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤
ustop = 0.1unyq✱ustop = 0.2unyq ❛♥❞ ustop = 0.4unyq✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❤❛s ❜❡❡♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❣r✐❞s ✇✐t❤
257 × 257✱ 385 × 385✱ ❛♥❞ 513 × 513 ♣✐①❡❧s✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ ❣r✐❞s ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✱ ✼✳✶✻ ❛♥❞ ✼✳✶✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st
❛rt✐❢❛❝t ❧❡✈❡❧s ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P✳ ❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop r❡s✉❧t
✐♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❧❡✈❡❧s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ■❲❋❇P✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop r❡s✉❧t ✐♥ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✳

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❋❉P
♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
q✉❡st✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

✶✮ ❍♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ustop ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❡
❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥❄

✷✮ ❍♦✇ ❞♦ t❤❡ ▼❚❋s✱ ❙❙Ps ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ r❡❧❛t❡ t♦
t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞s❄

✸✮ ■❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱
❝❛♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣❛rt❄

✹✮ ❈❛♥ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞❄

❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥t
❜② ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦ts ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝♦♠❡ ❜❧✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✳ ❆s ustop ✐s r❡❞✉❝❡❞✱
t❤✐s ❜❧✉rr✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❛♥❞ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ustop

✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 0.2unyq t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ♦✈❡rs❤♦♦ts st❛rt t♦ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❜❧♦❜✲
❛rt✐❢❛❝ts✱ ❛♥❞ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts st❛rt t♦ ❛♣♣❡❛r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ❛♥❞ ✼✳✻✮✳

❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡
❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ upass✱ t❤❡ ❋❉P ▼❚❋ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ■❲❋❇P ▼❚❋✳ ❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ustop✱ t❤❡ ❋❉P ▼❚❋ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❲❋❇P ▼❚❋✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❙❙Ps ♦❢ t❤❡ ❋❉P ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❲❋❇P



✶✵✻ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✭❛✮ ❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❋❉P✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ ustop = 0.4unyq

✭❡✮ ❋❉P✱ ustop = 0.6unyq ✭❢✮ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ t♦ ❛ 257 × 257 ❣r✐❞✳
●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±5❍❯✳



✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✵✼

✭❛✮ ❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❋❉P✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ ustop = 0.4unyq

✭❡✮ ❋❉P✱ ustop = 0.6unyq ✭❢✮ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ t♦ ❛ 385 × 385 ❣r✐❞✳
●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±5❍❯✳



✶✵✽ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛

✭❛✮ ❲❋❇P✱ f1 ✭❜✮ ❋❉P✱ ustop = 0.1unyq

✭❝✮ ❋❉P✱ ustop = 0.2unyq ✭❞✮ ❋❉P✱ ustop = 0.4unyq

✭❡✮ ❋❉P✱ ustop = 0.6unyq ✭❢✮ ◆♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❋❉P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ♣❤❛♥t♦♠ t♦ ❛ 513 × 513 ❣r✐❞✳
●r❡② s❝❛❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ±5❍❯✳



✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✵✾

❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ ■❲❋❇P ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ustop✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞s✳

❇② ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❲❋❇P ❛♥❞ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✼✳✸✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r✲
s❤♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❋❉P r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❲❋❇P
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵❛ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ✼✳✶✵❞ ❛♥❞ ✼✳✶✶❛✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❧♦✇❡r ❣r✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺ t♦ ✼✳✶✼ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ❜② ρ10% ♣✉ts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❣r✐❞ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

(Nx)min =
500mm

(∆x)max

= 2 × ρ10% × 500mm. ✭✼✳✹✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ ρ10% = 0.3(mm)
−1✱ ❛t ❧❡❛st ❛ 300 × 300✲❣r✐❞ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r

❛♥② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛❧✐❛s✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥✳



✶✶✵ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛



❈❤❛♣t❡r ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡
r❡s❡❛r❝❤

✽✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦♥✲❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭■❲❋❇P✮ ♠❡t❤♦❞✱ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts
■❲❋❇P ✭❖❙✲■❲❋❇P✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❋❉P✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧
♦❢ t❤❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■❋❇P s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❛♥❣ ❬✽❪✱ ❲❛❧t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ ❛♥❞
▼❡❞♦✛ ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t❤❛t t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞
❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ❛♥❞ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♠♦st❧② ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞✮ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
✭❛❧✇❛②s ❢♦r t❤❡ ❜❛❞✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥✱ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❛s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ❲❋❇P✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡
❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s log10(‖fk+1 − fk‖/C) ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ■❲❋❇P ♦✛❡rs ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤✐s ❛s ❛
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝❛s❡✱ ❛ ♠✐st❛❦❡♥
❣✉❡ss ♠❛② ❝♦st ❞❡❛r❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛♥② ✉s❡❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♣♦st✲s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐s t♦♦ ❧♦✇✱ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡rr♦♥❡♦✉s❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❛②s t❤❛t tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧s♦ ✈✐s✐t ♦t❤❡r ❛r❡❛s✱ t❤❡
❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲



✶✶✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤

✉r❡ ✺✳✶✻✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❲❋❇P✱ s✐♥❝❡ s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♥❡✈❡r r❡✉s❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥
t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❖❙ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t✇♦ ❢✉❧❧ ❖❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤r❡❡ ❢✉❧❧
♥♦♥✲❖❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦✐s✐❡r
t❤❛♥ ❢♦r ■❲❋❇P ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r α✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r α ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥✈❡rs❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts Nsets✳ ❇② ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛
✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡✱ t❤❡ ❣❛✐♥ α ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤✐❝❤
r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ♥♦✐s❡
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦♦r❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❖❙✲■❲❋❇P t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✐❣❤t
❜❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♥❡ ❛♥❣❧❡s ❛❜♦✈❡ ±4.8◦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♣♣❛r❡♥t✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ustop✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤
✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ustop ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 0.4unyq ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣r❡ss ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❝♦♥❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♦❝❝✉rr❡❞
✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt✳ ❇② ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ■❲❋❇P
♣❛rt✱ ▼❚❋s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❲❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡
z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ❜❡❤❛✈❡s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ ❙♦ ❢❛r✱ ♥♦
s❡r✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ■❲❋❇P ♣❛rt ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳

✽✳✷ ❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡✲
s❡❛r❝❤

■❲❋❇P ✈❡rs✉s ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s
■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r QWFBP

❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r PT ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r
✇❛②s✳

✶✮ ❚❤❡ r❛♠♣✜❧t❡r✳

✷✮ ❚❤❡ cos2✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳

✸✮ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✹✮ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❢♦✉r✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ■❲❋❇P
♠❡t❤♦❞ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❛♥❞✇❡❜❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❡rt❛✐♥ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts
❡①✐st✳

❙t❡♣ ♥✉♠❜❡r ✷✱ t❤❡ cos2✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ❞❛t❛✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢♦r
❝❡rt❛✐♥ r❛②s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ‖Pf−pin‖ t♦ ‖

√
W(Pf−pin)‖✱



✽✳✷ ❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✶✶✸

✇❤❡r❡ W ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱
t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Q ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✼✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦
✈❛r✐❡s ✇❤❡♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳

❙t❡♣ ♥✉♠❜❡r ✸✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

BN = Dr
0P

T D
p
0 + · · · + Dr

Nθ−1P
T D

p
Nθ−1, ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ Dr
l ❛♥❞ D

p
l ✱ l = 0, ..., Nθ − 1 ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ▼✉❧t✐♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ BNP ✐s ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s
❢❛❝t ♣r♦❤✐❜✐ts t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ sq✉❛r❡ ♥♦r♠s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡
t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐❢
t❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✏s②♠♠❡tr✐❝✑ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❙■❘❚
❬✷✶✱ ✸✵❪✱ ♥❛♠❡❧②

BN = V−1PT , ✭✽✳✷✮

✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts

Vjj =
M∑

i=1

Pij , j = 1, ..., N. ✭✽✳✸✮

❙t❡♣ ♥✉♠❜❡r ✹✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐s ❛♥♦t❤❡r
❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ QP ♠❛tr✐①✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ s✉❝❤
♥♦♥✲s②♠♠❡tr② ♠❛❦❡ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t
❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡✐r tr❛♥s♣♦s❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t♦rs✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥
♦♣❡r❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②
■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs dij ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✇❡r❡
❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦✲
♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠
✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ xy✲ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢
s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳

❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞
❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❉P ♠❡t❤♦❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s t♦ ✉s❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❋❉P s❝❤❡♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ♥♦✐s❡



✶✶✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤

+QWFBP

QIWFBP
fLF

fu
LF

preb

pLF

H̃LP

G
p
↑G

p
↓ Gr

↑

pdu
LF

pd
LF

f
+−

+
fHF

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❋❉P s❝❤❡♠❡✳ ❍❡r❡✱ H̃LP ❞❡♥♦t❡s ❧♦✇✲♣❛ss
✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ G

p
↓✱ G

p
↑ ❛♥❞ Gr

↑ ❞❡♥♦t❡s ❞♦✇♥✲ ❛♥❞ ✉♣✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ QWFBP ♥♦✇ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ (I − H̃LPG
p
↓G

p
↑)preb

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ QIWFBP ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ H̃LPG
p
↓preb✳

❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ♣♦st✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡
❛ ❣♦♦❞ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❧② t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ❛♥❞ ✻✳✶✷✮✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ r❡❛s♦♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦t❤❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛♥ t❤♦s❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

✶✮ ❚❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛♥tr② r♦t❛t✐♦♥✱ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ❜❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t✳
■❣♥♦r✐♥❣ ❜❧✉rr✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥s❤❛r♣ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧
✈♦❧✉♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳

✷✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ‖Pf−pin‖✱ ✇❤❡r❡ P ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡ ✐♥✲
t❡❣r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❇②
✐♥st❡❛❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛r❡❛ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ s♠♦♦t❤❡r
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✺✵✱ ✽✼❪✳

❖♥❧② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❤❡r❡✳
❇② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❏♦s❡♣❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ str✐♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✭❝❢✳ ❉❡ ▼❛♥ ❛♥❞ ❇❛s✉ ❬✺✵❪ ❛♥❞ ❩✐❡❣❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪✮✱ ❛rt✐❢❛❝ts s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❉❛♥✐❡❧ss♦♥ ❬✶✵❪ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ ❧✐♥❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❝t✲
❛♥❣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❞t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❜❡tt❡r ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐s r❡❛❧❧② ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥✲r❡❜✐♥♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡❜✐♥♥✐♥❣ st❡♣
❛❝ts ❛s ❛ ❜❧✉rr✐♥❣ s❝r❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛



✽✳✷ ❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✶✶✺

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳

❇❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❉❡ ▼❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ ❜❡❛♠ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ■❲❋❇P ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✐❢ ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❛♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♣r❡✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❚r✉♥❝❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛
❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ◆♦♦ ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ❛♥❞ ❩♦✉ ❛♥❞ P❛♥ ❬✾✵❪ ❤♦✇ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢❡❝t❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞
r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▲❛t❡r✱ ❉❡❢r✐s❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹❪ s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❖❙❊▼ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❤♦✇
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥s❡rt ❛ s♠♦♦t❤ ♣❛❞❞✐♥❣ st❡♣ ❜❡❢♦r❡
r❛♠♣✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ QWFBP✳



✶✶✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆ ❆❝r♦♥②♠s

❆❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❆❘❚ ♣✳ ✷✶
❈♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❈❚ ♣✳ ✶
❈♦♥tr❛st r❡❝♦✈❡r② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❈❘❈ ♣✳ ✷✶
❉✐r❡❝t ❢♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞ ❉❋▼ ♣✳ ✶✵
❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉s✐❝❛❧ ✐♥❞✉str✐❡s ❧✐♠✐t❡❞ ❊▼■ ♣✳ ✶
❋✐❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❋❇P ♣✳ ✾
❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❋❉P ♣✳ ✻
❋✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❋❲❍▼ ♣✳ ✻✶
●♦❧❞❡♥ ❘❛t✐♦ ●❘ ♣✳ ✼✹
❍♦✉♥s✜❡❧❞ ✉♥✐ts ❍❯ ♣✳ ✹✹
❍✉❞s♦♥✲▲❛r❦✐♥✲❇❡❡❦♠❛♥✲❑❛♠♣❤✉✐s ❍▲❇❑ ♣✳ ✼✸
■t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ■❋❇P ♣✳ ✺
■t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ■❲❋❇P ♣✳ ✻
▲✐♥❡ s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ▲❙❋ ♣✳ ✹✼
▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ▼❘❋ ♣✳ ✸✹
▼❛t❧❛❜ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ■❚❑ ❛♥❞ ❱❚❑ ▼❈■❱ ♣✳ ✹✺
▼❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▼❆P ♣✳ ✷✷
▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ▼▲ ♣✳ ✷✷
▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼▲❊▼ ♣✳ ✷✷
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ▼❚❋ ♣✳ ✹✼
❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ❖❙ ♣✳ ✻
❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡ts ■❲❋❇P ❖❙✲■❲❋❇P ♣✳ ✼✶
P♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ P❙❋ ♣✳ ✶✶
❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❘▼❙❊ ♣✳ ✹✹
❙✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❙◆❘ ♣✳ ✷✶
❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❙❆❘❚ ♣✳ ✷✶
❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❙■❘❚ ♣✳ ✷✶
❙✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❙P❊❈❚ ♣✳ ✷✶
❙❧✐❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✜❧❡ ❙❙P ♣✳ ✹✼
❲❡✐❣❤t❡❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❲❋❇P ♣✳ ✻



✶✶✽ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❇ ◆♦t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❙❝❛❧❛rs ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
✇✐t❤ ✐t❛❧✐❝ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs✱ ❡✳❣✳ x ❛♥❞ f(x)✳ ❇♦❧❞ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs✱ ❡✳❣✳ r✱ ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ jt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s rj ✳
▼❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜♦❧❞ ✉♣♣❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs✱ ❡✳❣✳ P✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② ✐t❛❧✐❝ ✉♣♣❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs✱ ❡✳❣✳ Pphys✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t T ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦r ❛ ♠❛tr✐①✳

❇❡❧♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧✐st ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s②♠❜♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
s②♠❜♦❧s α ❛♥❞ β ♠❡❛♥ ❜♦t❤ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x, y, z ♣✳ ✷
❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r r ♣✳ ✹
P❛r❛❧❧❡❧✲❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s θ, t ♣✳ ✾
❋❛♥✲❜❡❛♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s α, β ♣✳ ✶✹
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ r♦✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ q ♣✳ ✶✹
❋r❡q✉❡♥❝② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s u, v ♣✳ ✶✵
❘❛❞✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ρ ♣✳ ✶✵
❋♦❝✉s✲✐s♦❝❡♥t❡r ❞✐st❛♥❝❡ RF ♣✳ ✶✹✱ ✹✸
❉❡t❡❝t♦r ❤❡✐❣❤t h ♣✳ ✶✹✱ ✹✸
❚❛❜❧❡ ❢❡❡❞ P ♣✳ ✶✹✱ ✹✸
▼❛①✐♠❛❧ ❢❛♥✲❛♥❣❧❡ βmax ♣✳ ✹✸
▼❛①✐♠❛❧ ❝♦♥❡✲❛♥❣❧❡ κmax ♣✳ ✺
◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡ Nx, Ny ♣✳ ✺✾
◆✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❧✐❝❡s Nz ♣✳ ✺✾
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡ ∆x ♣✳ ✺✾
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ∆z ♣✳ ✺✾
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C1, C2, C3 ♣✳ ✺✾

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r σe ♣✳ ✹✹
◆♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t σn ♣✳ ✹✹
❙❡t ❢♦r ❡rr♦r ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Ω ♣✳ ✹✹
❋✐❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t Q1 ♣✳ ✹✾
❋✐❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t Q2 ♣✳ ✹✾

❲❋❇P✱ ■❲❋❇P✱ ❖❙✲■❲❋❇P ❛♥❞ ❋❉P

❉❡t❡❝t♦r r♦✇ ❞♦✇♥✲✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❲❋❇P✮ Q ♣✳ ✶✺
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭■❲❋❇P✮ β ♣✳ ✸✹
◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ✭❖❙✮ L ♣✳ ✼✶
❆♠♦✉♥t ♦❢ r❛❞✐❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✭❖❙✮ σ ♣✳ ✽✵
P❛ss✲❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❋❉P✮ upass ♣✳ ✾✷



❇ ◆♦t❛t✐♦♥ ✶✶✾

❙t♦♣✲❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❋❉P✮ ustop ♣✳ ✾✷

❋✉♥❝t✐♦♥s

❋r❡q✉❡♥❝② ❢♦r Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✭✷❉✮ p(t, θ) ♣✳ ✾
❇❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ b(r) ♣✳ ✷✷
■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ wi(r) ♣✳ ✷✷
❋✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ f(r)✱ f(x, y) ♣✳ ✹✱ ✾
P♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ V (·) ♣✳ ✸✹

❱❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Q✱ QWFBP ♣✳ ✺✱ ✸✽✱ ✺✶
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ♣✳ ✺✱ ✶✾
❙t❡♣✲❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α ♣✳ ✺✱ ✶✾
■♥♣✉t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r pin ♣✳ ✺✱ ✶✾
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r p ♣✳ ✺
❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s f1, f2, ... ♣✳ ✶✾
▲✐♠✐t ♣♦✐♥t ❢♦r ❡st✐♠❛t❡s f∞ ♣✳ ✷✵
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ z(·) ♣✳ ✷✵
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R ♣✳ ✸✺

❚r❛♥s❢♦r♠s

✶❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ F ♣✳ ✶✷
✶❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ Ft ♣✳ ✶✵
✷❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ F2 ♣✳ ✶✵
❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ R ♣✳ ✾



✶✷✵ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳ ❍✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ❑❛❦✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ✭❙❆❘❚✮✿ ❆ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❘❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❯❧tr❛s♦♥✐❝
■♠❛❣✐♥❣✱ ✻✭✶✮✿✽✶✕✾✹✱ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✽✹✳

❬✷❪ ❋✳ ❏✳ ❇❡❡❦♠❛♥ ❛♥❞ ❈✳ ❑❛♠♣❤✉✐s✳ ❖r❞❡r❡❞ s✉❜s❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ①✲r❛②
❈❚✳ P❤②s✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✹✻✿✶✽✸✺✕✶✽✹✹✱ ▼❛② ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❏✳ ❊✳ ❇♦✇s❤❡r✱ ▼✳ P✳ ❚♦r♥❛✐✱ ❏✳ P❡t❡r✱ ❉✳ ❊✳ ●♦♥③á❧❡③ ❚r♦tt❡r✱ ❆✳ ❑r♦❧✱ ❉✳ ❘✳
●✐❧❧❛♥❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏✳ ❏❛s③❝③❛❦✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦✉r❝❡s✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✷✶✭✸✮✿✷✵✵✕✷✶✺✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❬✹❪ ❘✳ ◆✳ ❇r❛❝❡✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱
❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✶✾✽✻✳

❬✺❪ ❘✳ ◆✳ ❇r❛❝❡✇❡❧❧ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ❘✐❞❞❧❡✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❢❛♥✲❜❡❛♠ s❝❛♥s ✐♥ r❛❞✐♦
❛str♦♥♦♠②✳ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✺✵✿✹✷✼✕✹✸✹✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✻✼✳

❬✻❪ ❘✳ ❆✳ ❇r♦♦❦s ❛♥❞ ●✳ ❉✐ ❈❤✐r♦✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ①✲r❛② r❡❝♦♥str✉❝t✐✈❡
t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ▼❡❞✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✸✭✹✮✿✷✸✼✕✷✹✵✱ ❏✉❧② ✶✾✼✻✳

❬✼❪ ❨✳ ❈❡♥s♦r✱ ❚✳ ❊❧❢✈✐♥❣✱ ❛♥❞ ●✳ ❚✳ ❍❡r♠❛♥✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛ r❡✲
✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s✱
✼✿✶✵✽✕✶✷✸✱ ✶✾✽✺✳

❬✽❪ ▲✳ ❚✳ ❈❤❛♥❣✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❛❞✐♦♥✉❝❧✐❞❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆✉❝❧❡❛r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✺✭✶✮✿✻✸✽✕✻✹✸✱ ❋❡❜r✉❛r②
✶✾✼✽✳

❬✾❪ ◆✳ ❍✳ ❈❧✐♥t❤♦r♥❡✱ ❚✳✲❙✳ P❛♥✱ P✳✲❈✳ ❈❤✐❛♦✱ ▲✳ ❘♦❣❡rs✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❙t❛♠♦s✳ Pr❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝♦♥str✉❝✐✲
t♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✶✷✭✶✮✿✼✽✕✽✸✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✸✳

❬✶✵❪ P✳✲❊✳ ❉❛♥✐❡❧ss♦♥✳ P❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❬✶✶❪ P✳✲❊✳ ❉❛♥✐❡❧ss♦♥✱ P✳ ❊❞❤♦❧♠✱ ❏✳ ❊r✐❦ss♦♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼❛❣♥✉ss♦♥ ❙❡❣❡r✳ ❚♦✇❛r❞s
❡①❛❝t ✸❉✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧♦♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆
♥❡✇ ❞❡t❡❝t♦r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛✲
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