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Аннотация 

Рассмотрены различные типы импульсов и свойства их частотных спектров. Расчёты 

показали, что существенное различие между импульсами начинается только при очень ма-
лых длительностях (менее периода осцилляции). В этом случае импульс Гаусса становится 
нефизичным и нужно использовать другие типы импульсов, например, импульс Пуассона. 
Выполнено сравнительное моделирование фокусировки коротких импульсов апланатиче-
ским объективом при различных состояниях поляризации и порядках вихревой сингулярно-
сти в приближении Дебая. Показано, что для субцикличного импульса Пуассона, имеющего 

значительную энергию в высоких частотах, состояние поляризации и наличие вихревой фа-
зовой сингулярности существенно влияет на распределение в фокальной области. 
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Введение  
Проблема использования коротких импульсов в 

системах телекоммуникаций [1– 4] очень актуальна 
на сегодняшний день. В статье [1] рассматриваются 
управляемые пространственно-временные нелиней-
ные эффекты в многомодовых волокнах для систем 
телекоммуникаций следующего поколения с использо-
ванием ультракоротких импульсов. В работе [2] пред-
ставлено использование 70-фс оптического лазера в 
телекоммуникациях. Статья [3] показывает мировое 
распространение петаваттных лазеров. Работа [4] 
представляет собой исследование поведения сверхко-
ротких импульсов в многопроводных структурах. 
Фокусировка коротких импульсных пучков [5–11] 

также используется в различных приложениях, таких 
как обработка материалов [12–17], спектроскопия 
[18], филаментация [19, 20], формирование наномас-
штабных структур [21–25], оптический захват и ма-
нипулирование [26, 27]. 

Для описания ультракоротких импульсов использо-
вались разные модели. В нескольких работах использу-
ется сложная модель источника с потенциалом Герца [5, 

6]. В другом подходе используются векторный и ска-
лярный потенциалы для вывода аналитических выраже-
ний для полей сверхкоротких лазерных импульсов [7, 

8]. Было обнаружено, что суперпозиция различных час-
тотных Гауссовых пучков даёт тот же результат, что и 
дифференциальный подход [9]. Однако Гауссово рас-
пределение не может быть применено в случае ультра-
коротких импульсов, так как не обеспечивает отсутст-
вие отрицательных частот [7]. Чтобы избежать такой 

ситуации, рассматривают частотно-взвешенный Гауссов 
спектр [8, 28], а также Пуассоновский частотный спектр 
[7, 9, 29, 30]. При этом увеличивается вклад высоких 
частот, и происходит относительное уменьшение разме-
ра фокального пятна [5, 8]. В работе [31] также был рас-
смотрен импульс типа Лоренца. 
В данной работе рассмотрены различные типы 

импульсов и свойства их частотных спектров. Иссле-

дование сосредоточено на различиях, которые возни-

кают при очень коротких длительностях (менее пе-
риода осцилляции). В этом случае спектр импульса 
Гаусса может включать отрицательные частоты, по-
этому рассматриваются другие типы (частотно-взве-
шенный Гауссов импульс, импульс Пуассона), сво-
бодные от данного недостатка.  
Исследовано влияние типа короткого импульса на 

уменьшение размера фокального пятна при острой 

фокусировке в приближении Дебая [32] для вихревых 
пучков при различных поляризационных состояниях. 
Такое исследование имеет значение для приложений 

остросфокусированных лазерных пучков, сочетаю-

щих фазовую и поляризационную сингулярность.  

1. Исследование спектральных свойств  
различных импульсов 

Распределение по частотам (частотный спектр) 
вычисляется как преобразование Фурье от временно-
го импульса: 

max

min

( ) ( ) exp ( )dA A i

τ

τ

ω = τ ωτ τ∫ , (1) 

где A(τ) – функция импульса от времени, τ∈[τmin, τmax] – 

рассматриваемый временной диапазон, зависит от дли-

тельности импульса. 
Рассмотрим и сравним различные типы импуль-

сов: Гауссов, Пуассона, Лоренца, Гауссов с частотно-
взвешенным спектром. 

1.1. Гауссов импульс 
( )2 2

0 0
( ) exp ( ) / exp( )

G
A iττ = − τ − τ σ − ω τ , (2) 

где στ – длительность импульса, τ0 – сдвиг по времени, 

который позволяет начать отсчёт с нулевого значения 
по времени, ω0

 = 2πc/λ0– базовая частота, λ0 – базовая 
длина волны, с = 0,299 мкм/фс – скорость света. 
Соответствующий частотный спектр (1) импульса 

(2) можно вычислить аналитически, расширив вре-
менной диапазон до бесконечных пределов: 
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∫
 (3) 

Выражение (3) соответствует Гауссову частотно-
му распределению, сдвинутому от нуля на базовую 

частоту ω0. Ширина спектра обратно пропорциональ-
на длительности импульса σω

 = 2/στ. Для очень корот-
ких импульсов ширина спектра может оказаться на-
столько большой, что часть его будет приходиться на 
отрицательные частоты (рис. 1). 

На рис. 1 показан вид Гауссова импульса при 

τ0
 = 50 фс и его частотного спектра для базовой часто-
ты ω0

 = 1,88 фс–1 (длина волны λ0
 = 1 мкм) при раз-

личной длительности импульса στ. 

a)  

б)  
Рис. 1. Вид Гауссова импульса (2) (а) и амплитуда его 
частотного спектра (б) при различной длительности 
импульса: στ = 10 фс (сплошная линия), στ = 3 фс 
(пунктирная линия), στ = 1 фс (точечная линия) 

Как видно из рис. 1, частотный спектр уширяется 
с уменьшением длительности импульса и, когда дли-

тельность становится меньше периода осцилляций, 

начинает заходить в отрицательные частоты. Данная 
ситуация не является физической, и, чтобы её избе-
жать, часть спектра с отрицательными частотами иг-
норируют. 
Заметим, в некоторых приложениях желательно, 

чтобы лазерные импульсы удовлетворяли условию 

отсутствия сил связи («net-force») [33], т.е. интеграл 
по времени в бесконечных пределах от импульса 
должен быть равен нулю: 

( )d 0A

∞

−∞

η = τ τ =∫ . (4) 

Гауссов импульс этому условию не удовлетворяет: 

( )

2

0

02

2 2

0

0 0

( )
exp exp( )d

exp exp 0.
4

G i

i

∞

τ−∞

τ
τ

⎛ ⎞τ − τ
η = − − ω τ τ =⎜ ⎟σ⎝ ⎠

⎛ ⎞ω σ
= πσ − ω τ − ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫
 (5) 

Поэтому рассматривают другие математические 
модели коротких импульсов. 

1.2. Гауссов импульс с частотно-взвешенным 

спектром  

Чтобы решить проблему отрицательных частот, 
можно использовать спектр Гауссова импульса (3), 

взвешенный на частоту в некоторой степени: 

( ) ( ),

n

G n GA Aω = ω ω . (6) 

Вычислить соответствующий такому спектру им-

пульс можно с помощью обратного преобразования 
Фурье: 

max

, ,

0

1
( ) ( ) exp ( )d .

2
G n G nA A i

ω

τ = ω − ωτ ω
π ∫  (7) 

С учётом сдвига спектра на ω0 можно расширить 
пределы интегрирования до бесконечных. Если значе-
ние n – целое неотрицательное число, то интеграл (7) 

вычисляется аналитически с использованием формулы: 

( )

( )

2

2

exp d

1 exp .
4

n

n
n

n

x px qx x

d q

p pdq

∞

−∞

− − =

⎛ ⎞π
= − ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫
 (8) 

Если нижний предел в (7) оставить равным нулю, 

то аналитическое выражение можно получить и для 
некоторых нецелых n, но формулы даже для целых n 

будут существенно сложнее.  
Импульс, соответствующий спектру (6), будет 

иметь следующий вид: 

2

0
, 02

( )
( ) exp exp( ) ( )G n nA i P

τ

⎛ ⎞τ − τ
τ = − − ω τ τ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

, (9) 

где Pn(τ) – многочлен степени n. В частности, 

( )

0

1 0 02

2 2
2 0

2 0 0 02 2

( ) 1,

2
( ) ( ) ,

2 2
( ) 2 ( ) 1 .

2

P

i
P

P i

τ

τ

τ τ

τ =

τ = − τ−τ +ω
σ

⎛ ⎞ω σ
τ = − τ−τ − ω τ−τ + +⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

 (10) 

На рис. 2 показан вид частотно-взвешенного Гаус-
сова спектра (6) для n = 0, 1, 2 и соответствующие им-

пульсы (7) длительностью στ
 = 1 фс. 

Как видно из рис. 2а, умножение на частоту в не-
которой степени смещает спектр в сторону высоких 
частот. В этом случае базовая частота также увеличи-

вается. Однако существенного увеличения энергии в 
области высоких частот не наблюдается. 

1.3. Импульс Лоренца 
В работе [34] среди различных импульсов упоми-

нался импульс Лоренца: 

( ) 02

1
( ) exp( )

1
L

A iτ = − ω τ
+ τ Δτ

. (11) 

Соответствующий спектр имеет следующий вид: 
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( )0( ) expLA ω = πΔτ − ω−ω Δτ . (12) 

Как видно из выражения (12), спектр симметричен 

относительно базовой частоты. Можно обнулить от-
рицательные частоты: 

( ) ( ) ( )Lp LA A uω = ω ω , (13) 

где  
1, 0,

( )
0, 0.

u
ω>⎧

ω = ⎨ ω≤⎩
 (14) 

a)  

б)  
Рис. 2. Вид амплитуды частотно-взвешенного Гауссова 

спектра (6) (а) и соответствующие импульсы длительностью 

στ = 1 фс (б) при различных значениях степени частоты: 

n = 0 (обычный Гауссов импульс, точечная линия),  
n = 1 (спектр, взвешенный на частоту, штрихпунктирная 
линия), n = 2 (спектр, взвешенный на квадрат частоты, 

сплошная линия) 
Тогда соответствующий импульс будет иметь сле-
дующий вид: 

( )

( ) ( )

0
02

0 0
0 2

exp( )1
( ) exp( )

21

exp( ) exp( )1
exp( ) .

2 11

L

i
A

i

i
i

i

+

⎡ ⎤ω τΔτ
τ = − ⋅ −ω Δτ ×⎢ ⎥

Δτ − τ+ τ Δτ⎢ ⎥⎣ ⎦
− ω τ −ω Δτ

× − ω τ = − ⋅
− τ Δτ+ τ Δτ

 (15) 

В данном случае импульс стал физическим, но 
появилось добавочное слагаемое, которое невелико, 
но имеет меньшую скорость убывания, чем основное 
слагаемое. 
На рис. 3 показан вид импульса Лоренца (11) при 

τ0
 = 50 фс и его частотного спектра для базовой часто-
ты ω0

 = 1,88 фс–1 при различной длительности им-

пульса Δτ. 
Как видно из рис. 3б, данный вид импульса также 

не гарантирует отсутствия отрицательных частот в 
спектре для ультракоротких импульсов. 
Заметим, что если в (15) положить ω0

 = 0, то полу-
чим следующее выражение: 

( )
1 1

( ) .
2 1L

A
i

+ τ = ⋅
+ τ Δτ

 (16) 

a)  

б)  

Рис. 3. Вид импульса Лоренца (11) (а) и амплитуда его 
частотного спектра (б) при различной длительности 
импульса: Δτ = 20 фс (сплошная линия), Δτ = 5 фс 
(пунктирная линия), Δτ = 1 фс (точечная линия) 

Такую функциональную зависимость можно обоб-
щить, что рассматривается в следующем пункте. 

1.4. Импульс Пуассона 
В работе [9] был рассмотрен импульс вида: 

1
( )P

i
A

i

αΔτ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟τ + Δτ⎝ ⎠
, (17) 

где параметры α и Δτ определяют длительность им-

пульса (полуширина по уровню 1/e модуля импульса): 

2
exp 1T

⎛ ⎞= Δτ −⎜ ⎟α⎝ ⎠
. (18) 

В работе [9] для импульса (17) был выписан 

спектр следующего вида: 

( )
( ) ( )

1

1
( ) expPA

α
α−⎡ ⎤π Δτ

ω = ω − ω Δτ⎢ ⎥
Γ α⎢ ⎥⎣ ⎦

. (19) 

где Γ(α) – гамма-функция.  
Однако (19) не является Фурье-образом (17). В ча-

стности, выражению (19) должна соответствовать 
действительная функция. 
Рассмотрим спектр типа распределения Пуассона, 

который близок к выражению (19): 

( )
( ) ( )

1

1( ) 2 exp ( )
P

A u+

α
α−

⎡ ⎤π Δτ
ω = ω −ωΔτ ω⎢ ⎥

Γ α⎢ ⎥⎣ ⎦
. (20) 

Спектру (20) соответствует импульс: 

1

( )
P

i
A

i
+

α− Δτ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟τ − Δτ⎝ ⎠
, (21) 

который комплексно сопряжён импульсу (17). 

Пик спектра (20) будет наблюдаться на частоте: 
1

m

α−
ω =

Δτ
. (22) 
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Чтобы сравнить этот импульс с Гауссовым, нужно 
согласовать их по длительности, т.е. согласовать Т и 

στ. Для чего желательно в (18) оставить один пара-
метр, например, Δτ, а второй зафиксировать. 
Для α = 2/ln 2 ≈ 2,88 получаем простое соотноше-

ние T = Δτ. Однако для малых длительностей импуль-
са удобнее использовать большие значения α. Это 
также следует из (18): exp (2/α) = (T/Δτ)2 + 1, т.е. 

0T
α→∞
→ . Поэтому нельзя использовать фиксированное 

значение какого-либо параметра. 
В данной работе, чтобы учесть сдвиг по времени и 

базовую частоту, аналогично импульсу Гаусса (2), 

будем использовать следующее выражение, которое 
будем называть импульсом Пуассона первого типа: 

1 0

0

( ) exp( )
( )

P

i
A i

i

α
⎛ ⎞Δτ

τ = − ω τ⎜ ⎟τ − τ + Δτ⎝ ⎠
. (23) 

Заметим, что похожее на (23) выражение только 
при α = 1 использовалось в работе [31] и называлось 
импульсом Лоренца: 

1 0 0( ) exp( )L

T
A A i

T i

⎛ ⎞τ = − ω τ⎜ ⎟− τ⎝ ⎠
. (24) 

Выражение (24) отличается от (23) множителем, а 
также меньшей общностью из отсутствия степени α. 

Выражение (24) также с точностью до множителя 
соответствует импульсу (17). Таким образом, физиче-
ски реализуемый импульс Лоренца (17) или (24) – это 
частный случай импульса Пуассона первого типа (23). 

На рис. 4 показан вид импульса Пуассона (23) при 

τ0
 = 50 фс и его частотного спектра для базовой часто-
ты ω0

 = 1,88 фс–1 при различной длительности им-

пульса Δτ. Чтобы согласовать результаты с Гауссо-
вым импульсом, параметры α и Δτ нужно выбирать 
так, чтобы длительность была близка к Гауссову им-

пульсу, а максимальная частота на основе формулы 

(22) была примерно одинаковой. Однако это сделать 
сложно, поэтому был зафиксирован параметр α = 10, а 
за счёт Δτ менялась длительность импульса. 
Как видно из рис. 4б, проблемы отрицательных 

частот в спектре для ультракоротких импульсов Пу-
ассона (23) остаются. При этом спектр смещается в 
зону низких частот, т.е. базовая частота не сохраняет-
ся, но гарантируется наличие высоких частот не выше 
максимальной (22). 

Заметим, что спектр на рис. 4 имеет резкий спад 

справа от максимума, в отличие от теоретического 
спектра (20), который должен гарантировать отсутст-
вие отрицательных частот. Это связано с тем, что им-

пульс вида (23) является аналогом (17), а не (21). На-
помним, что импульсы (17) и (21) являются ком-

плексно-сопряжёнными, а, следовательно, их спектры 

будут зеркально симметричными. Т.е. спектр на 
рис. 4 является симметрично отражённым относи-

тельно максимальной частоты (22). Таким образом, 

операция комплексного сопряжения импульса явля-
ется нетривиальной операцией в физическом смысле. 

a)  

б)  

Рис. 4. Вид импульса Пуассона (23) при α = 10 (а) 
и амплитуда его частотного спектра (б) при различной 
длительности импульса: Δτ = 20 фс (сплошная линия), 

Δτ = 12 фс (пунктирная линия), Δτ = 7 фс (точечная линия) 
Как следует из предыдущих рассуждений, им-

пульс вида (23) неудобен для использования, так как 
трудно соблюсти подходящее соотношение длитель-
ности импульса и максимальной частоты. Довольно 
удобное для расчётов выражение для импульса Пуас-
сона было использовано в работе [29]: 

2

( 1)

0( ) 1 ,

s

P

i
A

s

− +ω τ⎛ ⎞τ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (25) 

где длительность импульса определялась по формуле: 

02T s= ω . (26) 

Удобство представления (25) состоит в явном на-
личии базовой частоты ω0 как параметра (который 

можно зафиксировать) и возможности варьировать 
длительность импульса за счёт одного параметра s. 

Можно показать, что импульс вида (25) приводит-
ся к виду (17) следующей заменой: 

0 ,

1.

s

s

Δτ = ω
α = +

 (27) 

Подставив эти выражения в формулу (22), полу-
чим, что максимум спектра будет наблюдаться на 
частоте ωm

 = ω0. Если же подставить выражения (27) в 
(18), получим длительность импульса (25) как полу-
ширину по уровню 1/e модуля: 

0

2
exp 1

1

s
T

s

⎛ ⎞= −⎜ ⎟ω +⎝ ⎠
, (28) 

что совпадает с (18) при больших s: 

0 0

2 2

1
s

s s
T

s
→∞⎯⎯⎯→ ≈

ω + ω
. (29) 

Так как импульс вида (25) аналогичен (17), то, как 
было замечено при анализе рис. 4, спектр (в конвен-

ции (1)) будет заходить в отрицательные частоты. 

Поэтому далее мы будем использовать сдвинутый и 
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комплексно-сопряжённый аналог (25), который будем 

называть импульсом Пуассона второго типа: 

( )
2

( 1)

0 0
( ) 1 .

s

P

i
A

s
+

− +
ω τ− τ⎛ ⎞

τ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (30) 

На рис. 5 показаны для сравнения импульс Гаусса 
и импульс Пуассона второго типа (30) с примерно 
одинаковой длительностью στ

 = 1 фс. Чтобы получить 
такое соответствие, параметр s был выбран равным 

s = (ω0στ)
2/2 ≈ 2. 

a)  

б)  

Рис. 5. Вид Гауссова импульса (2) (точечная линия) 
и импульса Пуассона (30) (пунктирная линия) 

при длительности στ = 1 фс (а), а также амплитуды 

соответствующих частотных спектров (б) 
Как видно из рис. 5б, частотный спектр импульса 

Пуассона (30) не имеет отрицательных частот, мак-
симум не смещается от базовой частоты, но имеет 
больше энергии в области высоких частот, чем Гаус-
сов спектр. Импульс Пуассона довольно близок по 
форме к импульсу Гаусса, но медленнее «спадает» 

(приближается к нулевым значениям). Это означает, 
что импульсы Пуассона должны разделяться 
бóльшим временным интервалом, чем импульсы Га-
усса. 
Кроме отсутствия отрицательных частот, импульс 

Пуассона обладает ещё одним важным свойством – 

удовлетворяет условию (4), т.е. интеграл от импульса 
по времени равен нулю: 

( )

( )

( )
( )
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0 0

0
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0
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1 d
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11 1 1
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⎝ ⎠
ω τ⎡ ⎤= = = =⎢ ⎥ ω⎣ ⎦ +

−
= ⋅ ⋅ = ⋅ =
ω ω+ +

∫

∫  (31) 

2. Расчёт поля в фокусе в приближении Дебая 

Рассмотрим влияние типа короткого импульса на 
размер фокального пятна при острой фокусировке с 
помощью апланатического объектива в приближении 

Дебая [32]. Наиболее интересными для рассмотрения 

являются Гауссов импульс (2), так как он часто ис-
пользуется при теоретическом анализе, и импульс 
Пуассона второго типа (30), как корректно удовле-
творяющий физическим свойствам коротких пучков.  
Для вихревого поля B (θ,φ) = R (θ) exp (imφ), имею-

щего также заданное распределение по частотам A(ω), 

распределение в фокальной области в приближении 

Дебая определяется следующим выражением [35]: 

( )

0

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , )
2

sin exp cos d ,

m

i f
z A R T

c

i n z
c

αω
ρ ϕ ω = − ω θ θ ρ ϕ θ ×

π

ω⎛ ⎞× θ ω θ θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫E Q

 (32) 

где θ – азимутальный угол, соответствующий ради-

альной координате по правилу r = f sin θ, f – фокусное 
расстояние фокусирующей системы, sin α – числовая 
апертура системы, ( ) cosT θ = θ  – функция аподиза-
ции зрачка для аплантического объектива. 
Вектор Qm(ρ,ϕ,θ) зависит от порядка оптического 

вихря и типа поляризации падающего пучка 
(t = ωρ sin θ/c) [35]: 

– для линейной x-поляризации: 
_

2 2

2 2

2 2

2 2

1 1

( , , ) e

1
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 (33) 

– для круговой поляризации (верхний знак для «+», 

нижний – для «−»): 
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– для радиальной поляризации: 
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– для азимутальной поляризации: 
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Поле (32) в зависимости от времени вычисляется 
следующим образом: 

( )
max

min

( , , , ) ( , , , ) exp dz t z i t

ω

ω

ρ ϕ = ρ ϕ ω − ω ω∫E E , (37) 

где ω∈[ωmin,ωmax] – диапазон учитываемых частот. 
В расчётах в качестве фокусируемого поля рас-

сматривалось Гауссово распределение (для линейной 

и круговой поляризации): 

2

2

sin
( ) exp

2sin
GR

σ

⎛ ⎞θ
θ = −⎜ ⎟θ⎝ ⎠

, (38)  

взвешенное Гауссово распределение (для радиальной 

и азимутальной однородных поляризаций):  

2

2

sin sin
( ) exp

sin 2sin
GrR

σ

⎛ ⎞θ θ
θ = −⎜ ⎟α θ⎝ ⎠

, (39) 

а также кольцевое распределение: 

0, ,
( )

1, .

r

rng

r

R
θ < θ⎧

θ = ⎨ θ ≤ θ ≤ α⎩
 (40) 

В случае пространственного распределения в виде 
узкого периферийного кольца (40) удобно выполнять 
теоретический анализ, так как интеграл (32) прибли-

зительно равен подынтегральному выражению при 

θ = θ0
 = θr

 + (α – θr)/2: 
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 (41) 

Поле в фокальной области в зависимости от вре-
мени вычисляется с использованием выражения (37): 
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Для Гауссова импульса в (42) можно использовать 
частотный спектр (3): 

( )

( ) ( )

( )

max

min

0 0 0 0

2
2

0 0

0 0

( , , , )

cos sin exp
2

exp , ,
4

exp cos d .

rng

m

z t

i f
i

c

z
i t n

c

τ

ω
τ

ω

ρ ϕ ≈

πσ
≈ θ θ − ω τ ×

π
⎡ ⎤σ

× ω − ω−ω ρ ϕ θ ×⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞× − ω − τ − ω θ ω⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

E

Q
 (43) 

Для длинных импульсов 

( ) ( )2
2 0

0exp
4 τ

τ
σ →∞

τ

δ ω−ω⎡ ⎤σ
− ω−ω ⎯⎯⎯→⎢ ⎥ σ⎣ ⎦

,  (44) 

т.е. частотный спектр стремится к дельта-функции. 

Тогда вместо интеграла в (43) можно использовать 
подынтегральное выражение: 
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Интенсивность такого поля будет пропорциональна 
сумме интенсивностей компонент вектора Qm(ρ,ϕ,θ0) и 

будет существенно зависеть от состояния поляризации. 

Для коротких импульсов 

( )
2

2

0 0
exp 1

4 τ

τ
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⎡ ⎤σ
− ω−ω ⎯⎯⎯→⎢ ⎥
⎣ ⎦

,  (46) 

частотный спектр стремится к постоянной величине. 
Тогда поле в фокальной области будет сложнее, 

но также будет зависеть от состояния поляризации, а 
отдельные компоненты будут представлять собой ин-

тегралы следующего вида: 
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Далее приведены результаты численного расчёта 
поля (37) для различных состояний поляризации, раз-
личных типов импульсов и их длительности, а также 
пространственного распределения. Параметры расчёта: 
NA = 0,99 (α = 1,43 радиан = 82 градуса); f sin θ = r ∈[0, R], 

R = 100λ0; f
 = 101λ0, σr

 = f sin θσ = 50λ0, θr
 = 63 градуса. 

На рис. 6 показано распределение импульса вдоль 
оптической оси в области фокуса (фокус соответству-
ет положению z = 0) в различные моменты времени 

при линейной x-поляризации (33). 

Как видно из рис. 6, при переходе через фокус 
действительная часть поля меняет знак. Этот эффект 
связан с фазовым сдвигом Гои в фокусе [36]. 

В рамках рассматриваемой модели не учитывается 
время распространения импульса от оптического эле-
мента до фокальной плоскости. Таким образом, в мо-
мент времени t = τ0

 = 50 фс в фокусе (z = 0) формирует-
ся поле с максимальной энергией. Поэтому момент 
времени t = 50 фс далее и рассматривается в расчётах. 

2.1. Расчёт поля в фокальной области  
при линейной x-поляризации  

В табл. 1 показаны результаты фокусировки для 
Гауссовых импульсов различной длительности при 

линейной x-поляризации в случае Гауссова простран-

ственного распределения (38) и кольцевого распреде-
ления (40) в момент времени t = τ0. 

Кольцевое распределение соответствует наложе-
нию узкой кольцевой диафрагмы, блокирующей цен-

тральную часть фокусирующей системы, которое ис-
пользуется для уменьшения поперечного размера фо-
кального пятна при радиальной [37] и азимутальной 
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[38] поляризации. В случае линейной поляризации 

фокальное пятно вытягивается вдоль оси поляриза-
ции [39–41]. Как следует из результатов, приведён-

ных в табл. 1, при уменьшении длительности импуль-
са распределение в фокальной области сжимается как 

вдоль оптической оси, так и в поперечном направле-
нии в фокальной плоскости. 

На рис. 7 для сравнения показаны нормированные 
сечения интенсивности в фокальной плоскости при 

различном пространственном распределении и раз-
личной длительности импульса.  

a)   б)   в)   
Рис. 6. Распределение импульса вдоль оптической оси в области фокуса в различные моменты  

времени t = 40 фс (а), t = 50 фс (б), t = 60 фс (в) (показана x-компонента:  
интенсивность – пунктирная линия, действительная часть – точечная линия) 

Табл. 1. Результаты фокусировки для Гауссовых импульсов различной длительности  
при линейной x-поляризации (негативные изображения) 

Гауссово распределение Кольцевое распределение 

 Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–3λ, 3λ], x ∈[–2λ, 2λ] 

Интенсивность 
в фокальной плоскости

x, y ∈[–2λ, 2λ] 

Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–3λ, 3λ], x ∈[–2λ, 2λ] 

Интенсивность 
в фокальной плоскости

x, y ∈[–2λ, 2λ] 

στ
 = 10 фс 

  
FWHM(−) = 0,87λ 

  
FWHM(−) = 0,83λ 

στ
 = 1 фс 

  
FWHM(−) = 0,56λ 

  
FWHM(−) = 0,49λ 

а)       б)  
Рис. 7. Поперечное нормированное распределение интенсивности в фокальной плоскости (сечение вдоль оси X)  

для Гауссова распределения (а) и кольцевого распределения (б) при различной длительности Гауссова импульса  
(στ = 10 фс – пунктирная линия, στ = 1 фс – точечная линия) 

Для Гауссова распределения (рис. 7а) ширина по 
полуспаду вдоль оси X равна FWHM (−) = 0,87λ (для 
στ

 = 10 фс) и FWHM (−) = 0,56λ (для στ
 = 1 фс). Для 

кольцевого распределения FWHM (−) = 0,83λ (для 
στ

 = 10 фс) и FWHM (−) = 0,49λ (для στ
 = 1 фс). 

Интересно, что при использовании кольцевой 
апертуры, предназначенной формировать в фокусе 
пучок Бесселя, при субциклическом импульсе [42, 43] 
в плоскости фокуса исчезают периферийные кольца. 
В случае пространственного распределения в виде 

узкого периферийного кольца (40) можно воспользо-
ваться полученными ранее теоретическими результа-
тами (33)–(36). При линейной x-поляризации выра-

жение (33) в отсутствие вихревой зависимости (m = 0) 
принимает следующий вид: 

[ ]

_

0 0

0 0

0 0 2 0 0

2 0 0

1 0 0

( , , )

( sin ) (1/ 2)

( sin ) ( sin )cos2 (cos 1)

.1
( sin )sin 2 (cos 1)

2

( sin )cos sin

lin x

m

J k

J k J k

J k

iJ k

= ρ ϕ θ =

ρ θ + ×⎛ ⎞
⎜ ⎟
× ρ θ − ρ θ ϕ θ −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− ρ θ ϕ θ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− ρ θ ϕ θ⎝ ⎠

Q

 (48) 

При высоких числовых апертурах θ0
 → π/2 

(sin θ0
 → 1, δ = cos θ0

 → 0) и значительный вклад в рас-
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пределение (42) вносят не только поперечные, но и 

продольная компонента: 

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( )

max

min

_

, 0

0 2

2

1

( , , , ) ( )
4

/ / cos 2

/ sin 2

2 / cos

exp ( / ) ( ) d .

lin x

rng m

if
z t A

c

J c J c

J c

iJ c

i t z c n

ω

=
ω

δ
ρ ϕ ≈ − ω ω ×

π

⎛ ⎞ω ρ + ω ρ ϕ
⎜ ⎟

× ω ρ ϕ ×⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− ω ρ ϕ⎝ ⎠

× − ω − ω δ ω⎡ ⎤⎣ ⎦

∫E

 (49) 

Из выражения (49) видно, что удлинение вдоль оси 
X происходит за счёт продольной компоненты. Зависи-
мость от расстояния z из-за малого значения δ уменьша-
ется, поэтому при кольцевом распределении имеется 
большая протяжённость вдоль оптической оси. 
На рис. 8 показаны результаты сравнительной фо-

кусировки различных импульсов при линейной x-по-
ляризации с кольцевым распределением. 

Как видно из приведённых результатов, при дли-

тельности импульса порядка 10 фс (рис. 8а) не имеет-
ся каких-либо отличий в фокусе в зависимости от ти-

па импульса. 
При субцикличной длительности импульсов разли-

чия становятся существенными (рис. 8б). При этом 

даже для короткой длительности спектр импульса Пу-
ассона также ближе к спектру импульса Гаусса (так 
как максимумы совпадают), чем другие, которые сме-
щаются вправо. Однако у импульса Пуассона высокие 
частоты всё же имеют больше энергии, чем даже у Га-
уссова со спектром, взвешенным на квадрат частоты. В 

результате самое широкое фокальное пятно формиру-
ется при использовании обычного Гауссова импульса 
(2), а самое узкое – при использовании импульса Пуас-
сона (30). Поэтому далее мы будем рассматривать 
именно их. 

а)        

б)        

в)        
Рис. 8. Результаты фокусировки различных импульсов (Гауссова – точечная линия; Гауссова, взвешенного  
на частоту – штрихпунктирная линия; Гауссова, взвешенного на квадрат частоты, – сплошная линия;  

Пуассона второго типа – пунктирная линия) при линейной x-поляризации с кольцевым распределением при длительности  
импульса 10 фс (первая колонка) и 1 фс (вторая колонка): действительная часть импульса (a), амплитуда  

частотного спектра (б), сечение интенсивности в фокальной плоскости вдоль оси X (в) 

2.2. Расчёт поля в фокальной области  
при различных поляризациях  

Как следует из теоретического анализа (33)–(36), 

вид поля в фокальной плоскости существенно зави-

сит от вектора Qm(ρ,ϕ,θ), который, в свою очередь, 
определяется состоянием поляризации и номером 

вихревой сингулярности m [35]. 

Как было показано в работах [44, 45], при острой 

фокусировке особый интерес представляет вихревая 
сингулярность первого порядка (m = 1). Поэтому да-
лее рассмотрим 4 состояния поляризации в отсутст-

вие вихревой сингулярности и при наличии оптиче-
ского вихря первого порядка.  
Результаты острой фокусировки (NA = 0,99) для 

импульса Пуассона длительностью 1 фс для различных 
типов поляризаций при узкой кольцевой апертуре по-
казаны в табл. 2 и 3. 

Рассмотрим сначала радиальную поляризацию. В 

случае острой фокусировки при кольцевой апертуре 
поле в (42) будет в основном состоять из продольной 

компоненты (с учётом k = ω/c): 

( )
( ) ( )

max

min

0( )

, 0,1

1

, 0
( , , , ) ( ) exp d .

, 14

rad z

rng m i

J c mif z
E z t A i t n

ie J c mc c

ω

= ϕ
ω

⎧ ωρ = ⎫δ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎛ ⎞ρ ϕ ≈ − ω ω × − ω − ω δ ω⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎢ ⎥ωρ =π ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭
∫  (50) 
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Табл. 2. Результаты фокусировки для импульса Пуассона (30) длительностью 1 фс для различных типов поляризаций 
при узкой кольцевой апертуре и NA = 0,99 (негативные изображения) 

Тип  

поляризации 
Без вихря (m = 0) С вихрем первого порядка (m = 1) 

 

Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–λ, λ], 

x ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Интенсивность  
в фокальной  

плоскости 

x,y ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Продольное распределение 
интенсивности 

z ∈[–λ, λ], 

x ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Интенсивность  
в фокальной  

плоскости 

x,y ∈[–0,5λ, 0,5λ] 

Линейная,  
X 

    

Круговая, 
“−” 

    

Радиальная 

    

Азимутальная 

    
 

Как следует из (50), в отсутствие вихревой фазы 

частотный спектр взвешивается на функцию Бесселя 
нулевого порядка, а в присутствии вихревой фазы 

первого порядка – на функцию Бесселя первого по-
рядка. Во втором случае вклад высоких частот будет 
выше, а, следовательно, распределение в фокальной 

области окажется относительно меньшего размера. 
Эти рассуждения подтверждаются результатами рас-
чёта, представленными в табл. 2, 3 (третья строка). 
Аналогичный результат будет для азимутальной 

поляризации, но для поперечных компонент: 

( )
( ) ( )

( )

max

min

( , )

, 0,1

1

2

0 2

( , , , )
4

, 0
( )

, 1

exp d .

az x y

rng m

i

if
E z t

c

J c m
A

J c e J c m

z
i t n

c

=

ω

ϕ
ω

δ
ρ ϕ ≈ − ×

π
⎧ ωρ = ⎫⎪ ⎪× ω ω ×⎨ ⎬ωρ ± ωρ =⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤⎛ ⎞× − ω − ω δ ω⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  (51) 

Интересные результаты получаются для круговой 
поляризации (табл. 2,3 вторая строка) и линейной по-
ляризации в присутствии вихря первого порядка 
(табл. 2, 3 первая строка). 
Во всех случаях, кроме радиальной поляризации, 

обнаруженный эффект относительно большего умень-
шения размера фокального пятна связан с попереч-
ными компонентами векторного электрического поля 
[47]. Это важно, т.к. эти компоненты не являются за-
тухающими в направлении распространения пучка и 
их проще регистрировать. 

Для Гауссова импульса аналогичные результаты 
показаны в табл. 4. Видно, что обнаруженный эффект 
в этом случае выражен гораздо слабее из-за того, что 
спектр Гауссова импульса имеет меньше энергии в 
высоких частотах. Однако сохраняется более сущест-
венное влияние длительности импульса при линейной 
и круговой поляризациях, чем в случае цилиндриче-
ских типов поляризации. Заметим также, что мини-
мальное по размеру фокальное пятно получается во 
всех случаях при азимутальной поляризации при на-
личии вихревой фазы первого порядка [46]. 

Заключение 
Рассмотрены различные типы импульсов, включая 

Гаусса, Лоренца и Пуассона, и свойства их частотных 
спектров. Показано, что существенное различие меж-

ду импульсами начинается только при очень корот-
ких длительностях (менее периода осцилляции). В 

этом случае вместо импульса Гаусса, спектр которого 
может включать отрицательные частоты, нужно ис-
пользовать другие типы импульсов, например, им-

пульс Пуассона. 
Сравнительное моделирование фокусировки корот-

ких импульсов при линейной поляризации показало, 
что даже в этом случае спектр импульса Пуассона 
ближе к спектру импульса Гаусса (так как максимумы 

совпадают), чем другие, которые смещаются вправо. 
При этом у импульса Пуассона высокие частоты име-
ют больше энергии, чем даже у Гауссова спектра, 
взвешенного на квадрат частоты. В результате самое 
широкое фокальное пятно формируется при использо-
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вании обычного Гауссова импульса, а самое узкое – 

при использовании импульса Пуассона. 
Выполнено сравнительное моделирование фоку-

сировки коротких импульсов Гаусса и Пуассона при 
различных состояниях поляризации и порядках вих-
ревой сингулярности. Показано, что для субциклич-
ного импульса Пуассона, имеющего значительную 
энергию в высоких частотах, состояние поляризации 

и наличие вихревой фазовой сингулярности сущест-
венно влияет на распределение в фокальной области 
и относительное изменение размера фокального пят-
на при изменении длительности импульса. 
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Табл. 3. Сечения в фокальной плоскости для различных типов поляризаций при острой фокусировке и узкой кольцевой 
апертуре для импульса Пуассона (30) (10 фс – пунктирная линия, 1 фс – точечная линия) 

Тип  

поляризации 
Без вихря (m = 0) С вихрем первого порядка (m = 1) 

Линейная,  
X 

 
FWHM(10fs) = 0,83λ;  FWHM(1fs) = 0,36λ, μ = 2,3

 
FWHM(10fs) = 0,48λ;  FWHM(1fs) = 0,19λ, μ = 2,52

Круговая, 
“−” 

 
FWHM(10fs) = 0,59λ;  FWHM(1fs) = 0,25λ, μ = 2,36

 
FWHM(10fs) = 0,62λ;  FWHM(1fs) = 0,26λ, μ = 2,38

Радиальная 

 
FWHM(10fs) = 0,39λ;  FWHM(1fs) = 0,19λ, μ = 2,05

 
FWHM(10fs) = 0,61λ; FWHM(1fs) = 0,26λ, μ = 2,34 

Азимутальная 

 
FWHM(10fs) = 0,62λ;  FWHM(1fs) = 0,26λ, μ = 2,38

 
FWHM(10fs) = 0,39λ; FWHM(1fs) = 0,19λ, μ = 2,05 
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Abstract  

We have examined different types of pulses and features of their frequency spectra. Calcula-

tions have shown that a significant distinction between the pulses only takes place at a very short 

pulse duration (shorter than the oscillation period). In this case, the Gaussian pulse becomes non-

physical and one needs to use other types of pulses, for example, the Poisson pulse. We performed 

comparative modeling of focusing of short pulses by an aplanatic lens for different polarization 

states and vortex singularity orders in the Debye approximation. We have shown that the polariza-

tion state and the presence of vortex phase singularity essentially affect the distribution in the focal 

area for a subcycle Poisson pulse. 

Keywords: short pulses, frequency spectrum, pulses focusing, tight focusing, aplanatic lens, De-

bye approximation. 
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