
❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝

▲♦❣✐❝s

▼✐❝❤❛❡❧ ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ❍❡r✐❜❡rt ❱♦❧❧♠❡r
∗

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s✱ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧✲
❧✐❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❤❡r❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✉s✉❛❧
✭♠♦♥♦t♦♥✐❝✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❛①✐♦♠s ❧❡❛❞s t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ✐♥ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❢❛❝ts t♦ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❜❛s❡ ♠❛② ♣r❡✈❡♥t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✈❛❧✐❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛s♣❡❝ts t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✭✶✮ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s✳

✭✷✮ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❜❡❧✐❡❢ ♦♣✲
❡r❛t♦rs✳

✭✸✮ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s ♠❛② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳

■♥ t❤✐s s✉r✈❡② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧②

✕ ❘❡✐t❡r✬s ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✭❛s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✭✶✮ ❛❜♦✈❡✮✱ ✇❤✐❝❤
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞❡❢❛✉❧t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α:β

γ
✱ ✇❤❡r❡ α:β

γ
✐♥t✉✐t✐✈❡❧②

❡①♣r❡ss❡s t❤❛t γ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ α ❛s ❧♦♥❣ ❛s β ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡❀

✕ ▼♦♦r❡✬s ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ✭❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ✭✷✮✮✱ t❤❛t ❡①t❡♥❞s ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❛❧ ♦♣❡r❛t♦r L t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ r❛t✐♦♥❛❧
❛❣❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t Lϕ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ϕ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡❀

∗▲❡✐❜♥✐③ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r✱ ■♥st✐t✉t ❢ür ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦✱
④t❤♦♠❛s✱✈♦❧❧♠❡r⑥❅t❤✐✳✉♥✐✲❤❛♥♥♦✈❡r✳❞❡✳ ❲♦r❦ ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❉❋● ❣r❛♥t
❱❖ ✻✸✵✴✻✲✷✳



✕ ▼❝❈❛rt❤②✬s ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ✭✸✮✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ s✉r✈❡② ❛❜❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s
❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ ❜✉t ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥✐♥❣ t❛s❦s ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥ts
♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ♥✐♥❡t✐❡s✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ✉s✉❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✭t②♣✲
✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✮✳ ■♥ r❡❝❡♥t
②❡❛rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖♥❡
❝✉rr❡♥t ❢♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❋P❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ❧✐❡s ♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥✐♥❣
t❛s❦s✳

■♥ t❤✐s s✉r✈❡② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
r❡s✉❧ts ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡
❛❧❧♦✇❡❞ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥s ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✮ ♦r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ❜✉t ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❧❛✉s❡ t②♣❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥✲
str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✮✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱
✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡❝ts ✭❡✳❣✳✱
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✮ ❜✉t ❛s❦s ❢♦r t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r✳

✷ P♦st✬s ▲❛tt✐❝❡

■♥ ✶✾✹✶✱ P♦st s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦♥❡s✱ ❢♦r♠ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧②
❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s✉❝❤ ❝❧♦s❡❞ s❡ts✱ ❛♥❞ ❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠ ❬✺✺❪✳ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② [·]✱ ✐s ♥♦t ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ❜✉t
r❛t❤❡r ❝❛♣t✉r❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t B
♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ [B] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ✉s✲
✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ B✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✿ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝✐r❝✉✐ts ✇✐t❤
❣❛t❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ B✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②❀ ❡✳❣✳✱ ✐❢ Π(B) ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r
❇♦♦❧❡❛♥ ❝✐r❝✉✐ts ✇✐t❤ ❣❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ B✱ t❤❡♥
Π(B) ≤log

m Π(B′) ❢♦r ❛❧❧ ✜♥✐t❡ s❡ts B′ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ B ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ B′✱ ✐✳❡✳✱ B ⊆ [B′]✳ ❙✐♠✐❧❛r st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞



❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✭s❡❡ ❬✻✺❪✮✳ P♦st✬s ❧❛tt✐❝❡
t❤✉s ❤♦❧❞s t❤❡ ❦❡② t♦ st✉❞② ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
♣r♦❜❧❡♠s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ P♦st✬s
❧❛tt✐❝❡✳

▲❡t L ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❞❡✜♥❡❞
✈✐❛

ϕ ::= a | f(ϕ, . . . , ϕ),

✇❤❡r❡ a ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ f ✐s ❛♥ n✲❛r② ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡
s❡t B s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛ B✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ B ♦♥❧②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② L(B)✳

❆ ❝❧♦♥❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱
✐✳❡✳✱ B ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Inm(x1, . . . , xn) = xm ❢♦r
n ∈ N ❛♥❞ 1 ≤ m ≤ n✮ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✺✹❪✳ ❋♦r
❛ s❡t B ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② [B] t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❧♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
B ❛♥❞ ❝❛❧❧ B ❛ ❜❛s❡ ❢♦r [B]✳ ❆ B✲❢♦r♠✉❧❛ g ✐s ❝❛❧❧❡❞ B✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ f
✐❢ f ≡ g✳

P♦st s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦♥❡s ♦r❞❡r❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉s✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
♠❡❡t A∧B = [A∩B] ❛♥❞ ❥♦✐♥ A∨B = [A∪B] ❢♦r♠s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧♦♥❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❙❛② t❤❛t ❛ s❡t A ⊆ {0, 1}n ✐s c✲s❡♣❛r❛t✐♥❣✱ c ∈ {0, 1}✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
i ∈ {1, . . . , n} s✉❝❤ t❤❛t (a1, . . . , an) ∈ A ✐♠♣❧✐❡s ai = c✳ ▲❡t f ❜❡ ❛♥ n✲
❛r② ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ f t♦ ❜❡ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
dual(f)(x1, . . . , xn) := ¬f(¬x1, . . . ,¬xn)✳ ❲❡ s❛② t❤❛t✿

✕ f ✐s c✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐❢ f(c, . . . , c) = c✱ c ∈ {0, 1}❀

✕ f ✐s c✲s❡♣❛r❛t✐♥❣ ✐❢ f−1(c) ✐s c✲s❡♣❛r❛t✐♥❣✱ c ∈ {0, 1}❀

✕ f ✐s c✲s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ m ✐❢ ❛❧❧ A ⊆ f−1(c) ✇✐t❤ |A| = m ❛r❡ c✲
s❡♣❛r❛t✐♥❣❀

✕ f ✐s♠♦♥♦t♦♥❡ ✐❢ a1 ≤ b1, . . . , an ≤ bn ✐♠♣❧✐❡s f(a1, . . . , an) ≤ f(b1, . . . , bn)❀

✕ f ✐s s❡❧❢✲❞✉❛❧ ✐❢ f ≡ dual(f)❀ ❤❡r❡✱ dual(f)(x1, . . . , xn) = ¬f(¬x1, . . . ,¬xn)❀

✕ f ✐s ❛✣♥❡ ✐❢ f(x1, . . . , xn) ≡ x1 ⊕ · · · ⊕ xn ⊕ c ✇✐t❤ c ∈ {0, 1}❀

✕ f ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❛r② ✐❢ f ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t♦ s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦♥❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤❡r❡ id ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② I11 ❛♥❞ Tn+1

n ✐s
t❤❡ (n+1)✲❛r② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ n ❞❡✜♥❡❞ ❛s Tn+1

n (x0, . . . , xn) :=



❈❧♦♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇❛s❡

BF ❆❧❧ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s {x ∧ y,¬x}

R0 {f ∈ BF | f ✐s 0✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣} {x ∧ y, x ⊕ y}

R1 {f ∈ BF | f ✐s 1✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣} {x ∨ y, x ↔ y}

R2 R0 ∩ R1 {x ∨ y, x ∧ (y ↔ z)}

M {f ∈ BF | f ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡} {x ∧ y, x ∨ y, 0, 1}

M0 M ∩ R0 {x ∧ y, x ∨ y, 0}

M1 M ∩ R1 {x ∧ y, x ∨ y, 1}

M2 M ∩ R2 {x ∧ y, x ∨ y}

S0 {f ∈ BF | f ✐s 0✲s❡♣❛r❛t✐♥❣} {x → y}

S
n
0 {f ∈ BF | f ✐s 0✲s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n} {x → y, dual(Tn+1

n )}

S1 {f ∈ BF | f ✐s 1✲s❡♣❛r❛t✐♥❣} {x 9 y}

S
n
1 {f ∈ BF | f ✐s 1✲s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n} {x 9 y, Tn+1

n }

S
n
02 S

n
0 ∩ R2 {x ∨ (y ∧ ¬z), dual(Tn+1

n )}

S02 S0 ∩ R2 {x ∨ (y ∧ ¬z)}

S
n
01 S

n
0 ∩ M {dual(Tn+1

n ), 1}

S01 S0 ∩ M {x ∨ (y ∧ z), 1}

S
n
00 S

n
0 ∩ R2 ∩ M {x ∨ (y ∧ z), dual(Tn+1

n )}

S00 S0 ∩ R2 ∩ M {x ∨ (y ∧ z)}

S
n
12 S

n
1 ∩ R2 {x ∧ (y ∨ ¬z), Tn+1

n }

S12 S1 ∩ R2 {x ∧ (y ∨ ¬z)}

S
n
11 S

n
1 ∩ M {Tn+1

n , 0}

S11 S1 ∩ M {x ∧ (y ∨ z), 0}

S
n
10 S

n
1 ∩ R2 ∩ M {x ∧ (y ∨ z), Tn+1

n }

S10 S1 ∩ R2 ∩ M {x ∧ (y ∨ z)}

D {f ∈ BF | f ✐s s❡❧❢✲❞✉❛❧} {(x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬z) ∨ (¬y ∧ ¬z)}

D1 D ∩ R2 {(x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬z) ∨ (y ∧ ¬z)}

D2 D ∩ M {(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z)}

L {f ∈ BF | f ✐s ❛✣♥❡} {x ⊕ y, 1}

L0 L ∩ R0 {x ⊕ y}

L1 L ∩ R1 {x ↔ y}

L2 L ∩ R2 {x ⊕ y ⊕ z}

L3 L ∩ D {x ⊕ y ⊕ z ⊕ 1}

E {f ∈ BF | f ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥} {x ∧ y, 0, 1}

E0 E ∩ R0 {x ∧ y, 0}

E1 E ∩ R1 {x ∧ y, 1}

E2 E ∩ R2 {x ∧ y}

V {f ∈ BF | f ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥} {x ∨ y, 0, 1}

V0 V ∩ R0 {x ∨ y, 0}

V1 V ∩ R1 {x ∨ y, 1}

V2 V ∩ R2 {x ∨ y}

N {f ∈ BF | f ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❛r②} {¬x, 0, 1}

N2 N ∩ D {¬x}

I {f ∈ BF | f ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥} {id, 0, 1}

I0 I ∩ R0 {id, 0}

I1 I ∩ R1 {id, 1}

I2 I ∩ R2 {id}

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▲✐st ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦♥❡s ✇✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡s
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0
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EV
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ P♦st✬s ❧❛tt✐❝❡



∨n

i=0(x0 ∧ · · · ∧ xi−1 ∧ xi+1 ∧ · · · ∧ xn)✱ ✐✳❡✳✱ Tn+1
n (x0, . . . , xn) ✐s 1 ✐❢ ❛t ❧❡❛st n

♦❢ ✐ts ✐♥♣✉ts ❛r❡ 1✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝✲

t✐♦♥s✱ ❣✐✈❡s ❛ ❛ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✲r❡str✐❝t❡❞
s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡t L ❜❡ ❛ s❡t
♦❢ (B ∪ {1})✲❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❚❤❡♥ L ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❧♦❣s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t L′

♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ L ❛♥❞ L′

❝♦✐♥❝✐❞❡✳

Pr♦♦❢ s❦❡t❝❤✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ❢r❡s❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t t♦ L ❛♥❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 1 ✇✐t❤ t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✱ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s
Π ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ Π(B ∪ {1}) ≡log

m Π(B)✳

✸ ❉❡❢❛✉❧t ▲♦❣✐❝

❉❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❢♦r
♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛②♠♦♥❞ ❘❡✐t❡r ✐♥ ✶✾✽✵ ❬✺✻❪
❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❞❡❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✏✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛ss✉♠❡ ✳ ✳ ✳✑✳ ❆s ✇✐t❤ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♠♦st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❧❞
✐s ❛❧♠♦st tr✉❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ tr✉t❤✱ ❘❡✐t❡r ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❤✐s ❧♦❣✐❝ ✐s
❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✇♦r❧❞ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝ts ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡
❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α:β
γ
✱ ✇❤❡r❡ α✱ β✱ γ

❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛❡❀ α ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡✱ β ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ γ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ✐s ❛ ♣❛✐r (W,D)✱ ✇❤❡r❡ W ✐s ❛ s❡t
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ D ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡s ✐s t❤❛t γ ❤♦❧❞s ✐❢ α ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ β ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■t ✐s t❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✿

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D) ✇✐t❤ W := {x}, D :=
{

x:y
z

}

. ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ z ❢r♦♠ (W,D)✱ ❛s x ✐s ❛ ❢❛❝t ❢r♦♠
W ❛♥❞ y ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ W ∪ {z}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ W
✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ {¬y} t❤❡♥ W ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ x:y

z
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ r✐❣❤t t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ z✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ¬y t♦ W t❤✉s

✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ z✳



❆s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢
❛♣♣❧✐❡❞ ❞❡❢❛✉❧ts✿

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (∅, D) ✇✐t❤ D :=
{

1:x
¬y
, 1:y
¬x

}

. ■❢ ✇❡

❛♣♣❧② t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡♥ ¬y ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ❞❡❢❛✉❧t ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✱
❛s ✐ts ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ¬y✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✐❣❤t ❞❡❢❛✉❧t ✜rst✱ t❤❡♥ ¬x ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡
❣❡ts ❜❧♦❝❦❡❞✳

❚❤✉s✱ t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❢❛✉❧t
t❤❡♦r②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❬✺✻❪✮ ▲❡t (W,D) ❜❡ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❛♥❞ E ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r✲

♠✉❧❛❡✳ ▲❡tE0 := W ❛♥❞Ei+1 := Th(Ei)∪
{

γ
∣

∣

∣

α:β
γ

∈ D,α ∈ Ei ❛♥❞ ¬β /∈ E
}

.

❚❤❡♥ E ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ (W,D) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ E =
⋃

i∈N
Ei✳

❙t❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❛st ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ΓW,D✿ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D) ❛♥❞ ❛ s❡t E
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ❧❡t ΓW,D(E) ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ W ⊆ Γ(E)✱

✷✳ Γ(E) ✐s ❞❡❞✉❝t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ΓW,D(E) = Th(ΓW,D(E))✮✱ ❛♥❞

✸✳ ❢♦r ❛❧❧ α:β
γ

∈ D ✇✐t❤ α ∈ ΓW,D(E) ❛♥❞ ¬β /∈ E✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t γ ∈

ΓW,D(E)
✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t α:β

γ
✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❬✺✻❪✮ ▲❡t (W,D) ❜❡ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛ E ❜❡ ❛ s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❚❤❡♥ E ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ (W,D) ✐✛ E ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢
ΓW,D✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷ t❤❛t ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ♠❛②
♣♦ss❡ss s❡✈❡r❛❧ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ✇✐t❤ n ❞❡❢❛✉❧t
r✉❧❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 2n✳
❚❤✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡✿

✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡✮ ❉♦❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❛❞♠✐t ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥❄

✭❈r❡❞✉❧♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣✮ ■s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❛❜❧❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r②❄

✭❙❦❡♣t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✮ ❆♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧
st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r②❄

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
✇❛s ✜rst ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❑❛✉t③ ❛♥❞ ❙❡❧♠❛♥ ❬✸✽❪✱ ❛♥❞ ❙t✐❧❧♠❛♥ ❬✻✶❪✱ ✇❤♦ ❜♦t❤



♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❞❡✲
❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝s✳ ■♥ ✶✾✾✷✱ ●♦tt❧♦❜ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❙t✐❧❧♠❛♥ ❬✻✷❪ t❤❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✐s ♣r❡s✉♠❛❜❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ✭❬✷✹✱ ✻✷❪✮ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❛r❡ Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❦❡♣t✐❝❛❧
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ▲✐❜❡r❛t♦r❡ ❛♥❞ ❙❝❤❛❡r❢ ❬✹✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ t❛s❦ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥② ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r②✮ ✐s Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ t♦♦✳ ❆♥❞ ❇❡♥✲❊❧✐②❛❤✉✲
❩♦❤❛r② ❬✹❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝s ✇✐t❤ r❡s✉❧ts
♦♥ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✉❛❧ t♦ t❤♦s❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ❑❛✉t③ ❛♥❞ ❙❡❧♠❛♥✱
❛♥❞ ❙t✐❧❧♠❛♥✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s
♦❢ ♦t❤❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✐♥t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐tt❧❡ ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♥♦t✲❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝s✳ ■♥ ❬✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈✐s❡
❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
❡①♣r❡ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✳

❚♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❧❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙❛② t❤❛t

t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D) ✐s ❛ B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ✐❢ W ∪
{

α, β, γ
∣

∣

∣

α:β
γ

}

⊆ L(B)

❛♥❞ ❧❡t B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❞❡♥♦t❡ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ r❡str✐❝t❡❞ t♦ B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻ ✭❬✼❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s

✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S1 ⊆ [B] ♦r D ⊆ [B]✱

✷✳ ∆p
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S11 ⊆ [B] ⊆ M✱

✸✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ [B] ∈ {N,N2, L, L0, L3}✱

✹✳ P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ [B] ∈ {V,V0,E,E0}✱

✺✳ NL✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ [B] ∈ {I, I0}✱ ❛♥❞

✻✳ tr✐✈✐❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ R1✮✱

✈✐❛ ❧♦❣s♣❛❝❡ ♠❛♥②✲♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❆ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✼ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ [B] ⊆ M t❤❡♥
❛♥② B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❀ ✐❢ [B] ⊆ R1 t❤❡♥ ❛♥②
B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❤❛s ❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳



Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t [B] ⊆ M✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ B ✐s ❡✐t❤❡r 1✲
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 0✳ ❉❡❢❛✉❧t r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ 0 ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✉♥❧❡ss W ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❆s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ L ✐s t❤❡
♦♥❧② st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❬✺✻✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸❪✱ ✇❡ ✇✳❧✳♦✳❣✳
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ 1✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ [B] ⊆ R1✳ ◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ 1✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t 1✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✇❤✐❧❡
❛❧❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥ts ♦❢ 1✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ [B] ⊆ R1 t❤❡♥
❛♥② st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t s❡tt✐♥❣ t♦ 1 ❛❧❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡✳ ❚❤✉s ❛♥② ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ♠❛② ♣♦ss❡ss ❛t ♠♦st
♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛♥② 1✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ♣♦ss❡ss❡s ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❦❡t❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻✳

Pr♦♦❢ s❦❡t❝❤✳ ❋♦r S1 ⊆ [B] ♦r D ⊆ [B]✱ t❤❡ Σp
2✲❤❛r❞♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦✲

r❡♠ ✸✳✺ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✱ ❛s [S1 ∪{1}] = [D∪{1}] = BF ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❢r♦♠ {∧,∨,¬} t♦ ❛r❜✐tr❛r② s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❛s❡ [B] ⊆ R1 ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼✳ ■t ❤❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤♦s❡ s❡ts B s✉❝❤ t❤❛t [B ∪ {1}] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 0✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
❛❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝❧♦♥❡ M ♦r t❤❡ ❝❧♦♥❡ L ✭♦r ❜♦t❤✮✳

❋♦r S11 ⊆ [B] ⊆ M✱ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∆p
2 ❢♦❧❧♦✇s s✐♠✐❧❛r❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✷✳✶

❛♥❞ ✸✳✼✿ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❢♦r ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ♥♦t t♦ ♣♦ss❡ss ❛ st❛❜❧❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡ α:β

γ
s✉❝❤ t❤❛t γ ≡ 0✳ ■t t❤✉s s✉❢✲

✜❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❡❢❛✉❧ts ✉s✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧❧s t♦ ❛
coNP✲♦r❛❝❧❡ ❢♦r B✲❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❡tt✐♥❣ t♦ 1 ❛❧❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❛s ❛ ∆p

2✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ∆p
2✲❤❛r❞♥❡ss ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♥❡st❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✲
✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ∆p

2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❬✷✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✹❪
✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✵❪✮✳

■❢ ♦♥❡ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝ts t❤❡ s❡t B s✉❝❤ t❤❛t [B] ∈ {V,V0,E,E0} ✭✐✳❡✳✱
[B ∪ {1}] ❞♦❡s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❞✐s✲
❥✉♥❝t✐♦♥s✮✱ t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜❡❝♦♠❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ❬✻❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋✉rt❤❡r r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t B s✉❝❤ t❤❛t [B] ∈ {I, I0} ✭✐✳❡✳✱ [B ∪ {1}] ❞♦❡s
♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥st❛♥ts✮ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ r✉❧❡s ✇❤♦s❡
♣r❡♠✐s❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ✐♥ s✉❝❤ ❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞



✐♥t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
❆s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s NL✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ NL ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s✉❝❤ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r✐❡s ✐s NL✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r [B] ∈ {L, L0, L3,N,N2} ✭✐✳❡✳✱ ¬ ∈ [B ∪ {1}] ❛♥❞ [B] ✐s ❛✣♥❡✮✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♠❛♥② ❞✐✛❡r✲
❡♥t st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s❀ ②❡t✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ❬✻❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s s♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥ NP✳ ❚❤❡ NP✲❤❛r❞♥❡ss✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✸❈◆❋ ❢♦r✲
♠✉❧❛❡✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ≡

∧n

i=1 ci ✇✐t❤ ci ≡ ℓi1 ∨ ℓi2 ∨ ℓi3✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (∅, D) ✇✐t❤

D :=

{

1 : xi

xi

,
1 : ¬xi

¬xi

∣

∣

∣

∣

xi ∈ Vars(ϕ)

}

∪

{

ℓi1 : ℓi2
ℓi3

∣

∣

∣

∣

1 ≤ i ≤ n

}

,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛ ❧✐t❡r❛❧ ℓ✱ ℓ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛
❢♦r♠✉❧❛ ϕ✱ Vars(ϕ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ϕ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❢♦r ❛❧❧ B s✉❝❤ t❤❛t ¬ ∈ [B]✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✽ ❆s ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ β t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ E ✭✐✳❡✳✱ ¬β /∈ E✮✱ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡q✉✐r❡ α ❛♥❞ γ t♦ ❜❡ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ β t♦ ❜❡
t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ B✲❢♦r♠✉❧❛✳ ❋♦r t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S00 ⊆ [B] ♦r S10 ⊆ [B] ♦r
D2 ⊆ [B]✱ ❛♥❞ tr❛❝t❛❜❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✇✐t❤ t❤✐s ❝❛s❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ⊕L✲❝♦♠♣❧❡t❡
❝❛s❡s ❛♥❞ ❧♦❣s♣❛❝❡✲s♦❧✈❛❜❧❡ ❝❛s❡s✮✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ s❡tt❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ❛♥❞ s❦❡♣t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ✭r❡s♣✳ s❦❡♣t✐❝❛❧✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲
❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D) ❛♥❞
❛ B✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ✱ ✇❤❡t❤❡r ϕ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❛❧❧ st❛❜❧❡
❡①t❡♥s✐♦♥s✮ ♦❢ (W,D)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾ ✭❬✼❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❝r❡❞✉❧♦✉s ✭r❡s♣✳ s❦❡♣t✐❝❛❧✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s

✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐❢ S1 ⊆ [B] ♦r D ⊆ [B]✱

✷✳ ∆p
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S11 ⊆ [B] ⊆ M✱

✸✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S00 ⊆ [B] ⊆ R1 ♦r S10 ⊆ [B] ⊆ R1 ♦r D2 ⊆ [B] ⊆ R1✱



✹✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐❢ [B] ∈ {N,N2, L, L0, L3}✱

✺✳ P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ V2 ⊆ [B] ⊆ V ♦r E2 ⊆ [B] ⊆ E ♦r [B] ∈ {L1, L2}✱ ❛♥❞

✻✳ NL✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ I✮✱

✈✐❛ ❧♦❣s♣❛❝❡ ♠❛♥②✲♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ st✉❞② ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✱ ❛s✐❞❡ r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✺✼❪✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❛t✐s✜❡❞✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡t W ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ D ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Vars(W )∪Vars(D)✱ ✇❤❡r❡

Vars(D) ✐s ❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ❢♦r Vars
(

{

α, β, γ
∣

∣

α:β
γ

∈ D
}

)

✳ ❚❤❛t ✐s✱ W ❛♥❞ t❤❡

❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥D ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {R1(x11, . . . , x1m1
), . . . , Rn(xn1, . . . , xnmn

)}✱
✇❤❡r❡ t❤❡ Ri✬s ❛r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛r✐t② mi ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ s❡t S ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
r❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ {0, 1} ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x11, . . . , xnmn

❛r❡ ❢r♦♠
Vars(W )∪Vars(D)✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②
s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t σ ✐❢ (σ(xi1), . . . , σ(ximi

)) ∈ Ri ❢♦r ❛❧❧
1 ≤ i ≤ n✳ ❈❛❧❧ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❙❝❤❛❡❢❡r ✐❢ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r

✕ ❛✣♥❡ ✭❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛♥ {⊕}✲❢♦r♠✉❧❛✮✱

✕ ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡ ✭❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ✷❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛✮✱

✕ ❍♦r♥ ✭❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❍♦r♥ ❢♦r♠✉❧❛✮✱ ♦r

✕ ❞✉❛❧ ❍♦r♥ ✭❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ ❍♦r♥ ❢♦r♠✉❧❛✮✳

❆♥❞ s❛② t❤❛t ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦✉r
♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ S✳ ❈❛❧❧ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D)

s✉❝❤ t❤❛t W ∪
{

α, β, γ
∣

∣

∣

α:β
γ

}

✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ❛

❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s

❢r♦♠ S ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D) ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s
❢r♦♠ S✱ ✇❤❡t❤❡r (W,D) ❤❛s ❛ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s
✭r❡s♣✳ s❦❡♣t✐❝❛❧✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ❛s
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② (W,D) ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S
❛♥❞ ❛ s❡t ϕ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S✱ ✇❤❡t❤❡r ϕ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✭r❡s♣✳ ❛♥②✮ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ (W,D)✳ ■♥ ❬✶✵❪✱ ❈❤❛♣❞❡❧❛✐♥❡
❡t ❛❧✳ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
tr✐❝❤♦t♦♠✐❡s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✵ ✭❬✶✵✱ ✺✽❪✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ✐s



✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ♥♦t ❙❝❤❛❡❢❡r✱

✷✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r ❜✉t ♥❡✐t❤❡r 0✲✈❛❧✐❞ ♦r 1✲✈❛❧✐❞✱

✸✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✶ ✭❬✶✵✱ ✺✽❪✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s
✭r❡s♣✳ s❦❡♣t✐❝❛❧✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ✐s

✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ♥♦t ❙❝❤❛❡❢❡r✱

✷✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐❢ S ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r ❜✉t ♥❡✐t❤❡r 0✲✈❛❧✐❞
♥♦r 1✲✈❛❧✐❞✱

✸✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S 0✲✈❛❧✐❞ ♦r 1✲✈❛❧✐❞ ❜✉t ♥♦t ❙❝❤❛❡❢❡r✱

✹✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳

❋♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ❬✺✽❪✳
❲❡ ❧✐❦❡ t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ❧✐❦❡ t❤❡s❡ ❛❜♦✉t ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥str❛✐♥t

s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ P♦st✬s ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ✭❛✣♥❝❡✱ ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡✱ ❍♦r♥✱ ❞✉❛❧ ❍♦r♥✮ ❝❛♥
❛❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ♦❢
❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s❡ts ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝❧♦♥❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡②
❛♣♣❡❛r s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚♦ st❛t❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
❍♦r♥ ✐✛ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s ✐s t❤❡ ❝❧❛ss E2✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❛s❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s❡ts ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ S ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❋♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✹❪✳

❍❛✈✐♥❣ s❡tt❧❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❞♦ ♦♥❧② s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❡✳❣✳✱ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳
❇✉t ✇❤❛t ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡♠❄ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s
s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss❡s
✜rst✳ ❋♦r ❛❧♣❤❛❜❡ts Σ ❛♥❞ Π✱ ❧❡t A ⊆ Σ⋆ × Π⋆ ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ s❡t A(x) := {y ∈ Π⋆ | (x, y) ∈ A} ✐s ✜♥✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Σ⋆✳ ❲❡
✇r✐t❡ #A t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ●✐✈❡♥ x ∈ Σ⋆✱ ❝♦♠♣✉t❡
|A(x)|✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② FP✳ ❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥ FP✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❬✸✶❪ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r #·C ♦♥
❝❧❛ss❡s C ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ #A ∈ #·C ✐❢ ✭❛✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
p✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ❛♥❞ ❛❧❧ y ∈ A(x)✱ |y| ≤ p(|x|) ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ x ❛♥❞ y✱ ✇❤❡t❤❡r y ∈ A(x) ✐s ✐♥ C✳ ❈❧❡❛r❧②✱ #·P ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ #P✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♣❛t❤ ♦❢



♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✖t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢
NP ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♥t❡①t ❬✻✽❪✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ #· t♦ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✇❡ ♥♦✇ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ♦r❞❡r❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss❡s ❬✻✼✱ ✸✶❪✿ #P ⊆ #·NP ⊆ #·coNP = #·PNP ⊆ #·Σp

2 ⊆
#·Πp

2 = #·PΣp

2 ⊆ · · · .
❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❤❛s✱ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ❜❡st ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡✱ ✜rst ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✲
✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ #·coNP✱ ✇❤❡♥❡✈❡r [B ∪ {1}] = BF❀ ❜❡❝♦♠❡s ∆p

2✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❛❧❧ s❡ts B s✉❝❤ t❤❛t [B ∪ {1}] = M❀ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤② ❢♦r ❛❧❧ ❛✣♥❡ s❡ts B s✉❝❤ t❤❛t ¬ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ B ∪ {1}❀ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❜❧✉r ♦✈❡r
t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿
❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✼ ❛♥② ♠♦♥♦t♦♥❡ B✲❞❡❢❛✉❧t t❤❡♦r② ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤✉s ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤
∆p

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷ ✭❬✻✻❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥ B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s

✶✳ #·coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S1 ⊆ [B] ♦r D ⊆ [B]✱

✷✳ ∆p
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S11 ⊆ [B] ⊆ M✱

✸✳ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ [B] ∈ {N,N2, L, L0, L3}✱

✹✳ ✐♥ FP ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ V ♦r [B] ⊆ E ♦r [B] ⊆ R1✮

✈✐❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡
❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ✭❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠ #A ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s❧② r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ #B ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ✐♥♣✉ts x✱ |A(x)| =
|B(f(x))| ❬✻✽❪✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r r❡❧❛t❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✽✱ ✷✽✱ ✸❪✮✳

✹ ❆✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ▲♦❣✐❝

❆✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼♦♦r❡ ❬✹✺❪ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝s ❞❡✈✐s❡❞ ❜② ▼❝❉❡r♠♦tt ❛♥❞



❉♦②❧❡ ❬✹✹❪ ❛♥❞ ▼❝❉❡r♠♦tt ❬✹✸❪✳ ❲❤✐❧❡ ▼♦♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝
✇✐t❤♦✉t r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❛❧ s②st❡♠✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❤✐s ❧♦❣✐❝
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑❉✹✺ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r❧② ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡
✜rst ♠❛❥♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s t❛❦❡♥ ❜② ❑♦♥♦❧✐❣❡ ❬✸✼❪✱ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞
t❤❛t ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ✉s✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ▼❛r❡❦ ❛♥❞ ❚r✉s③❝③②♥s❦✐ ❬✹✼✱ ✹✽❪
s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ♦r ✇❡❛❦❡♥❡❞
♥♦t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ t✇♦ ❧♦❣✐❝s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈✐t②✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ●♦tt❧♦❜ ❬✷✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ st❛♥❞❛r❞
❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❤♦❧❞ ❜② ❏❛♥✲
❤✉♥❡♥ ❬✸✷❪✳

❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♦r❡ ✇❛s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧♦❣✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ ❛♥
✐❞❡❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❛❣❡♥t t❤❛t ❜❡❧✐❡✈❡s ❛❧❧ t❤✐♥❣s ❤❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡
❛♥❞ r❡❢✉t❡s ❜❡❧✐❡❢ ✐♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❡①t❡♥❞s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♦♣❡r❛t♦r L st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t ✏✐s
❜❡❧✐❡✈❡❞✑✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ Lae ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ϕ ::= a | f(ϕ, . . . , ϕ) | Lϕ,

✇❤❡r❡ a ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ f ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ |= ✐s
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✐♠♣❧② tr❡❛t ❢♦r♠✉❧❛❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ L ❛s ❛t♦♠✐❝✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ st❛❜❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❬✹✺❪✮ ▲❡t Σ ⊆ Lae ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❆
s❡t ∆ ⊆ Lae ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Σ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

∆ = Th(Σ ∪ L(∆) ∪ ¬L(Lae \ ∆)),

✇❤❡r❡ L(∆) := {Lϕ | ϕ ∈ ∆} ❛♥❞ ¬L(Lae \ ∆) := {¬Lϕ | ϕ 6∈ ∆}✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t Σ = {Lx∨y, x∨Ly, L(x∨y) → z} ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐s✲
t❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t Σ ❤❛s t✇♦ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ z✳ ❙t✐❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝
❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t✬s ❜❡❧✐❡❢s✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡✲
❞✉❝❡ x ❢r♦♠ Σ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ Lx t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ y ❢r♦♠ Lx ∨ y✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ z ❢r♦♠
L(x∨y) → z✱ ❛s x∨y ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ y✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡t

⋃

i∈N
∆i ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡



r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ ∆0 := {x} ❛♥❞ ∆i := Th(Σ∪L(∆i−1)∪¬L(Lae\∆i−1))
✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Σ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s z✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ y ❢r♦♠ Σ ❡✐t❤❡r✳ ❍❡♥❝❡✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ Ly t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ❛♥❞ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❜❧❡ t♦
❞❡r✐✈❡ x✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ z ❢r♦♠ L(x ∨ y) → z✳ ❆♥❞ ❥✉st ❛s ❛❜♦✈❡✱
⋃

i∈N
∆′

i ✇✐t❤ ∆′
0 := {y} ❛♥❞ ∆′

i ❞❡✜♥❡❞ ❛s ∆i ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Σ t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s z✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❛s st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♥❡❡❞
♥♦t ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✿

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸ ❈♦♥s✐❞❡r Σ′ := {Lp → p}✳ ❚❤❡ s❡t Σ′ ❤❛s t✇♦ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥✲
s✐♦♥s✱ ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ¬Lp ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Lp✳
❆s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷ ✐s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❢❛✐❧ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱
✐t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s Σ✳

❈❧❡❛r❧②✱ s❡ts ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣♦ss❡s ♥♦ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ st❛❜❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s❦❡♣t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡ ❥✉st ❛s ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✳
❚❤❡ ✜rst tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ◆✐❡♠❡❧ä ❬✹✾❪✳ ■♥ ❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❤❡ ❣❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢✉❧❧ s❡ts ✿ ▲❡t SFL(Σ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ L✲♣r❡✜①❡❞
s✉❜❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ Σ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭❬✹✾❪✮ ▲❡t Σ ⊆ Lae ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❆
s❡t Λ ⊆ SFL(Σ) ∪ {¬Lϕ | Lϕ ∈ SFL(Σ)} ✐s Σ✲❢✉❧❧ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ Lψ ∈ SFL(Σ)✿

✕ Σ ∪ Λ |= ψ ✐✛ Lψ ∈ Λ✳

✕ Σ ∪ Λ 6|= ψ ✐✛ ¬Lψ ∈ Λ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✭❬✹✾❪✮ ▲❡t Σ ⊆ Lae ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ■❢
Λ ✐s ❛ Σ✲❢✉❧❧ s❡t✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ∆ s✉❝❤ t❤❛t
Λ ⊆ L(∆)∪¬L(Lae\∆)✳ ❱✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ✐❢ ∆ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ Σ✲❢✉❧❧ s❡t Λ s✉❝❤ t❤❛t s✉❝❤ t❤❛t Λ ⊆ L(∆) ∪ ¬L(Lae \ ∆)✳

❯s✐♥❣ ❢✉❧❧ s❡ts ❛s ✜♥✐t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ◆✐❡♠❡❧ä
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ Σp

2 ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡
❝r❡❞✉❧♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❛ Πp

2 ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❦❡♣t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✲
✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♠♣❧② ❣✉❡ss ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❢♦r ❛ ❢✉❧❧ s❡t ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❛❝❧❡
❢♦r ❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ✐❞❡❛ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ❛♥❞ s❦❡♣t✐❝❛❧
r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ |=L t❤❛t✱
❣✐✈❡♥ Σ ⊆ Lae ❛♥❞ ❛ Σ✲❢✉❧❧ s❡t Λ ✐♠♣❧✐❡s ❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞



✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Λ✳ ◆✐❡♠❡❧ä s❤♦✇s t❤❛t |=L ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❚✉r✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t♦
t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ❛♥❞
s❦❡♣t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Σp

2 ❛♥❞ Πp
2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

♠❛t❝❤✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❧❛t❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ●♦tt❧♦❜ ✐♥ ❬✷✹❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻ ✭❬✹✾✱ ✷✹❪✮ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❞✉✲
❧♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛r❡ Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
s❦❡♣t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐s Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② s✐♠♣❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r q✉❛♥t✐✜❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∃x1 · · · ∃xn∀y1 · · · ∀ymψ✱
✇❤❡r❡ ψ ✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ Vars(ψ) = {xi | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi |
1 ≤ i ≤ m}✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐t ✐♥t♦ ❛ s❡t
Σ ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Σ := {Lxi ↔ xi | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Lψ}.

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♠✐♠✐❝ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ ∀y1 · · · ∀ymψ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✿ ■❢ σ ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t s❛t✐s✜❡s ∀y1 · · · ∀ymψ✱ t❤❡♥
t❤❡ Σ ∪ Λ ✇✐t❤ Λ = {Lψ} ∪ {Lxi | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {¬Lx1 | 1 ≤ i ≤ n} ❡♥t❛✐❧s
ψ❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ Λ ✐s ❛ Σ✲❢✉❧❧ s❡t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ Λ ✐s ❛ ❢✉❧❧ s❡t✱ t❤❡♥ ✇❡
❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ ✐t ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ ∀y1 · · · ∀ymψ✳

❇❡②♦♥❞ t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐s✲
t❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❤❛s s❡❡♠✐♥❣❧② ♦♥❧② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥
t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ∧ ❛♥❞ ∨ ✐s Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❛t
tr❛❝t❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❢♦r ❛✣♥❡ s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ r❡s✉❧ts✱ s❛② t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t B ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥ ❛✉t♦❡♣✐s✲
t❡♠✐❝ B✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♥ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠
❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ s❡t B ♦♥❧②✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② Lae(B) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝
B✲❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t B✲❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❞❡♥♦t❡ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ✭r❡s♣✳ s❦❡♣✲
t✐❝❛❧✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱
❣✐✈❡♥ ❛ s❡t Σ ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ B✲❢♦r♠✉❧❛
ϕ✱ ✇❤❡t❤❡r ϕ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❛❧❧ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✮
♦❢ Σ ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼ ✭❬✶✷❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❞✉❧♦✉s ✭r❡s♣✳ s❦❡♣t✐❝❛❧✮ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❢♦r B✲❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛r❡

✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐❢ D2 ⊆ [B] ♦r S00 ⊆ [B] ♦r S10 ⊆ [B]✱



✷✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐❢ V2 ⊆ [B] ⊆ V✱

✸✳ ⊕L✲❤❛r❞ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ P ✐❢ L2 ⊆ [B] ⊆ L✱

✹✳ ✐♥ L ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ E✮✱

✈✐❛ ❧♦❣s♣❛❝❡ ♠❛♥②✲♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛♥❛❧♦❣✉❡s ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❞✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✿ ✇❤✐❧❡ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ✐s ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡✱ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝
✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❛♥♦t❤❡r r❡s✉❧t✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ✐♥t❡rtr❛♥s❧❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s
♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ✭✉♥❧❡ss ❝♦❧❧❛♣s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❧✐❦❡❧②
♦❝❝✉r✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼✳ ❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ t❤❡
♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧♦♥❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ Σ ⊆ Lae(B ∪
{0, 1})✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ✐♥ ❧♦❣s♣❛❝❡ ❛ s❡t Σ′ ⊆ Lae(B) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ Σ ❛♥❞ Σ′ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ ❛❧❧ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦✈❡r
Vars(Σ)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Σ ⊆ Lae(B ∪ {0, 1}) ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 1
✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t Σ′ t♦ Σ′′ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛❧❧
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ 0 ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ Lf ✱ ✇❤❡r❡ f ✐s ❛ ❢r❡s❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t ∆ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Σ′′✳ ❆s f ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
Σ′′✱ ∆ ❤❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ¬Lf ✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ∆ s❡ts
Lf t♦ 0✳

■t t❤✉s s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts B s✉❝❤ t❤❛t [B] ∈ {BF,M,E,V, L,N, I}✳ ❚❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r q✉❛♥t✐✜❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∃x1 · · · ∃xn∀y1 · · · ∀ymψ ✇✐t❤ ψ
✐♥ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡s ♥❡❣❛t✐♦♥s✿ ●✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ
✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✱ r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ¬xi ❛♥❞ ¬yi ✐♥ ψ ✇✐t❤ ♥❡✇
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s x′i ❛♥❞ y

′
i✳ ❈❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ′✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡

s❡t ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ {∧,∨}✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛s

Σ := {Lϕ′} ∪ {Lxi ∨ x
′
i, xi ∨ Lx

′
i | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi ∨ y

′
i | 1 ≤ i ≤ m}.

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ Lxi∨x
′
i, xi∨Lx

′
i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛♥② st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ∆ ♦❢ Σ

❝♦♥t❛✐♥s ❡✐t❤❡r xi ♦r x
′
i ✭❜✉t ♥♦t ❜♦t❤✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ yi ∨y

′
i✱ 1 ≤ i ≤ m✱



❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r yi ♦r y
′
i ✐s s❡t t♦ 1 ✐♥ ❛♥② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ∆✳

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ϕ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐✛ Σ ❤❛s ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r S00 ⊆ [B]✱ S10 ⊆ [B]✱ ♦r
D2 ⊆ [B]✳

❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛❧s♦ ✇♦r❦ ❢♦r q✉❛♥t✐✜❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥
❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∃x1 · · · ∃xnψ ✇✐t❤ ψ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ NP✲❤❛r❞♥❡ss ❢♦r V2 ⊆ [B]✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✇✐t❤ [B] ⊆ V ✐s tr❛❝t❛❜❧❡✳

❋♦r ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡✲
♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ t❤❡
r❡❛❞❡r ♠❛② ❡❛s✐❧② ❝♦♥✈✐♥❝❡ ❤✐♠s❡❧❢ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡
NP✲❤❛r❞♥❡ss ❛♥❞ Σp

2✲❤❛r❞♥❡ss ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✾ ✭❬✶✷❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐♥ B✲❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐s

✶✳ #·coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ D2 ⊆ [B] ♦r S00 ⊆ [B] ♦r S10 ⊆ [B]✱

✷✳ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ V2 ⊆ [B] ⊆ V✱

✸✳ ✐♥ FP ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ L ♦r [B] ⊆ E✮✱

✈✐❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛❣❛✐♥ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✾✳

✺ ❈✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ t❤✐r❞ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❣✐❝ ✇❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ t♦ ✐s ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡s ♦r ✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ r❡str✐❝ts
t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❈✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❝✲
❈❛rt❤② ❬✹✷❪ ✐♥ ✶✾✽✵ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❧✐st✐♥❣ ❛❧❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ✐ts ✐♥t❡♥❞❡❞ ❡✛❡❝t✳
❍✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt② ❜② r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛r❡ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t s❛t✐s❢② t❤✐s
♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✸✾❪✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣r❡♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❋♦r
❡❛s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts σ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t {p | σ(p) = 1}✳



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ▲❡t P ✱ Q✱ Z ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡t σ, σ′ : P∪
Q ∪ Z → {0, 1} ❜❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❉❡✜♥❡ ≤(P,Z) ❛s t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜②

σ ≤(P,Z) σ
′ ⇐⇒ σ ∩ P ⊆ σ′ ∩ P ❛♥❞ σ ∩Q = σ′ ∩Q.

❯s✐♥❣ ≤(P,Z)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ |=(P,Z) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t σ : P ∪ Q ∪ Z → {0, 1} ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ Γ ✇✐t❤ Vars(Γ) ⊆
P ∪ Q ∪ Z✱ σ |=(P,Z) Γ ✐❢ σ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✳r✳t✳ ≤(P,Z) ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢
Γ✳✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ σ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ Γ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✭❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡✮ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ Γ |=(P,Z) ϕ ✐❢ ϕ
✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ Γ✳ ■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t
❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❧♦s❡❞ ✇♦r❧❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ P t❤❛t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Γ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡ ❬✷✼❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷ ▲❡t P := {x}✱ Q := ∅✱ Z := {y, z} ❛♥❞ Γ := {(x ∧ ¬y) → z}✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ Γ ❛r❡ ∅✱ {y}✱ {z}✱ {x, y}✱ {y, z}✱ {x, z}✱ {y}✱ ❛♥❞ {x, y, z}✳
❖❢ t❤❡s❡✱ ♦♥❧② ∅✱ {z}✱ ❛♥❞ {y, z} ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ≤(P,Z)✳ ❍❡♥❝❡✱
Γ ∪ {y} |=(P,Z) z✱ ✇❤✐❧❡ Γ ∪ {y} 6|= z✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♥❛t✲
✉r❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞②
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

✭❈✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ Γ✱ ❛ ♣r❡♦r❞❡r
≤(P,Z) ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t σ✱ ❞♦❡s σ |=(P,Z) Γ
❤♦❧❞❄

✭❈✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛❡ Γ ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ✱ ❛
♣r❡♦r❞❡r ≤(P,Z) ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❞♦❡s Γ |=(P,Z) ϕ ❤♦❧❞❄

❚❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s ❞✉❛❧ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛
❤❛s ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡♦r❞❡r ≤(P,Z)✱ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❬✾❪✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡
❜② ❊✐t❡r ❛♥❞ ●♦tt❧♦❜ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ ❛❧✐❦❡ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❛♥❞
❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r r❡str✐❝t✐♦♥s
t❤❛t ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ t❛s❦s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ r❡str✐❝t❡❞ s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥ ❙❝❤❛❡❢❡rs ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❙❝❤❛❡❢❡r✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✜rst✳



❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s
❢r♦♠ S ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❛ s❡t Γ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ S✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t σ : Vars(Γ) → {0, 1} ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ (P,Q, Z) ♦❢
Vars(Γ)✱ ✇❤❡t❤❡r σ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ Γ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ≤(P,Z)✳ ■♥ ❬✸✹❪✱
❑✐r♦✉s✐s ❛♥❞ ❑♦❧❛✐t✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❙❝❤❛❡❢❡r✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲
s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ r❡str✐❝t❡❞ t♦ Q = Z = ∅ ✐s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝✱ ❛
r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ❬✸✻❪✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ ✭❬✸✻❪✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡
♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ✐s

✶✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ♥♦t ❙❝❤❛❡❢❡r ❛♥❞

✷✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳

❚❤❡ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✐❢ S ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲
s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❚✉r✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ❜② ❬✺✼❪✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ coNP✲❤❛r❞♥❡ss ✐♥ ❛❧❧ r❡✲
♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ❑✐r♦✉s✐s ❛♥❞ ❑♦❧❛✐t✐s ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤r❡❡ st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥
❢r♦♠ 1✲in✲3 SAT✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱ ❑✐r♦✉s✐s ❛♥❞ ❑♦❧❛✐t✐s ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ s❡ts
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♥♦t❡✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲
s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t Γ ⊆ L(B)✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t σ : Vars(Γ) → {0, 1} ❛♥❞ ❛ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥ (P,Q, Z) ♦❢ Vars(Γ)✱ ✇❤❡t❤❡r σ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ Γ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ≤(P,Z)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹ ✭❬✸✸❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s

✶✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S02 ⊆ [B] ♦r S12 ⊆ [B] ♦r D1 ⊆ [B]✱ ❛♥❞

✷✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ M✮✳

❑❡② t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❡t B ♦❢ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❚✉r✐♥❣✲
r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠♦♥♦t♦♥❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡✳
●✐✈❡♥ Γ ❛♥❞ σ✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② σi t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s ✐♥ Z t♦ 1 ❛♥❞ t❤❡ it❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ P ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦ 1 ✉♥❞❡r σ t♦
0✳ ❚❤❡♥ σ |=(P,Z) Γ ✐✛ ❢♦r ❛❧❧ σi ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ σi 6|=(P,Z) Γ✳ ❚❤✉s
❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ✐❢
[B] ⊆ M✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ coNP✲❤❛r❞♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧
r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡ts B s❛t✐s❢② [B∪{0, 1}] = BF✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥



❝♦♥st❛♥ts✿ ■❢ B ⊆ R1✱ t❤❡♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶ s✉✣❝❡s✳ ■❢ B ⊆ R1✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ Γ 7→ Γ′ := Γ[0/f, 1/t] ∪

{

t, f →
∧

Vars(Γ)
}

✱ ✇❤❡r❡
Γ[0/f, 1/t] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Γ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ 0
❜② t❤❡ ❢r❡s❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ f ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ 1 ❜② t❤❡ ❢r❡s❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ Γ′ s❡ts t t♦ 1 ❛♥❞ t❤❛t Γ′ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧②
t❤♦s❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t s❛t✐s❢② Γ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❡tt✐♥❣ ❛❧❧
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t♦ 1✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ B ⊆ R1✱ ✇❡ ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ ❛♥② ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ Γ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t (B ∪ {0, 1})✲❢♦r♠✉❧❛✳

❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬✸✸❪ ❜✉✐❧❞s ♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✸✹❪✱
t❤❡ s❦❡t❝❤ ❛❜♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝✐r❝✉♠✲
s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✶✾✾✵ ❜② ❈❛❞♦❧✐ ❛♥❞ ▲❡♥③❡r✐♥✐ ❬✶✶❪✱
✇❤♦ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❝❧♦s❡❞ ✇♦r❧❞ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
♣r❡♠✐s❡s✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞ tr❛❝t❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❨❡t t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ♦♣❡♥ ✉♥t✐❧ ❊✐t❡r ❛♥❞ ●♦tt❧♦❜ ❬✷✵❪ ♣r♦✈❡❞ ✐ts Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ r❡str✐❝t❡❞ s❡ts ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❙❝❤❛❡❢❡r✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❡
❧❛tt❡r✱ ❑✐r♦✉s✐s ❛♥❞ ❑♦❧❛✐t✐s ❬✸✺❪ ♣r♦✈❡❞ ❛ ❞✐❝❤♦t♦♠② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ Πp

2✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ coNP✱ ❛♥❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥
coNP ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥t♦ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ tr❛❝t❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r ❞✉❛❧ ❍♦r♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦r ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❛s ❦♥♦✇♥
❢r♦♠ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❉✉r❛♥❞ ❛♥❞ ❍❡r♠❛♥♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r ❢♦r ❛✣♥❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❬✶✻❪✱ ◆♦r❞❤ ✜♥❛❧❧② ❛✣r♠❛t✐✈❡❧② s❡tt❧❡❞ ❑✐r♦✉s✐s ❛♥❞ ❑♦❧❛✐t✐s✬ ❝♦♥✲
❥❡❝t✉r❡ ✐♥ ❬✺✵❪✳ ❋♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛s✐❝ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t r❡q✉✐r❡s
Q ♦r Z ♦r ❜♦t❤ t♦ ❜❡ ❡♠♣t②✱ t❤❡ tr✐❝❤♦t♦♠② ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✳ ❲❡ st❛t❡
❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❬✺✵❪✳

❙❛② t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❍♦r♥ ✐❢ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❍♦r♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤♦✉t ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥
❛ s❡t Γ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S✱ ❛ ❝❧❛✉s❡ ϕ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ (P,Q, Z)
♦❢ Vars(Γ ∪ {ϕ})✱ ✇❤❡t❤❡r Γ |=(P,Z) ϕ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✺ ✭❬✺✵❪✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ✐s

✶✳ Πp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ♥♦t ❙❝❤❛❡❢❡r✱

✷✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r ❜✉t ♥❡✐t❤❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❍♦r♥ ♥♦r ❜♦t❤ ❜✐✲
❥✉♥❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛✣♥❡ ♥♦r ❜♦t❤ ❍♦r♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❍♦r♥✱ ❛♥❞



✸✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ S ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❍♦r♥ ♦r ❜♦t❤ ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡
❛♥❞ ❛✣♥❡ ♦r ❜♦t❤ ❍♦r♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❍♦r♥✮✳

❋♦r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ❜② t❤❡ s❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✇❛s ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥ ❬✻✹❪✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡
❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t Γ ⊆ L(B)✱ ❛ ❝❧❛✉s❡ ϕ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
(P,Q, Z) ♦❢ Vars(Γ ∪ {ϕ})✱ ✇❤❡t❤❡r Γ |=(P,Z) ϕ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✻ ✭❬✻✹❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s

✶✳ Πp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S02 ⊆ [B] ♦r S12 ⊆ [B] ♦r D1 ⊆ [B]✱

✷✳ coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ X ⊆ [B] ⊆ Y ❢♦r s♦♠❡ X ∈ {V2, S10,D2, L2} ❛♥❞
Y ∈ {M, L}✱ ❛♥❞

✸✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ N ♦r [B] ⊆ E✮✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✼ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r B✲❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❛♥❞
B✲❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❤❡r❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ B✲❢♦r♠✉❧❛
❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛❧❧ s❡ts B ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ s❛t✲
✐s❢②✐♥❣ L2 ⊆ [B] ⊆ L❀ ❢♦r t❤❡s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ⊕L✲❤❛r❞ ❛♥❞
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ coNP✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t Γ ✇✳r✳t✳ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡♦r❞❡r ≤(P,Z)✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❣❛✐♥❡❞
❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ Q = Z = ∅ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐✲
♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✇✐s❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✐♥❞✉❝❡❞
❜② 0 < 1✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✻✽❪✱
t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♦♣❡♥ ❢♦r
❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ #·coNP✱ s✐♥❝❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣
✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s ✐♥ coNP✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐ts #P✲❤❛r❞♥❡ss ✈✐❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥s
✐s ❛♣♣❛r❡♥t✿ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ϕ 7→

{

ϕ ∧
∧

xi∈Vars(ϕ)(xi ⊕ yi)
}

✇✐t❤ yi /∈ Vars(ϕ)
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ #·coNP✲❤❛r❞♥❡ss ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛r❡ ❝❧♦s❡❞✳



■♥ ✷✵✵✵✱ ❉✉r❛♥❞✱ ❍❡r♠❛♥♥ ❛♥❞ ❑♦❧❛✐t✐s ❬✶✽❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s✉✐t❛❜❧② r❡❧❛①❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡✲
❞✉❝t✐♦♥s✳ ❙❛② t❤❛t ❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ #A r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
#B ✈✐❛ str♦♥❣ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲
t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f, g s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x✱ B(g(x)) ⊆ B(f(x)) ❛♥❞
|A(x)| = |B(f(x))|− |B(g(x))|✳ ❙✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦✲
s✉r❡ ♦❢ str♦♥❣ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ #A r❡❞✉❝❡s t♦ #B ✈✐❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡
r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ (#C)1≤i≤n s✉❝❤ t❤❛t #C1 = #A✱
#Cn = #B ❛♥❞ #Ci r❡❞✉❝❡s t♦ #Ci+1 ✈✐❛ str♦♥❣ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r
❛❧❧ 1 ≤ i < n✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❡❛❝❤ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡
r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ #P ❛♥❞ #·Πp

k✱ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 1✱ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞
✉♥❞❡r s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✽ ✭❬✶✽❪✮ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲
s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ #·coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s
❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ❙❝❤❛❡❢❡r✬s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❞✉❛❧ ❍♦r♥✱ ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡ ♦r
❛✣♥❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❍♦r♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦r r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡ ❛♥
❛✣♥❡ ②✐❡❧❞s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ❞✉❛❧ ❍♦r♥ ❛♥❞ ❍♦r♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❍♦r♥ ❛r❡ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ st✐❧❧ tr❛❝t❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢
❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❛❧✲
♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✾ ✭❬✻✻❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s

✶✳ #·coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐❢ S02 ⊆ [B] ♦r S12 ⊆ [B]
♦r D1 ⊆ [B]✱

✷✳ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐❢ S00 ⊆ [B] ⊆ M ♦r S10 ⊆
[B] ⊆ M ♦r D2 ⊆ [B] ⊆ M✱

✸✳ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❛ ❚✉r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐❢ V2 ⊆ [B] ⊆ V ♦r L2 ⊆ [B] ⊆ L✱
❛♥❞

✹✳ ✐♥ FP ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ N ♦r [B] ⊆ E✮✳



✻ ❆❜❞✉❝t✐♦♥

❆❜❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P❡✐r❝❡ ❬✺✸❪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧
r❡❛s♦♥✐♥❣✿ t♦ ❛s❦ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❜❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ α ✐s t♦ ❛s❦ ❢♦r
❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r α✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✇❛s
✜rst ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢r✉✐t❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❬✷❪✱ t❡①t ❛♥❛❧②s✐s ❬✸✵❪✱ s②st❡♠
❞✐❛❣♥♦s✐s ❬✻✸❪✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶❪✱ t❡♠♣♦r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡s ❬✺❪✱ ❛♥❞
❤❛s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ ❞❡❢❛✉❧t r❡❛s♦♥✐♥❣ ❬✻✵❪✳

❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❧♦❣✐❝ ❜❛s❡❞ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
t❤❡♦r② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
❣✐✈❡♥ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡ Γ ⊆ L✱ ❛ s❡t A ⊆ Vars(Γ) ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q ∈ Vars(Γ)✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❡t E ⊆ Lits(A)
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ♦✈❡r A s✉❝❤ t❤❛t Γ ∪ E ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ Γ ∪ E |= q✳ ■❢ s✉❝❤
❛ s❡t E ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
P = (Γ, A, q)✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ✜rst ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❜② ❙❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ▲❡✈❡sq✉❡ ❬✻✵❪✱ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s NP✲❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐❢ Γ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤✱
●♦tt❧♦❜ ❛♥❞ ◆❡❥❞❧ ❬✷✸❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡✜♥✐t❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤❡②
s❤♦✇ t❤❛t ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡❛s ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■t ✐s ②❡t tr❛❝t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ s♦♠❡ s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❬✽❪✳ ❋✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❊s❤❣❤✐ ❬✷✷❪✱ ✇❤♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s tr❛❝t❛❜❧❡ ✐❢ Γ ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ❍♦r♥ ❛♥❞ ✐ts ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✐s
✉♥✐t✲r❡❢✉t❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s s❡tt❧❡❞
❜② ❊✐t❡r ❛♥❞ ●♦tt❧♦❜✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶ ✭❬✷✶❪✮

✶✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ P = (Γ, A, q) ❛♥❞ ❛ s❡t E ⊆
Lits(A)✱ ✇❤❡t❤❡r E ✐s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r P ✐s DP✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

✷✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ P✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①✲
♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r P ✐s Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

✸✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ P ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ p✱ ✇❤❡t❤❡r
❛❧❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r P ❝♦♥t❛✐♥ p ✐s Πp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳



❊✐t❡r ❛♥❞ ●♦tt❧♦❜ ❬✷✶❪ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧✐t②✱ ❜✉t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s s✉r✈❡②✳ ❆s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡①✐sts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❙❝❤❛❡❢❡r✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❈r❡✐❣♥♦✉ ❛♥❞ ❩❛♥✉tt✐♥✐ ❬✶✺❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛ tr✐❝❤♦t♦♠②✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥
❛ s❡t Γ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S✱ ❛ s❡t A ⊆ Vars(Γ) ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q ∈ Vars(Γ) \ A✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t E ⊆ Lits(A)
s✉❝❤ t❤❛t Γ∪E ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ Γ∪E |= q✳ ❙❛② t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐s ■❍❙✲❇−
✐❢ ✐❢ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤♦s❡ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s✿ (xi)✱ (¬xi1 ∨ xi2)✱ (¬xi1 ∨ · · · ∨ ¬xik) ❢♦r s♦♠❡
k > 0✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② s❛② t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐s ■❍❙✲❇+ ✐❢ ✐❢ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤♦s❡ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s✿
(¬xi)✱ (¬xi1 ∨ xi2)✱ (xi1 ∨ · · · ∨ xik) ❢♦r s♦♠❡ k > 0✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛♥② ■❍❙✲❇−
❢♦r♠✉❧❛ ✭r❡s♣✳ ■❍❙✲❇+✮ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❍♦r♥ ✭r❡s♣✳ ❞✉❛❧ ❍♦r♥✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ✭❬✶✺❪✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ✐s

✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ♥♦t ❙❝❤❛❡❢❡r✱

✷✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ❡✐t❤❡r ❍♦r♥ ♦r ❞✉❛❧ ❍♦r♥ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡
♥♦r ❛✣♥❡ ♥♦r ❞❡✜♥✐t❡ ❍♦r♥ ♥♦r ■❍❙✲❇+ ♥♦r ■❍❙✲❇−✱

✸✳ ✐♥ P ✐❢ S ✐s ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡ ♦r ❛✣♥❡ ♦r ❞❡✜♥✐t❡ ❍♦r♥ ♦r ■❍❙✲❇+ ♦r ■❍❙✲❇−✳

❆s ❢♦r r❡str✐❝t❡❞ s❡ts Γ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② q t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❡r♠ ✭❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✮✱
❛ ❝❧❛✉s❡ ♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠✉❧❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ q✉❡r② t♦
❜❡ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❞❡✜♥✐t❡ ❍♦r♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛
t❡r♠✱ ❛ tr✐❝❤♦t♦♠② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✺✶❪✿ ❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡✲
❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✣♥❡ r❡♠❛✐♥s tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❍♦r♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❞✉❛❧ ❍♦r♥ r❡❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♥❧② (¬xi1 ∨ xi2)✱ ♦r ♦♥❧② (xi1 ↔ xi2)
❛♥❞ (xi1 ∨ xi2)✱ ♦r ♦♥❧② (xi1 ↔ xi2) ❛♥❞ (¬xi1 ∨ ¬xi2) ❧❡❛❞ t♦ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡
❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r ❧♦♦s❡♥✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r



❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠✉❧❛ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡
❢r❛❣♠❡♥ts ✭✐❢ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❙❝❤❛❡❢❡r✮ ❛♥❞ Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ✭✐♥
❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧s♦ ❝♦✈❡r
❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐♥ ❬✺✷❪✳

❙❡❡❦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r r❡str✐❝t❡❞ s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✶✸❪✱ ❈r❡✐❣♥♦✉✱
❙❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❢♦r♠✉❧❛❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛
❣✐✈❡♥ ❛ s❡t Γ ⊆ L(B) ❛ s❡t A ⊆ Vars(Γ) ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
q ∈ Vars(Γ) \ A✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t E ⊆ Lits(A) s✉❝❤ t❤❛t Γ ∪ E ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ Γ ∪ E |= q✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✭❬✶✸❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s

✶✳ Σp
2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S02 ⊆ [B] ♦r S12 ⊆ [B] ♦r D1 ⊆ [B]✱

✷✳ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S00 ⊆ [B] ⊆ M ♦r S10 ⊆ [B] ⊆ M ♦r D2 ⊆ [B] ⊆ M✱
❛♥❞

✸✳ ✐♥ P ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ E ♦r [B] ⊆ V ♦r [B] ⊆ L✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝❧❛✉s❡s✱
t❡r♠s ❛♥❞ B✲❢♦r♠✉❧❛ ✇❛s ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ ❝❧❛✉s❡s ❞♦❡s ♥♦t
❛❧t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❡r♠s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ [B ∪
{0, 1}] = V t♦ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ▲❛st❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❛
B✲❢♦r♠✉❧❛ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦♥❡s ❛❜♦✈❡
E✱ V ♦r L ❜❡✐♥❣ Σp

2✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧♦♥❡s ❜❡✐♥❣ tr❛❝t❛❜❧❡❀ t❤✉s
s❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ NP ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s
✜rst st✉❞✐❡❞ ❜② ❍❡r♠❛♥♥ ❛♥❞ P✐❝❤❧❡r ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢
♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❛❜❞✉❝t✐♦♥ st✉❞✐❡❞
❜② ❍❡r♠❛♥♥ ❛♥❞ P✐❝❤❧❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿

✭❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t Γ ⊆ L✱ ❛ s❡t A ⊆ Vars(Γ)✱ ❛♥❞ ❛
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ q1∧· · ·∧qn ♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ Vars(Γ)\A✱ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧❧ s❡ts E ⊆ A s✉❝❤ t❤❛t Γ ∪ E ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ Γ ∪ E |= q1 ∧ · · · ∧ qn✳

✭❙✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t Γ ⊆ L✱ ❛ s❡t A ⊆
Vars(Γ)✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ q1 ∧ · · · ∧ qn ♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ Vars(Γ) \ A✱



t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ s❡ts E ⊆ A s✉❝❤ t❤❛t Γ ∪ E ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞
Γ ∪ E |= q1 ∧ · · · ∧ qn✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✹ ✭❬✷✽❪✮ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡t✲
♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ #·coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡
r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ r❡str✐❝ts Γ ❜❡ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛
✜①❡❞ s❡t S ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞r♦♣s ❜② ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✿ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✲
✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ S ✐s #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S ✐s ❍♦r♥ ♦r ❞✉❛❧
❍♦r♥ ♦r ❜✐❥✉♥❝t✐✈❡❀ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ FP ✐❢ S ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ s✉❜s❡t✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠
S ✐s #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛s❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Γ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡r❡ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛♥ts✱ t♦ ❝♦✉♥t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐t❡r❛❧
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✺ ✭❬✶✸❪✮ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡ts ♦❢ B✲❢♦r♠✉❧❛❡ ✐s

✶✳ #·coNP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ S02 ⊆ [B] ♦r S12 ⊆ [B] ♦r D1 ⊆ [B]✱

✷✳ #P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ V2 ⊆ [B] ⊆ M ♦r S10 ⊆ [B] ⊆ M ♦r D2 ⊆ [B] ⊆ M✱ ❛♥❞

✸✳ ✐♥ FP ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ [B] ⊆ E ♦r [B] ⊆ L✮✱

✈✐❛ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ■❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧s ♦♥❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ FP ❢♦r V2 ⊆ [B] ⊆ V ❛♥❞ ♦♥❧②
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥ #P ❢♦r L2 ⊆ [B] ⊆ L✳

❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝❛s❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✺ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Γ ✐s r❡✲
str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❧❡❢t ♦♣❡♥ ✐♥ ❬✷✽❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❏✳ ❆♠✐❧❤❛str❡✱ ❍✳ ❋❛r❣✐❡r✱ ❛♥❞ P✳ ▼❛rq✉✐s✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② r❡st♦r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❈❙Ps✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✶✸✺✭✶✲✷✮✿✶✾✾✕✷✸✹✱
✷✵✵✷✳

❬✷❪ ❚✳ ❇②❧❛♥❞❡r✱ ❉✳ ❆❧❧❡♠❛♥❣✱ ▼✳ ❈✳ ❚❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❏♦s❡♣❤s♦♥✳ ❙♦♠❡
r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❜❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥
Pr♦❝✳ ✶st ❑❘✱ ♣❛❣❡s ✹✹✕✺✹✱ ✶✾✽✾✳



❬✸❪ ▼✳ ❇❛✉❧❛♥❞✱ ❊✳ ❇ö❤❧❡r✱ ◆✳ ❈r❡✐❣♥♦✉✱ ❙✳ ❘❡✐t❤✱ ❍✳ ❙❝❤♥♦♦r✱ ❛♥❞
❍✳ ❱♦❧❧♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r q✉❛♥t✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t✳ ❙②st✳✱ ✹✼✭✷✮✿✹✺✹✕✹✾✵✱ ✷✵✶✵✳

❬✹❪ ❘✳ ❇❡♥✲❊❧✐②❛❤✉✲❩♦❤❛r②✳ ❨❡t s♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t
❧♦❣✐❝✳ ❆rt✐❢✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✶✸✾✭✶✮✿✶✕✷✵✱ ✷✵✵✷✳

❬✺❪ ▼✳ ❇♦✉③✐❞ ❛♥❞ ❆✳ ▲✐❣❡③❛✳ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❝❛✉s❛❧ ❛❜❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥str❛✐♥ts✱
✺✭✸✮✿✸✵✸✕✸✶✾✱ ✷✵✵✵✳

❬✻❪ ❖✳ ❇❡②❡rs❞♦r✛✱ ❆✳ ▼❡✐❡r✱ ▼✳ ❚❤♦♠❛s✱ ❛♥❞ ❍✳ ❱♦❧❧♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥❢✳ Pr♦❝❡ss✳ ▲❡tt✳✱ ✶✵✾✭✶✽✮✿✶✵✼✶✕
✶✵✼✼✱ ✷✵✵✾✳

❬✼❪ ❖✳ ❇❡②❡rs❞♦r✛✱ ❆✳ ▼❡✐❡r✱ ▼✳ ❚❤♦♠❛s✱ ❛♥❞ ❍✳ ❱♦❧❧♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✷t❤ ❙❆❚✱
✈♦❧✉♠❡ ✺✺✽✹ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✺✶✕✻✹✱ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
✷✵✵✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬✽❪ ❚✳ ❇②❧❛♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✷♥❞ ❑❘✱ ♣❛❣❡s ✼✵✕✼✼✱
✶✾✾✶✳

❬✾❪ ▼✳ ❈❛❞♦❧✐✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛❡✳ ■♥❢✳ Pr♦❝❡ss✳ ▲❡tt✳✱ ✹✹✿✶✶✸✕✶✶✽✱ ✶✾✾✷✳

❬✶✵❪ P✳ ❈❤❛♣❞❡❧❛✐♥❡✱ ▼✳ ❍❡r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ■✳ ❙❝❤♥♦♦r✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡✲
❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✾t❤ ▲P◆▼❘✱
✈♦❧✉♠❡ ✹✹✽✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✽✕✼✵✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✶❪ ▼✳ ❈❛❞♦❧✐ ❛♥❞ ▼✳ ▲❡♥③❡r✐♥✐✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
❝❧♦s❡❞ ✇♦r❧❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝✐r❝✉♠s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙②st✳ ❙❝✐✳✱
✹✽✭✷✮✿✷✺✺✕✸✶✵✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✷❪ ◆✳ ❈r❡✐❣♥♦✉✱ ❆✳ ▼❡✐❡r✱ ▼✳ ❚❤♦♠❛s✱ ❛♥❞ ❍✳ ❱♦❧❧♠❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛✉t♦❡♣✐st❡♠✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ❈✐r❝✉✐ts✱ ▲♦❣✐❝✱

❛♥❞ ●❛♠❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✵✻✶ ♦❢ ❉❛❣st✉❤❧ ❙❡♠✐♥❛r Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✸❪ ◆✳ ❈r❡✐❣♥♦✉✱ ❏✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❤♦♠❛s✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥❛❧ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r r❡str✐❝t❡❞ s❡ts ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝✳

✶✷t❤ ❑❘✳ ❆❆❆■✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✹❪ ◆❛❞✐❛ ❈r❡✐❣♥♦✉ ❛♥❞ ❍❡r✐❜❡rt ❱♦❧❧♠❡r✳ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❲❤❡♥ ❞♦❡s ♣♦st✬s ❧❛tt✐❝❡ ❤❡❧♣❄ ■♥ ◆✳ ❈r❡✐❣♥♦✉✱ P❤✳ ●✳
❑♦❧❛✐t✐s✱ ❛♥❞ ❍✳ ❱♦❧❧♠❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥ts✱ ✈♦❧✉♠❡
✺✷✺✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✕✸✼✱ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐✲
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