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✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠✐ss✐♥❣
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈■✳ ■t
✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ s②st❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ❛ st❛♥❞✐♥❣ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✭♦♣t✐❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡✮ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛②
♦❢ ❈■s ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❬✶✸❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s ❝❛♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦❢ ❝♦❧❞ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❧❛s❡r ✇❛✈❡s✱ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞
❈■s ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❬✶✹❪✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✲
❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡
✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥



✷

❧❛s❡r ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❈■ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶✺✕
✶✼❪ ❛♥❞ ❝✐t❛t✐♦♥s t❤❡r❡✐♥✮✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳
❚❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❡✇ ❧❛s❡r✲♠❛tt❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡s❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s ✐♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ♠❛② ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ✜❡❧❞ ❢r❡❡✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r st❛♥❞✐♥❣ ♦r r✉♥♥✐♥❣
❧❛s❡r ✇❛✈❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥❛❞✐✲
❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡
❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ♦♣❡♥ ✉♣ ❛ ♥❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r q✉❛♥t✉♠ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ str♦♥❣ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝✐t② ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ❛

❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✇❛② ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧②
❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❈■s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣s ❜❡❝♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r ❛t t❤❡ ❈■s ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❈■ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢♦r ♥✉♠❡r♦✉s st❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✲
✐❝❛❧ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ▲♦♥❣✉❡t✲❍✐❣❣✐♥s ♦r ❇❡rr② ♣❤❛s❡ ❬✷✶✕✷✸❪✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡s ❬✶✸✱ ✶✹❪ ✇❡
❝❤♦♦s❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ◆❛2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛s ❛ s❛♠♣❧❡ s②st❡♠✳ ❖♥❡
♦❢ ♦✉r ❛✐♠s ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❇❡rr② ♣❤❛s❡
✐♥ ◆❛2✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ✜♥❣❡r♣r✐♥t
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■✳
❆s ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❢r❡❡ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ ❞②✲

♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❈■s ❛♥❞ ❜❡✲
❝♦♠❡s str♦♥❣❧② ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦✈❡r❡♠♣❤❛s✐③❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❈■
✐s ❛♥♦t❤❡r ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st✉❞② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st
❛♥❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ■■ ❣✐✈❡s ❛

❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥
■■■ ❛ s❤♦rt ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
❇❡rr② ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲♣❛❝❦❡t ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st st❛t❡s ♦❢ s♦❞✐✉♠ ❞✐♠❡r ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ■❱ ❛♥❞ ❱✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦
❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ❱■✳

■■✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦✲
t✐♦♥ ♦❢ ◆❛2 ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❜② ❛ r✉♥♥✐♥❣ ❧❛s❡r ✇❛✈❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞
❳ ✭❣r♦✉♥❞✱ X1Σ+

g ✮ ❛♥❞ ❆ ✭❡①❝✐t❡❞✱ A1Σ+
u ✮✿

i~
d

dt

(
ψX

ψA

)
= Ĥ

(
ψX

ψA

)
, ✭✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s

Ĥ = (Ĥvib + Ĥrot) + Ŵ. ✭✷✮

❍❡r❡✱ Ĥvib ❛♥❞ Ĥrot ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞
Ŵ ✐s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥvib = −1̂
~

2

2µ

∂2

∂R2
, ✭✸✮

Ĥrot = 1̂
L

2
θϕ

2µR2
, ✭✹✮

µ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❘
❛♥❞ (θ,ϕ) ❛r❡ ✐ts ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ L

2
θϕ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛✲

t♦r ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❧✐❣❤t t❡r♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t −→d ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞
✈❡❝t♦r −→ε ✿

−→
d · −→ε = ǫ0d(R) cos θ cosωLt. ✭✺✮

❍❡r❡ ǫ0 ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ωL ✐s t❤❡
❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✱
d(R) ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✳ ❋♦r s②♠♠❡✲
tr② r❡❛s♦♥ ♦♥❧② t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t (d(R) =< ψe

1|
∑

j zj |ψ
e
2 >) ✐s ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt Ŵ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s VX ❛♥❞ VA ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s
❛s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s t❤❡
♥♦♥❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❞r❡ss❡❞ st❛t❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✿

Ŵ =

(
VX (ǫ0/2)d(R) cos θ

(ǫ0/2)d(R) cos θ VA − ~ωL

)
. ✭✻✮

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s VX ❛♥❞ VA ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬✷✹❪✳

■■■✳ ❈♦♥✐❝❛❧ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❈♦✉♣❧✐♥❣

▼❛tr✐①

■♥ ❡q✳ ✭✻✮ ♦❢ ❙❡❝✳ ■■✳ ✇❡ ❣❛✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠❛tr✐① Ŵ ✳ ❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ✉s✉❛❧
t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① Û ✇❤✐❝❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣② ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤✉s tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✷✮
t♦ ✐ts ❛❞✐❛❜❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿



✸

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▲✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
V lower

ad (R, θ) ❛♥❞ V upper
ad (R, θ) ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r✲

❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ◆❛2 ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞
♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡✿ I = 3.0 × 1010 W

cm2 and ~ωL = 1.968 eV.

U(R, θ) =

(
cos Φ(R, θ) sin Φ(R, θ)
− sin Φ(R, θ) cosΦ(R, θ)

)
, ✭✼✮

✇✐t❤

Φ(R, θ) =
1

2
arctan

(
ε0 d(R) cos θ

VA(R) − ~ωL − VX(R)

)
. ✭✽✮

■♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ÛŴ Û† tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s✱ V lower

ad (R, θ) ❛♥❞
V upper

ad (R, θ)✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥
❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (cos θ = 0, (θ = π/2)
❛♥❞ VX(R) = VA(R) − ~ωL) ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❈■ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜②
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✜❡❧❞✳ ■♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦✈❡s t❤❡ ❈■ t♦ ❛
s♠❛❧❧❡r ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ st❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈■ ❝♦♥❡ ❢♦r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r
✐♥t❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❧✐❣❤t ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠❛tr✐① ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♥♦✇ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆s ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❬✷✱ ✶✵❪✱ t❤❡s❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Φ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

τ12R = ∂Φ/∂R and τ12θ = ∂Φ/∂θ. ✭✾✮

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥ t❤❡
❝❧♦s❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡✐r
✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡ ❛t t❤❡ ❈■ ❛s ✐s t❤❡
❝❛s❡ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❈■s ♦❢ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❬✶✵❪✮✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❛s ✐♥ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝s s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t
❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥② ♠♦r❡✳

■❱✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❇❡rr② P❤❛s❡

❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s✱ ❧❡t ✉s st✉❞② ♥♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ◆❛2✳ ❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇❡
t✉r♥ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❇❡rr② ♣❤❛s❡✳
■t ✇❛s ✜rst ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▲♦♥❣✉❡t✲❍✐❣❣✐♥s ❛♥❞

❍❡r③❜❡r❣ ❬✷✶✱ ✷✷❪ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡❛❧ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ✇❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❧♦♥❣
❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳
▼❡❛❞ ❛♥❞ ❚r✉❤❧❛r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❡✛❡❝t
✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❇❡rr②
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ❬✷✸❪✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ❇❡rr② ♣❤❛s❡✳
❆s t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡❞✱ ✐t ✐s ❢❛✲
✈♦r❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞✐❛✲
❜❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② ❛ ♣❤❛s❡
❢❛❝t♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s s✐♥✲
❣❧❡ ✈❛❧✉❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡rr② ♣❤❛s❡
✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝❧❡❛r s✐❣♥❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✇❤❡t❤❡r
✐t ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♦r ❛ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❡✳
❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✷❪ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❇❡rr② ♣❤❛s❡ α12 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞
❝♦♥t♦✉r Γ ❛s✿

α12 =

∮

Γ

τ12(s
′) · ds′, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ τ12 ✐s t❤❡ ♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ st❛t❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

α12 = π ×

{
2n+ 1 if Γ encircles odd number of CIs

2n if Γ encircles even number of CIs

n = 0,±1,±2, ... ✭✶✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ✭τ12R =
∂Φ/∂R and τ12θ = ∂Φ/∂θ✮ ❢♦r ◆❛2✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡✿ I = 3.0×1010 W

cm2 and ~ωL =
1.968 eV.

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❡q✳ ✭✾✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❇❡rr②
♣❤❛s❡ α12 ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ Γ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

α12 = Φ(s0)end of the path − Φ(s0)begining of the path. ✭✶✷✮

■♥ ❋✐❣✳ ✸❛ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡ VX ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✭❛✮ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② VX ❛♥❞ ✜❡❧❞✲❞r❡ss❡❞ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❡♥❡r❣② VA − ~ωL ❝✉r✈❡s ♦❢ ◆❛2✳ ❚❤❡ ❳ ❛♥❞ ❆ ♥♦t❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ X1Σ+

g ❛♥❞ A1Σ+
u ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ✭❜✮ ●❡✲

♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❤❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ β {0...2π} ♣❛r❛♠❡tr✐③❡s t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ tr✐❛♥❣❧❡ s❤♦✇s t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❚r❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ β ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❖♥❧② t❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣
❛ ♣❛t❤ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❈■✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐❞
❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳
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tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ X1Σ+
g ❛♥❞ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡

(VA−~ωL) ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ A1Σ+
u ✳ ❚❤❡

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝r♦ss✐♥❣ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈■ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (cos θ = 0, (θ = π/2) ❛♥❞
VX(R) = VA(R) − ~ωL) ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❛s ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❛s❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❜✳ ❍❡r❡✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ s✉rr♦✉♥❞s
t❤❡ ❈■✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡
❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs (R0, θ0) ❛♥❞
✏r❛❞✐✐✑ ρ ✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ β
{0...2π}✿

R = R0 + ρ cosβ ✭✶✸✮

θ = θ0 −
2ρ

R0

sinβ.

❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s I = 3.0×108 W
cm2 ❛t ❛ ♣❤♦✲

t♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ~ωL = 1.870 eV ✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸❝ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ Φ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r
t❤❡ t❤r❡❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❇❡rr② ♣❤❛s❡ α12 ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ Φ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t
α12 ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ③❡r♦ ♦♥❧② ✐♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✐r✲
❝❧❡ s✉rr♦✉♥❞s t❤❡ ❈■✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ t❛❦❡s ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ α12 = π✳ ■❢ ❛ ❝♦♥t♦✉r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❧❛♥❡ ❞♦❡s ♥♦t
s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ ❈■✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ α12 = 0 ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❢✉❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡q✳ ✭✶✶✮✳ ❲❡
♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s ❞✐s♣❧❛② ❞✐✛❡r❡♥t
s❤❛♣❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❝ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♣♦ss❡ss r❡❧❛t✐✈❡❧② s✉❞✲
❞❡♥ ❥✉♠♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t
❛✛❡❝t✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝✐r❝❧✐♥❣ ♦❢ ❛
❈■✱ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦♦ ❛♥❞ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡❞ st❛t❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡

Φ(R, θ) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s R ❛♥❞ θ ❛r❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❝♦❧♦r ♠❛♣♣❡❞ ♣✐❝t✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❢♦r t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ I = 3.0 × 108 W

cm2 ✭❋✐❣✳ ✹❛✮ ❛♥❞
I = 3.0 × 1010 W

cm2 ✭❋✐❣✳ ✹❜✮✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❜✉t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥②
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❛s❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s
❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠♦❞✐✲
❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥✲
❣❧❡ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳

❱✳ ❲❛✈❡ P❛❝❦❡t ❉②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❈■ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐❣❤t✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♥❞
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
❢r♦♠ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝s✱
t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥tr✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦❧♦r ♠❛♣♣❡❞ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ R ❛♥❞ θ ❢♦r t✇♦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✿ ✭❛✮
I = 3.0 × 108 W

cm2 ❛♥❞ ✭❜✮ I = 3.0 × 1010 W

cm2 ✳

❣❡♥❡r❛❧ ✉s❡❧❡ss t♦ tr② t♦ r❡❧❛t❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧✲
t✐♠♦❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳
❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ❧❡❛❞ t♦ str♦♥❣ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝
♠✐①✐♥❣ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦♥ ❜♦t❤ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✭♦r ❞✐❛❜❛t✐❝✮ s✉r❢❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ tr❡♥❞s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❈■s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ✉s✉❛❧ t✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r

|ψ(R, θ, t) >= exp(−
i

~
Ĥ t)|ψ(R, θ, 0) >, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❡qs✳✭✷✮ ❛♥❞ ✭✻✮✳ ❲❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤✐s ❍❛♠✐❧t♦✲



✻

♥✐❛♥ ✐♥ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ♦❢
t❤❡ ❢r❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s(
(|ϕX

ν,J(R, θ) >; 0)T and (0; |ϕA
ν,J(R, θ) >)T

)
✳ ❚❤❡ s♣❛✲

t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❡❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r st❛t❡s ✇❡r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❜♦① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱{√

2/L sin(kπR/L)
}

k=1,2,...,Nb

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②

▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s {Pj(cos θ)}j=0,1,2,...,NJ
✳ ■♥ ♦✉r ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ Nb = 500 ❛♥❞ NJ = 95
❢♦r t❤❡ ❳ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❆ s✉r❢❛❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ✾✻ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (Ej) ❛♥❞ ❡✐❣❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
(φj) ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳
◆❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ |ψ(R, θ, t = 0)〉 =

∑
j cjφj ✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦♥❡ ❝❛♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✹✿

|ψ(R, θ, t > 0)〉 =
∑

j

exp

(
−
i

~
Ej t

)
cjφj . ✭✶✺✮

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦✲
s❡♥ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✿ |ψ(R, θ, t = 0)〉 =(∣∣ϕX

ν=0, J=0(R, θ)
〉
; 0

)T
✳

❚♦ s❤❡❞ ♠♦r❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ✇❡ str❡ss t❤❛t ✇❡ ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜rst ✐♥ ❛
✜❡❧❞ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❞❞❡♥❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣
❧❛s❡r ✇❛✈❡✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① t❤❛t t❤✐s ♣❤②s✐✲
❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❢r❡❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✷✲✻✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t s✉✣❝❡s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r
t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐t❡
♠✉st ❜❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳✭✶✹✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts

C(t) = | < ψ(R, θ, 0)|ψ(R, θ, t) > | ✭✶✻✮

=

∣∣∣∣
∫ π

0

dθ · sin θ

∫ ∞

0

dR · ψ(R, θ, 0)∗ · ψ(R, θ, t)

∣∣∣∣ .

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞✐✲
❛❜❛t✐❝ ♦r ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✭❙❋ ✮

PSF (t) = < ψSF (R, θ, t)|ψSF (R, θ, t) >= ✭✶✼✮
∫ π

0
dθ · sin θ

∫ ∞

0

dR · ψSF (R, θ, t)∗ · ψSF (R, θ, t).

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s
PX

dia(t)✱ PA
dia(t) ❛♥❞ Pupper

ad (t)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦♥✮ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ (SF = X)✱ ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❞✐✲
❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ (SF = A) ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r st❛t❡
s✉r❢❛❝❡ (SF = upper)❬✸✵❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s I = 3.0 × 108 W

cm2

❛♥❞ I = 3.0 × 1010 W
cm2 ✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② 1.851 eV ❛♥❞ 1.968 eV ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ✭R✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✭E✮ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞
❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r♦✉s
✜❣✉r❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥② r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❧② ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t②✮✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ✜❡❧❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭I = 3.0 ×

108 W
cm2 ✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺ ✇❡ ✜rst ❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r

~ωL = 1.851 eV ✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ VA − ~ωL

❝✉r✈❡✱ ❜✉t st✐❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥✲
❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J = 1 ♦♥ t❤❡ ❆ s✉r❢❛❝❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t
❝♦✉♣❧❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t ✐s ❛❧s♦ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❈■✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥
t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❛r❡ ✇❡❛❦ ❬✶✵❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t st❛②s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❳ s✉r❢❛❝❡ ✉♣ t♦ 50 ps ❛♥❞
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡s r❡♠❛✐♥ ♣r❛❝✲
t✐❝❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✉r❢❛❝❡
✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✈❡r② ❧♦✇ ✭❛r♦✉♥❞ ∼ 0.004✮
❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst 1− 2 ps✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛✉✲
t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s s❤♦✇ ❝❧❡❛r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
✇❤✐❝❤ ❞✉❡ t♦ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ st❛t❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t✇♦ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✷✱✻✮✳ ❖r❞❡r❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡s❡
❛r❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡s φ1 ❛♥❞ φ3✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ∼ 73.3% ❛♥❞ ∼ 26.4%✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ♥♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ~ωL =

1.968 eV ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❋✐❣✳ ✺✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜♦t❤
t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥✉❝❧❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈■ ❝❤❛♥❣❡
t♦ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r ❜② ❛❜♦✉t 0.1 eV t❤❛♥ t❤❡ ❜♦t✲
t♦♠ ♦❢ t❤❡ VA−~ωL ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈■✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ s♣r❡❛❞ ♦✉t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈■✳
❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❢❛st✿
✐t ❛rr✐✈❡s ❛t ✐ts ✜rst ③❡r♦ ❛❢t❡r 1.34 ps✳ ❆t ❧❛t❡r t✐♠❡s
✐t ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❛r❣❡r r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❛t ❛r♦✉♥❞
9.5 ps ❛♥❞ t❤❡r❡❛❢t❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r
❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s r❡❝✉rr❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆✐♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✽✪ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 1.5 ps t♦ 20.1 ps ❛♥❞ ✜✈❡ ♦❢ t❤❡♠
✲ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ st❛t❡s ✲ ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 9.8 ps ❛♥❞
10.9 ps✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❝❛✉s❡s t❤❡ ✏✐r✲
r❡❣✉❧❛r✑ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❳ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣



✼

❋✐❣✉r❡ ✺✿ P♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② I = 3.0× 108 W

cm2 ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ~ωL = 1.851 eV ✳ ✭❛✮ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
VX ❛♥❞ ✜❡❧❞✲❞r❡ss❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② VA −~ωL ❝✉r✈❡s ♦❢ ◆❛2✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈■ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r st❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ✭• • •✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✺ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ~ωL = 1.968 eV ✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❋✐❣✳
✺✳

r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ 1st ps ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡
❛r♦✉♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∼ 0.4 ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣
✲ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✲ ❛ ❧♦❝❛❧
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛t ❛r♦✉♥❞ 9.5 ps✳ ❆ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉✲
t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❤❛s
r❡t✉r♥❡❞ ♣❛rt❧② t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t ✐♥ ❤❡r❡ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❳ s✉r❢❛❝❡✱
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s✉r❢❛❝❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❣r♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
r❡❝✉rr❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r st❛t❡
❢♦❧❧♦✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❳ st❛t❡✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❡❛❦ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s st✉❞✲
✐❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺ ❛♥❞ ✻✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ θ = 0 ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞
❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ ∼ 10meV ✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♠❛r❦❡❞❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✱ I = 3.0 × 1010 W

cm2 ✳ ❚❤❡s❡
❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐❛❜❛t✐❝
❝✉r✈❡s ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ♦❢ ❋✐❣s✳ ✼ ❛♥❞ ✽✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞
✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛s ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❛tr✐①
Ŵ ✐♥ ✭✻✮✳ ❆t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R ♦❢ t❤❡ ❈■ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ ❝✉r✈❡s ❝r♦ss✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐t ✐s t✇✐❝❡ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠✳ ■♥ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝



✽

♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❛❞✐❛✲
❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥t❡♥s✐✜❡s ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡rst❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❬✶✵❪✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
✐♥t❡rst❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ǫ0 d(R)/2 ❛s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊q✳✭✻✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✐♥ ❘❡❢✳❬✶✵❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐♥t❡rst❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✲
❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t str♦♥❣❡r
♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ str♦♥❣❡r ✜❡❧❞s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❆❣❛✐♥✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✜❡❧❞✱ ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡ t✇♦ s✐t✉❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ ❞❡♣✐❝t ✐♥ ❋✐❣✳ ✼
t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ~ωL = 1.851 eV ✳ ❲❡
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦✇ ❞❡❝❛②s ✈❡r②
❢❛st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst 200 fs t♦ ❛ r❛t❤❡r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
∼ 0.35 ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞r♦♣ t♦ ❛❜♦✉t ∼ 0.21 ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♥❡①t 400 fs✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❳ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❡r✲
♠❛♥❡♥t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❢r♦♠ 1 t♦ ∼ 0.55✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst
600 fs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛❞✐✲
❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✭s❡❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❈■ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❞✐❛❜❛t✐❝
s✉r❢❛❝❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✭❛✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝②

✭~ωL = 1.968 eV ✮ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ♥♦✇ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ❈■ ❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
VA − ~ωL ❝✉r✈❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝ s✐t✉❛✲
t✐♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r❡tt② ❢❛st ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞r♦♣s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✵✳✷✸ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s❤♦rt t✐♠❡ ♦❢ ❥✉st 75 fs✳ ▲❛t❡r ♦♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s
t♦ ❞❡❝❛② ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛✉✲
t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
s♠❛❧❧ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝s ✇✐t❤ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ ❈■s ❬✶✱ ✸❪✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝
st❛t❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛❧s♦ s❤♦✇ r❛♣✐❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ ❛
s✐♠✐❧❛r❧② s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ ❆ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ♥♦✇ ❜❡✲
❝♦♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❳ s✉r❢❛❝❡ ❛t
♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✭❜✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠✲

♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈■ ❜② ❢r❡❡③✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡✲
❞♦♠✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✜①❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉✲
❧❛r ❛①✐s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞✱
✐✳❡✳✱ ✇❡ s❡t cos θ = 1 ✐♥ ❡q✳✭✻✮✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇♥ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭✏❈■✑
❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾
❢♦r ~ωL = 1.968 eV ❛♥❞ I = 3.0 × 1010 W

cm2 ✇❤❡r❡ t❤❡②
❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❛♥❞
✏❈■✑ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r
str✉❝t✉r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② s♠♦♦t❤
s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❝❛②✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏❈■✑ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ♦❞❞ ❏ ✈❛❧✲
✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦♥❧② ❏❂✵ ✐♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑
❝❛s❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡❝r❡❛s❡s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❛t ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡s ✭✉♣ t♦ 30 fs✮
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s ✐t s❤♦✇s ❞r❛♠❛t✐❝
r❡❝✉rr❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✽ ✐♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡
❞❡❝❛②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✏❈■✑ ❝❛s❡✳
❆♥♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✉♣♣❡r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ st❛t❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✏❈■✑ ❛♥❞ ✏♥♦ ❈■✑ r❡s✉❧ts
❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞r♦♣s ❢❛st ✭❛❜♦✉t 30 fs✮✳ ❆t
❧♦♥❣❡r t✐♠❡s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❜❡✲
❝♦♠❡ q✉✐t❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s ❜❛❝❦ ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡♥
❢❛❧❧s ♦✛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛t❧② ❡①❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ✏❜✉♠♣✑ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t
❛r♦✉♥❞ 300 fs✱ ❛ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❤❛s ✐ts ❧❛r❣❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ st❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞❡❝❛②
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ 600 fs s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾ ♠♦r❡ t❤❛♥
60% ♦❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r
❛❞✐❛❜❛t✐❝ st❛t❡✳
❖♥❡ ♠❛② ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥✲

s✐t② ✐s ✇❡❛❦✱ s❛② I = 3.0 × 108 W
cm2 ✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✏♥♦ ❈■✑ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❈■✑ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛r❞❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s
✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✵ ✇❡
❞✐s♣❧❛② ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❋✐❣✳ ✾ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
✇❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✏❈■✑ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐rst
♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ str♦♥❣❡r ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✾✮✱ ❛❧s♦ ❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑
❝❛s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ ✏❈■✑ ❝❛s❡✳ ❇✉t t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ ♥❡❛r❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❝✉rr❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡
♣❛❝❦❡t r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❤❛❧❧ r❡✲
t✉r♥ t♦ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❧♦✇✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ ✐t s❡❡♠s r❛t❤❡r ♠❡❛♥✐♥❣✲
❧❡ss t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❛♥❞ t❤❡ ✏❈■✑ ❝❛s❡s✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ❞✐s♣❧❛②s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ t❤❡
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡ t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣
❛♥② r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✏❈■✑ ❝❛s❡✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡✱ ✇❡

s❤♦✉❧❞ st✉❞② s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛❝✲
❝✐❞❡♥t❛❧❧② t✇♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
✭ϕX

ν=0 ❛♥❞ ϕA
ν=8✮ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✿ EA

8 − EX
0 ≈

25µeV ✳ ■♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ t❤❡s❡ t✇♦ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ st❛t❡s
✇✐❧❧ str♦♥❣❧② ♠✐① ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✲
st❛t❡s✿ |φ522〉 ≈

(
0.68

∣∣ϕX
0

〉
; 0.72

∣∣ϕA
8

〉)T
❛♥❞ |φ552〉 ≈

(
0.71

∣∣ϕX
0

〉
; −0.70

∣∣ϕA
8

〉)T
✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②

s♣❧✐t ♦❢✿ E552 −E522 ≈ 3.06meV ✳ ❖✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛t t = 0 ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ s②st❡♠ ✭ϕX

ν=0✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❡❧✲
❧❡♥t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✿ |Ψ(t = 0)〉 =(∣∣ϕX

0

〉
; 0

)T
≈ 0.68 |φ522〉 + 0.71 |φ552〉✳ ❆t ❧❛t❡r t✐♠❡s

✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡



✾

❋✐❣✉r❡ ✼✿ P♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② I = 3.0× 1010 W

cm2 ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ~ωL = 1.851 eV ✳ ✭❛✮ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
VX ❛♥❞ ✜❡❧❞✲❞r❡ss❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② VA−~ωL ❝✉r✈❡s ♦❢ ◆❛2✳ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ❛t θ = 0
❛s ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❧✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r st❛t❡
s✉r❢❛❝❡ ✭• • •✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✼ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ~ωL = 1.968 eV ✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❋✐❣✳
✼✳

❡♥❡r❣② s♣❧✐t ♦❢ ∼ 3meV ❧❡❛❞s t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛❜♦✉t
T ≈ 1.36 ps ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✏❈■✑
❝❛s❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❤❛✈✲
✐♥❣ J = 0 ❝♦✉♣❧❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥❧② t♦ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ st❛t❡s ♦❢
J = 1 ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝♦✉♣❧❡ t♦ J = 0 ❛♥❞ 3 st❛t❡s ❡t❝✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥❡❛r❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡✲
s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ str✐❦✐♥❣ ❜❡❛t✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑
❝❛s❡ ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈■ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✲

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠
✽ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞ ❢r❡❡
st❛t❡s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✏❈■✑ ❝❛s❡ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢
t❤❡ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐❛❜❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭> 0.2✮ ✉♣ t♦ J = 13✳



✶✵

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❞✐✲
❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r st❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✏♥♦ ❈■✑
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢r♦③❡♥ ✭cos θ = 1
✐♥ ❡q✳✭✻✮✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭✏❈■✑ ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣② ❛r❡✿ I = 3.0 × 1010 W

cm2 ❛♥❞ ~ωL = 1.968 eV ✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ✏❈■✑ ❛♥❞ ✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ ✭• • •✮ ❛♥❞ ✭����✮ ❢♦r t❤❡ ✏❈■✑ ❛♥❞ ✏♥♦ ❈■✑ ❝❛s❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❱■✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❬✶✸✱ ✶✹❪ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❛t ❡①♣♦s✐♥❣ ❛
❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❛ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■s✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡s❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■s ✐s ❡❛s✐❧② r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❧✐❣❤t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✜❡❧❞✲❞r❡ss❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥❛❞✐❛✲
❜❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❈■s✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧❛r❣❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣
t❡r♠s✳ ❇❡✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ❛t t❤❡ ❈■✱ t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s st❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛rt✐✜✲
❝✐❛❧❧② ✲ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✲ str♦♥❣ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts
✐♥t♦ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ♣r♦♠✐s❡s ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡✈❡♥ ✐♥ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
❈♦♥✐❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥ ❢r❡❡ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
♥❛t✉r❛❧ ❈■s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❈■s
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤✐❧❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❈■s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡✐r ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝
❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✉♣♣❡r st❛t❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ✜❣✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡✿ I =
3.0 × 108 W

cm2 and ~ωL = 1.968 eV. ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❋✐❣✳
✾✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❇❡rr② ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ◆❛2

♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs t❤❛t s✉rr♦✉♥❞ ❛ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■ ❛♥❞ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ α = π ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❛s❡✳ ❆s
❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❈■s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ t❤✐s
r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❛ ✏tr✉❡✑ ❝♦♥✐✲
❝❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❝♦♥t♦✉rs ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t s✉rr♦✉♥❞ t❤❡
❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■✳ ❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❧✐❣❤t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈■ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❡✈❡♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❧❛s❡r ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
r❡s❡♠❜❧❡s t❤❛t ✐♥ ✜❡❧❞ ❢r❡❡ ♣♦❧②❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❈■s ❣✐✈❡♥ ❜② ♥❛t✉r❡
♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳ ❖♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ❛

t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♣✐❝t✉r❡

❚❤❡ ❚❉❙❊ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ s♦❧✈❡ ✐s

H(t)ψ(t) = i~∂tΨ(t) ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ H(t) = H(t + T ) st❛♥❞s t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ ❝✇ ❧❛s❡r ✜❡❧❞
✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωL = 2π/T ✳
■♥ ♦✉r st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡

H(t) = HA(R, θ)|Ψelec
A 〉〈Ψelec

A | +HX(R, θ)|Ψelec
X 〉〈Ψelec

X |



✶✶

+ E0 cos(θ)d(R) cos(ωLt) · ✭✶✾✮
· [|Ψelec

A 〉〈Ψelec
X | + |Ψelec

X 〉〈Ψelec
A |]

✇❤❡r❡ HX ✐s t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘ ❛s ❛ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② HA ✐s t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡

✇❤✐❝❤ ✐s s✉❞❞❡♥❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝✇ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ HX ✱ χX

ν=0,J=0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱

|Ψ(t = 0) >= χX
ν=0,J=0|Ψ

elec
X 〉 . ✭✷✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❙❤✐r❧❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✻❪ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❉❙❊ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲❡♥❡r❣② ✭❋❧♦q✉❡t✮ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❤❡r❡ ❜② |ΨQE

α (t) > ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❡①✲
♣❧❛✐♥ ✇❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧❛t❡r✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❤✐r❧❡② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❊q✳✶✽ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

|Ψ(t) >=
∑

α

CαΨQE
α (t)〉 ✭✷✶✮

✇❤❡r❡

Cα = 〈ΨQE
α (t = 0)|Ψ(t = 0)〉 . ✭✷✷✮

❚❤❡ q✉❛s✐✲❡♥❡r❣② ✭❋❧♦q✉❡t✮ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✷✼✱ ✷✽❪✮

|ΨQE
α (t)〉 = e−iEQE

α t/~

∞∑

n=−∞

eiωLnt|ϕn,α〉 ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② EQE
α ❛♥❞ t❤❡ ♥✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

t❤❡ ✈❡❝t♦r |−→ϕ α > ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✲st❛t❡s ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❋❧♦q✉❡t ♠❛tr✐①✱ HF ✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts
(n, n′) ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

[HF ]n,n′ = ✭✷✹✮

1

T

∫ T

0

e−iωLnt[−i~
∂

∂t
+H(t)]e+iωLn′tdt

✇❤❡r❡ {(n′, n)}0,±1,±2,...✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳✷✸ ✐♥t♦
❊q✳✷✶ ✭s❡❡ t❤❡ ✭t✱t✬✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❬✷✾❪✮ ♦♥❡

❣❡ts t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❉❙❊ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

|Ψ(t) >=
∑

n

e−iωLnt[e−iHF t/~|Ψ(t = 0) >]n,n′=0 ✭✷✺✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤❡♥ {e−iωLnt}n=0,±1,... ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s
s❡t t❤❡♥

HF
~ψ(t) = i~

d

dt
~ψ(t) ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡ ✜❡❧❞✲
❢r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❋♦r ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ (n, n′) ❋❧♦q✉❡t ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

[HF ]n′,n = δ2n′,2nHX(R, θ)|Ψelec
X 〉〈Ψelec

X | ✭✷✼✮

+ δ2n′+1,2n+1HA(R, θ)|Ψelec
A 〉〈Ψelec

A |

+ [δ2n′,2n+1 + δ2n+1,2n′ ]
E0

2
cos(θ)d(R) ·

· [|Ψelec
A 〉〈Ψelec

X | + |Ψelec
X 〉〈Ψelec

A |]
❊✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t ♠❛tr✐① ❝❛♥
❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦✐♥❞✉❝❡❞ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ✐s ❛ ♥❡t ♦♥❡✲♣❤♦t♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ✐t ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ t❛❦❡ {n′, n} = 0,−1 ♦r {n′, n} = 0,+1 ❛♥❞ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s t❤❡ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡
✐♥ ❊q✳✷✷✳ ❋♦r ♦✉r st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❋❧♦✲
q✉❡t ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❊q✳✷✼ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♣❛❝❦❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
❋❧♦q✉❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ♦♥ ❊q✳✷✻ ❛r❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊qs✳✶✲✻ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

➪✳❱✳ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s t❤❡ ❖❚❑❆ ●r❛♥t ◆♦✳ ✽✵✵✾✺✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❚➪▼❖P ✹✳✷✳✶✳✴❇✲
✵✾✴✶✴❑❖◆❱✲✷✵✶✵✲✵✵✵✼✴■❑✴■❚ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◆❡✇ ❍✉♥❣❛r② ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
P❧❛♥ ❝♦✲✜♥❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♦❝✐❛❧ ❋✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❋✉♥❞✳ ◆✳▼✳ ❛❝❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡❞ ■❙❋ ✾✻✴✵✼✳ ▲✳❙✳❈✳ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt
❜② t❤❡ ❉❋●✳
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tr♦s❝♦♣②❀ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✿ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✭✷✵✵✹✮✳

❬✷❪ ▼✳ ❇❛❡r✱ ❇❡②♦♥❞ ❇♦r♥ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦♥✲
❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❚❡r♠s ❛♥❞ ❈♦♥✐❝❛❧ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❀ ❲✐✲
❧❡②✿ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆❏✱ ✭✷✵✵✻✮✳
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