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Resumen

El infinito es un concepto subyacente a multitud de conceptos presentes en la matemdtica escolar. En este
articulo exploramos el conocimiento del profesor acerca del infinito desde la éptica del conocimiento profesional
que usa para tratarlo en el aula. Para ello se usa la discusion de vifietas de simulacién de situaciones en las que se
reflejan diferentes tipos de razonamiento usando el concepto. Utilizaremos el modelo MTSK para tener una
vision detallada de dicho conocimiento puesto en uso, mostrando que conocer el infinito en un sentido
especializado implica conocerlo desde una perspectiva matematica y didactica.
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Abstract

Infinity is a concept underlying many concepts present in school mathematics. In this article, we explore
teachers’ knowledge about infinity from the perspective of the professional knowledge, which is used to deal
with infinity in a classroom. For that purpose, we use the discussion of vignettes of simulated situations where
different kinds of understandings of infinity are present. We will use the MTSK model to have a detailed insight
of that knowledge, showing that knowing infinity, in a specialized sense, means knowing it both, from a
mathematical and didactical perspective.

Keywords: MTSK. Infinity. Professional Knowledge. MKT. Vignettes.

1 Introduccion

El infinito se ha estudiado en Educaciéon Matemaética desde diversas Opticas, desde los
trabajos de Fischbein, Tirosh y Hess (1979), hasta los tltimos avances en la exploracion del
aprendizaje usando software (KIDRON; TALL, 2015). Sin embargo, el foco de estas

investigaciones suele ser el desarrollo del aprendizaje (BELMONTE, 2009), mientras que en
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escasas investigaciones el interés se centra en el conocimiento del infinito que el profesor usa
en el aula.

Asumimos que el profesornecesita conocer las matemadticas en un sentido diferente
alde otro profesional usuario de las mismas, como pudiera ser un ingeniero. Esta
diferenciaconcierne, también, a los diversostipos de reflexioén que el profesor debe establecer
sobre la disciplina que ensefia. Con vista al concepto matemdtico aqui abordado, el infinito,
nos preguntamos ;qué tipo de reflexiones puede establecer un profesor sobre el infinito?

Coincidimos con Hannula, Pehkonen, Maijala y Soro (2006, p.1) en que “la mayoria
de los nifios de primaria estdn muy interesados por el infinito, y disfrutan reflexionando sobre
el concepto, si el profesor esta listo para ello”, reflexion que extendemos a los estudiantes de
secundaria. Sin embargo, pese a que creemos que el conocimiento que el profesor pudiera
activar para discutir el infinito per se puede dar lugar a un campo de estudio interesante, aqui
nos centramos en el conocimiento acerca del infinito que resulta til al profesor para ensefiar
contenidos matematicos estandarizados y presentes en los diferentes curriculos.

El profesor puede encontrar el infinito como elemento involucrado en diferentes
procesos de enseflanza y aprendizaje, en diferentes contextos matematicos (MAMOLO;
ZAZKIS, 2008), y en diversos niveles educativos, y por tanto deberia conocerlo y tenerlo en
cuenta. En este articulo, mostramos diferentes formas en las que un profesor puede
reflexionar, conocer y usar el infinito, categorizdndolas a través del modelo de conocimiento
especializado del profesor de mateméticas -MTSK—(CARRILLO et al.,2013). Para esto, en
los antecedentes tedricos se profundiza en el modelo de conocimiento profesional usado, y se
realiza una revision de antecedentes de investigacion relativa al infinito como objeto de
conocimiento humano. Posteriormente, mostramos cémo la herramienta metodolégica usada
para extraer informacion, las vifietas, permiten la emergencia de conocimiento del profesor
sobre el infinito, para finalizar discutiendo los diferentes aspectos y formas en que se puede

conocer el infinito como profesor.

2 Fundamentos tedricos

En esta seccién abordamos los dos pilares tedricos de esta investigacién.Por un lado,
el conocimiento profesional, donde introducimos el modelo de Conocimiento Especializado
del Profesor de Matematicas —-MTSK— (CARRILLO, et al., 2013). Por otro lado,las
reflexiones sobre la naturaleza de la cognicién del infinito, y el tipo de consideracion dada a

los profesores en las investigaciones que pretenden profundizar en ésta.
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2.1 Conocimiento Profesional: MTSK

El conocimiento del profesor de matematicas ha sido foco de estudio desde los afios
1980, con las aportaciones de Shulman (1986,1987), continuadas por multitud de
investigadores, entre los que destaca la propuesta de Ball, Thames y Phelps (2008), el
Conocimiento Matemaético para la Ensefianza -MKT—. Esta propuesta se ha usado en multitud
de investigaciones que abordan el conocimiento del profesor desde diferentes dpticas, a la vez
que ha sido criticada por algunas dificultades derivadas de la categorizaciéon en subdominios
propuesta (e.g. SILVERMAN; THOMPSON, 2008; FLORES; ESCUDERO; CARRILLO,
2013). Desde nuestra perspectiva, una de las aportaciones que hace el modelo MKT es el
reconocimiento de lo especializado del conocimiento del profesor de matemadticas,
especializacion que se entiende como la exclusividad de algunos de los conocimientos que
este profesor posee. En la investigacién que aqui plasmamos, usamos una nocién de
especializacion diferente, integrada en el modelo de conocimiento profesional que usamos

(Figura 1), el MTSK (CARRILLO et al., 2013).
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Figura 1 - Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas, MTSK
Fuente: Carrillo et al., 2013
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Desde esta perspectiva de la especializacion, el conocimiento de un profesor es
especializado en términos del tipo de conocimiento que un profesor de matematicas necesita
para ensefiar, que tiene especificidades derivadas de la propia matematica. Asi, mientras en el
modelo MKT se consideraba como especializado aquel conocimiento exclusivo del profesor,
en el MTSK, consideramos especializado el conocimiento ligado a las matemadticas que
requiere un profesional de la ensefianza de las mismas. Esta ligazon con las matematicas
excluye considerar conocimiento pedagdgico general como especializado del profesor de
matematicas, ya que es especializado de cualquier docente.El modelo MTSK propone
considerar dos dominios del conocimiento profesional, de forma similar a Shulman (1986),
separando conocimiento did4ctico del contenido y conocimiento de la materia, en este caso,
conocimiento matematico. Asimismo, en este modelo se considera las creencias como un
elemento que influye sobre el conocimiento que los profesores desarrollan acerca del
contenido. A continuacién, describimos los subdominios de MTSK, primero los relativos al
conocimiento matematico y, posteriormente, los englobados en el conocimiento didactico del
contenido, que permitirdn dar sentido a las posteriores reflexiones sobre el conocimiento del

profesor acerca del infinito, en base a las diferentes naturalezas de este conocimiento.

2.1.1 Subdominios del conocimiento matematico

El primer subdominio que propone el modelo es el conocimiento de los temas (KoT).
Entendemos como tema las componentes de cada una de las dreas propuestas por el NCTM
(2000) (nimeros y operaciones, dlgebra, geometria, medida, andlisis de datos, y probabilidad).
Estos temas no incluyen al infinito, pero se puede encontrar su presencia de forma transversal
a algunos de ellos. Dentro de este conocimiento de los temas, podemos encontrar el
conocimiento de diferentes operaciones, propiedades y sus fundamentos, de definiciones de
los conceptos, de la fenomenologia (FREUDENTHAL, 1983) del tema, o de diversos
significados asociados a los conceptos del tema (e.g. en el caso de las fracciones, LLINARES;
SANCHEZ, 1990). En resumen, significa conocer el tema, o conceptos dentro del mismo, con
una profundidad mayor que otrosusuarios de las matemaéticas (no docentes) pudieran requerir,
siendo, por tanto, conocimiento de carécter especializado, que incluye el conocimiento que
dicho usuario potencialmente pudiera adquirir.

En segundo lugar, se propone el conocimiento de la estructura matematica (KSM), que
engloba un entendimiento del tépico matematico desde la perspectiva de un contexto

matematico mads amplio (KILPATRICK, 2008), permitiendo al profesor relacionar temas
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diferentes, o establecer conexiones entre conceptos mds allade los pretendidos en una sesion
concreta. Este subdominio no incluye, de manera concreta, las especificidades del
conocimiento sobre un tema especifico, si bien dichas especificidades pueden influir
profundamente en como un tema esta relacionado con otro. En este subdominio se considera,
por tanto, la consciencia de las conexiones, en el sentido de Fernandez et al. (2010), de
cardcter interconceptual, asi como las que responden a procesos de complejizacion o
simplificacion del contenido (MONTES; RIBEIRO; CARRILLO, en prensa).

Finalmente, se considera el conocimiento de la practica matematica (KPM), que
enlaza con la propuesta de Schwab (1978), de conocimiento sintdctico del contenido. Aqui,
estdn incluidos los saberes del profesor relativos a los procedimientos de establecimiento de la
validez en matematica, tipos de demostraciones, diferentes tipos de razonamientos heuristicos,
asif como la familiaridad con los procesos de modelizacién matemética y generalizacion.

Los tres subdominios anteriores, entendidos en su conjunto (con una vision holistica
del conocimiento matemdtico del profesor), dan una visién completa del conocimiento
matematico del profesor, abarcando aquellos temas concretos abordados en el aula, desde una
perspectiva de profundizacion en el tema (KoT), la interrelacion de unos temas con otros,
dando sentido a un cuerpo matemadtico sin partes aisladas (KSM), y las reglas de articulacién

de la actividad matematica (KPM)

2.1.2 Subdominios del conocimiento didactico del contenido

MTSK contempla tres subdominios propios del conocimiento didactico del contenido,

siguiendo la subdivision propuesta por Ball, Thames y Phelps (2008), pero cambiando el foco
de los subdominios propuestos por estos autores para dar una mayor concrecion, asi como
para hacer mds relevante el papel de las matemaéticas en estos.
En primer lugar, el conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT) es aquel
conocimiento que el profesor posee y usa para hacer que sus alumnos comprendan mejor el
contenido. Esto incluye conocimiento de recursos de ensefianza de las matemdticas (e.g.
Geogebra, dbaco, regletas); de teorias (formales o informales) de ensefianza de las
matematicas; o de estrategias de ensefianza del contenido con las que conseguir fomentar el
tipo de aprendizaje deseado.

En segundo lugar, se propone el subdominio del conocimiento de las caracteristicas de
aprendizaje de las matematicas (KFLM). Este subdominio engloba las dimensiones cognitiva

y epistemologica del conocimiento matemaético del profesor (SCHEINER, 2015) acerca de sus
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alumnos, asi como el conocimiento de aspectos emocionales inherentes al aprendizaje
matematico que puedan condicionar cémo interactian los estudiantes con el contenido
matemdtico (CHARALAMPOUS; ROWLAND, 2013). En este subdominio podemos
encontrar el conocimiento que posibilita desarrollar las habilidades que permiten al profesor
mirar con sentido el aprendizaje de sus alumnos (FERNANDEZ; LLINARES; VALLS,
2012), estando éstas profundamente relacionadas con el contenido matemaético involucrado.
Por dltimo, se considera que un profesor puede tener conocimiento de los estindares
de aprendizaje matemdtico (KMLS). Este subdominio amplia las consideraciones puramente
curriculares de Shulman (1986) y Ball, Thames y Phelps (2008), para considerar la
posibilidad de que el profesor pudiera conocer referentes estandarizados de lo que se debe
aprender en determinado curso y como. Asi, este subdominio afiade, al conocimiento
curricular, el conocimiento de estdndares de asociaciones de profesores (e.g. NCTM, 2000),
las planificaciones docentes internas de los centros, o el conocimiento de como profesores

expertos que se pueden tomar como referente organizan Sus cursos.

2.1.3 Creencias y Concepciones

El modelo que usamos como fundamento tedrico de esta investigacion considera las
creencias y concepciones como elemento que permea, condiciona y complementael
conocimiento del profesor, tanto en la forma y contenido de este, como en el uso que da el
profesor a dicho conocimiento. Las creencias engloban “las verdades incontrovertibles
sostenidas por cada individuo, derivadas de la experiencia o de la fantasia, con una fuerte
componente afectiva y evaluativa”. Por otro lado, las concepciones son entendidas como “las
estructuras subyacentes a los conceptos, teniendo una naturaleza esencialmente cognitiva”
(PONTE, 1994, p.199). En el caso del modelo de conocimiento del profesor que nos ocupa,
las creencias y concepciones son relativas a la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,
asi comoa la naturaleza de la propia matematica (ERNEST, 1991), o a conceptos concretos,
como el limite (SIERPINSKA, 1987).

En este articulo, MTSK nos permitird profundizar en el significado de la comprension
de un concepto como el infinito, que subyace a multitud de conceptos tanto de secundaria,
bachillerato, y cursos universitarios de forma evidente, como de los primeros afios de
escolarizacion, si bien en estos es necesario realizar un andlisis a nivel curricular y
epistemoldgico mds profundo para determinar la presencia del infinito en estos conceptos

(e.z. LINAN; MONTES; CONTRERAS, 2015).
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2.2 Infinito

Existe una amplia tradicién de estudio y reflexion acerca del infinito por parte del ser
humano, desde la discusidon planteada por Aristételes de las paradojas de Zendn, hasta el
desarrollo de la teoria de transfinitos (CANTOR, 1932) o el analisis no estandar
(ROBINSON, 1966). En particular, son interesantes los estudios centrados en como se ha
desarrollado la cognicién humana a lo largo de la historia (MORENO; WALDEGG, 1991;
KLEINER, 2001), para dar sentido a cémo se desarrolla la cognicién de los individuos, asi
como los trabajos que se centran en el desarrollo individual (e.g. FISCHBEIN; TIROSH;
HESS,1979;PENALVA, 1996; LAKOFF; NUNEZ, 2001), o en el desarrollo de estrategias de
enseflanza y su impacto en el aprendizaje (e.g. TALL; SCHWARZENBERGER, 1978;
KIDRON; TALL, 2015). Actualmente, la definiciéon de infinito aceptada es la propuesta por
Cantor (1932), como propiedad de aquellos conjuntos que pueden ponerse en correspondencia
biunivoca con un subconjunto propio de si mismos. En este sentido, puede estudiarse la
finitud o no de un objeto matemdtico, estudidndolo como conjunto (e.g. una sucesion
estudiada como el conjunto de elementos de la misma).

Una de las caracterizaciones habitualmente usadas en la investigacion en educacién
matemadtica, sobre el infinito, es la diferenciacién entre infinito potencial y actual
(DUBINSKY et al., 2005). Esta caracterizacion estd ligada a la forma de comprender el
concepto, ya sea desde una perspectiva ligada a lo procesual del contexto en el que emerge,
denomindndose infinito potencial, o desde la consideracion del proceso ya completado, el
infinito actual.

En un proceso de revision de literatura de investigacion en educacién matemadtica
sobre el infinito (MONTES, 2015), hemos observado que existe una limitada cantidad de
trabajos enfocados a la comprension del infinito que presten atencidén al profesor como
profesional de la ensefianza de las matematicas; la mayoria lo consideran como un aprendiz
del que se puede esperar un nivel avanzado de comprensién (e.g. DUBINSKY et al., 2005;
YOPP; LINDAMAN; BURROUGHS, 2011). La linea de estudio que reflejamos aqui implica
considerar que el profesor conoce el infinito no sélo como aprendiz, sino también como gestor
del aprendizaje de sus alumnos. Asi, los estudios de corte cognitivo serdn utiles para
determinar el tipo de comprension que el profesor posee a nivel matemético, pero queremos
profundizaren qué conoce el profesor acerca de la ensefianza y aprendizaje del infinito. De
igual modo, las investigaciones que contemplan las creencias, concepciones y actitudes del

profesor hacia este concepto también serdn relevantes (e.g. SIERPINSKA, 1987), ya que éstas
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estdn imbricadas de forma natural con el conocimiento y con cémo y cudndo se pone éste en

juego.

3 Metodologia

El disefio de esta investigacién esun estudio de casode cardcter instrumental
(BASSEY, 1999) a través del cualhemos profundizado en la naturaleza del conocimiento del
infinito que el profesor activa en su ensefanza. El profesor estudiado (de pseudénimo Aarén)
es Licenciado en matemaéticas,con8 afios de experiencia docente en secundaria, eimparte clase
en Espaiia, en el primer curso de la secundaria (alumnado de 13 afios), y en el curso previo al
acceso a la Universidad (alumnado de 17 y 18 afios), de manera que tuvimos la posibilidad de
observarle impartir clase en dos nivelessignificativamente diferentes. En la entrevista previa,
identificamos a Aarén como un profesor con el potencial de brindar informacién potente para
este estudio, dado que no sélo mostré una actitud positiva hacia la investigacione interés por
el concepto de infinito, sino también una base de conocimiento matemadtico que le permitia
generar una discusion interesante de situaciones donde el infinito estd involucrado.

El proceso de recogida de informacién contempld tres instrumentos: un cuestionario
amplio, que permitié una primera toma de contacto del profesor con la temdtica a abordar (a
la vez que permitid a los investigadores tener una primera toma de contacto con su
conocimiento); la audiograbacion de 13 sesiones, con diferentes tematicas: representacion de
funciones, derivacion, integracidén, y numeros decimales y periddicos; y cuatro entrevistas
semiabiertas y semiestructuradas con tres temdticas: la discusién de situaciones matemadticas
en las que el infinito estd involucrado; la discusion de siete viiietas (JAKOBSEN et al.,2012)
disefiadas con base en trabajos sobre aprendizaje del infinito, sobre los que se realizaban
cuestionamientos al profesor ligados a la matemaética, su ensefianza y su aprendizaje; y la
profundizacién en algunos eventos sucedidos en las clases a las que se asisti6. Con estos
instrumentos se alcanzé una saturacién de informacidn que permitié mostrar evidencias de los
resultadosobtenidos, a través de un andlisis de contenido (BRYMAN, 2001)

En este articulonos centramos en la discusion de las siete situaciones o vifietas que
permitieron profundizar en cada uno de los subdominios de conocimiento especializado de
Aarén, a través de la discusidon de situaciones en las que hipotéticos alumnos mostraban
diferentes formas de aproximarse a la comprension del infinito. Estas vifietas fueron disefiadas

de manera que contemplaran diferentes patrones cognitivos observables en alumnos de
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secundaria (BELMONTE; SIERRA, 2010). En el Cuadro 1 se presentan las vifietas

discutidas:

Situacién 1

Un profesor estd explicando en una clase elementos relacionados con los nimeros, yestablece la
correspondencia biunivoca entre los naturales y los pares.Un alumno dice: ;Cémo va a haber los
mismos nimeros pares que los naturales? jPero si los pares estdn dentro de los naturales!

Situacion 2

En otra clase, el profesor trabaja la no numerabilidad de los reales, y un alumno
pregunta: Aunque los reales no sean numerables, los naturales y los reales siguen teniendo el
mismo nimero de elementos, ;no?

El profesor responde:;Por qué lo preguntas?

A lo que el alumno afirma: Como ambos tienen infinitos elementos...

Situacion 3

Profesor: Tres lineas rectas no siempre se cortan en un mismo punto, ;/no?

Alumno: Depende del tamafio del punto, ;no?

Situacién 4

Un profesor propone el siguiente ejercicio en clase:

Ordenad por tamafio los siguientes conjuntos:

a) Nimero de estrellas

b) Nimero de granos de arena en la Tierra

¢) Numeros naturales {1, 2, 3,4,5...}

d) Nimero de puntos que caben en un cuadrado de 10 cm de lado

e) Numero de células que forman el cuerpo humano

(BELMONTE, SIERRA (2011))

Uno de los alumnos responde: Este ejercicio es imposible, en ningtin caso soy capaz de contar
cuantos hay, asi que todos son infinitos, y no puedo compararlos.

Situacién 5

Un profesor propone el siguiente ejercicio en clase:

Imaginad un nidmero. Divididlo entre dos. El resultado, divididlo de nuevo entre dos, y asi
sucesivamente. ;Qué resultado dara al final?

Un alumno responde:No se sabe, porque no sabemos cudndo parar.

Situacién 6

Un profesor, en la clase de introduccién a las series, plantea la siguiente cuestion:

Si estoy en un punto, imaginaos que el origen, y doy un paso de medio metro, luego uno de un
cuarto de metro, otro de un octavo, y asi sucesivamente, ;donde acabaré?

Un alumno responde: Pues a ver, profesor, si vas dando muchos pasos, muchos pasos, por muy
pequefios que sean, te pasards del 1 metro, te pasards de los 2 metros, y asi con cualquier
medida, asi que te irds al infinito.

Situacion 7

Un alumno, después de una clase sobre teoria de conjuntos, pregunta:

Profesor, yo tengo una duda, a ver, como [0,1) estd acotado y [0,22) no lo estd, entonces en el

segundo conjunto hay més elementos que en el primero, ;no?

Cuadro 1 - Vifietas de discusion
Fuente: elaboracidn propia

Estas situaciones, propuestas bajo la hipétesis de que emergian en una clase de 4° de
ESO, estin basadas en diferentes modelos intuitivos de comprension del infinito
(BELMONTE; SIERRA, 2011). Para el disefio, se hizo un andlisis en profundidad del
curriculo espafiol de manera que los contenidos se adecuaran a la realidad escolar (MONTES,

2015). La situacién 1 esta basada en el modelo intuitivo de inclusiéon (FISCHBEIN; TIROSH;
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HESS, 1979; FISCHBEIN, 1987; TIROSH; FISCHBEIN; DOR, 1985), ligado al principio
holistico el total es mayor que sus partes. En la propia situacion se indica que el profesor ha
mostrado la igualdad cardinal entre ambos conjuntos, lo que causa una contradiccién para el
alumno, debido a la légica conjuntista que subyace al razonamiento, vélida en conjuntos
finitos.

La situacién 2 se desarrollé atendiendo al modelo de aplanamiento (D’AMORE;
ARRIGO, 2006), en el que el sujeto obvia las caracteristicas cardinales de los conjuntos,
concibiendo todos los entes infinitos como iguales, atribuyéndoles cierto cardcter indefinido
que genera la equivalencia entre todos ellos.

La situacién 3 refleja un resultado informalmente conocido como ‘teorema del punto
gordo’, que se basa en la atribucion de dimensiones o una naturaleza material a un punto
geométrico (BELMONTE; SIERRA, 2011), generando un modelo en el que la recta, por
ejemplo, se entiende como un modelo de collar de puntos (D’AMORE; ARRIGO, 2006). Este
tipo de razonamiento genera problemas de comprension, ya que conceptualiza el punto como
un circulo, lo que lleva a problemas de comparacion entre elementos geométricos.

Las situaciones 4 y 5 se basanen el modelo de indefinicion (BELMONTE; SIERRA,
2011), en el que se sitdan muchos alumnos de esta edad, relacionando el infinito con la
carencia de la propiedad tener final, lo cual se asocia a cierta indefinicion en las propiedades
de los elementos matematicos involucrados, siendo la respuesta habitual en los alumnos que
se enfrentan a la situacién: no se sabe En estos dos casos, mostramos varios contextos
diferentes, el primero, formados por elementos sujetos a un conteo, que por su propia
naturaleza no pueden ser infinitos (granos de arena en la Tierra, células en el cuerpo humano),
o que han de serlo (nimeros naturales, puntos en un cuadrado), o que estan sujetos a discusion
(cantidad de estrellas), y el segundo, un proceso infinito.

La situacion 6 esta ligada a la sistematica designacion de infinito como el resultado de
la suma de cualquier cantidad infinita de objetos matematicos. Este patrén de pensamiento,
explorado por Belmonte (2009), estd ligado a la propiedad arquimediana, que afirma que la
suma de infinitas cantidades finitas da un resultado infinito, y que requiere la consideracion de
elementos no arquimedianos para su contra-ejemplificacion.

La tdltima situacion refleja un modelo de pensamiento derivado de asociar la propiedad
de finitud a lo acotado y la de infinitud a lo no acotado (BELMONTE; SIERRA, 2011).De
igual manera, dada la naturaleza del contenido, existia la posibilidad de centrar la discusion en

qué hacer si se pretende comparar el intervalo [0,1) con los reales positivos, en pos de
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explorar si el profesor considera el infinito como un elemento sujeto a corporeizacion
(LAKOFF; NUNEZ, 2001).

Se decidié no acompaiiar de un registro grafico a cada una de las vifietas para no
condicionar el tipo de reflexiéon que pudiera emerger de la discusién de las mismas, en
particular, para evitar inducir un razonamiento de tipo potencial por dicho registro (LAKOFF;
NUNEZ, 2001).

Al profesor se le plantearon varias preguntas (Cuadro 2), que permitian explorar

diferentes facetas de su conocimiento especializado como profesor de matematicas.

Preguntas guia de la reflexion sobre la situacion
- (Es correcta la respuesta del alumno? ;Por qué?
- (Por qué crees que el estudiante responde eso?
- (Como crees que ha construido ese razonamiento?
- (Como crees que estd pensando en esa situacion el estudiante?
- (Como podrias sacarlo de su error? ;Qué harfas?
-, Alguna vez te ha ocurrido algo parecido? En tu opinidn, ;crees que podria
ocurrir en tu clase, o es un caso demasiado distante de la realidad del aula?
Cuadro 2 - Preguntas para la discusién de vifietas
Fuente: elaboracion propia

La primera pregunta estd orientada a la exploraciéon de los subdominios del
conocimiento matemdtico. Dependiendo de la respuesta dada por el profesor, se podria
explorar un subdominio u otro, en pos de comprender la profundidad del conocimiento de los
elementos discutidos (KoT), reflejando esta profundidad una forma de tratar el infinito;
asimismo, se podia explorar la conexion del contenido con otros y observar si en diferentes
contenidos relacionados (KSM) se daba el mismo tratamiento al infinito; finalmente, existia la
posibilidad de tratar temas relacionados a la forma de hacer y expresar las matemadticas
(KPM), con elementos como fodo, algiin, o elementos relacionados con la generalizacion de
afirmaciones.

Posteriormente, se pasaba a varias preguntas relacionadas con el estudiante, que nos
permitirian explorar el conocimiento del profesor de las caracteristicas de aprendizaje de sus
alumnos (KFLM), buscando posibles justificaciones desde diferentes perspectivas (préctica,
matematica, cognitivo-intuitiva) de la respuesta del alumno. Tras esto, se induce al profesor a
desplegar su conocimiento de la ensefianza de las matemadticas, en particular de esta situacion,
para profundizar en cdmo abordaria la situacion desde las acciones que llevaria a cabo
(KMT), lo cual podria generar reflexiones ligadas a materiales manipulativos, estrategias de
enseflanza, o dindmicas para conseguir un aprendizaje significativo de la situacion.
Finalmente, se abre la posibilidad de que el profesor comente experiencias propias, asi como

de que critique la plausibilidad de esta situacion, sirviendo esta critica como herramienta de
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triangulacién adicional de la vifieta, en términos de su realismo. No se plantearon preguntas
ligadas al conocimiento de los estdndares de aprendizaje en matemdticas (KMLS), ya que en

una de las entrevistas se habia profundizado en este tema.

4 Analisis de la discusion de las vinetas

La discusion con el profesor, de las vifietas mostradas, generéuna sesiéon completa de
entrevista, algunos de cuyos extractos mostramos aqui, de manera que podamos abundar en
las diversas formas en las que el profesor puede conocer y usar el infinito al reflexionar sobre
potenciales situaciones de clase. Por ejemplo, en torno a la situacion 2, emergié la siguiente
discusion entre Aarén (A), y el entrevistador (E):

A: Parece que la primera tendencia seria pensar: El alumno estd razonando en R de la misma
forma que al comparar los naturales y los pares. [...]Parece que no tiene claro el concepto de
infinito. Los nifios en general tienden a pensar grdficamente y por ejemplo, al representar los
conjuntos [como figuras cerradas y acotadas], esto ya da finitud a los conjuntos. Entonces, si
N es finito, R es finito, porque se representan igual. Quizd sea un error incluso nuestro [de los
profesores], de no pensar por qué lo hacemos asi y de llevarnos siempre todo lo que hacemos

a lo grdfico. [...]

E: ;Y como harias para sacarlo de su error?

A: Me lo llevaria a la comparacion de conjuntos infinitos, el (0,1) y los reales, por ejemplo,
demostrando que tienen los mismos de manera grdfica, pintandole la recta real “grande”, y el
intervalo encima. Desde ahi creo que podria empezar a trabajar.

(Extracto de la entrevista, Montes 2015)

Vemos, en este caso, como Aardn parece poseer conocimiento del infinito desde una
perspectiva tanto matematica como didactica del concepto. Vemos cémo asocia directamente
el razonamiento del alumno a la comparaciéon que se establece entre los nimeros naturales y
los niimeros pares, quedando mediada la comprension del alumno de la relacién entre dos
conjuntos infinitos por la relacion entre otros dos conjuntos infinitos. Para realizar este
razonamiento, Aarén usa su propio conocimiento del tema de conjuntos numéricos (KoT).
Asimismo, genera una justificacion posible de como el alumno llega a esta conclusion, en
términos del tipo de dindmica de ensefianza que se sigue habitualmente. Atribuye a
representaciones, habitualmente usadas, para mostrar las relaciones entre conjuntos numéricos
la potencial generacion de un obsticulo de comprension de dichas relaciones. Este tipo de
conocimiento mezcla tanto conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje (KFLM),
ligados a la interaccion de los alumnos con este tipo de representacion de los conjuntos, como
conocimiento de la ensefianza de las matemdticas (KMT), en particular sobre el uso de

representaciones graficas como via para aproximarse a este tipo de conceptos.
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Finalmente, Aarén es capaz de esbozar una aproximacién de cémo ayudar al alumno a
superar su obstdculo, a través de la comparacién de dos conjuntos del mismo cardinal, en cuya
representacion se requiere abstraer la infinitud de los reales, por ejemplo, representando la no
acotacion con flechas o puntos suspensivos.

A: Los granos de arena en la Tierra, como estdn acotados [la union de todos ellos], y tienen
cierto tamariio, son finitos, luego los puedes contar. Hablaria de una comparacion, granos de
arena con células, y la Tierra con el cuerpo humano.

E.: Me dices entonces que los granos de arena los puedes contar, pero ;como? El alumno
dice que al no poder contarlo es infinito.

A.: Es verdad. De hecho, su razonamiento me parece bien. Por ldgica, si no puedes contarlos,
son infinitos. Me parece de pura logica, y por tanto no le diria que no. No puedes contarlos,
luego son infinitos. [...] Y no lo sacaria de su error, de hecho.

E.: Sin embargo, en otros ejemplos en los que no puedes contar, me has dicho que son finitos.
A.: Pues me corrijo. Acepto el argumento. Es que si tienen claro que si no lo pueden contar,
para ellos es infinito, en una situacion tan fisica, tan cercana a la realidad, pues le diria que
lleva razon. Quizd dependiendo del curso me plantearia otra respuesta [es decir, corregir al
alumno], aunque tendria que dedicar mucho tiempo a buscar como tratar el tema en funcion
del curso.

(Extracto de la entrevista, Montes 2015)

Este extracto resulta interesante por como el conocimiento matemdtico de Aardén se
moviliza y parece adecuarse al contexto escolar en que se plantea la cuestion. En primer lugar,
Aar6én muestra conocimiento puramente matemadtico al afirmar que el cardinal de los granos
de arena es finito, ya quecada uno de ellos tiene una dimensién finita mayor que cero (y que
una cierta cantidad), y su unién es acotada. Muestra en esto conocimiento del tema (KoT)
series numéricas. Sin embargo, al incidirse en la posibilidad de contarlos, el profesor acepta el
argumento del alumno de que si es imposible contar fisicamente el niimero de elementos de
un conjunto, se le puede atribuir a este conjunto la caracteristica de la infinitud. Por esta
declaracién, y por afirmaciones anteriores, tenemos indicios (FLORES; ESCUDERO;
AGUILAR, 2013) de que no sélo parece aceptar el argumento del alumno, sino que parece
adaptar su propia concepcion del infinito a ésta forma de comprenderlo, ligado a la necesidad
de interaccion fisica con las matematicas. Mas adn, cuando durante una de las entrevistas se le
pidi6 una definicién del infinito, Aarén afirmé: para mi el infinito es la invencion del hombre
para explicar lo inexplicable. Siguiendo a SIERPINSKA (1987), p. 382), a Aardn se le asocia
una tendencia intuitiva empirica, “que implica comprender que la matematica, y en particular
sus axiomas y teoremas, deben ser hechos indiscutibles, intuitivamente aceptados”. En este
caso,acepta a la construcciéon légica de los alumnos,ya que desde su perspectiva las
matematicas deben estar basadas en dicha aceptacion intuitiva. Sin embargo, Aarén parece
estar abierto a considerar que en otros cursos se pueda esperar una forma diferente de

comprension del concepto de infinito, al menos en su plasmacién en conceptos mateméticos
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concretos. Esto supone un indicio de que el profesor conoce ciertos estdndares de aprendizaje
relativos (KMLS) a este concepto, o al menos ha desarrollado unos ciertos estidndares
informales sobre qué debe aprenderse en cada etapa educativa sobre el infinito.

El posicionamiento del profesor con respecto al infinito se evidencia de forma maés
clara en la discusion de la sexta situacion:

A: Esto es como el ejemplo del salto de la rana que va saltando hacia el borde del estanque,
preguntando si llega o no llega. Me ha pasado, de empezar a explicarles las sucesiones, y
hablar del primer salto, el segundo que es la mitad del anterior, el tercero que es la mitad del
segundo, y asi sucesivamente, y muchos alumnos dicen que si llega, pero no estin
convencidos. [...]Luego te lo llevas a un terreno matemadatico, empiezas a dividir por dos, una
y otra vez. ;Llega, o no llega?

E: ;Yllega o no llega?

A: No, no lo hace. [...] Llega al borde, pero no lo hace. En términos fisicos, no deberia
alcanzarlo.

(Extracto de la entrevista, Montes 2015)

En este caso, Aarén afirma que él mismo comienza discutiendo el ejemplo de las
sucesivas divisiones en clase, y tiene la experiencia de que los alumnos dan una diversidad de
respuestas a este problema. Entendemos que dicha experiencia constituye la base de su
conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje acerca del infinito (KFLM). Mas
interesante atn, resulta la forma que tiene Aarén de comprender el infinito, que se ve reflejada
en este ejemplo. Al igual que en el extracto anterior, Aarén muestra su necesidad de que las
matematicas tengan relacién con el mundo fisico, y por tanto entiende que la rana, en
términos fisicos, no deberia alcanzar el borde del estanque, ya que posiblemente esté
considerando la variable temporal en el proceso. Esto refuerza la idea de que Aarén sigue una
tendencia intuitiva empirica acerca del infinito, y mds ain, que esta tendencia intuitiva
empirica le lleva a comprender el infinito de forma potencial, fijindose en el proceso de
sucesivo acercamiento al borde del estanque. Esta comprension potencial del infinito, en este
caso, es la suya propia, no la que atribuye a sus alumnos. Posteriormente se le pregunt6 como
abordaria esa situacidon desde una perspectiva mds manipulativa, a lo que respondi6:

A: Tomaria un trozo de papel de un metro de longitud como referencia, y luego otra de medio
metro de longitud, que pondria encima. Después de esto, otro de un cuarto de metro, que
pondria a la derecha de la anterior, luego uno de un octavo. En algiin momento les diria que,
si se hace zoom sobre el proceso, volvemos a lo que esencialmente era el punto inicial,
haciendo la comparacion entre la pieza que queda y la mitad restante. Lo haria unas cuantas
veces de esta forma para hacerles ver que nunca se podria pasar de este punto, llegues lo
cerca que llegues.

(Extracto de la entrevista, Montes 2015)

Podemos observar como el profesor articula un abordaje metodoldgico del proceso

aproximativo, desplegando una estrategia de ensefianza (KMT) basada en el cortado de papel
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(MONTES; CARRILLO, 2015). Es especialmente interesante observar cémo el
planteamiento que el profesor hace de su posible explicacion estd muy condicionado por su
comprension del infinito. Observando la estrategia de enseflanza de forma detenida, hace
hincapié en la particularizacion del proceso de adicién de sucesivas mitades en los primeros
términos, entendemos que para mostrar el proceso de funcionamiento, y, posteriormente,
afiade la idea de zoom. Esta idea es potente por dos motivos, en primer lugar afade la
posibilidad de realizar el proceso de forma recurrente, lo cual permite comprender qué sucede
en cada paso, y en segundo, es una forma de plasmar la infinitud del proceso, ya que el hecho
de volver a la primera iteracion en cierto paso implica poder volver en cualquier paso.

Sin embargo, esta aproximacion a la suma de los elementos que hace el profesor se ve
inequivocamente condicionada por su forma de comprension del infinito. Antes mostramos
evidencias de que Aar6n comprende el infinito de forma potencial. En este caso, no sélo
parece evidenciar dicho tipo de comprension, al enfocar su reflexién en el aspecto procesual
de la aproximacién al borde, sino que disefia la actividad con el objetivo de hacer ver a los
alumnos que nunca se podria pasar de este punto. Esta verbalizacion nunca implica la
inclusion de la variable temporal, que conlleva, desde esta perspectiva potencial, la
imposibilidad de alcanzar el extremo. En términos matemaéticos, esta explicacién equivale a
considerar el conjunto de elementos de la sucesidon de sumas parciales sin considerar el punto
de acumulacién de dicho conjunto. Este foco en la sucesion, sin tener en cuenta el punto de
acumulacidn, es decir, esta vision potencial, puede generar en los alumnos una comprension
limitada a lo procesual de la aproximacion (TALL; SCHWARZENBERGER, 1978). Por
tanto, no s6lo el conocimiento de los temas matemadticos (KoT) del profesor responde a
estructuras potenciales de comprension del infinito, sino que su conocimiento de la ensefianza
de las matematicas (KMT) relacionado con el infinito también esta generado en base a este
tipo de comprension potencial.

Mais aidn, su comprensién del infinito como concepto, entendido como proceso, se
filtra en aquellos conceptos en los que el infinito constituye el sustento epistemoldgico. En
una entrevista posterior, sobre eventos sucedidos en su clase, encontramos lo siguiente:

: ;5.9 esigual a 6?

s Casi igual a 6.

: ¢Pero igual?

Si.

: ¢Cudl es la distancia entre los dos?

: ¢La distancia? Es tan, tan pequeria que...
. ;Pequeriia, pero no cero?

: Infima.

(Extracto de la entrevista, Montes 2015)

S S e
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Vemos cémo Aardn lleva el mismo esquema de entendimiento potencial del concepto
de infinito que vimos en el caso de la sucesién de las sumas parciales de potencias de 1/2 a
este caso, el de la igualdad de 5. 9 y 6. La verbalizacién infima es equivalente,
epistemoldgicamente, a infinitesimal (LAKOFF; NUNEZ, 2001), y denota el hecho de dotar
de un carécter variable a dicha distancia. Es decir, Aar6n acepta que dicha distancia es menor
que cualquier nimero conocido, pero a la vez que no es mayor que cero, convirtiéndola en un
ente de naturaleza no arquimediana. Podemos inferir que el conocimiento o entendimiento del
concepto de infinito en si tiene un cardcter transversal al conocimiento del profesor,
relaciondndose con diferentes conceptos mateméticos, mostrando indicios de conocimiento de
la estructura matemdtica (KSM), en los que el profesor muestra una comprensién de tipo

potencial.

5 Conclusiones

Multiples autores han profundizado en el esfuerzo cognitivo que requiere alcanzar una
comprension del infinito, desde el punto de vista del aprendizaje. En este articulo, tomando
esta asunciéon como punto de partida, hemos explorado el conocimiento del profesor del
infinito, desde la 6ptica del conocimiento profesional, con una visién interpretativa, no basada
en la evaluacion del conocimiento del mismo, sino en la exploracion de su complejidad.

Adquirir una comprension profunda de este concepto implica una reflexion profunda
que ha llevado siglos a la humanidad (MORENO; WALDEGG, 1991; KLEINER, 2001),
dada la complejidad de dicha reflexion. Climent (2002), en la linea de Ponte (1994),
establecia que el conocimiento del profesor posee una naturaleza compleja, dada la amplia
variedad de tipos de conocimiento que €ste pone en juego al ensefiar. En nuestro caso, al
estudiar el conocimiento del profesor acerca del infinito, desde la perspectiva de la
especializacion de dicho conocimiento derivada de su uso en la discusion de contextos ligados
a la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, mostramos que existe una doble fuente de
complejidad en el conocimiento del infinito que poseen los profesores.

La primera fuente estd determinada por la complejidad que requiere comprender este
concepto desde una perspectiva matemadtica, siendo ésta la linea habitual de las reflexiones
establecidas desde la investigacidn en educacién matematica al abordar el infinito. En el caso
de Aar6n, observamos una comprension de tipo potencial del infinito, que le lleva a
momentos de conflicto, en los que los argumentos de los alumnos le conducen a cuestionar

afirmaciones, de indole matemaética, que él mismo hace.
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La segunda fuente de complejidad del conocimiento del profesor acerca del infinito es
la derivada del carédcter especializado del conocimiento del profesor, es decir, del tipo de
reflexién que, como docente, se establece en torno al concepto. Por ejemplo, reflexionar sobre
la procedencia del razonamiento de los alumnos al tratar con el infinito, con base en el tipo de
explicaciones recibidas, es un tipo de reflexiéon que podemos asumir que es exclusiva del
docente, y dota de un grado de complejidad adicional al conocimiento de éste. En este mismo
sentido, el modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas, MTSK, se
revela especialmente util para caracterizar las diversas tipologias de conocimiento que el
profesor usa.

Asi, encontramos que el conocimiento del profesor acerca del infinito tiene cardcter
transversal en el conocimiento del profesor, adquiriendo la naturaleza de Gran Idea
(KUNTZE, et al., 2010) presente en el conocimiento matemético del profesor en diferentes
contextos matemadticos, lo que lo convierte en un elemento conector, ligdndolo al
conocimiento de la estructura matematica (KSM).

Hemos podido observar como el tipo de conocimiento que tiene el profesor acerca del
infinito se refleja en su conocimientode aquellos conceptos que tienen a éste como sustento
epistemolégico (KoT). Mds alld de esto, el tipo de comprensién que se tiene del infinito,
como la potencial en el caso de Aarén, puede implicar una generaciéon de ejemplos y
estrategias de ensefanza (KMT) que induzcan en los alumnos dicho tipo de comprension.
Asimismo, la comprension que posee un profesor acerca del aprendizaje de sus propios
alumnos acerca del concepto estard potencialmente mediada por su propia comprension del
concepto, es decir, resulta dificil pensar que un profesor como Aardén, que entiende el infinito
de una forma potencial, pudiera esperar en sus alumnos una comprension de tipo actual de
este concepto.

Queremos destacar el potencial que, a nuestro entender, tiene la discusion de vifetas
en las que se observen situaciones de aula, reales, hipotéticas o pseudo-reales, cuyo disefo, en
estos dos ultimos casos, esté profundamente fundamentado en los distintos tipos de
comprension de los conceptos que han sido estudiados en la investigacion en educacion
matematica. En el caso que nos ocupa, fueron especialmente utiles, ya que Aarén no habia
sido plenamente consciente de su interaccion con el infinito durante su actividad docente, s6lo
lo habia detectado en aquellos contextos donde éste era explicito (MONTES, 2015). Por tanto,
la discusion de situaciones donde alumnos daban respuestas plausibles, pero inesperadas para

él, ponian a Aar6n en una situacidon de contingencia (ROWLAND et al., 2009) que le llevaba
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a movilizar su conocimiento en modos que, posiblemente, no hubiera movilizado
anteriormente.

La linea de investigaciéon aqui mostrada, acerca de la comprension del infinito desde
una perspectiva profesional, dota al drea de educaciéon matemadtica de una nueva linea que
explorar y en la que profundizar. En este trabajo asumimos que conocer un concepto como el
infinito, desde la dptica del conocimiento del profesor, no se limita a conocer el constructo
matematico como tal, sino que un docente ha de tener una consciencia amplia de todo aquello
que implica el infinito en contextos docentes: el concepto matematico, las relaciones que el
infinito genera entre conceptos matemadticos, el tipo de aproximaciones docentes que se hace a
estos conceptos, el tipo de aprendizaje esperable en alumnos, en particular el esperable en las
situaciones docentes planteadas, o el nivel de comprension esperable en determinada etapa
educativa. En futuras investigaciones, pretendemos abordar el problema de la construccion, en
profesores de Secundaria y Bachillerato, de un conocimiento del infinito que permita

fomentar un aprendizaje de los alumnos que trascienda la vision potencial del mismo.
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