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．4BSTRACT

　　An　extended　interpretation　of　the　term　of　the“cyclic　net”defined　by　Scheidegger　leads

to　a　better　understanding　of　the　laws　of　drainage　composition　and　the　evolution　of　drainage

basins．

　　The　average　numberκελof　streams　of　orderλentering　a　stream　of　orderκfrom　the　sides

P，。vid・・tw・p・・am・ters・ε、㍉ε。－1　and　K・（、ε、／。ε。－1）11（κ一”－1）・Am・d・1・f

drainage　basins　is　built　on・the　assumption　that　each　of　the　parameters　is　constant　for　various

values　ofκandλin　a　network．’　The　law　of　stream　numbers　of　the　model　is　fbrmulated　as

κμλ＝9（eκTλ一1－Pκ一λ一1）（2＋ε1－P）／（9－p）＋Pκ一λ一1（2＋ε1），where　kμλis　the　average

numb…f・t・eam・・f・・d・・λin・b・・in・・d・・κ，P＝［2＋ε、＋K－〉厨否1＋K）2　一・8K］／2

and　9＝［2＋ε1＋K＋〉て万7百r手K）2－　8K】／2．　On　some　reasonable　assumptions，　the　law

of　basin　areas　and　the　law　of　stream　lengths　are　also　formalized　by　using　e　i　and　K，　vlz．，

．4λ＝　eλ一i4i　and　Lλ＝（2（λ一り！2Ll，　where　l　is　the　lowest　order　of　streams　or　basins，．4λis

the　average　area　of　basins　of　orderλ，　Al　is　the　average　area　of　basins　of　the　lowest　order，

Lλis　the　average　length　of　streams　of　orderλand　Li　is　the　average　length　of　stream　of　the

lowest　order．　The　condttion　of　the‘‘cyclic　net”is　satisfied　basically　in　the　model，　because

the　relation　of　the　streams　of　orderλto　the　streams　of　order（λ＋η）is　the　same　as　the

relation　of　the　streams　of　order（λ＋1）to　the　streams　of　order（λ＋1＋η）．

　　The　equation　which　describes　the　law　of　stream　numbers　gives　graphs　on　the　Horton

diagram　which　tend　to　be　concave　upward，　except　the　case　of　K＝O，　and　seems　to　be　more

adequate　to　describe　the　relationship　between　stream　orders　and　numbers　of　actual　drainage

networks　than　Horton’s　formula．　The　average　values　ofε1　and　K　in　infinite　topologically

random　channel　networks　are　l　and　2　respectively　for　various　values　ofκandλ．　The　most

probable　networks　in　the　set　of　infinite　topologically　random　channel　networks　also　satisfy

ε1＝1and　K＝2．
　　　The　law　of　allometric　growth　of　drainage　basins　is　formulated　by　usingεl　and　K　as

m（t）　＝【δt＋1n｛（9－P）／（2＋ε1－P）｝】／ln（2＋1，where　m（t）is　the　order　of　a　basin　at

time　t　andδis　constant．　This　equation　holds　exactly　for　basins　of　infinitely　large　value　of

［m（t）－1】and　to　al　fairly　good　approximation　for　basins　of　a　comparatively　large　value　of　it．

　　　It　can　be　said　that　the　model　corresponds　to　basins　in　an　equilibrium　state　and

encompasses　basins　of　the　maximum　entropy　as　a　special　case．　The　model　seems　to　be　very

advantageous　not　only　to　investigate　the　composition　of　drainage　networks　but　also　to
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explain　their　development．

I　INTRODU．CTION

　　　　Ig・p・p・・f…・am・ng・tud・nt・・f　g・・m・・ph・1・9・・nd　hyd・・1・gy，　H。，t。n（1945）

publlshed・n・・d・・ing・y・t・m・f・t・eam・and　tw・imp・・t・nt・mpi・ica11・w・・f　d，ain、ge

　composition．　In　his　law　of　stream　numbers，　the　relation　between　stream　order　and　number

・f・t・eam・・f　each・・d・・in・b・・in　i・exp・essed・・an　in・…eg・・m・t，i、、e，i，、　and，　in　hiS

1・w・f・t・eam　1・ngth・・th・・e1・ti・n　b・tween・t・eam・・d・・and・v・・ag・1・ngth。f、t，eam、。f

each　order　as　a　geometric　series（Horton，1945）．

　　　Th・tw・1・w・w・・e・・igin・11y・・nceived　in　t・㎜・・f　H・・t・n・…d・，ing　m，th。d．　But、

m°dificati・n　w・・1・t・・p・・P・・ed　by　St・ah1・・（1952）in・・d・・t・av・id　th・necessity。f

subjective　decisions　of　parent　streams，　which　is　inherent　in　Horton’s　system．　Further，　it　was

proved　by　Scheidegger（1968）that，　in　a　basin　in　which　the　two　laws　are　satisfied　in　Horton’s

system・th・y・・e　a1…ati・fi・d　in　St・ahl・・’s　sy・t・m・nd・ice　v・・sa．　ln　thi・p・p・，，　St，ah1，，・、

system　is　used　exclusively　by　following　examples　of　most　recent　students．

　　　H・・t・n（1945）・1・・㎞Pli・d　th・t　th・・e・h・uld　b・・a　1・w・n・1・9・u、　t。　th，1、w。f、t，eam

length・f・・b・・in・・ea…nd　th・1・w・fb・・in・・ea・w・・1・t・・f・・m・1ized　by　S・humm（1956）．

　　　The　first・tt・mpt　t・gi・・ath…etical・xpl・n・ti・n　t・th・・e　th・ee　1・w・w・・m、d，　by

Le・P・ld・nd　L・ngb・in（1962）b・・ed・n・t・ti・tical　th・・m・dyn・mi・・．　Th・i・exp1、n、ti。n　w、、

m・d・by　u・ing・m・d・1・・eat・d　by・g・aphical　m・th・d（L・・P・ld・nd・L・ngb・in，1962）．　S。、h

ameth・d　has　s・m・di・advant・g…it・equi・es　rath・・highly・implifi・d　b・・i・・t・eam　p、tt，，n、

in　order　to　be　practical，　and　it　inherently　involves　Monte　Carlo　methods　which　make

difficult　the　control　of　variables，　such　as　the　number　of　streams　of　the　first　order　or　the

order　of　networks（Shreve，1966）。

　　　Afirm　analystic　approach　to　investigate　topological　and　metrical　characteristics　of

d「ain・g・n・tw・・k・b・・ed・n　th・・and・m　g・aph　th…yw・・initi・t・d　by　Sh・ev・（1966，1967）．

Sh・ev・’・c・ncept・・f　link　m・gnitude　and　t・P・1・gically・and・m・h・nn・l　n・tw・・k、　p，。vid，

the　equ・ti・n・whi・h　d・・c・ib・th・1・w・f　d・ain・ge　c・mp・・iti・n・f　the　expect，d、t、t，。f

「and°mly　g・n・・at・d　n・tw・・k・and・・nt・ibut・t・・1・・ify　p・・P・・ti…fth・・e　n・tw・・k・（Sh，ev，，

1966・1967・1969；T・kun・g・・1972・，1972b，1974，1975，1977；W・・n・・，1972）．

　　Adi脆・ent　typ・・f・pP・・ach・・t・・xp1・in　th・1・w・・f　d・ain・ge　c・mp・・iti・n　th…etically

h・・been　m・d・by　W・1d・nb・・g（1966）・nd　S・h・id・g9・・（1970）．　Th・n　the　exp1、n、ti。n　w、、

made・n　the　assumpti・n　th・t・d・ain・g・n・tw・・k　i・th・・e・ult・f・・egu1・・and・y、1i、　g，。wth

process，　in　which　new　parts　of　the　network　are　created　with　ever　the　same　bifurcation　ratio．

Thi・pi・tu・e　w・・f・㎜・1ized　b・・ed・n　the　al1・m・t・i・g・・wth　th…y（W・1d・nb・，g，1966；

Scheidegger，1970）．

　　It　can　b・・aid　th・t　th・tw・typ…fm・d・1・，　the　cy・1i・m・d・1・nd　th・・and・m　g，aph

m°dels・hav・been　wid・ly　int・・duced・lt・h・uld　b・，　h・wev・・，　n・t・d　th・t　b・th　th・typ，、

have　al・・di・advant・g…The　cy・li・m・d・1・h・w・m・th・m・ti・al　in・・n・i・t・n・y　in、ny。，tw。，k

except“・t・u・tu・ally　H・・t・ni・n　n・tw・・k・”（T・kun・g・，1966；Sm・・t，1967；S・h・id・g9，，，

1968）・・nd　th・・and・m　g・aph　m・d・1・th・m・el…p・・vid・n・・qu・ti。n　t。　d，、c，ib，　th，

composition　of　networks　of　which　topology　and　metric　are　affected　by　non・random　f6rce．
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Furthermore，　the　two　types　of　models　are　not　compatible　with　each　other，　because　the

expected　state　of　subbasins　in　infinite　topologically　random　channel　networks　does　not

satisfy　Horton’s　law　of　stream　numbers（Shreve，1969；Tokunaga，1974）．

　　This　paper　is　written　to　show　that　the　model　proposed　by　the　writer（1966）not　only

satisfies　the　condition　of　the‘‘cyclic　net”defined　by　Scheidegger（1970）in　a　different　way

from　Horton’s　law　of　stream　numbers　but　also　encompasses　one　of　the　random　graph　models

as　a　special　case（Tokunaga，1974），　that　two　parameters　used　in　the　model　combine　the　law

of　stream　numbers　with　the　law　of　basin　areas，　the　law　of　stream　lengths，　and　so　on

（Tokunaga，1975），　and　that　the　allometric　growth　of　drainage　basins　is　also　explained　by

using　the　model（Tokunaga，1979）．

　　This　paper　summarizes　the　writer’s　previous　publications（Tokunaga，1966，1972a，

1972b，1974，1975，1977，1979）．　Some　detailed　and　additional　considerations　on　properties

of　the　mode1　are　referred　to　in　those　publications．

II　CYCLIC　SYSTEM

　　The　term　of　the‘‘cycle　of　rivers”was　used　at　first　by　Scheidegger（1968）．　By　his

definition，　a　drainage　network　is　considered　to　be　cyclic，　when　it　satisfies　the　condition

that‘‘each　cycle（referring　to　a　particular　stream　order）is　entirely　similar　to　the　previous

and　following　cycles”（Sheidegger，1970）．　Then　we　may　define　a　term‘‘cyclic　system”as　a

system　which　satisfies　the　above　condition．　Then　Horton’s　law　of　stream　numbers　is

considered　to　be　a　mathematical　expression　of　such　a　system．　Horton　himself，　in　fact，　had

essentially　an　idea　of　the　cyclic　system　and　has　attempted　a　hydrophysical　explanation　of

his　laws　in　terms　of　a　growth　process（Horton，1945）．

　　It　is，　however，　clear　that，　in　any　network　except‘‘structurally　Hortonian　networks”

（Scheidegger，1968），　Horton’s　law　of　stream　numbers　itself　proves　to　be　mathematically

inconsistent，　because，　in　a　network　which　exactly　satisfies　Horton’s　law　of　stream　numbers，

the　subbasins　do　not　satisfy　it　at　al1，0r　not　with　the　same　bifurcation　ratio　as　the　main

basin（Tokunaga，1966；Smart，1967）．　This　requires　us　to　examine　Horton’s　law　of　stream

numbers　itself　but　by　no　means　enforces　us　to　abandon　the　concept　of　the　cyclic　system．

Amodel　proposed　by　the　writer（Tokunaga，1966）not　only　satisfies　the　definition　of　the

cyclic　system　in　a　different　way　from　Horton’s　law　of　stream　numbers　but　also　provides

adequate　equations　to　describe　the　laws　of　drainage　composition（Tokunaga，1966，1974，

1975）．

　　The　model　is　built　as　follows．　The　average　numberκελof　streams　of　orderλentering　a

stream　of　orderκfrom　the　sides　provides　parametersε1　and　K，　on　the　assumption　that　the

following　relations　are　satisfied　in　a　network．

1．mεm－、ニm－、εm－2＝・…・＝。ε．－1ニ…・・＝xεx－1＝…・・＝1．、　el＝ε1

mεm－2＝m－1εm＿3＝・・…＝．ε。＿2＝・・…＝Xελ一2＝…・・ニ’・2ε’＝ε2

●　●　●　o　o　●　・　●　●　■　■　o　●　●　o　o　●　o　o　●　O　O　o　●　o　●　●　●　●　●　■　●　◆　●　●　●　・　■　o　・　o　・　●　●　，　．　曹　o　・　o　●　．　●　●
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●　●　・　●　●　．　o　●　●　・　．　・　●　●　●　．　●　o　●　●　●　●　●　o　欄　●　●　●　●　●　●　巳　●　o　o　●　●　●　■　o　o　■　●　■　■　●　■　●　●　●　o　■　o　●

2

mεm＿ζ＝〃1＿1εm＿1＿ζ＝・・＝κεκ＿ζ＝・・…　＝λελ．＿ζ＝・・…　ニ，＋ζε，＝εζ

！・　．ε・＝＿＿＿．．＿．．＿＿＿＿．＝εζ＝K
　　　　　ε2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εζ＿1ε1

where　m　is　the　highest　order　and　l　is　the　lowest　order　on　maps　of　a　given　scale．　The　validity

of　the　assumption　in　actual　drainage　basins　will　be　discussed　later　in　this　chapter．　It　will

also　be　shown　in　Chapter　IV　that　the　average　or　most　probable　state　of　infinite　topologically

random　channel　networks＊satisfies　the　assumption．　A　hypothetical　network　withε1＝1

and　K＝2is　illustrated　in　Fig．1．

〉

ノ
　、

、

〆

／

〉ゼ／〆ダVへ

＼，1’

〆　〆

齢製職 Stream　of　order　1

Stream　of　order（1＋1）

Stream　of　order（1＋2）

Stream　of　order（1＋3）

Drainage　devide

th　Interbasin　area　in　contact　with

　　　　　stream　of　order（1＋3）

＊　The　term　of　infinite　topologically　random　channel　networks　is　used　in　this　paper　to　mean　a　set　of

　　topologically　distinct　channel　networks　with　an　infinite　number　of　streams　of　the　lowest　order　which

　　are　equally　likely（cf．　Chapter　IV）as　well　as　in　the　writer’s　previous　publications（1972b，　etc．）．
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The　fbllowing　equations　are　derived　from　the　assumption（see　Fig．1）．

。μ・＝2・μ・・1＋，．妻．1ε・Kη一λ一1・μ・

。μ…ニ2・μ…＋，．妻．、ε・Kη一λ一2・μ・

（II・1）

（II・2）

whereκμλis　the　average　number　of　streams　of　orderλin　a　basin　of　orderκ，κμκ＝1and

κμκ＿1＝2＋ε1．Subtracting　equation（II・2）×　K　from　equation（II・1）yields　the　equation

κμλ＝（2＋ε1＋K）κμλ、＋1　－　2Kκμλ＋2 （II・3）

　　This　recurrence　equation　provides　the　following　equation　in　whichκμλis　given　in　the

form　of　sum　of　series（Tokunaga，1966，1974）．

　　　　・μλ＝9κ÷多　19（2＋ε1－P）＋P・一・－1（2＋ε1）　（II・4）

wh・・eP＝［2＋ε1＋K－〉廊1＋K）2－8κ】／2・ndg＝［2＋ε1＋κ＋～擁1＋K）2－8κ】／2．

The　mathematical　procedure　to　obtain　equation（II－4）is　shown　in　Appendix　I．　Equation

（II－4）expresses　the　law　of　stream　numbers　of　the　model．　The　model　satisfies　the　definition

of　the　cyclic　system，　because　the　relation　of　the　streams　of　orderλto　the　streams　of　order

（λ＋η）is　the　same　as　the　relation　of　the　streams　of　order（λ＋1）to　the　streams　of　order

（λ＋1＋η），whereη＝±1，±2，．．．（see　Fig．1）．　Equation（II・4）gives　graphs　on　the　Horton

diagram　which　tend　to　be　concave　upward　in　the　part　of　the　higher　orders　except　the　case　of

K＝0．When　K＝Oandε1≠0，　we　obtainε2＝ε3＝…・・＝εη＝0．　Then　equation（II・4）

expresses　the　law　of　stream　numbers　of‘‘structurally　Hortonian　networks”and　gives

straight　lines　on　the　Horton　diagram（Tokunaga，1～166，1972a，1972b）．

　　Shreve（1966）applied　a　parabolic　curve　to　each　plot　of　246　actual　networks　on　the

Horton　diagram　and　calculated　the　value　of　coefficient　of　quadratic　term　to　give　the　best

fit　to　each　plot．　The　sample　mean　values　of　coefficient　are　consistently　positive，　showing

that　the　curves　tend　to　be　slightly　concave　upward，　and　these　values　decrease　monotonically

with　increasing　order　of　networks（Table　1）．　The　values　obtained　by　the　s㎞ilar　application

to　plots　given　by　substituting　ε1＝l　and　K＝2　into　equation（II－4）　are　also　presented

in　Table　1．The　values　show　the　similar　tendency　with　the　above　sampled　mean　values．　This

implies　that　equation（II－4）is　more　adequate　than　Horton’s　formula　to　describe　the

Table　1．　Average　of　values　of　coefficient　of　quadratic　term．（After　Tokunaga　l　974）

order　of　networks　or　value　of（m－1＋1）

3 4 5 6 7

Actual　networks
iShreve（1966））

0，160

i152）

0，095

i64）

0，042

i23）

0，013

@　（5）

0，010
@　（2）

Network　with
ﾃ1＝land1（＝2

0，084 0，053 0，035 0，025 0，Ol8

The　numbers　in　parentheses　indicate　the　numbers　of　networks．

5



relationship　of　stream　numbers　to　orders　of　actual　drainage　networks．　The　assumption　that

each　of　parametersε1　and　K　is　constant　in　a　network　is　examined　in　four　subbasins　in　the

Toyohira　River　Basin（Tokunaga，1966）．　The　calculated　values　ofκελapprox㎞ately

satisfy　the　assumption（Table　2）．

Table　2．　Values　ofκελ，εηand　K　of　four　subbasins　in　the　Toyohira　River　Basin＊．

　　　　　　（After　Tokunaga　1966）

Subbasin 1＋1ε， ，＋2ε」＋1 ，＋3ε，＋2 ，＋4ε，＋3 Average，ε1

AA L26（214／170） 1．13（44／39） 1．29（9／7） 1．23

AB 1．13（196／174） 1．ll（42／38） 2」7（13／6）＊＊ 1．00（3／3）＊＊ 1．12

BA 1．37（127／93） 1．21（23／19） 1．25（5／4） 1．28

BB 1．20（332／277） 1．05（59／56） o．64（9／14）＊＊ 1．00（3／3）＊＊ 1．13

Average 1．24 1．13 1．27 1．00＊＊ 1．19

，＋2ε， 1＋3ε」＋1 ’＋4ε，＋2 Average，ε2

AA 2．44（95／39） 3．57（25／7） 3．01

AB 2．87（lo9／38） 3．67（22／6） 1．67（5／3）＊＊ 3．27

BA 3．37（64／19） 4．25（17／4） 3．81

BB 3．23（181／56） 2．86（40／14） 4．33（13／3） 3．47

Average 2．98 3．59 4．33 3．39

」＋3ε」 Average，ε3

AA 9．oo（63／7） 9．00

AB 8．67（52／6） 8．67

BA 13．25（53／4） 13．25

BB 9．29（130／14） 9．29

Average 10．05 10．05

Subbasin K（ε2／ε1） K（ε3／ε2） Average，K

AA 2．45 2．99 2．72

AB 2．92 2．65 2．79

BA 2．98 3．48 3．23

BB 3．07 2．68 2．88

Average 2．86 2．95 2．91

＊Miscalculations　in　the　original　paper　are　corrected．

＊＊The　values　are　not　used　for　the　calculations　of　Sn　and　K．

　　Let（κ一λ）→◎◎in　equation（II－4），　then　we　obtain

　　　　。μ・＝eκ一・2券P　　　　　　（II－5）

　　Here　the　value　of　e　which　corresponds　to　the　gradient　of　the　asymptote　to　the　plot　in

the　part　of　the　lower　order　points　on　the　Horton　diagram，　does　not　depend　on　the　orders　of
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networks．　Thereby（2　was　defined　anew　as　a　bifurcation　ratio（Tokunaga，1966）．

　　Parametersε1　and　K　give　us　more　information　about’the　topology　of　a　network　than

eor　Horton’s　bifUrcation　ratio，　because　even　a　given　value　of　g　or　Horton’s　bifurcation

ratio　provides　many　types　of　drainage　patterns，　depending　on　the　values　ofε1　and　K．

III　INTERBASIN　AREAS，　BASIN　AREAS　AND　STREAM　LENGTHS

　　The　law　of　stream　numbers　concerns　the　topology　of　a　drainage　network．　On　the

contrary，　the　laws　of　basin　areas　and　stream　lengths　concern　the　metric．　Some　students

have　paid　effort　to　prove　empirically　that　these　three　laws　are　not　independent　of　each

other（Morisawa，1962；Smart，1968）．　Theoretical　considerations　on　such　a　problem　need

some　assumptions（Shreve，1967，1969；Tokunaga，1975）．　Shreve（1967），　f6r　example，

derived　the　law　of　stream　lengths　from　the　law　of　stream　numbers　on　the　assumption　that

all　of　links　have　the　same　length　in　a　topologically　random　channel　network．　He　also　derived

the　law　of　basin　areas　from　the　laws　of　stream　numbers　and　stream　lengths　on　the

assumption　that　a　basin　area　is　proportional　to　the　sum　of　the　number　of　exterior　links　and

the　number　of　interior　links　in　it　and　the　drainage　density　is　uniform　in　the　whole　basin．

The　writer　does　not　agree　to　the　latter　assumption　because　the　drainage　density　in　the

neighbourhood　of　streams　of　the　higher　order　seems　higher　comparing　with　the　density

around　the　divide　in　an　actual　drainage　basin．　This　will　be　discussed　by　using　the　writer’s

model　in　Chapter　IV．

　　Shreve’s　equations　describe　only　the　expected　state　of　subbasins　in　an　infinite　topologi－

cally　random　channel　network　and　therefore　the　stream　length　ratio　and　the　basin　area　ratio

are　given　numerically　in　them（Shreve，1969）．　Such　equations　are　not　given　in　the　parameter

representations．

　　It　has　been　shown　that　the　parametersε1　and　K　provide　the　equations　which　express　the

laws　of　numbers　of　interbasin　areas，　basin　areas，　areas　of　interbasin　areas　and　stream　lengths

（Tokunaga，1975）．　The　equations　are　given　as　follows：

ノ〉）い1：＝2＋ε1＋
ε、K（κλ一’－1－1）

Aλニe　x－　IAl

K　　1

［eλ一・　一　2e・－1－・一 ε1（eλ一1－　Kλ一1）
　」

］

（III・1）

（III－2）

βλ．1＝ 9－K
　　　　　　　εIK（κλ＋L1）
2＋ε1＋
　　　　　　　　　　　　K－1

（III－3）

Lλ＝　Lie（λ・－1）！2 （III－4）

where」Vix．l　is　the　average　number　of　interbasin　areas　in　contact　with　a　stream　of　orderλ，

Aλis　the　average　area　of　basins　of　orderλ，　Al　is　the　average　area　of　basins　of　the　lowest

order，βλ．，　is　the　average　area　of　interbasin　areas　in　contact　with　a　stream　of　orderλ，　Lλ　is

the　average　length　of，streams　of　order　X　and　Li　is　the　average　length　of　streams　of　the　lowest

一7



order，　when　the　lowest　order　is　given　by　1（see　Fig．1）．

　　The　number　of　streams　entering　directly　a　stream　of　a　given　order　is　equa1　to　the　number

of　interbasin　areas　in　contact　with　it（see　Fig．1）．　Consequently，　we　obtain　equation（III・1）

by　summing　up　numbers　of　streams　of　each　order　entering　directly　a　stream　of　orderλ

according　to　the　assumption　stated　in　the　previous　chapter（Tokunaga，1975）．

　　The　last　three　equations　are　derived　on　some　or　all　of　the　following　assumptions．（1）A

basin　is　divided　into　infinites㎞ally　small　subbasins　and　interbasin　areas　according　to　the

assumption　in　the　previous　chapter・Then　we　can　define　Ai，1Vλ・ノandβλ・ノfor　smaller

integralノ，　to　the　extent　ofノ＝一。。，　than　l　in　all　the　same　way　as　to　define・4λ，Nλ．i　and

βλ．1（see　Appendix　II）．（2）The　average　area　of　subbasins　of　orderηis　larger　than　the　average

areaβλ。ηof　interbasin　areas　to　the　extent　ofη＝一。。．（3）The　value　ofK／（2＋ε1）is　smaller

than　1．（4）The　following　relation　exists　between　basin　areas　and　stream　lengths．

Lλ＝c＞写

where　C　is　a　non・dimensional　coefficient　concerning　the　shape　of　basins．

　　Equation（III・1）and　the　assumption　in　the　previous　chapter　provide　the　following

equation（see　Fig．1）：

　十　　

ε

　十

2
［　十

馬→
　司

ρ
－ら㌻周　“　ト

M＝λ

εIK（κλ一’－1－1）

K－1

］β・・1（III・5）

A　shift　of　index　in　the　above　equation　gives

AA－1　＝　2A・一曙ε1κ　2オ・＋［2＋ε1＋ε1κ写λ≡’12－1）］β・－1・1（III・6）

Arecurrence　equation　which　expresses　the　relation　between　Aλ，　Aλ＿1　and　Aλ＿2　is

derived　from　the　above　two　equations　on　the　assumptions（1），（2）and（3），　and　it　provides

equation（III・2）on　assumption（1）．　The　mathematical　procedure　is　shown　in　Appendix　II．

　　The　total　area　of　interbasin　areas　in　contact　with　a　stream　of　orderλis　obtained　by

subtracting　the　total　area　of　subbasins　of　orders　lower　thanλwhich　feed　streams　entering

directly　a　stream　of　orderλfrom　the　area　of　basin　of　orderλ（see　Fig．1）．　Theref6re，

equation（III－3）is　derived　from　equations（II・4），（III－1）and（III－2）（Tokunaga，1975）．　The

mathematical　procedure　is　shown　in　Appendix　III．

　　Substituting　Lλ＝C嘱and　Ll＝C＞Ti　into　equation（III－2）and　eliminating　C　from

the　consequential　equation　yield　equation（III－4）・

　　Let　us　examine　the　assumptions．　In　infinite　mathematical　models，　i．e．　infinite　topologi－

cally　random　channel　networks，　the　unit　of　basin　area　is　given　arbitrarily　and　only　the

relative　size　of　basin　area　has　a　meaning（Shreve，1967，1969，1974；Tokunaga，1975）．　Then

it　is　considered　mathematically　reasonable　to　assume　a　basin　of　finite　size　consisting　of

infinites㎞ally　small　subbasins　of　the　lowest　order　and　interbasin　areas，　instead　of　an　infinite

basin　consisting　of　subbasins　of　the　lowest　order　and　interbasin　areas　of　finite　size．

Therefore，　assumption（1）does　not　raise　any　problem　in　the　above　mentioned　models．　This

assumption　is　satisfied　approximately　in　an　actuall　drainage　basin　of　comparatively　large
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area，　because　a　very　small　value　of．Aη　／Aλcan　be　obtained　for　a　large　value　of（λ一η）

while　the　value　ofηis　given　finite．　Assumption（2）is　considered　reasonable　because，　if　the

average　areaβλ．ηof　interbasin　areas　is　larger　than　the　average　area　of　subbasins　of　orderη，

streams　should　appear　in　many　of　the　interbasin　areas　and　such　areas　can　not　be　any　longer

interbasin　areas．　The　average　state　as　well　as　the　most　probable　state　of　topologically　random

channel　networks　satisfiesε1＝l　and　K＝2（shown　in　the　next　chapter）．　This　supports

assumption（3）．　This　assumption　is　also　co面㎜ed　in　the　Toyohira　River　Basin（Table　2）．

Assumption（4）is　considerd　reasonable行om　the　aspect　of　dimensional　analysis　because

both　sides　of　the　equation　have　the　same　d㎞ension．　Some　students　have　stated　that

mainstream　length　in　drainage　networks　varies　statistically　in　proportion　to　basin　area　raised

to　a　power（Hack，1957；Gray，1961；Shreve，1974）．　Equations（III・2）and（III－4）provide　an

equation　which　gives　the　values　of　slopes　of　plots　of　mainstream　length　versus　basin　area　on

alogarit㎞ic　paper　for　various　values　of（λ一の．　Then　the　value　of　slope　decreases

monotonically　as（λ一りincreases　and　reaches　1／2　f6r（λ一り→。。（Tokunaga，1975）．　The

scatter　diagram　f6r　461　actual　drainage　basins　shows　the　same　tendency（Shreve，1974）．

This　is　highly　encouraging　fbr　assumption（4）．

IV　TOPOLOGICALLY　RANDOM　CHANNEL　NETWORKS

　　Within　the　set　of　all　topologically　distinct　channel　networks，　the　number／V（ゴ，　n）of　ways

in　which　n　streams　of　a　given　order（here，1et　it　be（η一1））can　produce　i　streams　of　the

next　higher　order　is（Shreve，1966；Werner，1972）

期＝
掾j2n－・i

2㌃1）

2i－1
（IV・1）

This　equation　provides　the　equation　which　gives　the　average　E（n）of　the　distribution　N（i，　n）

as　follows（Werner，1972）：

E（n）』簿醐＝葺（1＋2。13）

　　　　　　　　．ΣN（i，n）

　　　　　　　　i＝1

（IV－2）

Equation（IV－1）also　provides　the　equation　which　gives　the　average　number　Ei（n）of　streams

of（η一1）entering　a　link　of　order　higher　than（η一1）from　the　sides　in　infinite　topologically

random　channel　networks　as　fbllows（Tokunaga，1974）：

El（n）＝

n！2
．Σ（n－2i）N（i，　n）
i＝　1

n！2
．Σ（2i－1）Nσ，　n）
i＝　1

（IV－3）

　　　　　　　　　　　　　n／2　　　　　　　n／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ΣN（i，n）from　equations（IV－2）and（IV・3）leads　to　theElimination　of，ΣiN（i，　n）and
　　　　　　　　　　　　　Fl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l＝1
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f（）110Wing　reSUlt．

　　　　　　　　　η2＿2η
E’（n）竃η・－3η＋3・題β・（・）＝1 （IV・4）

This㎞plies　that　the　average　state　of　infinite　topologically　random　channel　networks

satisfies　S　1＝1．　The　implication　is　confirmed　by　proving　that　the　average　number　of　streams

of　order（η＿1）entering　a　link　of　orderηfrom　the　sides　is　equal　to　the　average　number　of

streams　of　order　（η一1）　entering　a　link　of　order　higher　thanηin　infinite　topologically

random　channel　networks（Tokunaga，1974）．　The　proof　is　given　in　Appendix　IV．　Then　we

can　picture　the　cycles　that　a　stream　of　order（η一1）enters　a　stream　of　orderηfrom　the

sides　on　the　average　dividing　the　latter　into　two　links　and　each　of　these　links　receives　a

stream　of　order（η一2）on　the　average，　when　the　streams　of　order（η一2）join　the　networks，

and　so　on．　This　means　the　average　state　of　infinite　topologically　random　channel　networks

also　satisfies　K＝2．

　　The　writer　has　proved　by　using　set・theory　that　the　values　ofε1　and　K　of　the　most

probable　networks　in　infinite　topologically　random　channel　networks　are　also　l　and　2

respectively（Tokunaga，1977）．　The　proof　and　the　brief　explanation　of　the　mathematical

procedure　are　given　in　Appendix　V．　Substitutingε1＝1and　K＝2　into　equations（II－4），

（III・1），（III－2），（III－3）and（III－4）yields　the　equations　which　express　the　average　or　most

probable　state　of　compositions　of　infinite　topologically　random　channel　networks．　The

equations　are　written　as　follows：

・μ・＝
ｽ4・一λ壕

NA．1＝2λ一1＋1

（IV・5）

（IV・6）

Aλ＝4λ一IA　I

　　　　　　　2λ一1－1
βλ．1＝　　　　　　　　　　　　　　Al
　　　　　　2λ一1＋1

Lλ＝　2λrmlLl

（IV・7）

（IV・8）

（IV・9）

　　Equations　（IV。5），（IV－6），（IV－7），（IV・8）and　（IV・9）are　respectively　special　cases　of

equations（II－4），（III－1），（III－2），（III・3）and（III・4）．　Equation（IV－5）shows　that　the　average

or　most　probable　state　of　infinite　topologically　random　channel　networks　does　not　satisfy

Hort6n’s　law　of　stream　numbers．　Shreve（1969）proved　that　the　expected　magnitude　of　a

randomly　drawn　link　of　orderκi3（22K－1＋1）／3　in　an　infinite　topologically　random

channel　network．　The　same　equation　is　obtained　by　substitutingλ＝1＝　1　into　equation

（IV－5）．　This　means　that　the　expected　values　ofε1　and　K　of　a　randomly　drawn　subnetwork

from　an　infinite　topologically　random　channel　network　are　I　and　2　respectively．

　　The　amount　of　length　of　a　stream　of　orderλdivided　by　the　total　area　of　the　interbasin

areas　in　contact　with　the　stream　of　orderλrepresents　approx㎞ately　the　drainage　density

of　area　around　the　stream　of　orderλ．　The　average　value　of　such　amounts　in　infinite

topologically　random　channel　networks　is　calculated　by　using　equations（IV－6），（IV・8）and
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（IV－9）as　fbllows：

Lλ 2C2
NA．」βλ．，

1L
（IV・10）

This　value　reaches　twice　as　high　as　the　average　value　C2　ILi　of　drainage　densities　of　the　basin

areas　of　order　l　which　represents　approximately　the　drainage　density　of　area　around　the

divide．　Then　Shreve’s　assumption　that　the　drainage　density　is　unifbrm　in　the　whole　basin　is

not　confirmable　on　the　writer’s　mode1．　If　one　still　wishes　to　make　Shreve’s　assumption　to　be

compatible　with　equation（IV・7），　he　has　to　restrict　the　application　of　equation（IV・9）to

the　streams　of　orders　equal　to　and　higher　than（1＋1）and　to　assume　the　average　length　of

streams　of　order　l　the　same　as　that　of　streams　of　order（1＋1）（Shreve，1969）．　Data　obtained

from　the　measurement　in　actual　drainage　basins，　however，　do　not　support　it　so　strongly

（Shreve，1969）．　Furthermore，　it　can　be　said　that　it　is　not　so　reasonable　to　break　a　cycle

concerning　stream　lengths　to　make　a　cyclic　system　concerning　basin　areas．　Therefbre，　it　can

be　presumably　concluded　that　the　writer’s　assumptions　are　more　favourable　than　Shreve’s，

to　derive　the　laws　of　basin　areas　and　stream　lengths　from　the　law　of　stream　numbers　even　in

infinite　topologically　random　channel　networks．　Besides，　the　writer’s　assumptions　present

the　additional　laws：the　laws　of　numbers　of　interbasin　areas　and　areas　of　interbasin　areas．

　　In　finite　topologically　random　channel　networks，　the　average　values　ofε1　and　K　of　the

most　probable　networks　are　very　close　to　l　and　2　respectively，　inspite　of　exhibiting　certain

systematic　deviations，　and　the　deviations　decrease　monotonically　as　the　magnitude　of

networks　increases，　especially　in　lower　order　subbasins（Tokunaga，1972a，1972b）．　This

㎞plies　that　the　larger　the　basin，　the　more　sufficiently　the　assumption　stated　in　chapter　II　is

satisfied　in　it，　especially　in　its　lower　order　subbasins，　even　in　the　case　thatε1　and　K　take

values　other　than　l　and　2　respectively．

V　ALLOMETRIC　GROWTH　OF　DRAINAGE　NETWORKS，OR　BASINS

　　The　idea　to　explain　the　laws　of　drainage　composition　in　terms　of　a　growth　process　was

formalized　at　first　by　Woldenberg（1966）．　Then　his　work　was　done　by　recognizing　Horton’s

law　of　stream　numbers　as　a　reliable　law（Woldenberg，1966）．　Scheidegger（1970）investigated

the　allometric　growth　of　drainage　networks　based　on　the　cyclic　model　as　well　as　the　random

graph　model．　Then　he　regarded　only　the　networks　which　obey　Horton’s　law　of　stream

numbers　as　cyclic，　although　he　had　noted　that　Horton’s　law　has　mathematical　inconsistency

in　a　strict　sense　as　stated　in　Chapter　II　and　is　not　exactly　satisfied　even　in　the　random　graph

model．　Such　cyclic　networks，　viz．‘‘structurally　Hortonian　networks”，　are　very　rare　as

Scheidegger　himself　mentioned（Sheidegger，1970）．　Consequently，　he　had　to　conclude　that
‘‘獅≠狽浮窒?@seems　to　favour　the　random　graph　model”（Sheidegger，1970）．　Then　he　considered

both　the　cyclic　model　and　the　random　graph　model　to　indicate　stationary　states　respectively．

Should　the　problem　be　solved　by　adopting　the　alternative　of　the　two　stationary　models？

　　The　writer’s　model　also　explains　the　allometric　growth　of　drainage　basins　which　satisfy

the　definition　of　the　cyclic　system　encompassing　the　average　or　most　probable　state　of　in－

finite　topologically　random　channel　networks（Tokunaga，1979）．　The　mathematical　pro一
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cedure　is　carried　out　in　similar　way　to　Scheidegger’s（1970）．

　　Substitute　m　into　K，and　l　intoλin　equation（II・5），　then　the　equation　becomes　as　follows：

　　　　　　　m＿12＋ε1－P
mμ1＝9　　　　　　　　　　　　　9－P

（V・1）

whereη2　is　the　order　of　a　basin．

　　Comparatively　large　basins　are　considered　to　satisfソapproximately　equations（III－2）and

（V・1）．The　following　equation　is　derived　by　substitutingλ＝〃z　into　equation（III－2）and

eliminating　e　m　m’from　the　consequential　equation　and　equation（V・1）．

Am＝α脱μ， （V－2）

whereα＝（9－P）．4，／（2＋ε1－P）andαis　regarded　as　constant　in　a　drainage　basin・

　　Scheidegger　used　a　similar　relation　to　the　above　as　an　assumption　in　his　cyclic　and　random

graph　models（Scheidegger，1970）．　It　should　be，　however，　noted　that　the　relation　is　applied

fairly　well　in　a　comparatively　large　basin．　The　anometric　growth　of　basins　which　satisfy

equation（V－2）is　formalized　in　much　the　similar　way　to　Scheidegger’s　method（1970）．　The

number　of　streams　of　the　lowest　order　in　a　basin　is　assumed　to　be　a　continuous　function　of

time　t．

　　Let　mptl（のdenote　the　number　of　streams　of　the　lowest　order　at　t㎞e　t　and　substitute

mμ1＝mμ1（t）into　equation（V・1），　then　the　following　equation　is　obtained．

m＝
m1nmμ1（t）（9－1））

2＋ε1－P

］／1・ge＋1 （V－3）

Equation（V・3）gives　the　order　of　the　basin　at　time　t．

　　Here　let　mPl（t）denote　the　rate　of　addition　of　streams　of　the　lowest　order　to　the　basin　at

time　t，　then　the　following　equation　is　derived　from　equation（V・2）on　Woldenberg’s

assumption　that　the　rate　of　growth　of　the　basin（capture　of　streams　of　the　lowest　order）is

proportional　to　the　size　of　the　basin（Woldenberg，1966）・

〃3直，（t）　＝γAm　＝　δmPtl（t） （V－4）

whereγandδ
follows：

are　constants．　Then　the　consequences　of　Woldenberg’s　assumption　are　as

mPtt（t）＝eδt （V－5）

　　Let　a　certain　number　of　streams　of　the　lowest　order　be　present　at　the　beginning

（for　t＝　to）and　let　m（t）denote　the　order　of　the　basin　at　tirne　t，　then　the　following　equation

is　obtained　by　substituting　equation（V－5）into　equation（V－3）．

m（t）＝
mδt＋ln　2鐸P］／1・ge＋1 （V－6）

The　above　equation　expresses　approximately　the　allometric　growth　of　large　drainage　basins
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satisfying　the　definition　of　the　cyclic　system　mentioned　in　Chapter　II．

　　Settingε1＝1，P＝1and　9・＝4（these　correspond　toε1＝1andκ＝2）and　substituting

these　values　into　equation（V・6），1eads　to　the　equation　which　expresses　approximately　the

allometric　growth　of　a　basin　corresponding　to　the　average　or　most　probable　state　of

subbasins　in　infinite　topologically　random　channel　networks（Tokunaga，1979）．

　　The　values　of〃iμ，　calculated　by　equation（II・4）and　by　equation（II・5）are　very　close　to

each　other　for　a　considerably　large　value　of（〃2一り．　For　example，　we　obtain醒μ，＝171　by

equation（II－4）and　mptl＝170．667　by　equation（II－5）for（m－1）＝4，　whenε1＝1and　K＝2．

On　the　contrary，　we　obtain（m一り＝4　by　the　former　equation　and　（m一り＝4．001　by　the

latter　for〃，illニ171・These　values　should　also　be　regarded　as　to　be　very　close　to　each　other．

　　The　allometric　growth　of　drainage　basins　can　be　more　precisely　expressed　by　displaying

the　numerical　values　calculated　by　equation（II－4）for　various　values　ofε1，Kand（κ一λ）．

It　is，　however，　inferred　from　the　above　sampled　examination　that　such　a　procedure　is　not

necessary　to　understand　the　allometric　growth　of　basins．

VI　NON－RANDOM　FORCE　ACTING　ON　DRAINAGE　NETWORKS

　　The　composition　of　any　actual　drainage　basin　is　strongly　controlled　by　randomness

（Leopold　and　Langbein，1962；Shreve，1966，1967，1969，1974；Liao　and　Scheidegger，1968；

Werner，1972；Tokunaga，1972a，1972b，1974，1975）．　It　is　also　true　that　the　composition

of　most　of　actual　drainage　basins　is」affected　by　non・random　force（Werner，1972；Tokunaga，

1974）．Some　facts　and　evidences　to　prove　it　can　be　easily　presented．　If　the　composition　of

a　network　of　which　magnitude　exceeds　1000　is　determined　completely　at　random，　it　rarely

happens　that　the　value　of　mμ1　／mμ1＋1　is　larger　than　4．50r　smaller　than　3．1（Tokunaga，

1977）．However，　such　networks　which　satis」fy　the　above　condition　can　be　easily　found　out　in

nature（Morisawa，1962；Tokunaga，1966）．　The　averages　of　values　of　coefficient　for　actual

networks　in　Table　1，as　regards　the　samples　of　which　populations　are　considered　to　be　large

enough，　reach　l．2～1．9　times　as　large　as　the　values　obtained　by　s㎞ilar　application　to　the

plots　by　equation（IV・5）．　This　means　that　any　of　the　average　values　of　e　of　the　samples

given　by　apPlying　equation（II・4）to　actual　drainage　basins　is　larger　than　4．

　　An　equilibrium　state　of　a　system　is　kept　on　the　balance　of　two　opposing　forces，　viz．，

randomness　and　non－random　force．　Therefore，　thermodynamics　theory　requires　that　the

equations　to　describe　the　composition　of　a　network　in　an　equiibrium　condition　encompasses

the　equations　to　describe　the　composition　of　a　network　in　the　state　of　the　maximum

entropy．　The　cyclic　system　which　grows　allometrically　is　considered　to　be　attained

equilibrium（Woldenberg，1966）and　the　average　or　most　probable　state　of　topologically

random　channel　networks　indicates　a　network　of　the　max㎞um　entropy．　Then　equations
（II－4），（III・1），（III－2），（III－3）and（III・4）satisfy　the　above　mentioned　requirement．

　　Certain　intensity　of　the　non－random　force　acting　uniformly　on　a　network　should　give　the

corresponding　values　to　the　parameters　of　these　equations．　It　is　needed，　at　present，　to　find

any　methods　to　identify　the　non－random　force　isolating　adequately　from　the　randomness

（Werner，1972；Tokunaga，1975，1977）．　More　advanced　researches　on　these　equations　will

lead　to　finding　such　a　method　and　make　it　possible　to　explain　regional　differences　of　the
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values　of　the　parameters．

VII　CONCLUSION

　　The　model　of　drainage　basins　proposed　by　the　writer　encompasses　the　average　or　most

probable　state　of　infinite　topologically　random　channel　networks　as　a　special　case　as　well　as

satisfies　the　definition　of　the　cyclic　system，　viz．，　the　condition　of　the‘‘cyclic　net”defined　by

Scheidegger（1970）．　The　model　also　encompasses‘‘structurany　Hortonian　networks”．

　　The　equation　which　describes　the　law　of　stream　numbers　of　the　model　seems　to　be　more

suitable　for　actual　drainage　networks　than　Horton’s　formula．　The　parameters　used　in　the

equation　also　provide　the　laws　of　numbers　of　interbasin　areas，　basin　areas，　areas　of　interbasin

areas　and　stream　lengths．　The　allometric　growth　of　drainage　basins　is　also　explained　fairly

well　by　using　the　model．　Therefore，　the　model　is　considered　to　correspond　to　drainage　basins

in　an　equ丑ibrium　state　encompassing　basins　of　the　maximum　entropy　as　a　special　case．

Further　advanced　researches　on　the　model　will　provide　a　method　to　identify　the　non・random

force　acting　on　networks　in　such　a　state　and　explain　regional　differences　of　the　composition

ofdrainage　networks．

　　In　addition　to　the　above　conclusion，　it　is　considered　to　be　worth　noting　that　the　larger　the

basin，　the　more　favourable　the　assumption　in　Chapter　II，　assumption（1）in　Chapter　III　and

equation（V－3）become　for　the　basin，　because　the　reason　why　the　considerable　parts　of　the

continents　are　occupied　by　so　large　basins，　e．g．，　the　Amazon　basin，　might　be　expected　in　it．

ACKNOWLEDGEMENT

　　The　writer　is　much　grateful　to　Professor　Sohei　Kaizuka，　Professor　Hiroshi　Machida，

Professor　Michio　Nogami，　Dr．　Takao　Kikuchi，　Professor　Ikuo　Maejima，　Professor　Kazuo

Nakamura　of　Tokyo　Metropolitan　University　and　Professor　Tadaharu　Fujiki　of　Hokkaido

University　for　holding　help　ful　discussions　on　the　study．　Thanks　are　due　to　Professor

Kaizuka，　Professor　Fりjiki　and　Professor　Nakamura　f6r　their　comments　and　suggestions　on

the　draft　manuscript．

　　The　writer　also　expresses　his　gratitude　to　all　his　friends　who　have　encouraged　and　assisted

in　various　ways　during　the　preparation　of　this　paper．

14



Appendix　I
　　Equation（II・3）holds　for　allλ≦κ一2．　Then，　substiting（λ＋η一1）intoλ，　we　obtain

　　　　　κμλ＋η＿1＝（2＋ε1＋K）κ　iL　？t＋η一2Kκμλ＋η＋1　　　　　　　　　　　　　　　　（A－1－1）

By　using　1）andρ，　the　above　equation　is　rewritten　as　follows：

　　　　　κμλ＋η＿1－Pκμλ＋η　＝（2κμλ＋η一9Pκμλ＋η＋1　　　　　　　　　　　　　　　（A－1－2）

Equation（A－1－2）xCη一1is

　　　　　eη一1。μλ．η一1　－Cη『　lp．μλ．η＝eη。μλ．η一enp。μλ．。．、　　　（A－1－3）

The　product　of　equation（A・1－3）forηニ1，2，………・，κ一λ一1is

　　　　　κ喜1（e・一・。μ・・。一、－e・－lp・μ・．η）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ一λ一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝。U、（Cη・μ・・η一e”p・μ・・η・1）　（A－1－4）

whereκμκ＝1．　This　means

　　　　．μx－P。μλ．、＝9κ＋’（2＋ε、）－eκ＋1P　　　　　　（A－1－5）

This　relation　holds　for　allλ≦κ一1．Substituting（λ＋η一1）intoλin　equation（A・1－5）and

multiplying　consequential　equation　by　Pη一1，we　obtain

　　　　1）η一1κμλ＋η＿1－Pηκμλ＋η　ニ9κ一λ一η．Pη一1（2＋ε1）－9κ一λ一ηPη　　　　（A・1・6）

The　sum　of　equation（A－1・6）forη＝1，2，・…・・…・，（κ一λ一1）is

　　　　・μ・－P・一λ一1・μ。一・＝κ畜1［C・＋・P・－1（2＋ε1）－e・一・一・P・】侮7）

Rearranging　equation（A－1－7），　we　obtain　equation（II－4）。

AppendixlI
　　Let　us　suppose　basins　of　orders　lower　than　l　in　the　interbasin　areas　of　which　average　areas

are　denoted　byβλ．，　andβλ＿1．i　and　interbasin　areas　among　these　basins　and　streams　of　order

λand　order（λ一1），　according　to　assumption（1）．　Then　equations（III・5）and（III－6）are

rewritten　as　follows：

　　　　A・＝2A・一・＋箋1ε1Kλ一・一・A・＋簿1ε・K・一η一IA・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・［2＋ε1＋ε・K写λ411－1）］βλ・ノ　叫1）
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　　　　A・一・　＝　2A・一・＋冨ε1Kλ　2オ・＋罵，ε1κλ一・一・Aη

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋［2＋ε1＋ε・K雫≒1）］βλ一1プ　（A・II－2）

where／is　the　lowest　order・Abasin　of　a　given　order　contains（2＋ε1）subbasins　of　the　next

lower　order　on　the　average．　Then

　　　　Aλ〉（2＋ε1）Aλ＿1＞　・・・・・・・…　　　〉　（2＋ε1）λL－IA　I　＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　………・〉（2＋ε1）λ一ノAノ　　　　（A・II・3）

　　　　ε，KA”　（2＋1ε1）λ一’Aλ〉ε・KX－iAi　　　　（A・II・4）

Th・・ef・・e・wh・n瓜h・・a　finit・曲・，・・（λ一ノ）→・・，ε1κλ｝偽→Oin　b・・in・in　whi・h

assumption（3）holds．　Assumption（2）means　thatβλ．ノ＜．4／andβλ＿1．ノ＜Aノ．　Then

（λ一ノ）→。。・Then，　subtracting（A・II－2）xK　from（A・II・1），　we　obtain　the　recurrence　equation

　　　　Aλ＝（2＋ε1＋K）　Aλ＿i－2KAλ＿2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－II・5）

By　using　1）and　e，　this　equation　is　rewritten　as　follows：

　　　　Aλ一PAλ＿1＝9Aλ＿i－9P24λ＿2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－II－6）

This　relation　holds　for　al1λ≧1＋2．　Then　substituting（λ．一η＋1）intoλ、　in　equation（A・II－6）

1eads　to

　　　　Aλ一。・1－PAλ一，＝e（砥＿バP4λ一η一1）　　　　　　（A・II・7）

The　product　of　equation（A・II－7）forη＝1，2，……・…，λ一1－1is

　　　　λ一　1－　1　　　　　　　　　　　λ一1－1
　　　　　，U1　（4λ＿η・i　一　PAλ＿η）＝。9，［e（A…一・－PA・一・－1）］　　（A－II－8）

This　means

　　　　Aλ一PAλ一、＝ρλ一’『1（Al．一PAt）　　　　　　　（A・II－9）

This　relation　holds　for　al1λ≧1＋1．　Then，　substituting（λ一η＋1）intoλin　equation（A－II・9）

and　multiplying　the　consequential　equation　by．Pη一1，we　obtain

　　　　Pη一1（Aλ一，．1　一・PAλ一，）＝　eiX－”－lpη一1（Al．1－PAI）　　　（A－II－10）
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The　sum　of　equation（A・II・10）forη＝1，2，．．．．．，λ一1is

　　　　A・－P・一　IAI＝9λ一’－1　（　　　　λ一IPA’・・－PAI）Xη⊇、（O）・－1
（A・II・1　1）

Rearranging　the　above　equation，　we　obtain

A・＝9λ ﾒ≡ll；tA：！－1（Al・1－PAI）＋Pλ’　（Ai
（A－II－12）

Then

Aλ

ー

協覚
P一〇～

（十
’P一q44λ P一9

ー

）

P一〇｝

（

　一

“
ー

→λ9

　　　　A’x－1e・　［｛1－（5）λ一’－1｝筆昇

Let（λ一1）→oo　in　the　above　equation，　then　we　obtain

＋（丑ﾏ）λ一’－1AI］
（A・II－13）

Aλ＝9Aλ＿1 （A・II・14）

We　may　suppose　the　same　relation　between　Al＋1　and　Al　according　to　assumption（1）．

Then　we　obtain　equation（III・2）by　substituting．4，＋1ニeAt　into　equation（A・II－12）．

Appendix　llI
　　The　area　S（βλ．，）occupied　by　the　interbasin　areas，　of　which　average　area　is　denoted　by

βλ．1，is　obtained　by　subtracting　the　sum　total　of　areas　of　the　subbasins　of　orders　from　l　to

（λ一1）from・4λ．

　　Namely，

　　　　S（βλ．，）　・＝　Aλ．一（2＋ε1）ノ4λ＿1　一ε11（ノ4λ＿2　－・・・・…　　一εlKλ『1－IAI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝［e・－L29・－1－Lε1（9λ6』歪λ一’）］Al

Dividing　S（βλ．1）by　N伏．l　gives　equation（III・3）．

Appendix　IV
　　When　n　streams　of　order（η一1）form　a　network，　the　average　number　Ee，1（n）of　streams

of　order（η一1）entering　a　link　of　orderη（here　a　stream　of　orderη）from　the　sides　and　the

average　number　Ei，1（n）of　streams　of　order（η一1）entering　a　link　of　order　higher　thanηin

the　set　of　all　topologically　distinct　channel　networks　are　given　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　1£（㌃21）IN（i，　・）

　　　　E・，1（n）＝n！2　　　　　　　　　（A’IV－　1）
　　　　　　　　　　　　　　　　．ΣiN（i，　n）

　　　　　　　　　　　　　　　　i＝　1
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　　　　　　　　　　　　　篤2（η一2ゴ）（ゴー1　　　　2ゴー1）期

　　　　E・・’（n）＝　。12　　　　　　　　　　（A・IV・2）
　　　　　　　　　　　　　　　　，⊇、（i－1）N伽）

P・tA（i・・n）＝［（n－2’）N（i・・n）］／（2ゴー1）・th・n　th・畑・wing・qu・ti・n　i・d・・i・・d　f・・E、，・1（・）／E。，，（n）．

　　　　　　　　　　　　　　　　n／2　　　　η！2
　　　　E、，1（n）一　評撫）i．£i　A　（i，　n）（臼）

Ee・’（n） m鴛鋼一箸κ伽）］箸’姻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（n（n－1）n－2）（n－3）卜義オ伽）］　（欄

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　評オ伽）

溜鵬膿厭絵（n）1＝1i蠣姻伽・）］…

　　　　オぎ讐）ニ（n－2i＋1）（n－2i4（i－1）（2i－1））（2’F3）　　　（一）

if’≧4，　then（2i－3）／ゴ＞1，and［（n－2i＋1）（n－2i）1／【4｛（i－1）（2∫－1）】decreases　as’increases

f（）ragiven　value　of　n．　Here　substitute　i＝η／8into【（n－2ゴ＋1）（n－2i）】／［4（i－1）（2ゴー1）］

　　　　　　（3n一＋14）警〉（誓）2ニ72＞1

　　　　4（n－－18）（Z－1）4・慧・牙16

Therefore，、4（i，　n）／．4（i－1，n）＞1for　4≦i≦n／8．　Substitute’＝2，3into　equation（A－IV・4），

then

　　　　A（2・n）．＝（・－3）（n－4）A（3，n）ニ（n－5）（n－6）　　　（A－IV－5）
　　　　ノ4（1，n）　　　　　　　24　　　　　’ノ4（2，　n）　　　　　　　40

These　are　larger　than　l　for　n≧16．　Hence　the　sequence　is　monotonically　increasing　fbr　i

≦n／8at　least，when　n≧16，　so

　　　　オ礁一1・・）＜双缶＋2・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　塑　　　　2A（n　－2，n16）＜2A（蓄＋3，・）

　　　　…　　　　　，　●　●　・　・　●　．　．　o　●　，　●　o　■　，　●　o　●　●　●　●　●　●　■　●　●　o　●　o　●　●　●　o　●

　　　　・　　・　　．　　o　・　　・　　o　．　　・　・　　．　●　　○　　●　　●　　●　　●　　●　　●　　●　　o　　●　　●　　o　　o　　■　　o　　o　　o　　●　　o　　●　　●　●　　o　●　　●
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　　　　娯侍圃く娯迭＋i＋・1，n）

　　　　・　・　．　o　o　・　o　o　・　o　・　●　・　●　■　●　●　●　●　●　●　o　o　o　●　●　●　●　o　●　●　o　，　●　●　●　・

　　　　…　　　　　●　●　●　．　●　●　・　●　●　．　・　・　●　●　●　●　o　o　●　■　●　■　■　o　●　o　●　o　●　●　・　．　・　・

　　　　（n　　－116）A（1・n）＜（蒜一1）A（慧・n）

Theref6re，

　　　　”1嵩一1（〃　　　・　　一一116）姻＝”懐f1’オ（缶一i・n）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈〃1含1ゴオ（蒜＋i＋1・n）＝，。毒奮．、（i一老一1）姻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A・IV・6）

Here

　　　　n！2　　　　　　　　　n／16　　　　　　　　　　n18　　　　　　〃
　　　　’茗ゴオ伽）㍉多1’オ（i・n）＋、．。！　6．、（’「言一1）A（i・n）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　n18　　　　　　n！2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i乙＋1）i。。！E，、．沼伽）㌔。彊．1∫オ伽）　（A・IV－7）

From　inequality（A－IV・6）and　equation（A・IV－7），　it　follows　that

　　　　l呈6嘲＋響一1（k－i）A（i・n）＋（缶＋1）講1．沼伽）＋i。慮1オ伽）

　　　　　　　　　　　nn！16　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n18　　　　　　　n！2
　　　　　　　　　「石、ヨ1オ伽）＋噛＋1）i。ni、．1オ伽）＋議．、iA（i・n）

　　　　　　　　　＝舘姻＋i。誰．鯉＋，。：髪．1σ一蒜）A（i，・n）＜窒甜（i，n）

Therefore
　　　　　　，

　　　　〃n／2　　　　　n／2
　　　　tr6、．z1A（i，　n）＜、；1’オ伽）　　　　　　　　　（A－IV－8）

Here

　　　　　　　　n／2
　　　　　　　　．Σ．　A（i，n）

　　　　　　　　i　1

　　　農nn！2　ニ゜　　　　　　　　　（A・IV－9）
　　　　　　　癒｝1』伽）

Therefore
　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－19一



　　　　　　　　n／2
　　　　　　　　，｝1」（1，n）

　　　　1㎞　　　　　　　＝0
　　　　砂。。n12
　　　　　　　　，｝1ゴA伽）

From　equations（IV－4），（A・IV－3）and（A－IV－10），　it　follow　that

（A・IV・10）

撫E・」（n）＝　1imE・，1（n）＝1

Appendix　V
　　The　number／V（nl，　nl＋1，・・……・・，　nη，・………，　nλ，…・……，1）of　topologically　distinct　channel

networks　of　orderλhaving〃’，　nl＋1，……・…，　nη，……・…，　nλ，………・，1　streams　of　order　1，（1＋1），

…一…Cη，＿＿．．．．，λ，．＿＿＿，Ωrespectively　is　given　by　the　following　equation（Shreve，1966）．

　　　　N（nl，　nl・1，………・，nη，…・……，　nλ，…・……，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝蟹2〃－2…1幅ω．1）　（A－V－1）

The　equation　which　expresses　the　nun塾ber／V（nl，nl＋1，・………，〃η，………・，　nλ）of　topologically

distinct　channel　networks　having　nl，〃，＋1，・・……・・，　nη，…・……，　nλstreams　of　order　1，（1＋1），

………・ Cη，…・……，λ，respectively，　is　derived　from　equations（A・V・1）and（IV・1）．

　　　　N（nl，　nl．1，………・，〃η，………・，　nλ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ［Lll2”ω一2n．・個、）】：駆；）（A．V．2）

Let　S（nl）be　the　set　of　all　topologically　distinct　channel　networks　having　nl　streams　of　the

lowest　order　and　S（nl，　nt＋1，…・……，〃η，・………，　nλ）be　the　set　of　all　topologically　distinct

channel　networks　having　nl，　nl＋1，…・……，　nη，………・，　nλstreams　of　order　1，（1＋1），・…・……，

η，………・，λ，respectively，　then　the　following　two　relations　are　derived．

s（nl）⊃s（nl，　nl．1）⊃・…・

s（nt）

⊃s（nl，　nl．1，……・…，nη）⊃・・…

⊃s（nl，　nl．1，・………，nη，・………，　n八）

　　　Ml＋1
㍉．？．。s（nl・nl・1）＝・・…

　　　”21＋1　　　　　　mη
＝　　Σ，　・・…　　Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　s（nl，　nl．1，…・……，　nη）＝・・…

　　nl＋1＝O　　nη＝0

　　　”21＋1　　　　　　　〃2η　　　　　　　〃2λ

㍉．？・・’’”°“昇・°…。黒・∫（nl・”’・1・…’°…n・・…・…・…n・）

（A－V・3）

（A・V・4）

20



where〃zl＋1＝　ni／20r（nl＋1－1）／2，・………，〃zη＝nη＿1／20r（nη＿i－1）／2，……・…，〃zλ＝nλ＿1／2

0r（〃λ＿1－1）／2，　and　S（nl，　nl＋1，・………，　nη，…一…，〃λ）＝S（nl，　nt＋1，・………，nη＿1，1），　when

nη＝1．If　nl，　nl＋1，・………，nη，………・，　nλ＿1values　are　given　and　these　values　are　sufficiently

large，　there　exists　a　subset　of∫（nl，　nl＋1，・………，　nη，・………，　nλ＿1，nλ）fbr　every　nλvalue

which　satisfies　1≦nλ≦nλ＿1120r（nλ＿i－1）／2．　Then　we　can　take　out　all　the　topologically

distinct　channel　networks　which　are　given　by　nλvalue　to　provide　a　max㎞um　value　of

ノ〉（nl，〃，＋1，……・…，　nη，……・…，　nλ＿1，nλ）from　the　collection　of　the　subsets　of　S（nl，　nl＋1，

・………Cnη，・………，　nλ＿1，nλ）and　define　the　set　of　these　networks．　Let　denote　the　set　by

Sλ．max（nl，　nl＋1，・………，　nη，………・，　nλ＿1，nλ）．　The　procedure　to　obtain　the　value　of〃λof

Sλ．max（nl，　nl＋1，……・…，　nη，＿．＿＿，　nλ＿1，nλ）is　shown　below．

　　If　a　small　variation　in　nλ　value　leaves／V（nl，　nl＋1，…・……，　nη，・………，nλ＿1，〃λ）unchanged

when　nl　nl＋1，………・，　nη，…・……，　nλ＿1values　are　given，　then／V（nl，　nl＋1，……・…，nη，……・…・，

n．λ＿　1，nλ）has　a　maximum．　Thus　nλvalue　which　satisfies

N（nl，　nl．1，…・……，nη，………・，nx＿1，nλ）

N（ni，　nl・1，……・…，　nη，……・…，nλ＿1，nλ一1） ＝1 （A・V・5）

provides　the　maximum　value．　From　equations（A・V－5）and（A・V・2），　it　f6110ws　that

（nλ＿1－2nλ＋2）（nλ＿1－2nλ＋1）

4nλ（nλ一1） ＝1 （A－V－6）

For　very　large　values　of　n　x＿1and　nλ、，　this　expression　is　replaced　by

（nλ＿1－2nλ）2

4nλ2
＝1 （A・V・7）

By　solving　equation（A・V・7），　we　obtain

　　　　　nλ一1
nλ　＝
　　　　　　　4

（A－V－8）

From　this　result　and　the　definition　of　Sλ．max（〃，，　nl＋1，……・…，　nη，……・…，　nλ＿1，nλ），　it

follows　that

sλ．m。x（nl，　nl．1，・…・・…・，　nη，・………，nλ＿1，〃λ）

＝S（nl，nl・1，………・，n，，……・…，n、－1，麦・、－1）（A・V－9）

This　relation　holds　forλ＝1＋1～◎。．　Thus　the　following　relations　are　obtained　sequencially

by　substituting　in　relation（A－V・9）the　consecutive　integral　values　ofλstarting　with　X　＝　1＋1．
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Sl．、、m。x（nl，nl・1）＝s（nl，去ni）

8’…＿（　　1nl・inl・nl・2）＝5（η’，去・ム（去）2η’）

■　　●　　●　●　　●　　o　　o　　●　　o　　■　　●　　●　　●　　■　●　　●　　・　●　　●　　●　　●　　．　　●　．　　．　　．　●　　・　　●　　●　　・　・　…　　　　　　o　　・

o　o　●　●　●　●　o　●　●　●　o　●　●　●　●　o　o　■　●　●　●　●　●　●　●　■　●　●　■　■　●　o　■　●　●　●　o

s，．＿（n・，　2n・，……・…，（去）η一月・’，・・）

　　　　　　　＝s（nl，去nl，・………，（去）η一㌦，（去）㌦）

o　o　●　●　●　●　●　●　●　■　●　●　■　●　●　●　●　●　●　●　●　●　o　o　o　■　●　●　●　o　●　・　・　．　．　．　●

　　　　o　・　o　●　●　●　●　■　■　●　●　■　o　●　●　●　●　■　o　●　●　●　●　●　0　9　●　●　●　●　●　o　．　o　．　・　・

　　　　s＿（nl，去nl，……・…，（去）㌦，…一・・，（去）λ一㌦η・）

　　　　　　　　　　　＝s（　　　1　　　　　　1nl・inl・・………・（i）㌦，…・……，（去）λ一㌦・（去）㌦）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

Wh・晒・η’－1・一…”・〃　　　　　　　　　　　　4
（14）λ一η一1・・，（去）λ一η

valu・whi・h　p・・vid・・am・ximum・valu・・fN（η，，・，・、，…・……，η・，去〃・，……・…，（

Th・n・nη仙・・f3，。＿（nl，nl・1，……・…，η，，2n・，……・…，（麦）λ一ηη・）i・・

　　　　　隔・1・・………・〃・・去η…………・（⊥4）㌦）＝1

（A－V・10）

η＿1　values　are　given，1et　Sη．max（nl，　nt＋1，…・……，nη，－nη，………・，

nη）be　the　set　of　a皿topologically　distinct　channel　networks　with　nη

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　去）㌦）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　btained　by　solving

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－V・11）
　　　　N（nl，・，．1，………・，n，－1，去n，，・………，（去）λ一ηn・）

From　equations（A・V－11）and（A－V・2），　it　fbllows　that

　　　　　＠・－2）（n・一・一・2n・＋2）（n・一・一・2n・＋1）＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A・V－12）　　　　　　　　　　　nη（2nη一2）（2nη一3）

For　very　large　values　of　nη一1　and　nη，　the　constant　’terms　・in　the　parentheses　may　be　omitted．

Then　equation（A・V42）leads　to

　　　　n・詔〃㌻1　　　　　　　　　　（A－V－13）

This　relation　holds　forηニ1＋1～λ．　Thus　the　following　relations　are　derived　sequentially

by　decreasing　the　consecutive　integral　valuesηstarting　withη＝λ．
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Sλ・max（nl，　nl＋1，・………，　nλ＿1，nλ）

　　　　　　　＝s（nl・nl…………・，　nλ一1，去nλ一1）

・　・　　●　　・　　欄　　・　…　　　　　　．　　o　　・　　●　　●　　●　　●　●　　o　　o　o　　●　　●　　o　　■　　●　　o　　●　　●　●　　●　　…　　　　　　．　　●　　・　　．

・　　・　　o　　．　　・　　●　　●　　．　　．　　●　　．　　．　　●　　o　　o　　●　　●　　●　　●　　●　　o　　o　　●　　●　　●　　●　　●　　●　　・　　●　　●　　●　　o　　．　　o

5－（　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1nl・nl・1・……・…・n・・in・・…・…・・（4）㌦）

　　　　　　　＝S（　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1nl・nl・1・……・n・－1・in・－1・……・・（i）λ一η＋1〃，－1）

．　　　　o　　　　．　　　　・　　　　■　　　　■　　　　●　　　　●　　　　●　　　　■　　　　●
●　　　●　　　．　　　・　　　・　　　o　　　・　　　o　　　●　　　●　　　■　　　●　　　■　　　o　　　■　　　o　　　．　　　o　　　．　　　o　　　・　　　・

●　　●　　o　　・　　・　　o　　．　　●　　●　　●　　●　　0　　5　　0　　■　　●　　●　　●　　■　　●　　●　　●　　●　　o　　●　　●　　o　　・　　●　　．　　o　　…　　　　　　　　o　　●　　・

3’・1・…（nl・nl・・，…・……，（2）λ＋1η1．1）

　　　　　　　＝s（　　　　1　　　　　　1nl・inl・’”°・・・・…　（耳）λ一’・，）

（A・V－14）

Wh・n・’t・k・・an　infinit・valu・・th・・e　exi・t・a・ub・et・fS（・，，・1．1，・………，〃，，・………，〃λ一、，

・λ）f・・ev・ry・et・f・’・1，・………，・・，……・…，nx－1，・λ・alu・・in・S（n，）．　L・t　u・t・k・・ut・nly

the　subsets　of　which〃λ＿1　is　infinite　from　S（nl，　nl＋1，………・，　nη，……・…，ηλ＿1，ηλ）and

鱒（罫囎∵轡；朧t㍑雛1識ltt搬濫溢

職’1∵艶；剛齢1齢臨麗（：llt福1：i

networks　among　all　subsets　of　S（η，，〃1＋1，……・…，　nη，………・，　nλ＿1，ηλ）with　a　given　infinite

value　of　nl．　The　implication　is　co面㎜ed　by　proving　that　there　exists　no　subset　of　which

number　of　streams　of　orderηis　finite　and　population　of　topologically　distinct　channe1

・・tw・・k・i・1・・g・・th・n　N（n’・2n・・……・…，（去）㌦…・……，（去）㌦）．　L・叫，……・…，

確一1denote　only　finite　numbers　of　streams　of　orderη・・………，（ζ一1），　respectively　to　distin．

guish　from　numbers　n　n，…・……，〃ζ＿1　and　ng　be　1，　then／V（η，，η，＋1，…・……，η翁，……・…，

nl＿1，1）represents　the　number　of　topologically　distinct　channel　networks　in　a　subset　of

∫（η，，nl＋1，・………，　nη，………・，nλ）of　which　the　number　ofstreams　of　orderηis　finite．　Put

　　　　D（nl）＝　　　　N（nl・nl＋1・…・……・nわ・…・……・唾一1・1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－V・15）
　　　　　　　　　　　　N（n’・・’・1・…………，－1・2n，－1，………・，（オ）λ一η＋’n。一、）

and　let　us　evaluate　the　value　of1）（nl）．　By　using　equation（A－V－2），D（nl）is　written　as　follows：
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D（nl）＝

（nn＿1－2nη＿1－2nh）2〃η一1－2喝

（ηη＿1－2去h・一・）2S”η一1

　　　　　　　　　A（nh，nh＋1，・………，η態）

×
B（in。－1，（去）…－1，…・……・（去）λ一η＋1・・－1）

　　　　　　　　　　　　’＝［nη一1俸、－2”η（　nη＿1－2i－2nη＿1－2ηh－i＋1）］

　　　　　　　　　　　ノ4（n碗，n角＋1，………・，n9）

　　　　　　　　　　　Xβ（去η，－1，（去）・η，－1，………・，（去）…・・－1）

where

　　　　卿h．1，………・，・ξ一1，1）・廊乞二inb．1）2・fO　一　2・fo・・

and

　　　　B（去n，一・，（去）2・，－1，…・……・（去））N’一η＋1・・一・）

　　　　　　　　　　　　　　　2（14）x一㌦一一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）λ一η＋1n・－1

　　　　　　　　　　　　x2（2）λ一η＋1・η＿l

In・qu・ti・n（一），n“’ ﾀ1－2〃わ（壽叢11）

1）／B（in，－i，（i）2・，－1，………・，（去）λ一””n・－1）→・…（去）

D（nl）＝・，wh・n（去）λ一η＋1

　　　　　晦去・，，………・（14）㌦・一…・（去）㌦）

　　　　　　　　　　　　≧晦・，．、，一・…・・，〃η一1，去・，－1，・…・…・・，（⊥4）λ　1

（A・V・16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→O・and・A（nh，　nh．1，…・……・ηζ一1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ．一η＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nn＿1→。。．　Namely

nη＿1＝。。，Now，　from　relations（A－V－14），　if　follows　that

nη＿1） （A・V・17）
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wh・n（14）λ“η＋’n，－1＝…Th・・ef・・e，

N（nバ…一，砺，・・一…，唾一1，1）

N（nl，2ni・一……，（去）η一’ni，…・……，（去）㌦）
＝0 （A－V・18）

when　nl＝o◎．　Here，　let　Smax（nl，　nl＋1，………・，　nη，…・……，　nλ）be　the　subset　of　S（nl，　nl＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

………・Cnη，………・，　nλ）which　has　the　largest　population　of　topologically　distinct　channel

networks　for　a　given　value　of　nl．　When　ni＝。。，　the　following　relation　is　derived　from　relations

（A－V－14）and　equation（A・V・18）．

Sm。x（ni，　nl．1，…・……，nη，・………，〃λ）

ニ3（nl，　ini，……・…，（珪）㌦…・……，（去）㌦）
（A－V・19）

This　means　that　the　bifurcation　ratio　of　the　most　probable　channel　networks　in　infinite

topologically　random　channel　networks　is　4．

　　The　valueε10f　the　most　probable　channel　networks　is　obtained　by　using　the　above

result．　Let　ne．η＿1　be　the　total　number　of　streams　of　order（η一1）entering　the　streams　of

orderηfrom　the　sides，then，within　the　set　of　all　topologically　distinct　channel　networks，the

number／V（nη＿1，　nη）of　ways　in　which　nη＿1　streams　of　order（η一1）can　produce　nη

streams　of　order　n　is　given　by　the　following　equation．

N（n・－1・n・）＝：1瀦［（n・㌃鵠1－1）2・…－1

・伽諏二1：F㌦2）2”η一1－n…－i　一　2”η］

X

（2nη一1　　nη）

2〃η一1
（A－V－20）

H・・e
inn＋ne・η＿rl　　ne・η一1）2・・…1i・血・numb…fw・y・inwhi・h〃・・η一1steam・・f・・d・・（η一1）

・nt・・n・・t・e－・・f・・d・・η・fr・m　th・・id…（nη＿1－ne・η＿1－nη一2nη＿1－ne・η＿1－2nη）2nη一・－1－n・・η一1－2”η　i・

the　number　of　ways　in　which（nη＿1－ne．η＿一2nη）streams　of　order（η一1）enter（nη一1）

1ink・c・n・tituting・t・eam・・f・・ders・high・・th・nη・nd（2n　Z；’）／（2n，－1）i・th・numb…f

topologically　distinct　channel　networks　having　nηsources．　When　the　general　term　of　the

sum　in　equation（A・V・20）has　a　max㎞um　value，　a　small　variation　in　the　distribution　of

streams　of（η一1），　i．e．，　a　small　decrease　in　the　number　of　streams　of　order（η一1）entering

streams　of　orderηfrom　the　sides　and　the　compensating　increase　in　the　number　of　streams　of

order（η一1）entering　links　of　orders　higher　thanη，1eave　this　value　unchanged．
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（1階囎一一1）2”…－1（ll二1：1：：1二1二騎2）2”η一1－n…－1－2nη

（1：．；：e　Lnii　－2）2・…一・一’（llZl：IZ：1：i二窪晶）2”η一一ne・・一・－2n・＋1

（n・＋n・・η一rl）（n・一一n…一一2n・＋1）＝1

ne．η一1（nn－一ne．η一一nη一1）

For　very　large　values　of　nη＿1，this　expression　may　be　replaced　by

（nη＋nθ．η＿1）（nη＿1－ne．η＿1－2nη）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　1

n。．η一、（nη一一n。．η一1－nη）
（A－V－21）

Substituting　equation（A・V・13）into　equation（A－V・21）leads　to

　　　　　　　　　　”η＿1

ne・η一1＝ S

Finally　we　obtain

　　　　　ε1＝・εη一1＝〃θ畜1＝1　　　　　　（A・V・22）

for　the　most　probable　networks　in　infinite　topologically　random　channel　networks．
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