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◆♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t②✿ ♥♦ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❛rt✭❆✮ ✰ ♣✭❆✮ ❂ ❡♥❞✭❆✮

Pr❡❡♠♣t✐❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t②✿ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣

st❛rt✭❆✮ ✰ ♣✭❆✮ ≤ ❡♥❞✭❆✮

♣✭❆✮ ❂ ♣✭❆❬✶❪✮ ✰ ♣✭❆❬✷❪✮ ✰ ♣✭❆❬✸❪✮ ✰ ♣✭❆❬✹❪✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✶✴✶✵✾



❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛s ❛ ❈❙P✿ ❜❛s✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ■■✳

❙❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❆✓❇ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❆✱❇
✭❛❧s♦✿ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❆✱❇✮

❡♥❞✭❆✮ ≤ st❛rt✭❇✮

❉✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❆✱ ❇

♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❆✓❇ ♦r ❇✓❆
❡♥❞✭❆✮ ≤ st❛rt✭❇✮ ♦r ❡♥❞✭❇✮ ≤ st❛rt✭❆✮
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✷✴✶✵✾



❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛s ❛ ❈❙P✿ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❉♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r r❡s♦✉r❝❡s

❝❛♣✭❆✮✿ r❡q✉❡st❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡

✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s
♣r♦❞✉❝✐❜❧❡✴❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s

r❡s♦✉r❝❡✭❆✮✿ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❆

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✸✴✶✵✾



❯♥❛r② ✭❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡✮ r❡s♦✉r❝❡s

❊❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② r❡q✉❡sts
✉♥❛r② ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡✿ ❝❛♣✭❆✮❂✶

❙✐♥❣❧❡ ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t ❣✐✈❡♥ t✐♠❡

❆♥② t✇♦ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞

❜② t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❆✓❇ ♦r ❇✓❆

❊①❛♠♣❧❡✿ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ❥♦❜s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ✐t

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✹✴✶✵✾



❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✭❞✐s❝r❡t❡✮ r❡s♦✉r❝❡s

❊❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ✉s❡s s♦♠❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣✭❆✮

❙❡✈❡r❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐❢

❛ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞

3 4 5 6
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3

21
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1

3
2

4

❊①❛♠♣❧❡✿ ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❥♦❜s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✺✴✶✵✾



Pr♦❞✉❝✐❜❧❡✴❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s

❘❡s♦✉r❝❡ ❂ r❡s❡r✈♦✐r

❆❝t✐✈✐t② ❝♦♥s✉♠❡s s♦♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣✭❆✮❁✵ ♦r

❛❝t✐✈✐t② ♣r♦❞✉❝❡s s♦♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣✭❆✮❃✵

▼✐♥✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s r❡q✉❡st❡❞ ✭❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮
❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮

−1
−1

+1

❊①❛♠♣❧❡✿ ✐♥✈❡♥t♦r② ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠ ❛♥❞
❛❝t✐✈✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ♦t❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✻✴✶✵✾



❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❆❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s

❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♦♥❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡
✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s

s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s

❊①❛♠♣❧❡✿ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥s ❝❛♥ ♣r♦❝❡ss s❡t ♦❢ t❛s❦s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✼✴✶✵✾



❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❱❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❈♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ ♠❛❦❡s♣❛♥

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t②
♠♦❞❡❧✐♥❣

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ▲✱ ♣✭▲✮❂✵
❛❞❞❡❞ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❚ ✇✐t❤ ♥♦ s✉❝❝❡ss♦r✿ ❚✓▲

♠❛❦❡s♣❛♥ ❂ st❛rt✭▲✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✽✴✶✵✾



❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❱❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❈♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ ♠❛❦❡s♣❛♥

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t②
♠♦❞❡❧✐♥❣

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ▲✱ ♣✭▲✮❂✵
❛❞❞❡❞ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❚ ✇✐t❤ ♥♦ s✉❝❝❡ss♦r✿ ❚✓▲

♠❛❦❡s♣❛♥ ❂ st❛rt✭▲✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✾✴✶✵✾



❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❱❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❈♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ ♠❛❦❡s♣❛♥

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t②
♠♦❞❡❧✐♥❣

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ▲✱ ♣✭▲✮❂✵
❛❞❞❡❞ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❚ ✇✐t❤ ♥♦ s✉❝❝❡ss♦r✿ ❚✓▲

♠❛❦❡s♣❛♥ ❂ st❛rt✭▲✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✷✵✴✶✵✾



Pr♦❜❧❡♠✿ ❇❛s✐❝ ❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣

❈r❡❛t❡ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♦♥❡ ❤♦✉r ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❡❛r❧✐❡st ❛♥❞ ❧❛t❡st st❛rt✐♥❣
t✐♠❡✳ ❆❧❧ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ t❛✉❣❤t ✐♥ ♦♥❡ ❝❧❛ssr♦♦♠✳ P❤②s✐❝❛❧ tr❛✐♥✐❣ ❛♥❞ ❞r❛✇✐♥❣
s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛✉❣❤t ❛s ❧❛t❡st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈❧❛ss ▼✐♥ ▼❛①

❉r❛✇✐♥❣ ✸ ✻

P❤②s✐❝❛❧ ❚✳ ✸ ✹

❈❤❡♠✐str② ✷ ✺

▼❛t❤ ✷ ✹

❇✐♦❧♦❣② ✸ ✹

❈♦♠♣✉t❡rs ✶ ✻

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✷✶✴✶✵✾



❈❙P ▼♦❞❡❧✿ ❇❛s✐❝ ❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣

❱❛r✐❛❜❧❡s✿
❢♦r st❛rt t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✿ ❉r❛✇✐♥❣✱ P❤②s✐❝❛❧❚✱ ❈❤❡♠✐str②✱ ✳ ✳ ✳

❉♦♠❛✐♥✿
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❉r❛✇✐♥❣❂④✸✳✳✳✻⑥✱ P❤②s✐❝❛❧❚❂④✸✳✳✳✹⑥✱ ❈❤❡♠✐str②❂④✷✳✳✳✺⑥
▼❛t❤❂④✷✳✳✳✹⑥✱ ❇✐♦❧♦❣②❂④✸✳✳✳✹⑥✱ ❈♦♠♣✉t❡rs❂④✶✳✳✳✻⑥

❈❧❛ssr♦♦♠ ❂ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡
✇✐t❤ ❛❧❧ st❛rt t✐♠❡s ❢♦r ❝❧❛ss❡s
✇✐t❤ ✉♥✐t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡
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◆❡✇ t❛s❦ ▲ ✇✐t❤ ♣✭▲✮❂✵ ❛❞❞❡❞

Pr❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
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❋ ✵ ✺ ✸ ✷

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✶✴✶✵✾



❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡✿ s♦❧✉t✐♦♥

❙♦❧✉t✐♦♥✿

❚❛s❦ ❚ ❡st✭❚✮ ❧❝t✭❚✮ ♣✭❚✮ ❝❛♣✭❚✮
❆ ✵ ✶✵ ✷ ✶
❇ ✵ ✶✺ ✸ ✷
❈ ✺ ✷✺ ✹ ✷
❉ ✵ ✷✵ ✶ ✸
❊ ✶✵ ✷✺ ✺ ✷
❋ ✵ ✺ ✸ ✷

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✷✴✶✵✾



❏♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ♣r♦❜❧❡♠

❈r❡❛t❡ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s s✉❝❤ t❤❛t

❡❛❝❤ t❛s❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❥♦❜s

♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❥♦❜s ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ✜①❡❞

❥♦❜s ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡

♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ ✉♥✐t ❝❛♣❛❝✐t②

♠❛❦❡s♣❛♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✸✴✶✵✾



❏♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❡①❛♠♣❧❡

▼❛❝❤✐♥❡s✿ ▼✶✱ ▼✷✱ ▼✸
❚❛s❦s ❚✶✱ ❚✷ ❛♥❞ ❚✸ ✇✐t❤ ❥♦❜s ♥♦t❡❞ ❜② ✭♠❛❝❤✐♥❡✱t❛s❦✮

❚✶✿ ✭✸✱✶✮✓✭✷✱✶✮✓✭✶✱✶✮
❚✷✿ ✭✶✱✷✮✓✭✸✱✷✮
❚✸✿ ✭✷✱✸✮✓✭✶✱✸✮✓✭✸✱✸✮

Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s✿
♣✭✸✶✮❂✹✱♣✭✷✶✮❂✷✱♣✭✶✶✮❂✶
♣✭✶✷✮❂✸✱♣✭✸✷✮❂✸
♣✭✷✸✮❂✷✱♣✭✶✸✮❂✹✱♣✭✸✸✮❂✶

3,1 2,1 1,1

1,2 3,2

2,3 1,3 3,3

L0

0 0

4 2 1

3 3

2 4 1

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❖ ❛♥❞ ▲ ✇✐t❤ ♣✭✵✮❂♣✭▲✮❂✵
❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✹✴✶✵✾



❏♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❱❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥s

st❛rt✭✐✱❥✮ st❛rt t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❥✲t❤ t❛s❦ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐

❈♦♥str❛✐♥ts

♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❥♦❜s ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐
✇✐t❤ ❥♦❜s ✭✐✱❥✮ ❢♦r ❛❧❧ t❛s❦s ❥

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♠✐♥✐♠✐③❡✭♠❛❦❡s♣❛♥✮ ❂ ♠✐♥✐♠✐③❡✭st❛rt✭▲✮✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✺✴✶✵✾



❏♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✿ s♦❧✉t✐♦♥

❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿

1050

M2

M1

M3

3,1 2,1 1,1

1,2 3,2

2,3 1,3 3,3

L0

0 0

4 2 1

3 3

2 4 1

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✻✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ ♣r♦❜❧❡♠

❈r❡❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ◆ ♣❡r✐♦❞s ❢♦r ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤

❣✐✈❡♥ ❞✉r❛t✐♦♥

❣✐✈❡♥ t❡❛❝❤❡r

❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞❡♥ts

♣r♦❤✐❜✐t❡❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s

❙❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ssr♦♦♠s ✭▼✮ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝✉rr✐❝✉❧✉♠

♥♦ ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤✐♥ ❝✉rr✐❝✉❧❛ ❛❧❧♦✇❡❞

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✼✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥s

❈❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❞✉r❛t✐♦♥

❙t❛rt t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss st❛rt✭❆✮
st❛rt✭❆✮ ❂ ④✵✱ ✳✳✳✱ ◆✲✶⑥ ✭◆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✮
st❛rt✭❆✮ 6= ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✭❆✮

❈❧❛ssr♦♦♠ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♦✉r❝❡

❈❧❛ssr♦♦♠s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛ts
s♠❛❧❧❡st ❝❧❛ssr♦♦♠ ❂ ✵
❧❛r❣❡st ❝❧❛ssr♦♦♠ ❂ ▼✲✶ ✭▼ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦♠s✮

❈❧❛ssr♦♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss r❡s♦✉r❝❡✭❆✮
r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ❂ ④❑✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼✲✶⑥ s✉❝❤ t❤❛t ❑ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❧❛ssr♦♦♠
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss ✜ts ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞❡♥ts

❡①❛♠♣❧❡
✹ ❝❧❛ssr♦♦♠s ✇✐t❤ s✐③❡s ✷✵✱ ✷✵✱ ✹✵✱ ✽✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✵✱✶✱✷✱✸
❝❧❛ss ❆ ✇❛♥ts ❛ r♦♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✷✵✿ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮❂④✵✱✶✱✷✱✸⑥
❝❧❛ss ❇ ✇❛♥ts ❛ r♦♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✹✵✿ r❡s♦✉r❝❡✭❇✮❂④✷✱✸⑥
❝❧❛ss ❈ ✇❛♥ts ❛ r♦♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✽✵✿ r❡s♦✉r❝❡✭❈✮❂✸

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✽✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥s

❈❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❞✉r❛t✐♦♥

❙t❛rt t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss st❛rt✭❆✮
st❛rt✭❆✮ ❂ ④✵✱ ✳✳✳✱ ◆✲✶⑥ ✭◆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✮
st❛rt✭❆✮ 6= ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✭❆✮

❈❧❛ssr♦♦♠ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♦✉r❝❡

❈❧❛ssr♦♦♠s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❛ts
s♠❛❧❧❡st ❝❧❛ssr♦♦♠ ❂ ✵
❧❛r❣❡st ❝❧❛ssr♦♦♠ ❂ ▼✲✶ ✭▼ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦♦♠s✮

❈❧❛ssr♦♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss r❡s♦✉r❝❡✭❆✮
r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ❂ ④❑✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼✲✶⑥ s✉❝❤ t❤❛t ❑ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❧❛ssr♦♦♠
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss ✜ts ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞❡♥ts

❡①❛♠♣❧❡
✹ ❝❧❛ssr♦♦♠s ✇✐t❤ s✐③❡s ✷✵✱ ✷✵✱ ✹✵✱ ✽✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✵✱✶✱✷✱✸
❝❧❛ss ❆ ✇❛♥ts ❛ r♦♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✷✵✿ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮❂④✵✱✶✱✷✱✸⑥
❝❧❛ss ❇ ✇❛♥ts ❛ r♦♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✹✵✿ r❡s♦✉r❝❡✭❇✮❂④✷✱✸⑥
❝❧❛ss ❈ ✇❛♥ts ❛ r♦♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ✽✵✿ r❡s♦✉r❝❡✭❈✮❂✸

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✸✾✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

❚❡❛❝❤❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡

❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦♥❡ t❡❛❝❤❡r ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❧❛♣

❛❧❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❛❝❤❡r ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❝❧❛ss❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r st❛rt✭❆✮ ❛♥❞ ♣✭❆✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡

❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦♥❡ ❝✉rr✐❝✉❧✉♠ ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❧❛♣

❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦♥❡ ❝✉rr✐❝✉❧✉♠ ❞❡✜♥❡ ♦♥❡ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❝❧❛ss❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r st❛rt✭❆✮ ❛♥❞ ♣✭❆✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✵✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❧❛ssr♦♦♠s

❈♦♥str❛✐♥t✿

❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝♦✉rs❡ ♠✉st ❜❡ t❛✉❣❤t ❛t ❛♥② ❝❧❛ssr♦♦♠

❆❧❧ ❝❧❛ssr♦♦♠s t♦❣❡t❤❡r r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡

❛❧❧ ❝❧❛ss❡s r❡q✉❡st t❤✐s r❡s♦✉r❝❡

❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡

st❛rt✲r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ❂ st❛rt✭❆✮ ✰ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ✯ ◆

❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♣✭❆✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✶✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❧❛ssr♦♦♠s

❈♦♥str❛✐♥t✿

❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝♦✉rs❡ ♠✉st ❜❡ t❛✉❣❤t ❛t ❛♥② ❝❧❛ssr♦♦♠

❆❧❧ ❝❧❛ssr♦♦♠s t♦❣❡t❤❡r r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡

❛❧❧ ❝❧❛ss❡s r❡q✉❡st t❤✐s r❡s♦✉r❝❡

❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡

st❛rt✲r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ❂ st❛rt✭❆✮ ✰ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ✯ ◆

❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♣✭❆✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✷✴✶✵✾



❈❧❛ss ❚✐♠❡t❛❜❧✐♥❣✿ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❧❛ssr♦♦♠s

❈♦♥str❛✐♥t✿

❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝♦✉rs❡ ♠✉st ❜❡ t❛✉❣❤t ❛t ❛♥② ❝❧❛ssr♦♦♠

❆❧❧ ❝❧❛ssr♦♦♠s t♦❣❡t❤❡r r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡

❛❧❧ ❝❧❛ss❡s r❡q✉❡st t❤✐s r❡s♦✉r❝❡

❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡

st❛rt✲r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ❂ st❛rt✭❆✮ ✰ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ✯ ◆

❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♣✭❆✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✸✴✶✵✾



❊♠♣❧♦②❡❡s ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭r♦st❡r✐♥❣✮✿ ♣r♦❜❧❡♠

❈r❡❛t❡ ❛ ♦♥❡ ✇❡❡❦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❡♠♣❧♦②❡❡s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ s❤✐❢ts ✇✐t❤

s❡✈❡r❛❧ s❤✐❢t t②♣❡s

♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♣❡r s❤✐❢t

♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤✐❢t t②♣❡ ♣❡r ❡♠♣❧♦②❡❡

♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ s❤✐❢ts ♣❡r ❡♠♣❧♦②❡❡

❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ s❤✐❢t t②♣❡ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ❡♠♣❧♦❡❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ✐t

♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦st

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✹✴✶✵✾



❊♠♣❧♦②❡❡s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ ❡①❛♠♣❧❡

❊♠♣❧♦②❡❡s P❡t❡r✱ P❛✉❧✱ ▼❛r②✱ ❏❛♥❡✱ ❑❡✐t❤✱ ❆❧❡①✱ ❆♥♥❡

❖♥❡ ✇❡❡❦ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐✳❡✳ ✼ ❞❛②s

❙❤✐❢t t②♣❡s✿ ▼ ♠♦r♥✐♥❣✱ ❆ ❛❢t❡r♥♦♦♥✱ ◆ ♥✐❣❤t

❊❛❝❤ s❤✐❢t ✕ ▼✿✸ ❡♠♣❧♦②❡❡s✱ ❆✿✷✲✸ ❡♠♣❧♦②❡❡s✱ ◆✿✶✲✷ ❡♠♣❧♦②❡❡s

❊❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ ✕ ▼✿ ✷✲✸ s❤✐❢ts✱ ❆✿✶✲✸ s❤✐❢ts✱ ◆✿ ✶✲✷ s❤✐❢ts

❲♦r❦✐♥❣ s❤✐❢ts✿ ✹✲✻

❈♦st ✕ ❈♦st▼❂✶✵✱ ❈♦st❆❂✶✶✱ ❈♦st◆❂✶✸

❙❝❤❡❞✉❧❡ ▼♦ ❚✉❡ ❲❡❞ ❚❤✉ ✳ ✳ ✳
P❡t❡r ▼ ▼ ◆ ✲
P❛✉❧ ❆ ❆ ✲ ▼
▼❛r② ◆ ✲ ▼ ❆
✳ ✳ ✳

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✺✴✶✵✾



❊♠♣❧♦②❡❡s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✫ ❞♦♠❛✐♥s

▼❛tr✐① ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❤✐❢ts ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s✿

P❡t❡r▼♦✱ P❡t❡r❚✉❡✱ ✳ ✳ ✳ ✱ P❡t❡r❙✉♥✱
P❛✉❧▼♦✱ P❛✉❧❚✉❡✱ ✳ ✳ ✳ ✱ P❛✉❧❙✉♥✱
▼❛r②▼♦✱ ▼❛r②❚✉❡✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛r②❙✉♥✱
✳ ✳ ✳

❉♦♠❛✐♥s✿

♥❡✇ s❤✐❢t t②♣❡ ❋ ✭❢r❡❡✮ ❛❞❞❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ ❢r❡❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts

▼✱ ❆✱ ◆✱ ❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✶✱✷✱✸✱✹

❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ④✶✳✳✳✹⑥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✻✴✶✵✾



●❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

●❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭▲✐st✱ ❑❡②❈♦✉♥ts✮

▲✐st✿ ❧✐st ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❑❡②❈♦✉♥ts✿ ❧✐st ♦❢ ❑❡②✲❈♦✉♥t t✉♣❧❡s ✇✐t❤

❑❡②✿ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❦❡②s
❈♦✉♥t✿ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦r ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r✮

❊❛❝❤ ❑❡② ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲✐st ✇✐t❤ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❈♦✉♥t

❊①❛♠♣❧❡✿

❆ ✐♥ ✶✳✳✸✱ ❇ ✐♥ ✶✳✳✸✱ ❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬❆✱❇❪✱ ❬✶✲◆✱✷✲✷❪✮✳
⇒ ❆ ❂ ✷✱ ❇ ❂ ✷✱ ◆ ❂ ✵

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✼✴✶✵✾



▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ■✳

❙❝❤❡❞✉❧❡ ▼♦ ❚✉❡ ❲❡❞ ❚❤✉ ✳ ✳ ✳
P❡t❡r ▼ ▼ ◆ ❋ ✳ ✳ ✳
P❛✉❧ ❆ ❆ ❋ ▼
▼❛r② ◆ ❋ ▼ ❆
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♣❡r s❤✐❢t
♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs
▼✶❂④▼✐♥▼✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✶⑥✱ ❆✶❂④▼✐♥❆✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✶⑥✱ ◆✶❂④▼✐♥◆✶✱
✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①◆✷⑥

❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛②
❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬P❡t❡r▼♦✱P❛✉❧▼♦✱▼❛r②▼♦✱✳ ✳ ✳ ❪✱ ❬✶✲▼✶✱✷✲❆✶✱✸✲◆✶❪ ✮

▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤✐❢t t②♣❡ ♣❡r ❡♠♣❧♦②❡❡
♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs
▼✷❂④▼✐♥▼✷✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✷⑥✱ ❆✷❂④▼✐♥❆✷✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✷⑥✱ ◆✷❂④▼✐♥◆✷✱
✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①◆✷⑥

❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡
❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬P❡t❡r▼♦✱P❡t❡r❚✉❡✱✳ ✳ ✳ ✱P❡t❡r❙✉♥❪✱ ❬✶✲▼✷✱✷✲❆✷✱✸✲◆✷❪ ✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✽✴✶✵✾



▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ■✳

❙❝❤❡❞✉❧❡ ▼♦ ❚✉❡ ❲❡❞ ❚❤✉ ✳ ✳ ✳
P❡t❡r ▼ ▼ ◆ ❋ ✳ ✳ ✳
P❛✉❧ ❆ ❆ ❋ ▼
▼❛r② ◆ ❋ ▼ ❆
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♣❡r s❤✐❢t
♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs
▼✶❂④▼✐♥▼✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✶⑥✱ ❆✶❂④▼✐♥❆✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✶⑥✱ ◆✶❂④▼✐♥◆✶✱
✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①◆✷⑥

❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛②
❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬P❡t❡r▼♦✱P❛✉❧▼♦✱▼❛r②▼♦✱✳ ✳ ✳ ❪✱ ❬✶✲▼✶✱✷✲❆✶✱✸✲◆✶❪ ✮

▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤✐❢t t②♣❡ ♣❡r ❡♠♣❧♦②❡❡
♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs
▼✷❂④▼✐♥▼✷✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✷⑥✱ ❆✷❂④▼✐♥❆✷✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①▼✷⑥✱ ◆✷❂④▼✐♥◆✷✱
✳ ✳ ✳ ✱ ▼❛①◆✷⑥

❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡
❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬P❡t❡r▼♦✱P❡t❡r❚✉❡✱✳ ✳ ✳ ✱P❡t❡r❙✉♥❪✱ ❬✶✲▼✷✱✷✲❆✷✱✸✲◆✷❪ ✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✹✾✴✶✵✾



▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ■■✳

▼✐♥✐♠❛❧ ✭▼✐♥❲✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭▼❛①❲✮
♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ s❤✐❢ts ♣❡r ❡♠♣❧♦②❡❡

▼✐♥❋ ❂ ✭❉❛②s✲▼❛①❲✮ ✳ ✳ ✳ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts

▼❛①❋ ❂ ✭❉❛②s✲▼✐♥❲✮ ✳ ✳ ✳ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts

❡①❛♠♣❧❡

❉❛②s❂✼✱ ▼❛①❲❂✻ ⇒ ▼✐♥❋❂✶
❉❛②s❂✼✱ ▼✐♥❲❂✹ ⇒ ▼❛①❋❂✸

♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❋❂④✭❉❛②s✲▼❛①❲✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❉❛②s✲▼✐♥❲⑥

❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬P❡t❡r▼♦✱P❡t❡r❚✉❡✱✳ ✳ ✳ ✱P❡t❡r❙✉♥❪✱ ❬✹✲❋❪ ✮

❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❞❡❞ t♦ ✧▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤✐❢t t②♣❡ ♣❡r
❡♠♣❧♦②❡❡✧ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭❬P❡t❡r▼♦✱P❡t❡r❚✉❡✱✳ ✳ ✳ ✱P❡t❡r❙✉♥❪✱ ❬✶✲▼✷✱✷✲❆✷✱✸✲◆✷✱✹✲❋❪✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✵✴✶✵✾



▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ■■✳

▼✐♥✐♠❛❧ ✭▼✐♥❲✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭▼❛①❲✮
♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ s❤✐❢ts ♣❡r ❡♠♣❧♦②❡❡

▼✐♥❋ ❂ ✭❉❛②s✲▼❛①❲✮ ✳ ✳ ✳ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts

▼❛①❋ ❂ ✭❉❛②s✲▼✐♥❲✮ ✳ ✳ ✳ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts

❡①❛♠♣❧❡

❉❛②s❂✼✱ ▼❛①❲❂✻ ⇒ ▼✐♥❋❂✶
❉❛②s❂✼✱ ▼✐♥❲❂✹ ⇒ ▼❛①❋❂✸

♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❋❂④✭❉❛②s✲▼❛①❲✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❉❛②s✲▼✐♥❲⑥

❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭ ❬P❡t❡r▼♦✱P❡t❡r❚✉❡✱✳ ✳ ✳ ✱P❡t❡r❙✉♥❪✱ ❬✹✲❋❪ ✮

❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❞❡❞ t♦ ✧▼✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤✐❢t t②♣❡ ♣❡r
❡♠♣❧♦②❡❡✧ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

❣❧♦❜❛❧❴❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭❬P❡t❡r▼♦✱P❡t❡r❚✉❡✱✳ ✳ ✳ ✱P❡t❡r❙✉♥❪✱ ❬✶✲▼✷✱✷✲❆✷✱✸✲◆✷✱✹✲❋❪✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✶✴✶✵✾



❈♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❙❝❤❡❞✉❧❡ ▼♦ ❚✉❡ ❲❡❞ ❚❤✉ ✳ ✳ ✳
P❡t❡r ▼ ▼ ◆ ❋ ✳ ✳ ✳
P❛✉❧ ❆ ❆ ❋ ▼
▼❛r② ◆ ❋ ▼ ❆
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▼✶✱ ❆✶✱ ◆✶ r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤✐❢ts ♦♥ ▼♦♥❞❛②

❆❧❧ ▼✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛②s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ▼

✳✳✳ ❛♥❞ s❛♠❡ ❢♦r ❆✶ ❛♥❞ ❆✱ ◆✶ ❛♥❞ ◆

❚♦t❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❈♦st❂▼✯❈♦st▼ ✰ ❆✯❈♦st❆ ✰ ◆✯❈♦st◆

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②

▼✷✱ ❆✷✱ ◆✷ r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤✐❢ts ❢♦r P❡t❡r

❆❧❧ ▼✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ▼

✳✳✳ ❛♥❞ s❛♠❡ ❢♦r ❆✷ ❛♥❞ ❆✱ ◆✷ ❛♥❞ ◆

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✷✴✶✵✾



❈♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❙❝❤❡❞✉❧❡ ▼♦ ❚✉❡ ❲❡❞ ❚❤✉ ✳ ✳ ✳
P❡t❡r ▼ ▼ ◆ ❋ ✳ ✳ ✳
P❛✉❧ ❆ ❆ ❋ ▼
▼❛r② ◆ ❋ ▼ ❆
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

▼✶✱ ❆✶✱ ◆✶ r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤✐❢ts ♦♥ ▼♦♥❞❛②

❆❧❧ ▼✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛②s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ▼

✳✳✳ ❛♥❞ s❛♠❡ ❢♦r ❆✶ ❛♥❞ ❆✱ ◆✶ ❛♥❞ ◆

❚♦t❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❈♦st❂▼✯❈♦st▼ ✰ ❆✯❈♦st❆ ✰ ◆✯❈♦st◆

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②

▼✷✱ ❆✷✱ ◆✷ r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤✐❢ts ❢♦r P❡t❡r

❆❧❧ ▼✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ▼

✳✳✳ ❛♥❞ s❛♠❡ ❢♦r ❆✷ ❛♥❞ ❆✱ ◆✷ ❛♥❞ ◆

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✸✴✶✵✾



❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

✾ ❯♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s

✶✵ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

✶✶ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

✶✷ Pr♦❞✉❝✐❜❧❡✴❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✹✴✶✵✾



◆♦t❛t✐♦♥

❡st✭❆✮ ❡❛r❧✐❡st st❛rt t✐♠❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆

❡❝t✭❆✮ ❡❛r❧✐❡st ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆

❧st✭❆✮ ❧❛t❡st st❛rt t✐♠❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆

❧❝t✭❆✮ ❧❛t❡st ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆

Ω ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

♣(Ω) =
∑

❆∈Ω ♣(❆)

❡st(Ω) = ♠✐♥{❡st(❆) |❆ ∈ Ω}

❧❝t(Ω) = ♠❛①{❧❝t(❆) |❆ ∈ Ω}

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✺✴✶✵✾



❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣✿ ❡①❛♠♣❧❡

❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆ ✐s ♥♦t ♣r♦❝❡ss❡❞ ✜rst❄

C(5)

B(4)

A(2)

7 15

16

4

6

16

◆♦t ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r ❆✱❇✱ ❛♥❞ ❈ ❛♥❞ t❤✉s ❆ ♠✉st ❜❡ ✜rst✦

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✻✴✶✵✾



❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣✿ ❡①❛♠♣❧❡

❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆ ✐s ♥♦t ♣r♦❝❡ss❡❞ ✜rst❄

C(5)

B(4)

A(2)

7 15

16

4

6

16

◆♦t ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r ❆✱❇✱ ❛♥❞ ❈ ❛♥❞ t❤✉s ❆ ♠✉st ❜❡ ✜rst✦

A(2)

B(4)

C(5)

4 7

6 16

157

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✼✴✶✵✾



❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω ∪ {❆}) − ❡st(Ω) ⇒ ❆ << Ω

C(5)

B(4)

A(2)

7 15

16

4

6

16

❆ ❡♥❞ ❆ ♠✐♥ ❧❝t ♣

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✽✴✶✵✾



❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω ∪ {❆}) − ❡st(Ω) ⇒ ❆ << Ω

C(5)

B(4)

A(2)

7 15

16

4

6

16

❆ << Ω ⇒ ❡♥❞(❆) ≤ ♠✐♥{❧❝t(Ω′) − ♣(Ω′) |Ω′ ⊆ Ω}

A(2)

B(4)

C(5)

4 7

6 16

157

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✺✾✴✶✵✾



❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣✿ ❛❧❧ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

❊❞❣❡✲✜♥❞✐♥❣ r✉❧❡s
♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω ∪ {❆}) − ❡st(Ω)

⇒ ❆ << Ω
❆ << Ω ⇒

❡♥❞(❆) ≤ ♠✐♥{❧❝t(Ω′) − ♣(Ω′) |Ω′ ⊆ Ω}

❊❞❣❡✲✜♥❞✐♥❣ ✭s②♠♠❡tr✐❝❛❧✮ r✉❧❡s

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω) − ❡st(Ω ∪ {❆})
⇒ Ω << ❆

Ω << ❆ ⇒
st❛rt(❆) ≤ ♠❛①{❡st(Ω′) + ♣(Ω′) |Ω′ ⊆ Ω}

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥ ✷♥ ♣❛✐rs ✭❆✱ ✮ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✭t♦♦ ♠❛♥②✦✮
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❛s❦ ✐♥t❡r✈❛❧s ❬❆✱❇❪
❈ ❡st ❆ ❡st ❈ ❧❝t ❈ ❧❝t ❇

t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❖ ♥✸ ✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❖ ♥✷ ❛♥❞ ❖ ♥ ❧♦❣ ♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✵✴✶✵✾



❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣✿ ❛❧❧ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

❊❞❣❡✲✜♥❞✐♥❣ r✉❧❡s
♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω ∪ {❆}) − ❡st(Ω)

⇒ ❆ << Ω
❆ << Ω ⇒

❡♥❞(❆) ≤ ♠✐♥{❧❝t(Ω′) − ♣(Ω′) |Ω′ ⊆ Ω}

❊❞❣❡✲✜♥❞✐♥❣ ✭s②♠♠❡tr✐❝❛❧✮ r✉❧❡s

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω) − ❡st(Ω ∪ {❆})
⇒ Ω << ❆

Ω << ❆ ⇒
st❛rt(❆) ≤ ♠❛①{❡st(Ω′) + ♣(Ω′) |Ω′ ⊆ Ω}

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥·✷♥ ♣❛✐rs ✭❆✱Ω✮ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✭t♦♦ ♠❛♥②✦✮
✐♥st❡❛❞ ♦❢ Ω ✉s❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❛s❦ ✐♥t❡r✈❛❧s ❬❆✱❇❪
{❈ | ❡st(❆) ≤ ❡st(❈ ) ∧ ❧❝t(❈ ) ≤ ❧❝t(❇)}

t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❖(♥✸)✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❖(♥✷) ❛♥❞ ❖(♥ ❧♦❣ ♥) ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✶✴✶✵✾



◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st✿ ❡①❛♠♣❧❡

❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✜rst❄

A(2)

C(4)

B(5)

6 16

157

4

16

◆♦t ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r ❇ ❛♥❞ ❈ ❛♥❞ t❤✉s ❆ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✜rst✦

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✷✴✶✵✾



◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st✿ ❡①❛♠♣❧❡

❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ❛❝t✐✈✐t② ❆ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✜rst❄

A(2)

C(4)

B(5)

6 16

157

4

16

◆♦t ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r ❇ ❛♥❞ ❈ ❛♥❞ t❤✉s ❆ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✜rst✦

A(2)

B(5)

C(4)

16

157

4

8

16

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✸✴✶✵✾



◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω) − ❡st(❆) ⇒ ¬❆ << Ω

A(2)

C(4)

B(5)

6 16

157

4

16

❆ st❛rt ❆ ♠✐♥ ❡❝t ❇ ❇

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✹✴✶✵✾



◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st✿ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω) − ❡st(❆) ⇒ ¬❆ << Ω

A(2)

C(4)

B(5)

6 16

157

4

16

¬❆ << Ω ⇒ st❛rt(❆) ≥ ♠✐♥{❡❝t(❇)|❇ ∈ Ω}

A(2)

B(5)

C(4)

16

157

4

8

16

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✺✴✶✵✾



◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st✿ ❛❧❧ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

◆♦t✲✜rst r✉❧❡s✿

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω) − ❡st(❆)
⇒ ¬❆ << Ω

¬❆ << Ω
⇒ st❛rt(❆) ≥ ♠✐♥{❡❝t(❇)|❇ ∈ Ω}

◆♦t✲❧❛st ✭s②♠♠❡tr✐❝❛❧✮ r✉❧❡s✿

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(❆) − ❡st(Ω)
⇒ ¬Ω << ❆

¬Ω << ❆ ⇒
❡♥❞(❆) ≤ ♠❛①{❧st(❇)|❇ ∈ Ω}

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿

❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❖ ♥✷ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❖ ♥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✻✴✶✵✾



◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st✿ ❛❧❧ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

◆♦t✲✜rst r✉❧❡s✿

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(Ω) − ❡st(❆)
⇒ ¬❆ << Ω

¬❆ << Ω
⇒ st❛rt(❆) ≥ ♠✐♥{❡❝t(❇)|❇ ∈ Ω}

◆♦t✲❧❛st ✭s②♠♠❡tr✐❝❛❧✮ r✉❧❡s✿

♣(Ω ∪ {❆}) > ❧❝t(❆) − ❡st(Ω)
⇒ ¬Ω << ❆

¬Ω << ❆ ⇒
❡♥❞(❆) ≤ ♠❛①{❧st(❇)|❇ ∈ Ω}

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿

❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❖(♥✷) ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❖(♥)

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✼✴✶✵✾



❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❊❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ✉s❡s s♦♠❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣✭❆✮

❆❝t✐✈✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱
✐❢ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞

❘❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❛② ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡

♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛ ✜① ❝❛♣❛❝✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞
✜①❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉♥t✐❧
t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s r❡❛❝❤❡❞

u
s
e

d
 c

a
p

a
c
it
y

time

fixed activities for making
the capacity profile

fix capacity

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✽✴✶✵✾



❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞s

❲❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②❄

resource capacity

agregated demands

timeu
s
e

d
 c

a
p

a
c
it
y

❍♦✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞❄

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✻✾✴✶✵✾



❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞s

❲❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②❄

resource capacity

agregated demands

timeu
s
e

d
 c

a
p

a
c
it
y

❍♦✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞❄

u
s
e

d
 c

a
p

a
c
it
y resource capacity

agregated demands

activity must be processed here

time

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✵✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❉✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

❍♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♣♦✐♥t❄

∀t
∑

st❛rt(❆✐ )≤t≤❡♥❞(❆✐ )

❝❛♣(❆✐ ) ≤ ▼❛①❈❛♣❛❝✐t②

❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② ❆ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❳ ❆ t

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❆ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t✐♠❡ t

t

❆✐

❳ ❆✐ t ❝❛♣ ❆✐ ▼❛①❈❛♣❛❝✐t②

t ✐ st❛rt ❆✐ t ❡♥❞ ❆✐ ❳ ❆✐ t

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✶✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❉✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

❍♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♣♦✐♥t❄

∀t
∑

st❛rt(❆✐ )≤t≤❡♥❞(❆✐ )

❝❛♣(❆✐ ) ≤ ▼❛①❈❛♣❛❝✐t②

❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t② ❆ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❞♦♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❳ (❆, t)
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❆ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t✐♠❡ t

∀t
∑

❆✐

❳ (❆✐ , t) ∗ ❝❛♣(❆✐ ) ≤ ▼❛①❈❛♣❛❝✐t②

∀t, ✐ st❛rt(❆✐ ) ≤ t < ❡♥❞(❆✐ ) ⇔ ❳ (❆✐ , t)

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✷✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

■♥✐t✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥

❙♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❞✉❡ t♦ ❝❛♣❛❝✐t②

◆❡✇ s✐t✉❛t✐♦♥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✸✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

■♥✐t✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥

❙♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❞✉❡ t♦ ❝❛♣❛❝✐t②

◆❡✇ s✐t✉❛t✐♦♥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✹✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

■♥✐t✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥

❙♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❞✉❡ t♦ ❝❛♣❛❝✐t②

◆❡✇ s✐t✉❛t✐♦♥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✺✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

❍♦✇ t♦ ❞♦ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

∀t, ✐ st❛rt(❆✐ ) ≤ t < ❡♥❞(❆✐ ) ⇔ ❳ (❆✐ , t) ?

Pr♦❜❧❡♠✿ t s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

st❛rt✭❆✮ ≥ ♠✐♥④t ⑤ ✶ ∈ ❳✭❆✱t✮⑥

❡♥❞✭❆✮ ≤ ✶✰♠❛①④t ⑤ ✶∈ ❳✭❆✱t✮⑥

❳✭❆✱t✮❂✵ t❁ ❡❝t✭❆✮ st❛rt✭❆✮❃t

❳✭❆✱t✮❂✵ ❧st✭❆✮ t ❡♥❞✭❆✮ t

❧st✭❆✮ t t❁ ❡❝t✭❆✮ ❳✭❆✱t✮❂✶

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✻✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

❍♦✇ t♦ ❞♦ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

∀t, ✐ st❛rt(❆✐ ) ≤ t < ❡♥❞(❆✐ ) ⇔ ❳ (❆✐ , t) ?

Pr♦❜❧❡♠✿ t s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

st❛rt✭❆✮ ≥ ♠✐♥④t ⑤ ✶ ∈ ❳✭❆✱t✮⑥

❡♥❞✭❆✮ ≤ ✶✰♠❛①④t ⑤ ✶∈ ❳✭❆✱t✮⑥

❳✭❆✱t✮❂✵ ∧ t❁ ❡❝t✭❆✮ ⇒ st❛rt✭❆✮❃t

❳✭❆✱t✮❂✵ ∧ ❧st✭❆✮≤t ⇒ ❡♥❞✭❆✮≤t

❧st✭❆✮ t t❁ ❡❝t✭❆✮ ❳✭❆✱t✮❂✶

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✼✴✶✵✾



❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

❍♦✇ t♦ ❞♦ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

∀t, ✐ st❛rt(❆✐ ) ≤ t < ❡♥❞(❆✐ ) ⇔ ❳ (❆✐ , t) ?

Pr♦❜❧❡♠✿ t s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

st❛rt✭❆✮ ≥ ♠✐♥④t ⑤ ✶ ∈ ❳✭❆✱t✮⑥

❡♥❞✭❆✮ ≤ ✶✰♠❛①④t ⑤ ✶∈ ❳✭❆✱t✮⑥

❳✭❆✱t✮❂✵ ∧ t❁ ❡❝t✭❆✮ ⇒ st❛rt✭❆✮❃t

❳✭❆✱t✮❂✵ ∧ ❧st✭❆✮≤t ⇒ ❡♥❞✭❆✮≤t

❧st✭❆✮≤t ∧ t❁ ❡❝t✭❆✮ ⇒ ❳✭❆✱t✮❂✶

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✽✴✶✵✾



❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❍♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝t✐✈✐t②❄

❯s❡ ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡

❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✉t
❞♦❡s ♥♦t r❡str✐❝t ♦t❤❡r ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❡r❡

✧❢❛✐❧✉r❡✧ ♠❡❛♥s r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡✭❆✮
❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ♠❡❛♥s
✧❞❡❧❡t✐♥❣✧ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t②

♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❡✳❣✳✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❥♦❜✮

r❡str✐❝t❡❞ t✐♠❡s ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✼✾✴✶✵✾



❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❍♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝t✐✈✐t②❄

❯s❡ ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡

❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✉t
❞♦❡s ♥♦t r❡str✐❝t ♦t❤❡r ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❡r❡

✧❢❛✐❧✉r❡✧ ♠❡❛♥s r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡✭❆✮
❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ♠❡❛♥s
✧❞❡❧❡t✐♥❣✧ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t②

♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❡✳❣✳✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❥♦❜✮

r❡str✐❝t❡❞ t✐♠❡s ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✵✴✶✵✾



❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s✿ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s

▲❡t ❆✉ ❜❡ t❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❆ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ r❡s♦✉r❝❡ ✉∈r❡s♦✉r❝❡✭❆✮

✉∈r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ⇒ st❛rt✭❆✮ ≤ st❛rt✭❆✉✮

✉∈r❡s♦✉r❝❡✭❆✮ ⇒ ❡♥❞✭❆✉✮ ≤ ❡♥❞✭❆✮

st❛rt✭❆✮ ≥ ♠✐♥④st❛rt✭❆✉✮✿ ✉ ∈ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮⑥

❡♥❞✭❆✮ ≤ ♠❛①④❡♥❞✭❆✉✮✿ ✉ ∈ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮⑥

❢❛✐❧✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❆✉ ⇒ r❡s♦✉r❝❡✭❆✮\④✉⑥

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✶✴✶✵✾



❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

❉✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t

✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s✱ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

❡①t❡♥s✐♦♥s✿ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❊❞❣❡ ✜♥❞✐♥❣

✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s✱ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

❡①t❡♥s✐♦♥s✿ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

◆♦t✲✜rst✴♥♦t✲❧❛st

✉♥❛r② r❡s♦✉r❝❡s✱ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

❡①t❡♥s✐♦♥s✿ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

❚✐♠❡t❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡✱ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

❡①t❡♥s✐♦♥s✿ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✷✴✶✵✾



Pr♦❞✉❝✐❜❧❡✴❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❘❡s♦✉r❝❡ ❂ r❡s❡r✈♦✐r

❆❝t✐✈✐t② ❝♦♥s✉♠❡s s♦♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣✭❆✮❁✵ ♦r

❛❝t✐✈✐t② ♣r♦❞✉❝❡s s♦♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣✭❆✮❃✵

▼✐♥✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s r❡q✉❡st❡❞ ✭❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮
❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮

−1
−1

+1

❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ r❡s❡r✈♦✐r

❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♥s✉♠❡s ❝❛♣✭❆✮ ❛t ✐ts st❛rt ❛♥❞
♣r♦❞✉❝❡s ❝❛♣✭❆✮ ❛t ✐ts ❡♥❞

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✸✴✶✵✾



❘❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣

❲❤❡♥ t✐♠❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡ ✭♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✮

t❤❡♥ ❡❞❣❡✲✜♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞s ❞❡❞✉❝❡ ♥♦t❤✐♥❣

❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✦

❊①❛♠♣❧❡✿ r❡s❡r✈♦✐r ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣❧②✐♥❣ ✐t❡♠s

−1
−1−1

❲❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡❡❞s ❢♦r ❛❞❞✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ✐t❡♠s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✹✴✶✵✾



❘❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣

❲❤❡♥ t✐♠❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡ ✭♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✮

t❤❡♥ ❡❞❣❡✲✜♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞s ❞❡❞✉❝❡ ♥♦t❤✐♥❣

❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✦

❊①❛♠♣❧❡✿ r❡s❡r✈♦✐r ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣❧②✐♥❣ ✐t❡♠s

−1
−1−1

+1

❲❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡❡❞s ❢♦r ❛❞❞✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ✐t❡♠s

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✺✴✶✵✾



❖♣t✐♠✐st✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡ ✭♦r♣✮

♦r♣✿ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❤❡♥ ❆ ❤❛♣♣❡♥s
❆❝t✐✈✐t✐❡s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜❡❢♦r❡ ❆ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❜❡❢♦r❡ ❆

♦r♣(❆) = ■♥✐t▲❡✈❡❧ + ❝❛♣(❆) +
∑

❇<<❆ ❝❛♣(❇)+

+
∑

❇??❆ & ❝❛♣(❇)>✵ ❝❛♣(❇)

❊①❛♠♣❧❡✿

❇??❆ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦r❞❡r ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐s ✉❦♥♦✇♥ ②❡t

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✻✴✶✵✾



♦r♣ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ■✳

♦r♣(❆) < ▼✐♥▲❡✈❡❧ ⇒ ❢❛✐❧

❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❆✱
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ r❡s♦✉❝❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞

♦r♣(❆) = ■♥✐t▲❡✈❡❧ + ❝❛♣(❆) +
∑

❇<<❆ ❝❛♣(❇) +
∑

❇??❆ & ❝❛♣(❇)>✵
❝❛♣(❇)

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✼✴✶✵✾



♦r♣ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ■■✳

♦r♣(❆) − ❝❛♣(❉) −
∑

❉<<❇ &❇??❆& ❝❛♣(❇)>✵ ❝❛♣(❇) < ▼✐♥▲❡✈❡❧

⇒ ❉ << ❆

❚❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❉ ❤❛♣♣❡♥s

❢♦r ❛♥② s✉❝❤ ❉ t❤❛t ❉??❆ ❛♥❞ ❝❛♣(❉) > ✵

✐❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❉ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❛❢t❡r ❆ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥
t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ t❤❛♥ ❉ ♠✉st ❜❡ ❜❡❢♦r❡ ❆

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✽✴✶✵✾



P❡s✐♠✐st✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡ ✭♣r♣✮

♣r♣✿ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇❤❡♥ ❆ ❤❛♣♣❡♥s

❆❝t✐✈✐t✐❡s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜❡❢♦r❡ ❆ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s t❤❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡❢♦r❡ ❆

♣r♣(❆) = ■♥✐t▲❡✈❡❧ + ❝❛♣(❆) +
∑

❇<<❆ ❝❛♣(❇)+

+
∑

❇??❆ & ❝❛♣(❇)<✵ ❝❛♣(❇)

❊①❛♠♣❧❡✿

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✽✾✴✶✵✾



♣r♣ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ■✳

♣r♣(❆) > ▼❛①▲❡✈❡❧ ⇒ ❢❛✐❧

❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❆✱
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ✭r❡s♦✉r❝❡ ❝♣❛❝✐t②✮ ✐♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s
❡①❝❡❡❞❡❞

♣r♣(❆) = ■♥✐t▲❡✈❡❧ + ❝❛♣(❆) +
∑

❇<<❆ ❝❛♣(❇) +
∑

❇??❆ & ❝❛♣(❇)<✵
❝❛♣(❇)

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✵✴✶✵✾



♣r♣ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ■■✳

♣r♣(❆) − ❝❛♣(❉) −
∑

❉<<❇ &❇??❆& ❝❛♣(❇)<✵ ❝❛♣(❇) > ▼❛①▲❡✈❡❧

⇒ ❉ << ❆

❚❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❉ ❤❛♣♣❡♥s

❢♦r ❛♥② ❉ s✉❝❤ t❤❛t ❉??❆ ❛♥❞ ❝❛♣(❉) < ✵

✐❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❉ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❛❢t❡r ❆ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞
t❤❡♥ ❉ ♠✉st ❜❡ ❜❡❢♦r❡ ❆

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✶✴✶✵✾



❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ ❙❡❛r❝❤ ❙tr❛t❡❣✐❡s

✶✸ ❙❡❛r❝❤ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

✶✹ ❙❡❛r❝❤ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✷✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

⇒ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✧r❡st✧

▲❛❜❡❧✐♥❣

❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✴❇❚✮

❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❂ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t

❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡

❳ ✐♥ ✶✳✳✺ ❳❂✶ ❳❂✷ ❳❂✸ ❳❂✹ ❳❂✺

●❡♥❡r❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

❳❂✶ ❳ ✶ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❳❁✸ ❳ ✸ ❞♦♠❛✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣

❳❁❨ ❳ ❨ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ t❛s❦s ♦r❞❡r✐♥❣✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✸✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

⇒ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✧r❡st✧

▲❛❜❡❧✐♥❣

❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✴❇❚✮

❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❂ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t

❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡

❳ ✐♥ ✶✳✳✺ ❳❂✶ ❳❂✷ ❳❂✸ ❳❂✹ ❳❂✺

●❡♥❡r❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

❳❂✶ ❳ ✶ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❳❁✸ ❳ ✸ ❞♦♠❛✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣

❳❁❨ ❳ ❨ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ t❛s❦s ♦r❞❡r✐♥❣✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✹✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

⇒ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✧r❡st✧

▲❛❜❡❧✐♥❣

❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✴❇❚✮

❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❂ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t

❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡

❳ ✐♥ ✶✳✳✺ ❳❂✶ ❳❂✷ ❳❂✸ ❳❂✹ ❳❂✺

●❡♥❡r❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

❳❂✶ ❳ ✶ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❳❁✸ ❳ ✸ ❞♦♠❛✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣

❳❁❨ ❳ ❨ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ t❛s❦s ♦r❞❡r✐♥❣✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✺✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

⇒ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✧r❡st✧

▲❛❜❡❧✐♥❣

❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✴❇❚✮

❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❂ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t

❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡

❳ ✐♥ ✶✳✳✺ ❳❂✶ ❳❂✷ ❳❂✸ ❳❂✹ ❳❂✺

●❡♥❡r❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

❳❂✶ ❳ ✶ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❳❁✸ ❳ ✸ ❞♦♠❛✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣

❳❁❨ ❳ ❨ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ t❛s❦s ♦r❞❡r✐♥❣✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✻✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

⇒ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✧r❡st✧

▲❛❜❡❧✐♥❣

❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✴❇❚✮

❛ss✐❣♥ ✈❛❧✉❡ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❂ ♠❛❦❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t

❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡

❳ ✐♥ ✶✳✳✺ ≡ ❳❂✶ ∨ ❳❂✷ ∨ ❳❂✸ ∨ ❳❂✹ ∨ ❳❂✺

●❡♥❡r❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

❳❂✶ ∨ ❳6=✶ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❳❁✸ ∨ ❳≥✸ ❞♦♠❛✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣

❳❁❨ ∨ ❳≥❨ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿ t❛s❦s ♦r❞❡r✐♥❣✮

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✼✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❲❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✜rst❄

❋✐rst✲❢❛✐❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♣r❡❢❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r❞❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞♦♠❛✐♥✿
❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣t✐❡❞ ❡❛s✐❧②

♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥str❛✐♥ts✿
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥str❛✐♥ ❛♥❞
♠❛❦❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s♠❛❧❧❡r ❡❛s✐❧②

❱❛r✐❛❜❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡✜♥❡s s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✿
s♠❛❧❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ♠♦r❡ ♦♣t✐♦♥s ❧❡❢t ❢♦r ❧❛t❡r

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✿
❧❛r❣❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❡ss ♦♣t✐♦♥s ❧❡❢t ❢♦r ❧❛t❡r

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✽✴✶✵✾



❙❡❛r❝❤✿ ✈❛❧✉❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭r❡✈✐s✐♦♥✮

❲❤❛t ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✜rst❄

❙✉❝❝❡❡❞✲✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♣r❡❢❡rs ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤
♠♦st s✉♣♣♦rts ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s

t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐✜❝

❱❛❧✉❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r❞❡r ❤♦✇ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✾✾✴✶✵✾



❇r❛♥❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❇r❛♥❝❤✐♥❣❂r❡s♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t❛❦❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✜rst

r❡s♦❧✈❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s✱ ✳ ✳ ✳
❞❡✜♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡❡
r❡❝❛❧❧ t❤❡ ✜rst✲❢❛✐❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♣r❡❢❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②

❞❡✜♥❡s ♦r❞❡r ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞
r❡❝❛❧❧ s✉❝❝❡❡❞✲✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❍♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧❧②❄

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✵✵✴✶✵✾



❙❧❛❝❦

❙❧❛❝❦ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②

❙❧❛❝❦ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r ♦❢ t✇♦ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
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✐❢ ✜rst ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❜❡✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡♥
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✐♥ st❛rt ❆ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞

✐❢ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❜❡✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡♥
t❤❡ ❛❝t✐❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❛① ❡♥❞ ❆ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞

❖ ♥ ❝❤♦✐❝❡ ♣♦✐♥ts

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✵✼✴✶✵✾



❋✐rst✴❧❛st ❜r❛♥❝❤✐♥❣

(❆ << Ω ∨ ¬❆ << Ω) ∨ (Ω << ❆ ∨ ¬Ω << ❆)

❙❤♦✉❧❞ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦r ❧❛st ❛❝t✐✈✐t②❄

❧♦♦❦ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ✜rst ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞
t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❧❛st ❛❝t✐✈✐t✐❡s

s❡❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧❡r s❡t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✭✜rst✲❢❛✐❧✮

s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♠❡❛♥s t❤❛t
✐t ✐s ❤❛r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❲❤❛t ❛❝t✐✈✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞❄

✐❢ ✜rst ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❜❡✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡♥
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✐♥(st❛rt(❆)) ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞

✐❢ ❧❛st ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❜❡✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡♥
t❤❡ ❛❝t✐❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❛①(❡♥❞(❆)) ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞

❖(♥) ❝❤♦✐❝❡ ♣♦✐♥ts

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✵✽✴✶✵✾



❘❡s♦✉r❝❡ s❧❛❝❦

❘❡s♦✉r❝❡ s❧❛❝❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ s❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦✉r❝❡

❍♦✇ t♦ ✉s❡ ❛ r❡s♦✉r❝❡ s❧❛❝❦❄

❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✜rst

r❡s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❧❛❝❦ ✭❜♦tt❧❡♥❡❝❦✮ ♣r❡❢❡rr❡❞

❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞

r❡s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❧❛❝❦ ✭✢❡①✐❜✐❧✐t②✮ ♣r❡❢❡rr❡❞

❍❛♥❛ ❘✉❞♦✈á✿ ❈♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✵✾✴✶✵✾


	Introduction
	Scheduling
	CSP model
	Resources
	Optimization
	Problem: Basic Class Timetabling

	Modeling
	Machine Scheduling
	Machine scheduling with unary resource
	Scheduling with cumulative resource
	Job-shop problem

	Timetabling
	Employees Scheduling

	Propagation
	Unary resources
	Cumulative resources
	Alternative resources
	Producible/consumable resources

	Search
	Search (revision)
	Search Strategies for Scheduling


