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Contribution à l'étude

des écoulements permanents et variables

dans les canaux
(FIN)

of

Contribution to the

permanent and non-permanent
(CONCLUSION)

PAR FRANÇOIS SEHHE

study

flows ln channels

Importance et portée de l'hypothèse consistant
il négli(Jer la courbure des fi/e.ts liquides. Eta
blisscment des équations différentielles de
l'écoulement permanent compte tenu des effets
de. courbure, d'une part en appliquant le /lléo
rëme des quantités de mouvement, d'autre part
en appliquant le théorëme de Bernoulli. L'ex
ploitation de ces équations pour l'étude géné
rale des courbe.,') de. l'e111011S.

Applications il la détermination des lignes de
remous dans un certain nombre de cas classi
ques en régime permanent: écoulement fluvial
e.t torrentiel, ressaut, ressaut ondulé (théorie
du déferlement) - clwngements de pente et
notion de section de contrôle - écoulements
par vanne de fond - déversoirs il large. seuil
(influence de la rugosité, ondulations de sur
face, résultats théoriques et expérimentaux).
Elude du régime variable: établissement des
équations aux dérivée-s parlielles de l'écoule
ment. Le parti que l'on peut en tirer dans
l'étude des in tumescences, de la houle, du res
saut déferlant en ré(Jime variable.

The. importance and consequences of the hypo
thesis involving disre(Jard of stream curvature.
Development of dilTerenlial equations fol' tlle
permanent flow, taking into accovnt the effecls
of curvature, by applying the momentum prin
ciple on the one ]wnd, and the Bernoulli
theorem on the oiller. Exploitation of these
equations for the I}eneral study of backwater
curves.
Applications ta the determination of the back
water curve in a certain number of classical
cases lmder permanent flow : tranquil and tor
l'enliai flow, jump, undulated jump (breaking
theorg)-chanl}es of bol/am slopes and notion
of control section-disclwrge under bottom
I}ates-broad-crested weir.s (influence of rough
ness, surface undulations, theoretical and ex
perimental resalls).
Study of the non-pernwnenl f/()11J; formation ol
partial differential equations of f/ow. The ad
vantages whicb can be I}ained in the study of
swell, 11Javes, breakin!J jump llllder' variable
flow.

IV. - DÉTERMINATION DES LIGNES DE REMOUS

POSITION DU PROBLtME

Considérons un canal de section rectangulaire
de grande largeur, constitué de différentes por
tions de même largeur mais de pentes différen
tes. A J'amont et à l'aval, le canal peut soit
s'étendre à l'infini, saiL communiquer avec un

(*) Cf. la Houille Blanche, n" :1, 1%3, p. :174.

réservoir dont on connait la cole du plan d'eau
au-dessus du radier.

Dans une portion quelconque de pente i, la
charge H et la hauteur d'eau il au-dessus du
radier satisfont au syslème différentiel (9) cor
respondant à la valeur i de la pente. Pour un
débit Q donné, la détermination de la ligne d'eau
nécessite la cannai ssance de trois conditions
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particulières, par exemple les conditions de CAU

CHY au point d'abscisse ;r = .ru :

.r =-= .t·o ,- !} (.ru), H Vu), li!} \ -1
_ d;r ) "' ="'0

En fait, le problème sera déterminé par les
conditions particulières aux extrémités de la
portion envisagée. Avant d'examiner les condi
tions aux limites dans le cas général, nous COlll

mencerons par l'ludiel' quelques cas padieuliers.

1. -- Canal de pente uniforme i, s'étendant à l'infini à l'amont et débouchant à l'aval
dans un réservoir B dont on connaît la cote YI du plan d'eau au-dessus du radier.

de la parallèle il OH d'abscisse !J ="CO Yo, sa tan
gente en ce point ayant pour valeur:

\H

_Je - - ~ o - ' - ' l i
,. , J---- r -

1 1

o'+r~-----"jl __ ~ ----",::.y

dH
d!}

FH;. 14

y,

Nous prendrons pour origine des coordon
nées 0 l'extrémité aval du canal.

Le canal s'étendant à J'infini à l'amont, le ré
gime uniforme doit être réalisé lorsque x aug
mente indéfiniment par valeurs négatives. Les
solutions du système (9) qui satisfont il cettc
condition sont, nous l'avons vu, représentées
dans le plan HO!} par une courbe (C) unique (Co)
d'équation H = Ho (y).

La deuxième équation de (9) montre que les
lignes de remous correspondantes sont les solu
tions de l'équation difl'érentielle du premier or
dre à variables séparées:

df:Io dl! .• - -- 1
d!} d.r-- (1 H)

FlG. 15

!Hl étanl la racine réelle positive de l'équation

Q-",- ( Q" ), ---- J1l;' + 1 --- ,--=- !Hl = ,V (IJ)
:3 gZ" Yu 1 gZ" Ihi' . 0

et

(Co) est, comme toutes les courbes (C), asymp
tote il (H) et elle recoupe une inHnité de fois
la courbe intégrale particuIièl'e (Cl) du syslème
(10) d'équation H = Hl (y).

Le tracé de (Co) s'en dédlîil. Sur cette courbe,
!} et H sont définis parariltHriquement en fonc
tion de x, le point P étal1t atteinl, nous l'avons
vu, pour :r = - 00 el Je point à l'infini pour
x = + 00. Nous avons également démontré que
toules les courbes de remous possédaient une
asymptote horizontale.

La ligne d'eau cherchée csl la solution parti
culière qui satisfait aux conditions de CA UCHY

(.x=o Y=lh).
Notons que les courbes inlégrales de (1()) se

déduisent toutes de l'une d'entre elles par une
translation parallèle à O.x. Le tracé d'une quel
conque d'entre elles se déduit de la courbe (Co)
du plan HO!}.

Deux cas sont à envisager suivant que le ré
gime est lluvial ou torrentiel dans le canal.

al H . I ~ G I M E FLUVIAL.

'f (!}) = i
Q"

c" (y) P y::

La hauteur normale Yo est supérieure il la
hauteur critique !J". La courbe (Co) passe, nous
l'avons vu, par le point P d'intersection de la
courbe (H) d'équation H = Y + Q2/(2 gZ2 !J2) et FlG. 1(;
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La branche de (Co), située à gauche de P, est
située tout entière au-dessous de (H). L'étude du
point singulier y = °du système CH) montrerait
que lorsque y tend vers 0, H tend vers - 00.

Cette branche correspond au cas où la hauteur
d'eau dans le réservoir aval B est inférieure li
la hauteur du régime uniforme Yo.

-~-~=====:_===-------

~~----- -.- ,- .- / /////_- -/<~I J'

~1
FIG, 17

dont l'interprétation géométrique est évidente
(aires hachurées horizontalement égales).

On obtient un renseignement plus précis sur
la valeur de Yl et sur la forme de la courbe de
remous en négligeant la variation de H lorsque
y croît de Yo à y], cette variation étant liée à x
par la deuxième équation de (9) :

dH = i _ ---.-9_=__
dx c2 [2 y:l

Intégrons l'équation:

œ ~ r- 1 ( d!!)2 1 = H - Y - --2- gQz: !J26 gZ2 dy _y dx _ - -

en admettant que H garde sa valeur pour:

Q2 (dY\2 y2 Q2
(j gl2 Y dx) = Ho Y - T + 2 g[2 Y + C

b) R J ~ G I M E TORRENTIEL.

La hauteur normale Yo est inférieure à la
hauteur critique Ye'

Dans ce cas, la courbe (Co) possède un certain
nombre de points où la tangente est parallèle
ù OH.

y = Yo

il vient:

Q2
H 0== Ho == Yo +2 gZ21J ~-

, , 0

H

la constante arbitraire étant déterminée par la

condition (diL \ . = O.
dx ,11=110

d'où:

Y 2 ()2C= ,_o__ ~ .
2 gZ2 Yo

L'équation précédente s'écrit alors:

Q 2 (dl l )2 [- Q2 ] M------ --'_ == (li .- lJoP , - l} (11):3 g[2 dx .J. gZ2 y02 .

io::-!é--------'-----'--------_-'--L-_. . ---,l...

FIG. 18

Les courbes intégrales de cette équation du
premier ordre se déduisent toutes de l'une d'en
tre eUes {S) par une translation parallèle à
l'axe Ox. La forme de (S) est précisée sur la
figure (19).

y est eompris entre Yo et Q2/gZ2 yo2. Le
deuxième membre de (17) devant être positif, il
n'existe une courbe (S) réelle asymptote à y=Yo
que si :

\J Q2
---1gZ2 - .1c

U=Yo

œH=Ho=yo + --""'--2 gZ2 yo2

compris entre les points d'abscisse:

1 1 = ~
.J gZ2 U02

Q2
Yo < , c'est-à-dire Yo <

gZ2 y02

qui est précisément la condition du régime tor
rentiel.

Dans le plan HOy, (S) est représentée par le
segment de la droite:

a la relation:

1 111
[ H (y) .'- y --- - 2 ~: y2 ] dy = 0

Si III désigne l'abscisse du premier de ces
points (fig. 18), la première équation de (9) mise
sous la forme:

rev35
Rectangle 
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D'après une remarque déjà faite, les aires ha
churées verticalement sur la figure 18 sont égales.
égales.

L'examen de cette figure montre immédiate
ment que l'ordonnée !h du premier point de
la courbe de remous, où la tangente est paral
lèle à Ox, est supérieure à Q2/ gl2 Yo2.

Par ailleurs, les courbes de remous (H) et (S)
satisfont respectivement aux deux équations:

, Q2 (dl\2 /'1//.. œ ·1
(S) 6gl2 y d~) =. 1/0 _Ho --- 11. --2 gl2 11.:'._ dll

comme pour y > Yo H (Il) > Ho, on en déduit
qu'en deux points de même ordonnée la pente
de (H) est supérieure à celle de (S) 1: confers
fig. 19J.

De ces considérations on déduit aisément le
tracé de la courbe (Co) et de la ligne de remous
(H). Nos équations traduisent ainsi un fait expé
rimental classique concernant le passage de
l'écoulement torrentiel à l'écoulement fluvial et
connu sous le nom de ressaut ondulé (undulated
jump).

Ce phénomène est caractérisé par une remon
tée relativement progressive de la surface libre
suivie de vagues à emplacement fixe dont la hau
teur va en décroissant.

Il est observé lorsque la hauteur normale !Jo,
tout en étant inférieure à la hauteur critique Ye)
ne lui est pas trop inférieure.

Pour une valeur suffisamment faible du rap
port !lo/Yc' la première onde devient instable et
sa partie supérieure commence à déferler

gure 2]. C'est le ressaut déferlant (direct jump).
Les particules d'eau engagées dans le tourbillon
à axe horizontal qui constitue la partie défer
lante sont animées d'un mouvement de rotation
et ne participent pas au mouvement de transla
tion du fluide.

Cette discontinuité de la surface libre et la
perte de charge singulière qu'elle provoque ren
dent dans ce cas les équations (9) inapplicables.

Mais la localisation du ressaut permet alors
d'appliquer le théorème des quantités de mouve
ment entre les sections (1) et (2) en négligeant
l'inclinaison du radier du canal et les forces de
frottement entre les deux sections. Ceci nous con
duit à écrire que la fonction M (x) a la même
valeur dans les sections (1) et (2), c'est-à-dire
à la théorie classique du ressaut, en admettant
pour M la valeur de première approximation

M= y
2 + ~

2 gl Y

Cette approximation est rigoureuse dans Cl)

où .!.!JL = d
2

U = O.
dx dx2

THÉORIE DU DÉFERLEMENT.

Considérons une particule fluide située sur
la surface libre. Elle est en équilibre sur sa tra
jectoire sous l'action des forces extérieures (pe
santeur), des forces d'inertie et des forces de
liaison qui constituent la poussée du milieu en
vironnant. Pour que la particule ne tende pas à
quitter la surface libre, il faut que la compo
sante normale à la trajectoire de cette poussée
soit dirigée vers l'extérieur du fluide.

La valeur de cette composante sur la normale
extérieure:

( V~2 l,H = m g cos oc + )
oc étant l'angle de la normale aNec la verticale:

cos oc =(1 + y/2) -1/2

~ rayon de courbure de la trajectoire:

FIG. 20 FIG. 21 V vitesse de la particule:

V:':' = 112 + W2 = 112 (1 + 1'j'2) = œ, (l. l2 y2
(fi 0'. 20), ce qui tend à amortir les ondulations

t> ."
suivantes. Pour Yo/Ye assez petIt, ces dermeres
finissent par disparaître entièrement et le défer
lement, accompagné de bouillonnements intenses,
vient recourvrir la partie la plus basse de la ligne
d'eau, le phénomène prenant l'allure de la fi-

d'où:

H mgO 1'j'2) - J 12 ,-.... ] + Q2, Y':-.l. _ gf2 y2_

y'2)
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on en déduit la condition de non déferlement :

.-9.:_ d~ Y
gl~ Y~ dx~ -1- l > °

En première approximation, examinons com
ment se traduit cette condition, lorsqu'on con
fond la première onde avec la courbe (S), définie
par l'équation différentielle:

Q ~ 1 diT )~ (Q~ \--1-·· = (y - Yo)~ -- l,'J i (l7)
3 gfJ \ dJ: gl2 Yo2 )

il vient:

posons:

11 = y
Yo

En fonction de ces variables sans dimensions:

Q ~ d ~ 11
, '\ I)()ur eXIlression

g l ~ y2 dx~ ,

:J (11 -- ]) (2 ), -1- ] .-- :\11)

2 11 2

dont nous étudierons la variation lorsque y croi[

de ,l'J'I Ù Q~ c'est-ù-dire lors(!ue 11 eroît de
g l ~ Y o ~ ,

] ù )"

La valeur I1UnIma de cette fonction dans cet
intervalle s'obtient pour 11 = l"~ c'est-il-dire :

-
Q~

y=
g l ~ Y o ~

el son expression est:

3 (l, 1 )~

Le déferlement commence donc il apparaître
dans la partie supérieure de la première onde.

La condition de non-déferlement s'écrit:

soit:
l 2

-)~ > l _.-.. \' ;\

conuue :

1 = JJl~ Yo~ = (Jl0. -
l, Q ~ Ye

la condition précédente s'écrit
-----

3 / 2
..!h.' > \1/ 1 .- \i -,') = 0,57
YI' )

En pratique, le dt"fcrlement apparaît avant
que Yo/!Ie soit inférieur ù 0,57, l'inilueuce du
frottement de l'air sur la surface lihre jouant il
cet égard un rôle particuliel'. Un faeteur im
portant d'instabilité est également constitué par
le fait que l'écoulement n'est permanent qu'en
moyenne, la surface libre oscillant autour d'une
position moyenne. Les elTorts dynamiques qui
en résultent sur la particule d'eau contribuent
il son instabilité.

2, - Canal constitué de deux portions de pente différentes.

tions amont et aval; désignons par YOI el Y o ~ les
hauteurs normales correspondantes :

Yo~ < Ye < YOI i~ > il

Dans chaque portion de canal, les lignes de
remous (RI) et ( R ~ ) vérifient le système (H) res
pectivement pour les valeurs il et i ~ du para
mètre i.

Dans le plan HOy (fig. 2:\), les deux lignes de
remous sont représentées respectivement par
deux courbes (Cl) et ( C ~ ) , solutions du système
(l0)

Le canal s'étend ù l'infini il l'amont, il l'aval
il peut soit s'étendre il l'infini, soit déboucher
dans un réservoir (B) où le plan d'eau est fixe.

Nous supposerons la pente faible dans la por
tion amont et forte dans la portion aval.

Soient il et i ~ les pentes respectives des por-

(B)

FIG. 22

Q" d ( -" )
\ (j g ~ 2 dU ~; = H .- Y.-

l " dH =i- .. ~
- d!J c~ l~ !J::

pour les valeurs respectives il el i ~ de i.
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CONDITION A L'EXTnÉMITÉ AMONT.

---r
yYOl

FIG. 23

YcYo,

(HI

H

La hauteur d'eau réelle dans la section A sera
déterminée par les conditions aval. Pour étudier
les diverses l'onnes de la ligne d'eau lorsqu'on
fait varier les conditions aval, nous prendrons
le problème à l'envers, en faisant varier la hau
teur d'eau dans la section A.

L'allure des courbes de remous se déduit de
l'examen des courbes (C2) tracées dans le plan
HOy, pour diverses valeurs de h (fig. 2:3).

Supposons par exemple que h = YO] (hauteur
du régime uniforme dans la portion amont). La
ligne de remous (R]) à l'amont de A est la droite
y = !JOI correspondant au régime normal. Dans

H (h) = H OI (h)

z (h) = ZOI (h) + i2 - i]

y=h

Le canal s'éloignant il l'infini il l'amont, la
hauteur normale doit être réalisée loin à l'amont
de A, ce qui exige que la courbe (Cl) soit la
courbe (Co) correspondant à la valeur il de i.
Nous désignerons cette courbe par (CO]), Elle est
tracée sur la figure 2:L

A cette courbe (CO]) correspond, ainsi qu'on
l'a vu, une infinité de lignes d'eau se déduisant
les unes des autres pHI" une transJal"ion parallèle
il l'axe Ox, la l i g n ; ~ (R]) cherchée est celle qui
correspond aux conditions en A [x = 0 y = h] .

Quant à la courbe (C2), c'est la courbe inté
grale du système:

qui satisfait aux conditions de CAUCHY.

Soit 11 la hauteur d'eau réalisée dans la sec
tion A séparant les deux portions du canal.
POUl' y = h, les deux systèmes de solution de
(10) :

Z = Zl (U) H = Hl (U), Z =--"" Z2 (y) H = H2 (U)

H] (h) = H 2 (h), (pas de variation de la charge)

doivent v('rifier les conditions:

qui expriment la continuité de la surface libre
[cRI) et (R2 ) tangentes pour .r = 0 y = h J.

H = HOI (y) désignant l'équation de la courbe
(COl) (fig. 23) et ZOI (y) étant donné par l'équa
tion :

le plan HOy, cette droite est représentée par le
point Pl'

La ligne de remous (R2) il l'a'val de A est re
présentée dans le plan -(HOy) par une courbe
(CYOI) intégrale des équations Cl 0) 2 passant par
le point PI' La pente de (CYOI) en Pl a pour
valeur:

or:

(
dy \ _

ZOI (yO]) = -- J - 0
dx / J Y=YOl

A cette courbe (C2) correspondent une infînité
de lignes de remous se déduisant les unes des
autres par une translation parallèle à l'axe Ox,
la ligne (R2) cherchée étant celle qui correspond
aux conditions en A [x = 0, y = lz J.

En conclusion, à chaque hauteur d'eau lz dans
la section A correspondent deux lignes de re
mous (R]) et (R2) il l'amont et il l'aval de A qui
satisfont aux conditions aux limites dans la
section A et il l'infini amont.

(dH)
dy Y=Vûl
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comme d'après la définition du niveau normal

on voit que:

points olt la tangente est parallèle à OH. Comme
toutes les courbes (C), elle est d'ailleurs asymp
tote à (H). Lorsque y augmente indéfiniment, la
courbe de remous correspondante présente un
certain nombre d'ondulations dont l'amplitude
va en s'amortissant lorsque la profondeur d'eau
augmente, la ligne d'eau possédant, comme nous
l'avons montré, une asymptote horizontale.

L'amplitude de la première ondulation va en
augmentant lorsque la hauteur d'eau dans la
section A devient inférieure à hl' La pente de la
tangente à (Ch) en 1\ devient alors négative; le
poir1t le plus bas de la ligne d'eau à l'aval de
A se rapproche du niveau normal. En parti
culier, pour une certaine valeur h", de h, la
courbe (Ch",) qui passe par Ph'" passe par le
point P2 de coordonnées:

y = Y02' H = H 02 = Y02 + Q2/(2 gl2 !f022) ,
ce point étant atteint lorsque :r augmente indé
finiment par valeurs positives.

Nous avons Vu en efTet qu'il existe une simple
infmité de courbes (C) qui satisfont à cette con
dition. Ces courbes sont donc les courbes i n t { ~ 

grales d'une équation du premier ordre:

Comme au point Ph' H ct dH/dy sont des fone
tions bien déterminées de h, l'équation préc(\
dente est une équation en II qui permet de
déterminer hm'

La position du point Phm sur la figure 2:3 a
dé déterminée pal' continuité, en utilisant la
propriété démontrée plus haut concernant l'aire
comprise entre une courbe (C) et la courbe (H).

La ligne de remous (H2 ) correspondante est
asymptote il la droite y ,= Y02 du régime uni
forme.

Il est facile de se rendre compte que la hau
teur d'cau dans la section A ne peut être infê
rieure à hm, cal' la courbe (Ch) correspondm1te
(voir figure 2:5) serait située entièrement il gau
che de 1\, la hauteur d'eau à l'aval de A décroî
trait sans cesse et la courbe de remous COlTes
pondante ne pOlll'l'ail satisfaire aux conditions
aval.

Le tracé des diverses courbes de remous cor-

. Q2
l,> - M'~ _

- c2 l2 h:;
--'~'------'------'------'-

z (h)

_ . _ ( dY )
"01 (h) -- -l-' _

(,r 1p :::],

(dH '1

\ dU )l/=h

( dH
1-- ::::::=.·x
\ dy :>/=h,

(dH \
\ dU )l/=YO, = 1

La courbe (CUOI) eorrespondante est tracée sur
la figure 23, elle est très voisine de (H). La
courbe de remous (H2 ) s'en déduit immédiate
ment.

Si la hauteur h dans la section A est supé
rieure à YOI' (R]) est représentée dans le plan
(HOy) par un arc (p] Ph) de la courbe (CO]), situé
à droite de Pl> et R 2 est représentée dans le
même plan par une courbe (Ch) passant par le
point 1\ et adm.ettant en ce point une tangente
déterminée; la courbe (Ch) est encore très voi
sine de CH).

Lorsque la hauteur II dans la section A est in
férieure à YO], le point 1\ est à gauche de Pl'
la pente de la tangente à (Ch) au point l'h aug
mente. Cette pente a en effet pour valeur:

or :

où:

La courbe (Ch]) est tracée sur la figure 2:3;
elle possède, outre Ph]' un certain nombre de

est la pente par rapport au radier amont de ln
ligne de remous (H]), pente négative pour h<yo].
z (h) est donc une fonction décroissante de h et
elle s'annule pour une certaine valeur hl' On
a alors:

1

: lb,
____ .__ i. _

rev35
Rectangle 
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respondant aux diverses hauteurs d'cau dans la
section A est figuré sur la figure 24. Ces lignes
d'eau sont obtenues lorqu'on fait varier les con
ditions aval, par exemple la hauteur d'eau dans
Lm réservoir 13 situé ù une distance L li 1''1\''11
de A.

Lorsque le niveau de l'eau dans 13 diminue, la
hauteur d'eau dans la section A décroît. Au-des
sous d'une certaine cote izE du plan d'eau dans
le réservoir 13, il est impossible d'obtenir une
ligne de remous (R2) satisfaisant aux conditions
limites en A et 13, la hauteur d'eau dans la sec
tion A devient indépendante des conditions aval,
tout se passant comme si le canal de pente Î 2

s'éloignait indéfiniment à l'aval. La ligne de re
mous "est asymptote au régime uniforme y = Y02'

la hauteur d'eau en A étant précisément Iz m•

Dans le plan HOy (fig. n), la courbe figurative
est (CI"',)'

A l'amont de 13, tout se passe également
comme si le canal de pente i 2 s'éloignait indéfi
niment à l'amont. La ligne de remous se déter
mine alors d'après les considérations du paragra
phe (1), la courbe figurative dans le plan HOy
étant (C02).

On retrouve ainsi la notion classique de « sec
tion de contrôle ».

Le problème se résoudrait de la même façon
si le canal comportait un plus grand nombre
de portions de pente difl'érentes. Nous allons
maintenant préciser les conditions aux limites il
l'extrémité amont.

3. - Canal communiquant à l'amont avec un réservoir A,
l'admission de l'eau étant réglée par une vanne.

Désignons par H la cote du plan d'eau dans le
réservoir A, au-dessus du radier du canal; a, l'ou
verture de la vanne.

Nous supposerons que le canal de pente
s'éloigne à l'infini à l'aval.

Le problème se pose de la façon suivante:
Pour des valeurs données de a et de H, quel est

le débit Q dans le canal et la forme de la ligne
d'eau?

Les conditions aux limites à l'extrémité amont
seront obtenues en appliquant le théorème de
13EHNouLLI et le théorème des quantités de mou
vement entre la section (1) située au droit de
la vanne et la section (2) située dans la portion
de canal à l'amont de la vanne, suffisamment loin
de celle-ci pour que la répartition des vitesses
puisse y être considérée comme uniforme.

Nous négligerons également la pente et la
courbure de la ligne d'cau dans la section (2)

12)

1

1

1

Ih
1

1

i

"/
FIG. 25

11)

,-
1

QI

ainsi que les pertes de charges par frottement
entre (1) et (2).

Dans ces conditions, l'application des théo
rèmes précités nous permet de connaître pour
un débit Q la valeur des fonctions H (a) et
.iVI (a) dans la section origine (1) du canal. On
a, en effet:

l ~ _ ; _ + -,-Q~ = M (a) -\- P
gU Il . 9 9

Il désignant la hauteur d'eau ù l'amont de la
vanne et P la poussée de l'eau sur la face amont
de celle-ci. Cette poussée est une fonction de
l'ouverture a et de la hauteur d'eau amont Il
que nous préciserons plus loin.

Nous nous bornerons pour le moment ù mon
trer que les conditions aux limites permettent la
détermination du débit.

En éliminant d2 y/d:r2 entre les deux équa
tions qui déterminent les fonctions M et H, on
obtient une équation donnant la pente de la li
gne d'eau au droit de la vanne:

Q2 (dl] \2 . aa Q2
-;--2 ~ . _ ~ ! = H (a) (/2 ---+--" -- M (a) a
bg!...\d:r/iJ=a 2 2g1-

dont il faut prendre la solution correspondant
à une pente négatÎ've.

Pour une valeur donnée du débit Q, la ligne
d'eau est ainsi parfaitement déterminée par les
conditions de CAUCHY au droit de la vanne.



LA HOUILLE BLANCHE ])Ù;EMIlHE HJ53

dy = ( dY_)
d.r \ d.l: 11 oc: Il

POUl' :r = 0 y=a H = H (a) . ". " (' dl! \ èqm sll1tcgre alscmenl en posant -._) == Z (lj),
\ d.T '

c(' qui conduit à l'équation linéaire du premier
ordre:

Le débit est alors déterminé par les condi
tions d'écoulement aval.

Avant d'examiner l'influence de ces conditions,
nous commencerons pal' étudier l'écoulement
sous une vanne en négligeant le frottement, hy
pothèse sensihlement conforme à la réalité lors
que le radier, supposé horizontal, s'étend à l'aval
sur une assez faihle longueur.

.Q2
gylè

dont l'intégration est ÏInmédiate par l'utilisniion
d Il fncteur intégrant 1lit:

on ohtient ainsi l'intégrale première

'l'lIÉonIE DES i,COULEMENTS l'An VANNE DE FONDS.

Le frottement étant négligé, la ligne d'eau à
l'aval de la vanne est une solution de l'équation
dil1'érentielle du second ordre:

(18)Q2 (d lf \ 2 , l{; Q2
.--'-.. --') = HlJ2 .---- -'- -+ --- .- l'vIl/
(j g[2 dx ' 2 2 g12 .

Les équations (18) et (19) sont équivalentes, ln
forme (19) montrant que la constante d'intégra
tion C qui intervient dans (18) C = _. M. Dans
ces conditions, (18) et (19) s'écrivent:.. Q2

2 glè yèy

que l'on peut mettre sous la forme:

Q2 (dl/)2 ., l{l Q2
-U.- =Hy'.----,--') -+ '>'gl'" -+Cy (18)'(jgP dx / __

H désignant la charge à l'amont de la vanne.
C'est une constante caractérisant l'écoule
ment (*),

On en déduit immédialement une intégrale
première sous la forme:

Précisons maintenant les valeurs de H et :M
qui sont données, nous l'avons vu,' par le théo
rème de BEnNOULLI et des quantités de mou
vement.

Si il est la hauteur d'eau à l'amont de la
vanne (fig. 25), on a :

P
I? g

H =.-= Il

1" Q2
M = ~ -+ gPIl

dl! \2-1 œ
~h') . == H -- y ' ~ '2 gi2 liQ2 d ,- 1

6 gl2 dy . Y

C étanl une conslanle arhitraire qui est déter
minée par la connaissance de la valeur de :1'1.
En el1'et, en se reportant au système (8) qui
s'écrit :

Q2 l d2 l.! 1 (dl./ \2J _ i;2 Q2- -- --\ M------agl2 . dx2 - y dx / _ - 2 g[2 Y

dM =0
\ dx

on voit que la fonction M (x) est également une
constante caractéristique de l'écoulement et que
la ligne d'eau est également une courhe intégrale
de l'équation:

Q2 [d2!l 1 (dY)2 J_.. y2 œ
3gfi. da:2 - y dx / .... - M·- -- 2- ' .. g[2 Y

La poussée de l'eau P sur la face amont de la
vanne est foncti.on de l'inclinaison et de la
forme du taillant, de la hauteur d'eau amont Il

h

//
" " / . /., / ,,' ,

FIG. 26

et de l'ouverture a. Nous nous placerons déli
hérément dans l'hypothèse d'un taillant vertical
à hord vif.

Nous meltrons la poussée par unité de lon
gueur Pli sur la face amont sous la forme:

C*) En effet lorsqu'on néglige le frottement et si le
radier est horizontal i = 0, la seeonde équation du sys
tôme (!J) s'éerit dH/dx = 0, e'est-à-dire H =e''',

p

Tifi
(h - a)2

2
F ( Q2 )

gP Il2 a
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Lorsque a = 0 (vanne fermée), la répartition
des pressions est hydrostatique. On en déduit :

F(o) =1.

Pour une valeur faible de l'ouverture relative
a/11, nous nous limiterons au premier terme du
développement de :

F ( Q2 \,
\ g12 112 a )

(
a \ Q2

FIl) = 1 '" (1'912 112 a + ' ..

fi. étant un coefficient sans dimension dont nous
déterminerons plus loin la valeur dans l'hypo
thèse d'un taillant vertical à bord vif. En tout
état de cause, !Jo est nécessairement positif car la
pression étant égale à la pression atmosphéri
que au droit du bord inférieur A de la vanne,
on doit avoir:

d'olt l'on déduit:

FIG. 27

ou, en tenant compte des valeurs de H et M

Q2 Q2
Yo + 2 g[2 yo2 = 11 + --:'Tgl:.2j!

~02 + /J~o = a11 ----~i + gz9JI +')'~(jNjl~~-(I)~

Les valeurs de H et IVI étant déterminées, la
connaissance du débit Q permet d'obtenir la
ligne d'eau. C'est la courbe intégrale de l'équa
tion difIérentielle (18) qui satisfait à la condition
de CAUCHY.

<

.T=O

(lI - a)2

2

y=a

équations qui, pour une hauteur d'eau amont 1z
et une ouverture a données, déterminent le dé
bit Q et la hauteur d'eau Yo à l'aval.

Nous adopterons pour la résolution de ce sys
tème des variables sans dimensions en utilisant
les eoefficients classiques:

Ouverture relative: l, = a/11

Coefficient de contraction: v = !Jo/a.

En fait, ce sont les conditions d'écoulement
aval qui déterminent le débit, ainsi que nous le
verrons plus loin en étudiant, compte tenu du
frottement, le cas d'un canal de pente i. Par ana
logie avec cette étude, nous ferons, pour calculer
le débit, l'hypothèse suivante: « La ligne d'eau
est la courbe intégrale particulière de l'équa
tion (18) qui admet une asymptote horizontale. »

Dans ces conditions, si y = Yo (*) est l'ordon
née de cette asymptote, l'équation en !J

admet une racine double pour !J = !Jo, ce qui
conduit aux deux relations:

(') Ne pas confondre Yo avee la hauteur normale qui
n'est d'ailleurs pas définie puisque i = 0 et que l'on ne
tient pas compte des frottements.

La première équation s'écrit alors:

,_, _ 2 .g[2 yo2 lz2 ,,"Q = 2 g[2 a2 II X __J_-_

--h+Y;;- 1 +/\v

Q = ,v . la \12 glz = Cf! la V2 g11
VI + l, v

v
Co = ---- désignant le coefficient de débit.

VI +), v <

En reportant la valeur de Q2 dans la deuxième
équation, on est conduit à une équation en v :

(1 +),v) [Àv2 -2+1\1
- 2 p. (1 - À)2 1}"2 = 4 v (v 1\ - 1) (20)

qui donne le coefficient de contraction v en fonc
tion de l'ouverture relative 1\ = (a/lI).

CAS n'UNE « OUVERTURE RELATIVE» NULLE (/\=0).

Ce cas est réalisé lorsque la hauteur d'eau
amont lz est grande par rapport à l'ouverture a
de la vanne.
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=-=]

En fait, lorsque a/h est suffisamment grand,
J'influence de la poussée devient négligeahle.

On voit aussitôt que lorsque J, tend vers 1, la
rncine de l'équation en cr inférieure il 1 tend

(
Q')F .,- ,on:l

. gl~ h~ fi
vers l'unité, quel que soit

:tiors : v = 1 J. = ].

(h--a)~ . Q~ .
P = 0 gl----- F 1 .' }' au l}remier terme

• C) \g[2 l z ~ a /

du développement de F ( Q~
\ gZZ lz~ (f

ce qui est conforme à l'expérience. Pour des va
leurs supérieures du rapport a/h, on peut se
demander s'il est justifIable de se limiter d::ms
J'expression de la poussée :

_Œ_I_.O,H11J 0,H2!).'-(...:J,_H4_!l-'---_O_,H_7(.I_ i_O,Hfj;~1 0,718 I_..!-__
Cil [O,Gll! O,H10 O,H10" O,Gll i Il,1j);1 ! 0,H1G 1 O,iOi

Il 1 ! 1 1
1. = --! ° 0,1 0,2 0,3 O,-l i 0,5 i

hIii

Sa résolution à l'aide des fondions analytiques
conduit à des valeurs égales pour le eoeffieient
de débit et le coefficient de contraction.

(Coupe fJ

Le coefficient de débit Cqm est alors égal au
coefficient de contraction V m et v"" est solution
de l'équation du second degré --1 + 2 v =!J. G ~ .

Ce cas particulier est intéressant car il va nous
permettre de déterminer la valeur de fi. pour un
taillant vertical à bord vil'. En efTet, lorsque a/h
est très petit, tout se passe comme si le fluide
à l'amont de la vanne et loin de J'ouverture était
à une pression uniforme. On est conduit au pro
b](',me classique d'hydrodynamique de l'écoule
ment par ZInc fente pour un lluide non pesant en
mouvement irrotationne1.

(Uj 11

On en di,duit 1:1 valeur du coefficient iJ· :

]
- O,ïOï.

\!3f

~ !.
1

:0 Yo
,h

1

d'où

FIG. 29

H.emarquons en passant que dans le cas d'un
orifice rentrant (orifIce de BORDA), la répartition
des pressions sur la face amont de la vanne est
rigoureusement hydrostatique; on a alors :
[J. = 0 Cq = cr = 1/2 dans l'hypothèse d'une ou
vertllre relative tl'ès petite. Pour une ouverture
relative J, différente de 0, le coefficient de con
traction serait donnée par l'équation (20) où l'on
fait !J.:= O.

H.evenant au cas d'un taillant vertieal à bord
vif, le coefficient de contraction v est donné en
fonction de l'ouverture relative par l'équation

('jm-

2- lH\/2 oH:3 .J

La hauteur d'eau lz est égale à la hauteur cri
tique. On retrouve la formule de BELANGER don
nant le débit d'un déversoir à large seuil

:1 ]- 1
2')

h

(\'>
_-l_-_ =c=]
gZZ h:

H = h --1- __ .J2~____ = h
, :2 gl~ lz~

1,190 (L-- ) . ) ~ G ~

dont il convient de prendre la solution infé
rieure à 1.

Le tableau ci-après donne les valeurs de v el
Cr] en fonction du rapport} = (a/h).

L'examen de ce tableau montre que le coeffi
cient de débit Cr] reste sensiblement constant
lorsque J. varie de 0 à 0,5.

rev35
Rectangle 
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EQUATION DE LA LIGNE D'EAU.

L'équation différentielle de la ligne d'eau (18)
se met sous la forme:

~ 1 dZ] \ 2 1'" Q2 c'/. 1--' .J = (y -- YO)2 -'- -_.Z] (l7)
3 gF \ d.'t / . __ g[2 Y02 ._

creee est la cause de phénomènes pulsatoires
avec décollements et recollements successifs de
la lame d'eau avec la surface d'appui. Les effets
dynamiques correspondants engendrent dans
certains cas des vibrations particulièrement dan
gereuses du corps de la vanne.

Désignons par (1] l'ouverture maximum de la
vanne correspondant à la hauteur d'eau amont

L'intégrale générale s'écrit:

en faisant intel1Venir l'ordonnée Yo de l'asymp
tote horizontale.

Cette équation à variables séparées s'intègre
à l'aide des fonctions élémentaires.

(
Q')

/ - / 4 - --/
.Î - ./0-+ g[2 Y02 .Jo

Ac ax/yo

! ax/yo\2
( 1 -+ Ae J
, J

FIG. 30

En faisant intervenir les variables sans dimen
sions :

Cl. étant un coefficient sans dimension dont la
·valeur est:

La constante d'intégration s'obtient en écri
vant que pour ;r= 0 y = a.

( Q2 ) Af1=/ ·4 ----./
.Jo +, gY02 .Jo (1 -+ A) ~

maximum hl' Soit, dans ces conditions, (El) la
courbe d'écoulement théorique correspondant à
un taillant vertical à bord vif. On ne change rien
à l'écoulement en remplaçant le taillant par un
profil épousant une partie de la courbe (El)'

Si, pour une ouverture quelconque a inférieure
à al' la courbe théorique d'écoulement (E) est si
tuée au-dessous de (El), la lame d'eau corres
pondant à cette position exercera sur la surface
d'appui une poussée verticale dirigée de bas en
haut, et aucun p h é n o m l ~ n e pulsatoire ne sera à
craindre au cours de la levée de la vanne.

Une condition nécessaire pour qu'il en soit
ainsi se déduit de l'examen de la figure 31.

vS ( Q ~ - g[2 Yo;;)

Q
Cl. =

J.= a
h

cr = J1sL
a

A est la solution de l'équation du second degré:

~ - - - - - - - - ' - - - ' - " - ' - r -r---
(E) dl 1---.....::::::---l.:::..''--.----=-l---+ d,

dont il faut prendre la racine supeneure à
l'unité, qui correspond à une pente négative de
la ligne d'eau au point A x = 0 Y-- (1.

(F, ) 1

Yol
1
1

PROFIL OPTIMUM

DE LA SURFACE D'APPUI n'UNE VANNE.
FIG. 31

d = a -- yo < dl = al - YOl

La manœuvre de levée de la vanne ayant lieu
sous la charge constante:

Les vannes courantes ne peuvent être consti
.tuées par un taillant à bord vif, leur surface
d'appui doit avoir une certaine épaisseur de fa
çon à assurer la transmission des efforts. Dans
ces conditions si, pour une certaine ouverture
relative a/h, la ligne d'eau est située au-dessous
du profil de la surface d'appui, il se produit entre
cette surface et le niveau du courant un espace
en forme de coin où l'air est entraîné par le frot
tement hors de cet espace. La dépression ainsi

Elle s'écrit:

Q2 -
H = h -+ 2 g[2 h 2 - hl -+

Q,2
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nous sommes conduit il poser: L'équation différentielle (17) de la ligne d'eau
s'écrit, en variables sans dimensions:

:3 . <, 1'1 À (') 1 • ) "\(u -- a)----- -- . -- J, au ..
a2 2 .

i=(x/a) :u = (y/a)

( dU)' ~
\ di

( 1 + J,~ a~ )

!. 1 + J. a

d = a - Yo = h J, (1-- a)

H = 11

d'où:

d=
J, (1 -- a)....--.------ - H

) ') ..
) ..J._ ,- a-

I ] _+ ;, a

Pour l, = 0, la détermination négative s'écrit:

du \!T )= -- -- (/1 -- a
di a

d dont l'intégrale générale s'écrit:

/1 = 1,1=0

A étant déterminé par la condition

on en déduit l'{'quation de la ligne d'eau sous
la forme:

------r
Àn '

FI(;. :12

d,

ou, en tenant compte de la valeur du coefficient
de contnlction pour:

L'examen de la courhe représentant la varia
tion de d lorsque l'ouverture relative l, varie de
o à 1 (a étant relié à ), par la relation (20»),
montre que d passe par un maximum d,,, corres
pondant il une ouverture relative J'm' !J =~ 0

a) e

a = 0,611

La condition d < d] exige donc que

l'I :-.= al/hl < )'m-

.Y. = 0,6] 1 + O,:38H e-~·s:::i'/(/
a

CeUe condition n'est d'ailleurs pas suffisante. En
efIet, la pente de la tangente en A à la courbe
(E) est donnée, en fondion des variahles sans
dimensions, par l'expression

VANNE SUIVIE D'UN CANAL HECTANGULAIHE

DE PENTE UNIFORME.

Lorsque l'ouverture relative l, croît de 0 à 1,
cette pente décroît de ] ,10 il O. La courbe (E)
se trouve donc au voisinage du point A au
dessous de la courbe (El)' même si la condition
précédente est réalisée (confers fig. 31).

I! convient donc de s'assurer que, pour une
ouverture a inférieure à l'ouverture maximum
al' la courbe (E) recoupe (El) à l'amont de l'ex
tréniité du profil de la vanne.

_«!L
d.t'

= v:i Cl -- a)
a

Nous supposerons la vanne constituée pal' un
taillant vertical à bord vif et nous tiendrons
compte du frottement.

Nous avons vu que, dans ces conditions, le d{'
hit est déterminé par les conditions d'écoule
ment à l'aval de la vanne. I! dépend donc non
seulement de l'Olwerture relative a/h, mais aussi
de l'inclinaison du radier,

La lio'ne de remous à l'aval de la vanne sera
t> ., tdéterminée par la courhe (C) qUI la 1'epresen e

dans le plan HOy.
Les fondions H (a) ct M (a) à l'aplomb de la

vanne (;r = 0) sont données, en fonction du dé
hit Q, par les relations:

EQUATION DE LA LIGNE D'EAU

POUR UNE OUVEHTURE BELATIVE NULLE.
Q2

fI (a) = h + -2 g[2 hi = Je

C'est le cas où la hauteur d'eau amont 11 est
trl's grande vis-à-vis de l'ouverture de la vanne.

a2
M (a) = ah-

2
Q ~ Q2 ~

-/- fi..-.. (h - a)-
g[2 h 2 g12 h~ a
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d'où l'on déduit la pente de la ligne d'eau en A : H (u) ==c éJe

Q:!./d... I,'1 \ 2 ., Q:!
1 =H({/)(/ê.__ (1" + ~ - _ ... _-:M({/){/

6gl:!\dx)ycc" .. 2 '2gF

soit :

1 dIJ( .'--

\ dl'

FIG, il-!

La courbe (C), qui rcpréscntc la lignc dc rc
mous dans lc plan HOy, est donc la courbc in
tégralc du systt'llle (10) H = H (U) :

l1~~ ~~ [-{j-J= H --- Y - - '2 ~~Ù2

dH =c=: i _ J,.F _
dy c2 [~ y::

qui satisfait pour !! = (/ aux conditions de
CAUCHY:

- 1 dl!:: Ca) = ! ---
\ d.l' y:="

Pour un débit donné Q, cctte courbe (C) est
donc parfaitement déterminée. Il reste il <1t\ter
miner le débit Q par les conditions d'écoule
ment aval, c'est-il-dire en écrivant que la ligne
de remous est asymptote il la droite du régime
uniforme lorsque .T tend vers 00, Or, on sait
qu'aux lignes de remous satisfaisant il cette con
dition correspond dans le plan (HOy) une sim
ple infinité de courbes (C). Il existe donc entre
les données initiales, a, H Cu), z (a), une rehltion
qui détermine le débit.

Le tracé de la courbe de remous se ( h ~ d u i t de
l'allure de la courbe (C) dans le plan HOy, Les
courhes de la figure 35 donnent le t r a e { ~ des di
verses lignes d'cau ct des lignes (C) correspon
dantes, pour une charge amont H donnée lors
qu'on fait varier la pente du canal de décharge,

Nos équations ne sont applicables sous la
forme (10) que si la pente est suffisamment faihle
pour qu'on puisse poser sin i = i, cos i = 1.

Dans ces conditions, la pente de la tangente
en A il la courhe (C)

Q:!. 1 1
c2 [203 (<!Ij\

1 -- )

\ d:!' . 1/c=a

111

(2.)

v·,/////////7//////7///V///////7.
t ~ 13)

!
0',

y

H

!---Q-_.

H

/, ///7/:////77//77/7/////////// ////,////7/ /////////77// //.// ////
14)

FIG. 35

rev35
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qui satisfait pour x =-.-= 0 aux conditions de CAU

CHY Y ==c: a :

Q .)
i- _. IC·=O

c2 [2 y3

Q 2- R
Il( = C2[2 cr:: d'

Supposons que l'on donne préeîsément à la
pente du canal de décharge la valeur

pour laquelle la hauteur du régiule uniforme
Yo coïncide avec cro '

Dans ces conditions, la courbe (CR)' qui repré
sente dans le plan HOy la ligne de remous (R),
est voisine du segment AB (fig. :16). QR est donc

asymptote à la droite y = Yo du reglme uni
forme, Yo étant défini par l'équation:

(/

11'Y=' a

/ dy
\ dx

Comme la pente de la tangente en A ù la courbe
de remous (dy/d,-rh=a ne dépend que du rapport
(l/11 et est voisin de 1 en valeur absolue, si (l/11
est assez grand (dH/dy) V=CL a une valeur faible;
(dy/dx)v=a étant négatif (dH/dY)y=a a un signe
variable a'vec la quantité i·- (Q2/C2[2 a;',), c'est
à-dire avec la position du point A par rapport
à la droite (D) du régime uniforme y = Yo, cette
pente est négative si Yo < Cl et positive si Yo> a,

Pour une valeur suffisamment faible de la
pente du canal de décharge, le régime devient
Iluvial dans le canal, on voit apparaître un res
saut ondulé. Lorsque la pente diminue encore,
le front de l'onde se raidit et la première vague
déferle, le ressaut remonte progressivement dans
le canal et vient recouvrir le bord inférieur de
la vanne.

Pour une valeur faible de la pente du canal de
décharge et lorsque le seuil n'est pas noyé, il
est intéressant de comparer la valeur du débit
et la forme de la courbe de remous au voisinage
de la vanne au débit théorique Q'l' et à la ligne
de remous théorique (RT ) précédemment obte
nus en supposant le radier horizontal et en né
gligeant le frottement.

Cette courbe (R]') est la courbe intégrale de
l'équati on difTérentielle :

le débit théorique QT étant précisément la valeur
qu'il faut donner à Q pour que cette courbe ad
mette une asymptote horizontale.

Dans le plan HOy, cette courbe (RT ) est repré
sentée par le segment AB de la droite H = :Je,
compris entre les droites d'équations y=Cl, y=cra
(cr coefficient de contraction).

Lorsqu'on tient compte du frottement, la
courbe de remous (R) est la solution du sys
tème:

a

1

-~(RT)

- ]0"0
,

FIG. 36

qui satisfait, pour ,1:: = 0, mlX conditions de
CAVCHY:

. Le débit réel QR étant la valeur qu'il faut
donner à Q pour que cette courbe intégrale soit

pratiquement égal à Q,]', en fait il lui est légère
ment inférieur.

Quant au coefficient de contraction, il est
dans ce cas légèrement inférieur au coefficient
théorique cr, la hauteur d'eau remontant ensuite
pour atteindre le niveau normal.

Lorsque la pente du canal de décharge est in
férieure à iR, le débit est inférieur à QT et le
coefficient de contraction supérieur au coefficient
de contraction théorique.

Lorsque i > iR , Qest supérieur à QT'
En conclusion, pour de faibles pentes du ca-

Q2
•/1--- ----"'-
} 2 gU!t

_ dUH _.-:Je,--
d:x:

y = a,
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nal de décharge, le débit varie entre des limites
assez voisines tant que le seuil n'est pas noyé,
la valeur moyenne du d t ~ b i t étant bien représen
tée par le débit théorique Q,I"

Ecrinms que pour U =" h :

_rlU. r[2}L
d.r d.l'''

()

On ubtient :

4. -- Déversoir à large seuil.

Connne dernière application de nos équa
ti.ons, nous étudierons un type d'écoulement ra
l11dement varié qui a donné lieu il de nombreu
ses recherches théoriques et expérimentales:
l'écoulement sur llIl déversoir à large seuil.

Nous supposerons le radier horizontal et le

Et' il W
2 yl~ he

?II h 2 -.Q2"
2 ,I/[21z

L't~quation précédente se rnet sous la forme:

y (17)

dont l'allure des courhes intègrales esl figurée
sur la figure ; ~ 8 .

FIG. :\7

On en déduit ;

ilo pour !ILa condition dy .._!f...Y
d;r (/;r2

n'esl donc pas suffisante pour que la ligne d'eau
. Q - - - ~ .. soit une droite, il faut en outre quc h

.If12 1l~

réservoir amonl su/fîsam11lenl pJ'oFond pOUl'
qu'on puisse négliger la vilesse d'approche. :'\ous
désignerons par at' la hauteur d'eau amont au
dessus du déversoir.

Nous COlllmencerOllS par étudier le p h t ~ n u l n l ' l w

en négligeant le frottement.

CAS D'UN SEUIL T l U ~ S LISSE.

Le débit a alors la valeur:

Ce résultat peut être étahli d'une mt1l1il're dif
férente en recherchant les conditions que doivent
remplir les données pour que la ligne d'eau soit
précisément une droite.

Cette ligne d'eau est une courbe intégrale de
l'équation différentielle

En pratique, les condi lions d'écoulement aval
(hauteur d'eau dans le réservoir aval) et le frot
tement sur le seuil diminuent la valeur du débit
qui est inférieur à Qm' sauf dans l'hypothèse d'un
seuil lisse dont la longueur n'excède pas quatre
à dnq fois la hauteur d'eau amont.

Même si, dans la détermination de l'allure de
la ligne d'eau, on peut en première approxima
tion négliger le frottement et supposer la charge
constante et égale ù Cft', on est conduit à prendre
comme valeur du débit sur le seuil une quan
ti té Q inférieure à Qm.

Dans ces conditions, la ligne d'eau est une
courhe intégrale de l'équation (18).

Les considérations qui vont suivre ont pour
but de déterminer, pour une charge amont de
et un débit Q sur le seuil, la hauteur d'eau 1l :'\
l'extrémité :uüont el la valeur de la constante M.

~ ...2 g[2 ... :MU(lS)Q2 (.!!!L
(j gl2 \ d.r

Dans ces conditiolls, nous avons vu au para
graphe précédent que si on règle le débit sur
le seuil à l'aide d'une vanne d'ouverture a, pour
une ouverture de la vanne égale aux 2 / ; ~ de la
hauteur d'eau à l'amont du seuil a = h = % ae,
la ligne d'eau effleurant le bord inférieur de la
vanne était constituée par une droite horizon
tale.
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DÉTEllMINATION DE LA HAUTEUll D'EAU 11
A L'EXTllÉMITÉ AMONT DU SEUIL.

Pour une valeur de débit Q < Qin' la hauteur
d'eau sur le seuil oscille entre deux valeurs ex
trêmes Yo et YI qui sont les racines les plus
grandes de l'équation du troisième degré:

_, lj:J Q2
Je !J- - -") + 9-g-- -- My = 0

~ ~

Le point le plus bas d'ordonnée !J = !Jo est
atteint nous le verrons, à une distance faible (le
l'extrémité amont du seuil.

H

--=o-l'-_-_-y-o_-_-_-t-; - _ ~ ! - + - ' - - - - - y

h 1

A
B

/

FIG. :ln

Le point C de eoordonnées Y = Yo H = Je qui
le représente dans le plan HO?J, est situé au
dessus de la courbe (HQ ) définie par l'équation

Q2
H = IJ + ---~--

. 2 g12 y2

ce qui se déduit immédiatement de la relation :

En effet, pour:

dU--==0
d.T

donc:

Q2ae - Yo- > 02 g12 Yo2

Il existe donc à l'amont de C un point B de
la ligne d'eau correspondant à une hauteur
d'eau h, pour lequel on a rigoureusement:

Q2
'1f) -lz +
O~ - 2 g[2 h2

en ce point:

( d2 U ) __1_ (.!!JL\2

\ d;"l:2 !!=h - 2 II dx )Y=h

Le point B ne coïncide pas avec l'extrémité
amont du déversoir, mais il en est très voisin. Il
est donc justifié de prendre pour hauteur d'eau 1z
à l'extrémité amont la racine de l'équation
Je = 11 + (Q2/2 g12 112') qui correspond au ré
gime fluvial, racine qui est réelle pour toute va
leur de Q inférieure à Q",.

DÉTEllMINATION DE LA CONSTANTE M.

La signification mécanique de la constante 1\1
dans l'équation (18) a déjà été définie au para
graphe précédent. Elle s'introduit par applica
tion du théorème des quantités de mouvement
et conduit, lorsqu'on néglige le frottement, à la
relation:

~ [f'2J1 L (dU )2J = M y2 __ Q2_
3 g12 dx2 y dx 2 gl Y

dont l'intégrale première est, nous l'avons déjà
démontré, équivalente à (18)-

On est donc conduit, pour déterminer la va
leur de M, à appliquer le théorème des quanti
tés de mouvement aU volume de fluide compris
entre les sections (1), (2) et (3) représentées sur
la figl1l'e 40_

(1) est la section précédemment définie où la
hauteur d'eau est h et qui coïncide pratiquement
avec l'extrémité amont du déversoir;

(2) est une section normale située suffisam
ment à l'amont pour que la vitesse de l'eau soit
négligeable dans toute la section;

(3) est une section horizontale située à une
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cote z au-dessous du seuil, assez bas pour que
la pression puisse être considérée comme cons
tante et la vitesse nulle en tout point de cettc
section.

Dans ces conditions, le théorème des quanti
tés de mouvement en projection sur un axe ho
rizontal s'écrit:

((Je + Z)2 = _1_ [1 p dû + .-l·f ( u2 dû + ~.
2 ~ gl. (1) 19 -' (1) ~ gl

D'après la signification de M, on a :

Nos équations supposent en efIet que le radier
du déversoir est une ligne de courant, cc qui
n'est pas réalisé lorsqu'il y a apparition sur le
seuil d'un point de décollement avec zone de
dépression à l'aval.

Dans l'hypothèse d'un écoulement à poten
tiel des vitesses à l'amont du seuil, on a, en
désignant par V la vitesse de l'eau en un point
du parement amont :

1 - r V"
a=r ) .. (L) 2 ~- il û

Pour un seuil muont bien arrondi, nos équa
tions ne nons perm:ettent pas de déterminer

l (!r~), mais elles nons donnent la valeur de

II
cette fonction pour deux valeurs du rapport {Jf

Pour:

M = ..,_1 f ( P dû +J_ fI u2 dû
~ gl. -' (1) 19 _ (l)

P désigne la poussée de l'eau sur la paroi amont
du dérversoir entre la section (3) et le seuil. Elle
est représentée sur la figure 40 par l'aire hachu
rée horizontalement. On voit immédiatement,
en se reportant à la figure 40, que :

P (éfe + z)" ::Jet!: ~-- = -,--- -- -- -- 0
l ~ g 2 2

o étant une qualité positive qui dépend de la
vitesse d'appel de l'eau au voisinage du seuil et
qui est représentée sur la figure 40 par l'aire
hachurée verticalement.

On en déduit:

Nous poserons :

0=

2
3

d'où

Q" l' (-(·~flC·,·.\",·,·.j
2 g'2 fic

{fCZ

H

;ff 2 ~
M= - +0

2

o est une fonction de la vitesse à l'extrémité
amont du seuil dont on peut déterminer la va
leur lorsque le débit est nul et lorsqu'il prend
sa valeur maXinll11n Q",.

Le débit est nul lorsque le plan d'eau dans le
réservoir aval est à la cote de au-dessus du seuil.

On a évidemment dans ce cas:

l [( {ff2
M = · ~ - g l . -'(l/dû =2 +0=0

lorsque Q=Q", nous avons vu que 1\'1=,(2 Cfe" /3)
d'où 0 = (::Je 2/6) ; 0 varie donc de 0 à éfe2/H lors
que la hauteur d'eau amont h sur le seuil varie
de éfe à 2 ::Je/3.

Ces considérations ne sont valables que si le
rayon de courbure du raccordement du seuil du
d é ~ T e r s o i r avec sa paroi verticale d'amont est suf
fisant pour éviter tout décollemenL

f(2\,= .. r~
3 ) 8

d'autre part, la pente de la tangente à la ligne
d'eau sur le seuil est donnée d'après (8) par la
relation :

[
Z/C2 Q2, (h)J

" 2 +2 g12 ;JC l ;ff.. h

11 étant relié à Q par la relation:

_Q2
;/f =h +

2 g12 h 2

Lorsque le débit Q sur le déversoir tend vers 0,
h tend vers éfe. La pente de la tangente à la ligne
d'eau au point B (u = 17) doit tendre vers 0, ce
qui impose f Cl) = 1.

Nous prendrons pour f Ch/::Je) la fonction li
néaire qui satisfait aux conditions précédentes.
La comparaison des lignes d'eau obtenues expé
rimentalement avec celles que nous déduirons
plus loin de nos équations, en tenant compte
du frottement, montre que cette hypothèse est
sensiblement conforme à la réalité.

Dans ces conditions, la valeur de la eons-
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tante M pour un débit Q et une hauteur d'eau Je
amont a pour valeur : F (cr) = cr 12

2 2) > °

DÉTElDIINATION DE LA LIGNE D'EAU,

T H I ~ O I U E DES ONDULATIONS DE SUHFACE.

La ligne d'eau correspondant au débil Q et
a la charge amont ;Je est la courbe intégrale de
l'équation difTérentielle (18,,).

l'équation F (u) = 0 admet donc trois racines
réelles posili-ves pour 2/3 < cr < l dont deux sont
inférieures à 0" et la plus grande comprise en
lre 0" et 1. Nous désignerons respectivement pal'

110 = !Jo/;Je /1 1 = (!/JI éfe) les deux racines qui
eneadrenl 0" = (hl éfe) Uo < cr < 111,

Nous choisirons évidemment parmi les deux
courbes intégrales de (18,,), qui passent par le
point t = 0 u = 0", celle qui admet en ce point
une pente négative. Cette pente ayant pour va
leur:

0") > 0F (0) = 4 cr~ Cl;1 hl
(Iè

Q ~ dy 2

-() gl~ \(l:r

(
du ..
·-aT)",=a

1
2 \

qui satisfait à la condition de CAUCHY x=O !J=1I,
11 étant la plus grande racine positive de l'équa
tion :

Cette ddermination l ~ l a n l choisie, le polynome
F(u) devant rester positif, u doit are compris
entre les deux racines les plus élevées de
F (11) : U o et LLl , la hauleur d'eau SUl' le seuil
oseille donc entre deux valeurs !Jo et !h, pour une
valeur du débit Q comprise entre 0 et Qm'

Pour discuter la fornle de cette courbe, nous
utiliserons les variables et coefficients sans di
InenSlOns.

~

1 . / //

l'11 =,l
aè

Les équations précédentes s'écri venl

1 du \2 '3 \
(di) = 4-;1/2-/ 4 11 2

. -- 211;: +- 4 Ill"

1112

- ,. 2 +--~i (11

FIG. 41

Ces deux valeurs sonlégales pour Q = 0 et

Q"-=QIII'
En efret, pour Q = 0, F (11) admet une racine

double u = 0" 0-= 1.

Yo =-= !Il ,= 11 = éfe

La forme de la courbe dépend de la position de
cr par rapport aux racines du polynome du troi
sième degré

;1 cr) -1/1+411l~=O

')
lorsque m varie de 0 à 0,:385 = --~ cr décroît

3 v3 '
de 1 à 2/3, on a :

3m 2
F (1) = -. --. (1·-- cr)2 < 0

2

')

Pour Q = Q", = il ~ ; l : ' l éfe \/2 g-ae, F (u)

admet une racine triple:
2 2

1I==0"=-=-:~-, Yo=!h=hc~= :~ Je;

dans les deux cas, la ligne d'cau sur le réservoir
est Ulle droite horizontale.

Nos équations mettent ainsi en évidence une
forme classique de ligne d'eau connue sous le
nom de « nappe ondulée» et permettent de cal
culer l'amplitude des ondulations. La détermi
nation de leur longueur d'onde se ramène, à
l'aide de l'équation (18), au calcul d'une inté
grale elliptique. Nous mettrons à cet l'fret l'équa
tion (18) sous une forme particulit're faisant in
tervenir les hauteurs !Jo et YI'
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Considérons l'équation (18)

œ' dy 2
--~ (-;-) = Je !Jë
6 gl- \ dx 1

~f
2 gP

L= "Q

1 \i il g (}ll..+ Yil..
\ 2

-~-
gF!h Yo

3+16 I{:J

en écrivant que dy/dx = 0, pour Y=Yo ct Y="!l1'
on obtient les relations:

'U' = !/i + YII
O\.. 2 2 gl2!h YII

Lorsque l'amplitude des ondulations!lt !lo
est faible, K est petit, la ligne d'eau est sensible
ment sinusoïdale et la demi-longueur d'onde cs!
donnée sensiblement pal' Je premier tenue du
développement.

M = Y?l !Jo + Q" (c/ + IJ )
_ 2 gl~ !h!ln . l , Il

D I ~ T E H M I 1 ' \ A T I 0 1 ' \ DE LA LIGNE D'EAU

LonsQu'ON TIENT COMPTE DU FnOTTEMENT.

Heportant ces valeurs de ae et M dans J'équa
tion précédente, celle-ci se met sous la forme:

La ligne d'eau est alors une solution y = y (x)
du système difl'érentiel :

la demi-longueur d'onde L est donnée par l'int<'·
grale :

()~ / dlJ )2
-,~ l", --,'- = (If -... If ) (IJ;l g12 1. d;r; ., Il.

IJ ) ( Që
• 1 \ gt'- !h !I"

dy /,2

. dx) H y . __<r __
2 gP hO!

L occ-=
Q f1/'-,,=--=====d:'!=.Y=====_=,-=_.==--=

Që "
[\FH7i 110 VCY YII)(Y Yl) g12Yo!ll !J)

La charge H et la fonction NI ne restent pas
constantes, mais Jeurs valeurs dans la section
amont, où la hauteur d'eau est h, ont des va
leurs déterminées :

La hauteur d'eau 11 satisfaisant encore à
l'équation:

qui se transforme en une intégrale elliptique d'un
type classique à l'aide du changement de varia
ble :

Yl + Yo 1 !Jl -- Yo li
Y= 2 T 2

l\I (11) =

H (lI) = (Je

Jt2 +_----'Q~__ ( 11 .... :1 h
J
,

2 16 gP Je \ Jt /

il vient:

avec

+1

----;===::~Q=::===== f----...-dU-.-_._-
J = ,/ ;l !J ( Yl t Yo gF~: Yo }.;i ( l - ' 1 l ~ f ' ( 1 + [Cil)

équation dont il faut prendre la racine ~ l é g a t i v e .
La ligne d'eau est ainsi la courbe intégrale du

système précédent qui satisfait aux conditions
de CAUCHY:

h: Që--+-- - :M (h.) h
2 '2 g l ~

œ(dIJ\2 '. '._.- -'! .= H (h.l h-
(jgl2 dX/1J=1i

0 2

h 2 gl'~ j;~- = (Je

De H (h) et NI (h) on déduit la pente de la li
gne d'eau sur le seuil :

2 Q~
y [) --- ----=~'--

g[2!h Yo

Yl yo

Yl

Pour une charge amont donnée (Je, les lignes
<l'eau correspondant aux difl'érents débits Q pas
sant SUI' le seuil sont ainsi parfaitement déter
minées, chacune d'elles correspondant à une con
dition aval particulière (par exemple la hauteur
d'eau dans le réservoir aval).

La forme de la ligne de remous sed<\dllit de
J'allure de la courbe (C) qui la représente dans
le plan HOU'

'1= !3Cl----cr) (8cr-2) (2-cr)
2 , 2 cr

intégrale elliptique uniformérnent convergente
pour --. 1 < K < 1.

!h, Yo et Q ~ /(gI2 Yo Yt) sont les trois racines de
l'équation du troisième cdegn'· F (y / ae) =.c= 0 eJas
sées par ordre décroissan t :

Q2
--=-- < !Jo < !h
g12!Jo YI

On a donc: 0 < K < 1.

Dans ces conditions, la demi-longueur d'onde
peut être calculée par un développement en série
uniformément convergent.

x=O

(dU \ =
\\ d:t' /H=h

y==h=créJe H(h) = de
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Cl) (2)
. Cl)

/
/

/

/

1

!'Je
1

;:77///~~- __.~
~ IZI /
/ /

/

/

// / / / / / / > ~ / / / /

/

/ 131

FIG. 42

qui, on le démontre aisément, est équivalent aux
systèmes (8) et (9).

Lorsque le débit Q est voisin de 0, l'amplitude
des ondulations et leur longueur d'onde dimi
nuent considérablement, la courbe (C) est prati
quement confondue avec (H), des p h é n o m ( ~ n e s de
tension superficielle empêchent la formation des
ondulations.

Les lignes de remous correspondant ù une
charge amont :Je, pour diverses valeurs de débil
Q, sont représentées sur la figure 42.

L'intégration des équations précédentes esl
impossible. Cependant, la détermination appro
chée de la ligne d'eau peut se faire, lorsque la
nappe n'est pas ondulée, par une méthode aux
ditrércnces finies à parUr du système:

(20)

My!I~ Q2
= Hy2.- -- 2 + -2:gF2

FIG. 43

d1Vr Q2
dx c2 [2 y2

o

H

0 2 (rlY
6 yU (b:. ,

dH ~ _

rh: -- c 2 [2 y::

Il ne peut y avoir de nappe ondulée que si la
pente de la tangente en 13 ~l la courbe (C) est in
férieure à la pente de la tangente ù la courbe (Hl
d'équation H = Y + (Q2/2 g[2 if), c'est-à-dire si
le débit Q n'est pas troJl voisin de QI/I'

La pente de la tangente à la ligne de remous,
dy/Œr, au point d'ordonnée y, est donnée par
l'équation intégro-difTérentielle :

__iF __ .1.. (dY )2 = Q2_ .l- ( dy \2
(j gl2 Y dx ) 6 g[2 11 dx )11=71

La pente de la tangente à la ligne d'eau théo
rique, (dy/dx)t, lorsqu'on néglige le frottement,
serait donnée par l'équation:

Î!I ( Q2 )+ .171 H - Y - 2 gi2 y2 dy

Q2 1 (rlU \2 _ Q2 1 ( dy)2
6 giz-y- (h')1 - '6 gl2 h dx 11=71

1 11 ( 0 2
\+ 'Je - Y -- -_.-':)-;;- 1 dY

lb 2 gl- y- J

Comme, par suite du frottement, H (y) est infé
rieur à :Je, on en déduit que les points has de la
ligne de remous sont situés en dessous des points
bas de la ligne d'eau théorique.

(
dH
rly

La figure 42 donne pour une charge amont (Je
le tracé des courbes (C) correspondant à diver
ses valeurs du débit Q. La pente de la tangente
ù (C) au point 13 y = h = r; :Je a pour valeur :
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La courbe de remous est définie par la solu
tion du système précédent satisfaisant pour
a: = 0 aux conditions de CAUCHY

y=h H = H (h) = (Je NI = NI (h)

On obtient une équation du second degré en
!lll dont il convient de prendre la racine la plus
élevée. L'abscisse de ce point est x o -1- Lo, Lo
{~taJlt donné par l'intégrale elliptique:

Dans le cas d'une nappe ondulée, il est préfl'
rable d'utiliser une autre méthode d'intégration
approchée, basée sur la remarque suivante : en
tre deux sommets de la courbe de remous, la
charge H varie extrêmement peu, on peut donc
la considérer comme constante. Cela revient il
remplacer la courbe (C) du plan Hay par une
ligne en escaliers formée de segments de droites
(voir fig. 4:3). D'après les rl'sultats du paragra
phe précédent, les abscisses UOIt, !hn des extrl'
mités d'un segment horizontal d'ordonnée H"
sont liées par la relation

IJ,,=c_c Yo,,-1-YI" 1 Q~ (21)
1 ._) T ~-.l-" ----

- fi - Yo" YI/t

relation dont l'interprdation géomdrique a <Vià
été précisée.

Les aires hachurées sur la figure 44 sont
égales.

H

o i- Yon --i

1

-"" y1-n------~--'-:

1'1<;. 44

Le premier point bas de la ligne d'eau, corres
pondant il la hauteur d'eau YOI' se détermine il
l'aide des considérations exposées au paragraphe
précédent. YOI est la racine moyenne de l'équa
tion du troisième degré F(y/CJe) =0. L'abs
cisse xo du point correspondant de la ligne d'eau
est donnée par une intégrale elliptique.

La charge Ho dans cette section se déduit par
un intégration aux différences finies de la rela
tion différentielle:

dH
d.r

lorsque x varie de 0 à ::t'o, la valeur de H pour
;1: = 0 étant (Je.

La hauteur Yll du premier point haut de la
eourbe de remous se déduit de la relation (21)
oü l'on fait !Jo" = YOl et Hn = Ho.

On détermine ainsi de proche cn proche les
abscisses ct les ordonnées des différents som
mets de la ligne d'eau. L'examen de la figure 43
montre que ces ordonnées vont en diminuant et
que les ondulations disparaissent lorsque la hau
teur d'eau se rapproche de la hauteur critique.
La ligne de remous l)Cut alors se déterminer par
une intégration aux différences finies du système
(20); on voit sur la figure 4:3 que la eourbe (C)
est située au-dessous de (H) et que l'aire com
prise entre ces deux courbes croît rapidement
lorsque y décroît. (dy/dx)'2 augmente donc, et
comme la pente dy/dx est néga:five, elle décroît
lorsque x augmente. La hauteur d'eau dans une
section diminue donc très vite à mesure que cette
section se rapproche de l'extrémité aval du seuil.

Il reste il examiner les conditions limites aux
quelles doit satisfaire la ligne d'eau à l'extrémité.

CONDITIONS AUX LIMITES A L'EXTRt<;MITÉ AVAL.

Nous supposerons que le déversoir communi
que à l'aval avec un réservoir de grande capaeité
où le niveau du plan d'eau peut occuper une
position quelconque par rapport au seuil.

Nous désignerons éventuellement par ha la
eote du plan d'eau dans le réservoir au-dessus
du radier du déversoir et par !la la hauteur d'eau
à l'extrémité aval du seuil. Lorsque ha est né
gatif (fig. 45), la pression atmosphérique r è g l ~ e

sous la face inférieure de la nappe lorsque l'au
a librement accès sous celle-ci (écoulement en

FIG. 45
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conduit à une relation entre la hauteur d'cau Ya
ct la fondion NI (Ua) dans la section aval du
seuil :

852 LA HOUILLE BLANCHE

La comparaison
fonction r-.1(y) :

NI (1'j,J = Ya
2

.L. 2[
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avec l'équation qui définit la

/
/

FIG. 4(;

nappe libre). Il faut donc écrire que la pression
est nune au point il de la section extrême.

Lorsque hàest positif, il est toujours point de
décollement et il exist.e directement ù l'aval du
déversoir une zone de lluide mort qui' ne parti
eipe pas ù l't\coulemcnl. Il faudra donc écrire que
la pression au point il est égale ù bw

En se reportant à l'équation (5), qui donne la
pression en un point d'une section en fonction
de la côte de ce point au-dessus du radier, on
est conduit à la relation (dans l'hypothèse d'une
répartition uniforme des vitesses normales) :

CeUe relation, valable lorsque lIa > 0, consti
tue la condition limite aval. Dans l'h:n)othèse
d'un écolliement en nappe libre, il convient évi
demment de faire ha = O.

Il est donc possible de déterminer la hauteur
d'eau lzadans le réservoir qui correspond au
passage d'un débit Q sur le déversoir et la hau
teur d'eau Ua à l'extrémité du seuil.

~ _ · I · · d ~ ! I
2 g[2 Ya d.l'~ y"

dll \2'1----'.., !
d.l' i . 1/=1/, FIG. 48

COMPARAISON ENTRE L'ÉTUDE THÉORIQUE D'UNE NAPPE ONDULÉE
SUR UN DÉVERSOIR A SEUIL ÉPAIS

ET LES RÉSULTATS OBTENUS EXPÉRIMENTALEMENT

Ces essais, entrepris au laboratoire par
NI. TISON, professeur à l'Université de Gand,
concernent, en partieulier, les caractéristiques
(amplitude, longueur d'onde) des nappes ondu
lées obtenues sur un déversoir ù seuil épais pour
diverses charges amont.

C A H A C T I ~ R I S T I Q U E S DU DÉVEHSOIH,

HÉSULTAT DES ESSAIS.

largeur /c,,-o 0,50 m, longueur 1,80 m, pente i = 0
plan d'eau aval situé au-dessous du seuil (écou
lement en nappe libre).

Le rayon de courbure du raecordement du
seuil avèc la paroi verticale d'amont est suffi
sant pour éviter tout décoJJement sous les char
ges envisagées.

Le seuil est rendu rugueux par eimen tage avee

sable très rude, il correspond à un coefficient
de BAZIN 'Y -- 0,41.
. Les débits et les longueurs d'ondes des ondu
lations obtenues pour diverses charges amont,
eomptées à partir du seuil déversant, sont pré
eisés dans le tableau ci-après.

TABLEAU 1

Charge amont Débit Longueur d'onde'
Je Q 21.

(mètres) (m'lis) (mètres)
- -_.....-

0,0672 0,0115 0,135

0,0875 0.0180 0,200

0,1210 0,0308 0,300

0,1400 O,OH()() 0,H65
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La figure 1 donne pour le même déversoir et
]a charge amont Je 0,] 400, le tracé' de la ligne
d'eau déterminée expérimentalement au lahor:l
toire (en trait plein) ; la ligne en1Taitsmixtes

est celle obtenue à partir de la théorie des écou
lements graduellement variés, la hauteur cri
tique étant atteinte à l'extrémité aval du seuil.

cm

149----4--rr-==-------·-----------c--------'-+

0,00 m

Q ~ 39,60 Iisec

3-l---'- -l- -+-,--- ,---'::-::- -::+::-::_
2,60 2,50 2,00 1,50 1,00 0,50

4

5

6

7

8

9

12 -

13i---~-----------~,,-------------+----------~-------c_-------------1-

11 -Y-O,41

10 -

FIG. 1

H

14

-----.---12,00 12,5 Y
(cm)

Il,5 11,6Il,00

FIG. II

10,4 10,5

13.25L_----------l-7.L:=..---------~

j
----·--------12 O O t - - - - - ~ - - -

8,5 ' ,9,00

12,75 ..
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RÉSULTATS THÉORIQUES D J ~ D U I T S

DES ÉQUATIONS PRÉCÉDENTES.

Nous avons calcull', pOUl' les diverses valeurs
mesurées de la charge Je ct du débit Q, l'ampli
turc et la longueur d'onde Lhl'orique des ondula
tions, en supposan L la charge constante sur le
déversoir et l ~ g a l e il la charge amont Je.

Dans l'hypothèse d'une charge amont :

Je = 0,1400 m

correspondant au débit Q = 0,08\)(} m:l/s, nous
avons déterminé la ligne d'cau il partir de nos
équations en tenant compte des pertes de charge
et calculé en particulier les ordonnées des som
mets de la courbe de remous ct la longueur
d'onde des diverses ondulations.

1. - Caractéristiques des ondulations en supposant la charge constante sur le déversoir.

Notations En tenant eompte de la relation:

1,24775

0,11651

0,0792

0,1400

1,23075

0,10917

O,O(jHj

0,1210

1,20685

0,09860

1 0,0875

i 0,0360

2L=

ae(lll) ! 0,0672

,I

! 0,02:lO

0,08885 i
------ ----1----1----1

____Ci 1 0,8871 1_0,_8_69_6_1_0_,_84_8_1_1_0_,_83_1_5_1

1 -!- (m'/-!) 1 1

(l1-3Ci) 1 1,1852 1
,----1----1----1

qui s'écrit en variables sans dimensions:

1 = _1!L+~O m
2

2 Zlo 111

les valeurs de 1.. ct K sont données par les ex
pressions:

TABLEAU II

Je = 111 + !J(~ + -q~-
2 2 g!h!Jo

4"Jem
- ~ .._._.,._---------------

v ~ l " ( i i ; - - + i i ; ; f = = 12

Les valeurs de a et 2 1.. obtenues par le ealcul
il partir des données mesurées Je ct Q du ta
bleau l sont préeisées dans le tableau II,ni ,= CJ,-__

aC'/2 g Je

cr est la racine de l'équation:

11 = hauteur d'cau sur le seuil amont
du déversoir;

Je = charge amont;

q ==-Q- = débit par mètre linéaire;
l

!Jo = ordonnée du point bas de la li
gne d'cau;

!h = ordonnée du point haut de la li
gne d'eau;

a !h--!Jo = amplitude des ondulations;

2 L = longlleur d'onde des ondulations.

Nous utiliserons pour les caleuls les variables
sans dimensions suivantes :

qui correspond au régime fluvial.

lI o et 1I1, les deux racines les plus élevées de
l'équation du troisième degré :

0,354

0,H12

0,745

0,922

0,771

.0,280

J 0,804i O,8;~O

------
1 0,!)1;l 1 0,9:!3

1---h-'--I~o~1 0,107-

1 fl_(lll_l__ 1 0,008 !_0_,(_1l_1==.I-O-,0-1-8--I· 0,023

2 L(lll) 1 0,127 i 0,182 0,280 1 0,354( 1] +/] q!_i ~ g _,)__, _0 _. -. ----

\, 2 g !JI !Jo

La longueur d'onde est donnée par la relation:

21..=

--11:1+2112-[1 + 1 ~ 2 ( l 1 __ 8cr)]11+2m2=O

avee:

K = . !J 1 -- !J0_____

2 q2
Ih + IJo -----.
. . g!h!Jo

La comparaison avee les valeurs mesurées (ta
bleau I) pour la longueur d'onde des ondulations
fait apparaître une difIérenec systématique par
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défaut en ce qui concerne les longueurs d'onde
calculées, inférieures de 4 il 9 % il celles mesu
rées. On obtiendrait une meilleure approxima-

tion, en tenant compte des pertes de charge sur
le déversoir, comme le montre l'étude de la ligne
d'eau pour une charge amont Je = 0,14 m.

2. - Détermination théorique de la ligne d'eau
dans l'hypothèse d'une charge amont ;;e = 0,14 m

avec les notations suivantes:

0,039G °079') 3/=, _ 111' s
0,50

q = -Q- débit au mètre linéaire
l

dH _ '1 2
'- -- -- = ---- 'f (y)da: - c2 y2 R

pente de la tangente à la ligne d'eau (dY,")
d.l jy=1I

sur le seuil déversant.
La solution correspondante est représentée dans

le plan Hay par une courbe (C) dont les som
mets parallèles à OH sont situés de part et d'au
tre de la courbe (H) d'équation H=y+q2j(2 g y2)
représentée figure II.

Soient Yo et YI les ordonnées dc deux sommets
consécutifs de (C) correspondant respectivement
à un point bas et un point haut de la ligne d'eau.
En intégrant la première équation, compte tenu
de (dy/dx) = °pour y = Yo, on obtient

q2 (dY\Z-v yZ (f
69 dx) = jyO H dy - 2 + 2 g-ii

J=H-1J--~q~_ . 2 g y2
q2 d 1- 1 (dY
6gdYY,dx

La courbe de remous y = y (x) et la charge
sur le déversoir H = H (x) sont les solutions du
système difIérentiel :

H = Hayon hydraulique = l Y
1+ 2y

Cl = 0,50)

la charge:

H = Je = 0,1400

On connaît, pour a: = 0,

c = Coefficient de CHÉZY donné par la formule
de BAZIN avec y = 0,41

(H)Hm = y0 :J11 + __ -.9 2
,

2 ,2 g Yo!h

L'ordonnée Yoo du premier point bas à partir
des considérations exposées au paragraphe 1 :

Yoo = 11 0 ae = 0,745 X 0,14 = 0,104

Soit Hm la valeur moyenne de la charge dans
l'intervalle Yo YI' définie par l'expression

en écrivant que (dy/d:r) = 0, pour y = !JI' on
obtient une relation entre les ordonnées de deux
sommets consécutifs de la ligne d'eau ct la
charge moyenne dans l'intervalle :

1 lVIHm =------ H dy
!h - Yo • Va

.1'(11)- ~ -
T .1 - 'J "Rc- y ~

87
c=---

1 + yvH
II faut rechercher la solution du système qui

satisfait à l'entrée du déversoir (x = 0) aux con
ditions de CAUCHY suivantes

la hauteur d'eau:

h = cr Je = 0,8:31 X 0,1400 = 0,116

la fonction d'impulsion :

Ge
2 [m 2 J1\1 (h) = 2 _1 + --T (11 -- :3 cr) _

-~ X (0,14)2 >< 1,24775 = 0,01223

ce qui revient, nous l'avons vu, à se donner la

son abscisse est sensiblement égale au quart de
la longueur d'onde théorique, soit L/2 = 0,090.

La variation de la charge entre l'entrée du dé
versoir et le premier point bas s'obtient à partir
de la deuxième équation:

dB = _.Ji (u)
d . .f ':r

en posant:

j.H = - ~ 1. [o1J (h) + 'f (Yoo) l
(voir tableau Ill)
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La détermination de l'abscisse et de l'ordonnée
Y10 du premier point haut, ainsi que la charge
en ce point se fait par une méthode d'approxi
mations successives à partir de la relation (R).

On se donne une valeur de la charge moyenne,
entre les deux premiers sommets consécutifs,
H'm légèrement inférieure à la charge Hoo au
point d'ordonnée Yoo. an obtient de ln sorte une
première valeur approchée y'10 de l'ordonnée du
premier point haut qui est ln plus grande racine
de l'équation :

H' . - Yoo + y + _<]2 _
III - 2 2 g Yoo Y

tes du calcul, sauf en ce qui concerne la der
nière ondulation (voir tableau IV), la méthode
approchée utilisée, qui consiste à utiliser la va
leur moyenne de la charge, conduisant à une va
leur trop élevée pour la longueur d'onde de l'on
dulation.

TABLEAU IV

1

Valeur mesurée .. ,iO,104Io,122 10,10010,120 10,OB7 IO,116 10,0!)4[O,On7

I
'

Valeur calculée., .1°,1041°,125 [0,10010,121IO,095[0,116IO,084iO,102

La longueur d'onde calculée pour la première
ondulation déduite du tableau III :

On en déduit une première valeur de la demi
longueur d'onde:

...J
gYOOy'10

et une variation de la charge outre les deux
points, donnée, à partir de l'équation 2, par
l'expression :

~H' = -- - ~ L' [tjJ (Yoo) '1' (y'lO)]

d'où l'on tire une valeur HI/m = H oo ---(~H' /2) de
la charge moyenne entre les deux sommets. Si
cette valeur ne coïncide pas avec H'"" on recom
mence le calcul précédent en partant de la nou
velle valeur HI/m' La convergence est rapide.

Les résultats définitifs sont représentés SUl' le
tableau ci-après:

TABLEAU III

;

1
Il 'Ir (y) L ~H H (y) Hill

--- -- 1

i
-- --

11=0,116 0,004()9 1 0,1400
0,090 - 0,00051

Yoo=0,104 0,00655 0,139'19
0,181 -0,00093 0,1390

Y10=0,125 0,00373 0,13856
0,18() - 0,00104 0,1380

YOl =0,100 0,00745 0,13752
0,192 - 0,00111 0,1370

1111 =0,121 0,00412 0,13641
0,200 - 0,00128 0,1358

1102=0,on5 0,00872 0,13513
0,211 - 0,00141 0,1344

1112=0,116 O,004()9 0,13372
0,250 - 0,00182 0,1328

Yo:;=0,084 0,0098'1 0,13190
0,344 - 0,00290 0,1304

1113=0,102 0,00700 0,12900

La comparaison avec les valeurs mesurées
pour les ordonnées des sommets fait apparaître
une 'bonne concordance avec les valeurs dédui-

2 L = 0,181 + 0,186 = 0,8G8

donne une valeur peu dilIérente de celle mesu
rée 0,865.

La courbe figurative (C) de la solution du sys
tème différentrel dans le plan Hay est repré
sentée sur la figure II, sur laquelle a été tracée
également la courbe (H) d'équation:

qui passe par un minimum:

'3 V' ~'H -; q:.... - 0 '1')()2('-')" - - , ....
- g

pour la hauteur critique:

3/ q2
!Je = V -ri = 0,0861

L'étude théorique du système montre que les
ondulations ne peuvent exister lorsque la charge
devient inférieure à la charge critique H,,=0,1292.
Cette éventualité se produit dans la partie aval
du déversoir; la quantité H - Y -- (q2/2 g y2)
devient négative et va en augmentant en valeur
absolue. La coUl'be (C) est alors située au-des
sous de (H) et l'elIet de courbure prend une va
leur particulière.

L'expérience confirme cc résultat théorique;
elle montre en effet que la théorie des « écou
lements graduellement variés » n'est pas appli
cable à la portion aval du déversoir. Dans la por
tion amont, cette théorie permet de préciser ln
hauteur moyenne de la ligne d'eau sans donner
aucun renseignement sur la longueur d'onde et
l'amplitude des ondulations.

La théorie de seconde approximation donne
des résultats plus conformes à l'expérience. Elle
permet de montrer qu'à l'extrémité aval du dé
versoir, la hauteur d'eau et la charge sont, pour
un écoulement en nappe libre, inférieurs à la
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hauteur et à la charge critique. Elle permet de
préciser le nombre, la longueur d'onde ct l'am
plitude des ondulations de la surface libre.

La longueur d'onde est fonction de la charge

amont et du coefficient de débit; l'amplitude
dépend de la valeur que prend la fonction d'im
pulsion sur le seuil déversant, c'est-à-dire de la
poussée sur la paroi amont du déversoir.

V. - ÉTUDE DES ÉCOULEMENTS EN RÉGIME VARIABLE

1. - Equations aux dérivées partielles des écoulements variables.

Nous nous proposons d'établir les équations
aux dérivées partielles qui régissent la ligne
d'eau en mouvement variable dans l'hypothèse
d'un canal prismatique de section rectangulaire,
de faible pente et de grande largeur.

Comme dans l'étude des écoulements penna
nents, nous étudierons le mouvement du fluide
par rapport à des axes rectangulaires Ox dirigé
vers le bas suivant l'axe du radier, Oz perpen
diculaire au radier dirigé vers le haut.

Nous adopterons les notations suivantes:
y (x, t) hauteur d'eau dans la section d'abscisse
x; II (z, :1', t), W (z, x, t) composantes sur les
axes Ox et Oz de la vitesse du fluide au point
de cote z de la section d'abscisse ;1:.

q (x, t) = QIl débit par unité de largeur dans
la section d'abscisse :1' :

....,/
q = 1· II riz

.../CI

Considérons la portion de fluide comprise en
tre les deux sections normales infiniment voi
sines d'abscisse x et x + dx, le radier et la

Il)

/ l?- T
/~
t j
i

FIG. 49

surface libre. Ces deux sections limitent sur la
surface libre un élément d'arc ds .

La vitesse du fluide à la surface et la normale
extérieure sont définies par les vecteurs:

v = Il (y, x, t) X+ IV (y, X, t) Z

l'intégrale curviligne Î V. ÏÏ ds étendue à ce
.1(0)

contour s'écrit donc:

U (;1', t) = !L = _1_ Î'I Il dz
y y .In

vitesse moyenne dans la section d'abscisse x.
La surface libre du fluide n'est plus ici une

ligne de courant, mais une trajectoire. Sur cette
surface limite mobile lI, w et y ne sont donc pas
indépendants et doivent satisfaire à la condition:

- dx [ dl!
/1= - --' x

ds_ d;1' zJ

. _ . oy oy
IV (y,x, t) - II (y, X, t) ox + al

II et w satisfont à l'équation de continuité.

Oll + OlV _ 0
ox oz-

qui exprime que l'intégrale curviligne :

q (x + dx, t) - q (x, t) +

[ - II (y, X, t) ~ ; + IV (y, X, t)Jdx = 0

c'est-à-dire:

oq + W (11, x, t) - II (11, X, t) oy = 0ox;J :J OX

Appliquons maintenant le théorème des quan
tités de mouvement à la portion de fluide com-

Î V.Ii ds
.1(0)

étendue à un contour (C) quelconque tracé dans
le fluide est nulle. Cette condition doit donc s'ap
pliquer au contour particulier représenté sur
la figure 49.

ou en tenant compte de (20) :

og + oy = 0
OX ot (21)



858 LA HOUILLE BLANCHE DlicEMIlHE 1!J53

prise entre les sections (1) et (2). En proj ec
tion sur l'axe 0;1:, il vient:

If ( P /12 ) 11 (p 1/2 \. -+~- dcr-- . --+--Idcr
(2) ~ g g (1) ~ 9 9 )

+ -1;- 1/ (y, :1.', t) V. ÏÏ ds

+ IIr.-)-~ d" = '--.i!J -- ;LJ d:r
• ib) g ol _ , 9 ._.

L'écoulement étant plan, le fluide est sup
posé limité par deux plans verticaux parallèles
à Ox et distants de l'unité de longueur. "0 est la
force de frottement sur le radier par unité de
surface.

~ Il (y, x, l) V. ÏÏ ds représente le débit de quan
tité de mouvement il travers l'élément 1 >< ds
de la surface libre compris entre les sections (1)
et (2). Nous avons vu que :

- - [ . . 01 --1 01V . 11 ds = w Cy, x, i) -- U (IJ, X, l) _.L dx = -.[ d.T
. . OX ol

Ce débit de quantité de mouvement a donc
pour valeur:

l'intégrale triple:

III 1 ou d"
(bi g ol

est étendue au volume du fluide compris entre
les sections (1) et (2) et les deux plans verticaux
parallèles il Ox et distants de l'unité. Cl) et (2)
étant infinimcnt voisins et l'écoulement plan,
cette intégrale se réduit à l'intégrale simple:

quant à l'intégrale double :

fI ( p 1/2). ---- + _:- cl cr,
_ (1) ~ g g

étendue il l'aire de la section (1), elle est donnée
par l'intégrale simple:

Dans ces conditions, le théorème des quantités
de mouvemelü en projection sur Ox s'écrit:

oM 1 . OIJ 1 ~'!1 01/ . "0+ II (y, x, l) --'-- +--- -- dz =!lJ ---
ox g' ol 9 ~ 0 ol . ~ g

en se reportant il la formule de définition du
débit par unité de longueur:

/'1q = f, - II dz
~ 0

on voit immédiatement que la formule de ( l ( ~ r i \ ' a 

tion sous le signe somme donne:

oq (V ou OIJai = Jo -aT dz + II (y, .T, t) ot

et l'équation précédente se réduit à :

Pour le calcul de l'intégrale :

Jo'lI (-/~- + ~2) dz

nous admettrons que la répartition des pressions
dans la section normale (1) d'abscisse x est la
même que si le fluide était parfait; elle est done
donnée par l'équation:

1 op _ II OW W ow 1 OW--._- ---.- - -.- 1 -- ---. _ ... --- --_.- ---- _.
~ g oz g OX 9 oz g ol

Quant à la répartition des vitesses normales II

dans la section, nous la supposerons également
donnée par la relation:

où U désigne la vitesse moyenne dans la section
et F (Ct.) une fonction dont la dérivée caracté
rise la courbe de répartition des vitesses en coor
données sans dimensions. Ceci revient à admet
tre que cette courbe est indépendante de la sec
tion envisagée.

F (%) ne peut d'ailleurs être choisie arbitrai
rement. En effet:

q = U y = /0 11 II dz = U /11 pt ( ~ ') dz
Jo Jo \!J.

ou en prenant pour F (%) la fonction primitive
de pt (Ct.) qui s'annule pour: Ct. =0 F (1) = 1.

Nous avons donc F (0) = 0 F (1) = 1.

Nous poserons, comme dans l'étude des mou
vements permanents:

1 11 ( P U
2

)1\1 (x, t) = -- + - dz
o ~ g g

ou en posant:

Z_='1.
Y

1 = /1 F' (a) d Ct.
Jo
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en faisant intervenir la fonction de courant
cJ; (z, x, t) qui satisfait aux deux relations:

Dans ces conditions, la composante verticale
de la vitesse se calcule à partir de l'équation de
continuité:

La répartition des vitesses dans la section
d'abscisse .x est ainsi donnée par les relations:

F Cij-). êJ(l_
ox

II = _fL F'
y

Z olj ( Z
W = q--- --.- F' 1

y2 OX \ y

La répartition des pressions dans la section
s'obtient en reportant les valeurs de II et w dans
l'équation:

ocJ;
lV=-- ---

O.X

ow+"0=-- = 0
Oll

Il reste à satisfaire aux conditions, aux limites.

Au fond z = 0, on doit avoir: llJ = 0;

1':" (x, t) = 0;

1 OW
g ot

dz

W ow
g oz

1 op __ ._ 1 _ II OW
? g -3z- - g 0.1'

1: 11 ( [) u 2
M (.1') = \- - -. +

~ () \? fi g

en foncLion de q, de y et de leurs dérivées
NOlls nous placerons désormais dans l'hypo

l h l ~ s e d'ZInc répartition uni/,orme des vitesses
dans la section. Cette hypothèse est valable pour
J'étude de la houle et des intumescences de lon
gueur variable dans un canal de faible profon
deur, phénomènes que nous nous proposons
d'étudier; elle ne s'appliquerait pas par contre
à l'étude de la houle en eau profonde, mais on
pourrait dans ce cas admettre une répartition
des vitesses plus confonne à la r é a l i t l ~ .

L'intégration, compte Lenu de la condition à la
surface libre p = 0 pour z = y, nous donnera
la valeur de la pression en tout point de la
section.

Le calcul sc poursuit de la rnème façon que
pour les écoulements permanents et donne en
définitive la valeur de la quantité.

z \
1

Y )
F'Cr, il

Y

ocJ;
Oz

on a donc:

ou en intégrant:

( ,,\

cJ; =-= Cf F ( ~- ) + t (;r, t)
\ Y J

la fonction arbitraire /' (x, /) étant déterminl'e
par les conditions aux limites. On en déduit

Olf F (z + f':" (x, 1)ox \ y

O,I!W = T

OX

En tenant compLe de la condition F (0) = 0, il
vient:

par suite: Cela revient à poser:

( Z
1

\ y

qui peut également s'écrire:

w (z, x, t) = II (z, x, t) _êJI! X
OX

Z

y

oq F ( Z

o.x \ y

_CJ9_ F (-~-
OX \ y

F (et.) = et.

Les calculs se simplifient considérablement en
prenant pour fonctions inconnues, au lieu du
débit q (x, t), la composante horizontale de la
vitesse u (x, t) dans la section envisagée qui
coïncide ici avec la vitesse moyenne U Cr, t).

Sur la surface libre z = y, w doit également
satisfaire à la relation (20)

La composante verticale de la vitesse w a alors
pour valeur :

011 011w (1'] x t) = II (1'] X t)- ---'-- + -'-.' , ." OX ot

cette condition, compte tenu de F (1) = 1, con
duit précisément à l'équation (21)

"dll oq---'-- + .---- = 0ot OX

qui apparaît ainsi comme une condition aux li
mites de l'équation de continuité.

z .oy _ z 01{_
w = q y2 OX y ex

ou, en tenant compte de la relation q = uy :

ouw =-z ._----ox
en portant dans la relation:

_ ~ _ . ~ z 2 =-] -- II OU} _ ~_ 3.._~v.... _ ~w
? fi u g 0:1' fi oz ot
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L'intégration, compte tenu de la condition à
la surface p = 0 pour z =: y, conduit à l'expres
sion:

0 2 li 02 Il .

11 O.l.'~ --Q.?;-3t

01\1 + 1 0 (Il y). 112
';'-t" = zyox g l) c2

0Y...L 0 (Il y) = 0
oi L'ai

Les équations aux dérivées partielles de la
ligne d'eau s'écrivent alors, compte tenu de la
valeur de la force de frottement sur le radier:l ,_., z 1.. ·· ..9.!!:. ~ ~- Il · à ~ . 1 l -- 0 2 ~ - ' 1

Clx 0.1'~ 'àx 'dt. .

1j2_-Z2[(01l\~ O~II 0211 '1
z + y +. -'Fg- .ox) --- lia;'" .-- 0.1: oi ..

Le calcul de l'intégrale:

on obtient:

.]!..=
~ g

irl-Y P. +
II~

d:

"g g

s'etIeetue alors immédiatement; on obtient:

Nous en ferons une application à l'ètude des
intumes!cences qui se propagent le long du canal
avec une célérité constante V.

Les éqlfations (22) constituent une généralisa
tion des équations de B A H . H 1 ~ - D E - S A I N T - VENANT,

lorsqu'on tient compte de l'inclinaison et de la
courbure des filets liquides.

o ~ li

o x ~
--- Il

g

+ Y::, [(Ôll î2

;\ g \ 0.1' /

y. c.'. II~
M (x) = 2'-:-

2. - Equations différentielles des intumescences à célérité constante.

En reportant la valeur de Il tirée de (2:3) dans
la première équation (22), on obtient:

La deuxième équation s'écrit, par ailleurs, en
tenant compte de la relation:

(25)

1 (dy ~ ·····1

y \\ d:1' _

(24)

ZZ2
iy. fi. 1.-... M -- V

2 Y.J..d.T g .

.~ (Il y) = _ V .!:-t..,(1l y) = _ V2 .!!!L
ot dx dx

M= y ~
2

tion se déplaçant dans le canal avec une vitesse
constante égale à la cl>Jérité de propagation V.

y = y (x - Vt) Il = Il (x - Vt) M = M (:1' -- Vt)

Ces solutions:

Le temps t et l'abscisse x ne figurant pas ex
plicitement dans les équations (22), ces derniè
res admettent des solutions où l'une quelcon
que des quantités y, Il, M est fonction de la seule
variable x - Vt, où V est une constante don
née qui caractérise la vitesse de propagation.

On a, en etIet :

sont les intégrales d'un système difTérentiel qui
se déduit immédiatement des équations (22).

La troisième équation (22) s'écrit alors:
La comparaison avec (24), écrite sous la

forme:

.!i.(Il y) _., V !!.!L == 0
dx dx

q étant une constante arbitraire dont la signifi
cation mécanique est évidente. q est le débit
du fluide par mètre linéaire il travers llI1e Sec'

nous conduit à faire intervenir la nouvelle
fonction inconnue:

V2 zJ 1J2 q~M --- --, ...- 2 q V = ,'- +_ ..
g 2 g!J

+ ~ q2 ./' dd
x

2
~L __ 1 (!!J~)2 ]

3 g Y \ d.T

V2 y -2qV
g

F=M

(23)Il=V+ .!L
y

ou, en intégrant:
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REMAHQUE. --- Cette analogie ne se poursuivrail

et à mettre les équations (24) et (25) sous la
forme;

dont l'analogie avec les équations du régime per
manent est évidente.

F = -~~ + ::~ +:?~ [-;~~t:~ --- !~

ci F. 1 [- r if -\2-- = li} -- ---- \ + ---
dx . c2 (y) Y.

( d!}
\,-d:;;

pas dans l'hypothèse d'une répartition non uni
forme de la vitesse dans une section:

L'étude des intumeseences se progageant avec
une vitesse constante le long d'un canal est donc
absolument analogue à celle des lignes d'eau
en régime permanent et elle justifie le fait de
considérer comme des « ondes stationnaires »
les ondulations de surface et le ressaut en ré
gime permanent.

Nous donnerons une première application des
équations (26) à la détermination des ondes de
translation en deuxième approximation.

3. - Théorie de la houle en eau courante en deuxième approximation.

C o n s i d ( ~ r o n s un canal rectangulaire de grande
largeur de pente i, dans lequel est réalisé un
écoulement permanent uniforme de vitesse uo.

Nous désignerons par II la hauteur d'cau dans
le canal liée à U o et i par la relation du régime
normal :

Nous meltrons cette équation sous la forme:

_(j2

g!hYo
(27)

LI) 1 I} --._. \'=--= (y
q2 / dg

---/-
il g \ dx

qui fait intervenir les ordonnées Yo et !It des
sommets de la ligne d'eau.

V désignant la vitesse de propagation de la
houle par rapport à des axes fixes, considérons
une section ( ~ ) se déplaçant dans le fluide avec
la vitesse V, ct soient respectivement !J la hau
leur d'eau et u la composante horizontale de la
vitesse absolue du tluide dans la section ( ~ ) . Le
débit par mètre linéaire à travers ( ~ ) , c'est-à-dire
la quantité d'eau qui traverse cette section par

=0i Il

NOLIs supposerons la vitesse U o faible, de telle
sorte que le régime soit lluvial dans le canal.
Dans les phénomènes ondulatoires dont il est
question ici, l'influence du frottement est né
gligeable de telle sorte que, dans une section où
la hauteur d'eau est y et la vitesse u, la quan
tité iy -- (U2/C2 y) est peu différente de O.

Dans ces conditions, les ondes de translalion
sont définies par le système différentiel:

v
lŒ)

dF-c=O
dx

système qui a déjà été intégré dans l'étude du
régime permanent. On est conduit à une équa
tion différentielle du premier ordre qui définit,
à un instant donné, le profil des ondes de trans
lation :

3.'2. (dY_)2
6 g dx

FIG. 51

unité de temps, est relié à u, y, V par la rela
tion (23)

u ,= V + _5L
y

en particulier pour: y = h u = llo :

u=V+.!Lo h

nous sommes donc conduit à poser q = - VI' 11 :

Cl' F et q étant trois constantes. V = /lo + VI'
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et la demi-longueur d'onde de la houle est don
née par l'intégrale définie:

V,. désignant la vitesse relative de propagation
de la houle par rapport au courant de vitesse uo'

L'équation (27) s'écrit dans ces conditions:

V/h2(d IJ )2 .--;_..- -'-. = (y -- Yo) (YI - y)
3 g dx (

Vr2 112
)

Y--~-

g YI Yo
(27)

tion de X o - Vt, un changement de variable évi
dent conduit à la relation:

("'o-l-2L
Iro (y - 17) dx = 0

qui exprime que 11 est l'ordonnée moyenne de
la ligne d'eau.

De la symétrie de la ligne d'cau on déduit la
relation équivalente:

(',"o-l-L

./"'0 y dx = 17 L

;1.-'0 étant l'abscisse d'un sommet de la surface
libre.

qui, ainsi que nous l'avons Vu dans l'étude des
ondes stationnaires, se transforme à l'aide du
changement de variable:

en une intégrale elliptique d'un type classique:

avec:

.. !Il .... !L_o__ ..
2 V,.2 172

!!J -1- !Jo---.~ .. '
g!h Yo

Or, dans l'intervalle x o, .1.'0 + L, ;r est une fonc
tion uniforme de y, définie par l'équation à va-

h

FIG. 52

riable séparée (dyjd;r) = Cf' (y) déduite de (27)
en choisissant la détermination convenable.

On peut donc prendre !J comme variable d'in
tégration et écrire:

Il est intéressant d'utiliser le changement de
variable:

Les paramètres caractéristiques de la houle,
L, VI"> 17, Y1' Yo ne sont d'ailleurs pas liés par la
seule rèlation (28).

Le phénomène de translation de la surface
libre ne correspond pas en effet à un déplace
ment en masse du fluide, ce déplacement prove
nant uniquement du courant de vitesse uo. Nous
obtiendrons donc une nouvelle relation en écri
vant que la quantité d'eau qui traverse, pendant
une période T, une section fixe déterminée du
fluide, est la même que si la houle n'existait pas,
ce qui conduit à écrire:

avec:

) v:3g
Cl (y =-
. V

r
17

(y - Yo) (YI - y) (y.- ---'-....
\ g!ll !/o

/

I+'l'
1 Il Y dt = U o 17 T

or:

Il Y = V Y + q = V (y - 17) + U o 17

on en déduit:

,t-l-'l'
If (y-17) dl = 0

• t

Dans la section d'abscisse .1.'o, Y étant une fonc-

qui conduit à une relation entre les deux quan
tités sans dimensions:

K = -- .!fI.=_Y:-,,::0c::-=---.-:o
2 V,.2 172

!11 + Yo-_·~···
g!h Yo

'_ YI + yo-2 hl, - ---.-----
111 -Yo
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on obtient, tous calculs faits:

= 'f (IO (2!.l)

Le paramètre K est évidemment positif puisque
nous avons supposé !h > Yo et que VI' doit sa
tisfaire il la relation évidente d'après (28)

2 V,.2 h 2
Yo ---- -----~- > 0

g Y1 Yo

les intégrales définies, qui figurent dans 1 , 2 ~ ) ) ,

n'ayant un sens que pour - 1 < K < 1, le para
mètre K est nécessairement compris entre 0 et 1.

La fonction J, = ojJ (JO est donc définie et con
tinue dans l'intervalle 0 et 1, la borne 1 étant
exclue. Pour K = 1, les intégrales figurant dans

À

1

lilent comprise entre 0 et 1 et, par suite, deux
valeurs de la vitesse relative de propagation V,.
égales et de signe contraire. La longueur d'onde
de la houle correspondante 2 L est alors don
née par la relation (28).

Dans tlll canal rectangulaire de grande lar
geur où est réalisé un régime permanent uni
forme de vitesse llo correspondant il une hau
teur d'eau h, la vitesse relative V,. de propaga
tion et la longueur d'onde d'une houle, caracté
risée par les ordonnées Yo et !h de ses sommets,
sont donc parfaitement définies par les équations
(28) et (29).

Il existe deux valeurs égales ct de signe con
traire de la vitesse relative de propagation V..,
correspondant respectivement à une houle mon
tante et à une houle descendante.

V,. est indépendante de la vitesse llo du régime
permanent et uniforme auquel la houle est su
perposée, La vitesse absolue de propagation s'ob
tient par la règle de composition des vitesses,
d'après la relation précédemment démontrée:

V= 11 0 + V,.

Avant d'examiner la forme de la houle, dans
le cas général, nous étudierons deux cas parti
culiers importants correspondant aux valeurs ex
trêmes du paramètre J, : 1 et O.

K
CAS J, = 1. ONDE SOLITAmE.

FIG. :i:l

Dans l'hypothèse où J, = 1

(29) n'ont en efl'et pas de sens. Cependant elles
tendent vers l'infini lorsque K tend vers 1 par
valeurs inférieures et il est facile de montrer
que J, tend alors vers 1.

L'é(juation (2B) peut s'écrire en efl'et:

-=--= 1,
Yl - Yo

on en déduit Yo = h. L'onde est située tout en
tière au-dessus de la surface libre, sa vitesse de
propagation se déduit de :

KJ, = -.--
4

et on voit aussitôt que lorsque K tend vers 1
par valeurs inférieures, t (K) tend vers ", g (K)
tend vers + 00, J, a donc pour limite 1.

J, est d'ailleurs défini dans l'intervalle - 1 + 1
par le développement uniformément convergent:

La longueur d'onde L est infinie avec l'inté
grale :

V,. = :-.t: vi/Y,·On obtient: V/ = g !ll

/
+' __ = !l~~~==-= pour K = 1.

-1 v(l - u 2 ) (1 + Ku)

!ll -- Yo = 1
2 V,2 h2

!I J + y0 - g!ll Y0

dans laquelle on fait h = Yo.

= 1 __ __LŒ)
g(K)

(1 du

y(( __!.!2TCfTÏ{u)
du

la courbe représentative de la fonction À = <Ji (l{)
est tracée sur la figure 5:3.

A une valeur de J" comprise entre 0 et 1, cor
respond donc une valeur de K unique, égale-

Le raccordement avec le niveau primitif
(y = Yo = h) n'est donc r é a l i s t ~ théoriquement
qu'à l'infini amont et aval. L'équation de l'onde
montre qu'en fait le raccordement est pratique-
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FIG. 54

Yo = h

on voit que nos équations représentent hien le
phénomène alors même qu'on s'éloigne des hy
pothèses de calcul admises par BOUSSINESQ.

Celui-ei supposait également que la vitesse de
l'eau dans le canal Mait nulle avant le passage
de l'onde. Dans le cas d'une houle superposée il
un courant de vitesse Ur', la règle de composition
des vitesses émises par lui se déduisait des équa
tions de B A H H l ~ - D E - S A I N T - VENANT, dans lesquelles
la courbure de l'onde est négligée. Nos équa
tions montren t que cette règle reste valahle en
deuxième approximation, il condition que la ré
p,lrlition des vitesses dans une section soit sen
sihlemen t uniforme. Cette hypothèse ne con'es
pond pas il la réalité dans le cas où l'mnplitude
de l'onde esl trop importante.

Les relations (28) et (29) nous permettent éga
Iement de faire une autre remarque sur les dé
\'e!oppemen ts eIassiques eoncernanl les ondes
de translalion en deuxième approximation. On
peut se demander en efret pour quelle raison ces
<\(\veloppemenls, qui posent, dans sa généralité,
le problème de la recherche des ondes de trans
lation de faible amplitude il célérité constante,
eonduiscnt en fait uniquement il l'onde solitaire.
Cette raison semble résider dans l'hypothèse,
faite par BO!"SSINESQ, que pour une onde de fai
hie amplitude la Yitesse de propagation est don
née par les lois de prell1il're approximation, hy
pothèse qui est valahle uniquement dans le eas
de l'onde solitaire.

L'l'quation (29) J, =-= ..j; (1\.) monlre en efrel que,
dans un canal où esl réalisé un régime penna
ment uniforme de vitesse 110 correspondant il une
hauteur d'eau h, il peut exister une infinité de
houles d'amplitude donnée YI -!Jo = hJ, cha
cune de celles-ci ayant une célérité relative V,.
et une longueur d'onde 2 L ditrérente. L'onde so
litaire esl précisément eelle d'entre elles dont la
vitesse de propagation:

yl

en .r./1Iu
Yo) ··(·····1···_ _-_._.-

= (y

4 (!Il

rx=

!I = !lo

ct. l'tant un coefficient sans dimension qui a pour
valeur:

lllent réalisé il une distance faible du sommet de
l'onde.

L'équation ditrérentielle (27) qui définit la
ligne d'eau s'écrit en e/l'et, lorsqu'on y fait
Y," y !h, h = !Jo

!JI y,,~ (dy
.. :3 \d:r-

~~.)
On retrouve ainsi les résultats obtenus par

BOUSSINESQ dans ses études sur l'onde solitaire.
Ce dernier adoptait les notations suivantes

Cette équalion a déjà é V ~ inlégrée au cours de
l'dude des mouvements permanents. Toutes les
courbes intégrales se déduisent de rune d'entre
elles par une translation parallèle à O.l:.

L'équation de cette courbe par rapport aux
axes 0.1', et Oy IOy passant par le sommet
!I =!h (fig. 54) s'écrit

!Jo = H, !J -- !Jo = h, !h

et obtenait pour équation de l'onde soJ1taire :

w: 1 dh \2
-.-( -- j= h 2 (h] ._- h)

,3 \ d.T. /

est maximum. Elle correspond il : K= 1 1- = 1.
Envisageons maintenant le cas où le paramè

tre J, a une valeur voisine de O. Il en est alors
de même d'après (29) pour le paramètre

!Jl ._ ... !Jo
2V/h2

!J] + !Jo -- -(J-l-'-I-l'j-
•• ]. (J

ee qui nécessite une onde de faible amplitude
!h -- !Jo' (Cette condition n'est d'ailleurs pas suf
fisante puisque, dans le cas de l'onde solitaire

Avec les mêmes notations, notre équation
s'écrit :

H2(H + hl) (dh)2
3 dx = h 2 (hl -- h)

qui coïncide bien avec l'équation p r é c l ~ d e n t e lors
que hl est voisin de 0, c'est-à-dire pour une onde
de faible amplitude. BOUSSINESQ se plaçait préci
sément dans cette hypothèse. BAZIN, dans ses
études expérimentales, ayant vérifié que l'onde
solitaire conservait sa forme caractéristique,
sans déferlement, tant que !ll est inférieur à 2 Il,

!h + !Jo-

est équivalent il!JJ !JII')

2 V,2 h 2

fI!J.1 !Jo
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Le paramètre : ou

Dans ces conditions, (28) s'écrit:

h:.! Il:!. 1

gh l---;rU T '"V r =

..h
q - th -- = \ fJ il
~ 7t" I.J

V r = \/ g !Jl = '/ fJ (h + hl)

n'est pas indépendante de l'amplitude.
En conclusion, les équations (28) et (2H) per

mettent de déterminer la célérité et la longueur
d'onde d'une houle d'amplitude non négligeable,
superposée à un courant de vitesse 11 0 , lorsque
la répartition des vitesses dans une section est
sensiblement uniforme.

Elles ne s'appliquent pas il la houle en profon
deur infinie, ni aux ondulations dont 1:1 h:1Ukul'
est trop grande.

Cette forIllule s'obtient à partir des équations
w;nérales de l'hydrodynamique en linéarisant les
conditions aux limites, en négligeant les carr{'s
et les produits des vitesses et dans l'hypothèse
d'une très faible amplitude. Cette houle trochoÏ
dale, dont la vitesse de propagation est indépen
dante de l'amplitude, constitue une solution du
problème, mais ce n'est pas la seule. Il en existe
une infinité d'autres, parmi lesquelles l'onde so
litaire dont la vitesse de propagation:

qui, pour h/L petit, constitue une approximation
au troisième ordre près de la formule classique
donnant la célérité de la houle en profondeur
finie' :

V=

[1 il

.. V,.h
- - - - ~ . _ - - - , ~ , - - , - - -

\/;) [1 /1--;i V/
L=

), = }Ll_J.-_!j~1 -- 2 h
III --- !Jo

par le premier tel'lne de son développement en
fonction de K et poser :

!Jl + Yo =:>. h

c'est-i\-dire

( ~ t a n t voisin de 0 et !JI - -!Jo petit, cela signifie que
si l'on considère !II---!Jo comme un infiniment
petit, Yl !Jo 2 h doit être un infiniment petit
du second ordre par rapport à III -- !Jo.

On a alors at1'aire à une houle sensiblement si
nusoïdale, dont la vitesse de propagation est in
dépendante de l'amplitude; K étant petit, on peut,
en et1'et, dans l'équation (28), remplacer J'inté
grale:

4. - Intumescences de grande longueur où l'influence du frottement n'est pas négligeable.

L'étude des intumescences se propageant dans
un canal rectangulaire de grande largeur avec
une célérité constante V, se ramène à l'intégra
tion du système difl'érentiel (26):

nouvelle fonction auxiliaire 'I> liée à F par la re
lation :

cl F cl 'l'-- == I}dx . dx

On est ainsi conduit au système équivalent à
(2{)) :

qui se réduit au système (8) lorsqu'on y fait
V=O.

d F. u 2
-- = 1 I} --- ---

dx . c2 (y)

II = V .!l.
!J

(2ü)
_ q2 q2 ,- d2 .I}

'I>=y +
\

. 2 g !J2 a g y __ dx2

cl 'l' u 2
= i-- ------

1clx !J c2
(y)

u=V+ î
!J

1 (clq \2 --1-(_.)
') -. j~ y ,d.l / _

(30)

Conune dans l'étude des mouvements penna
nents nous remplacerons la fonction F pal' une

La forme des in tumescences de grande lon
gueur à célérité constante est donc identique il
celle des lignes de remous en régime permanent.
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alors qu'on t1\'tlit en rl'gime permanent

La fonction ' ~ ( y ) s'l'crit ici

q = (/lu ~ V) Yo

'I> ='[) (.1' .-- Vi)

<[) = (1) (.1' ---- C1)

y = y (x -- Vi)

y = y (x - CI)

Il existe donc une simple infinité de solutions
du système (30) asymptotiques à la solution par
ticulière y = Yo, <1> = (1)0 lorsque x augmente in
définiment par valeurs négatives. Ces solutions
sc déduisent toutes de l'une d'entre elles par une
translation parallèle à l'axe a.t'. Elles sont défi
nies par les équations

Par lin choix convenable de l'origine des abs
cisses et du temps, on peut donc écrire:

tJi' (Yo) ne peut donc être négatif que pour des in
tumescences dont la célérité est supérieure à une
fois et demie la vitesse /lo du courant dans lequel
elles sc propagent.

Nous nous bornerons à l~tudier ici les intumes
cences qui sc déplacent vers l'amont [V < 0]
pour lesquel1es 'f' (Yo) est obligatoirement positif
quelle que soit leur célérité.

La constante q = (/lo ~ V) Yo est alors posi
tive.

L'équation caractéristique (13,,) admet alors,
comme nous l'avons vu, une racine réelle posi
tive ml' deux racines réelles ou imaginaires m 2

et m;l dont la partie réelle est négative.

Quant au paramdre de translation, il est nl'
cessairement de la forme C1 = X u + V (t 10 )

puisque les équations (30) dl'finissent les solu
tions de (22) qui sont fonetions de la seule varia
ble indépendante x -- Vt.

y (u) et <D (u) étant des fonctions parfaitement
déterminées dont la forme dépend uniquement de
la célérité V.

L--- _ 1 (V + _(1\)2
u c ~ ( y ) \ U /('~ (u) U

q étant une constante relil'e à la vitesse absolue
de propagation de l'intumescence par la rela
tion :

y = Yo

Considérons un canal rectangulaire de grande
largeur de pente i, dans lequel est réalisé un
écoulement permanent uniforme de vitesse /lo'
;\I"ous désignerons par Yo la hauteur nOl'Jllale du
régime uniforme reliée à /lo ct à i par la rela
tion :

L--

Il ne dilI'ère de celui résolu dans J'élude du
mouvement permanent à propos des équations
(!l), que par la forme de la fonction ~ (y) qui in
tervient dans les équations (10

0
) (*).

Nous nous proposons de déterminer les solu
tions du système (30) llui sc raccordent avec le
régime uniforme précédemment défini, c'est-à
dire qui admettent comme asymptote la droite
y=Yo'

Le p r o b l ( ~ m e ainsi posé sc ramène à la recher
che des solutions de (;30) asymptotiques à la so
lu tion particulière :

'-Hy) = i

q2 ., ( (2)-3- ------ ln" + \ Llo - --- . - III = Llu -1/ (LJo) (1W,J
i g . g Yo2 ,"

L'existence de solutions de (30) asymptotiques
à y = Yo est ainsi liée au signe des parties réel
les des racines de l'équation caractéristique du
système linéaire qui constitue les « équations aux
variations » de (30) au voisinage de la solution
connue: y = Yo.

Cette équation caractéristique (1 :~/,,) s'écrit (*) :

'Hu) =i- _(L=
('2 (y) y::

en posant q = Q
l Dans le plan li> Oy, ces solutions sont représen

tées par une courbe unique (Co) définie paramé
triquement par les équations précédentes. L'al
lure de cette courbe (Co) a déjà été précisée dans
l'étude du régime permanent. Elle passe par le
point P, intersection de la droite U = Uo avec la
courbe (H) d'équation :

(1) = ,II + ~(e
2 g !J2

la pente de la tangente en P à (Co) est:

dans le calcul de 'f' (Yo) nous négligerons la varia
tion du coefficient de CHÉZY. En tenant compte
de la relation q = (/lo - V) Yo, on trouve

'1 ( . /lu 3 "\jI Yo) =--- 2 ry (. /lo - ~ V)
Un c- (Yu)

C) Cf. la Houille Blanche, 11" il, 193il, p. il80.

Les développements en série asymptotique de
POINCARÉ et LIAPOUNOFF permettent égalemellt
de développer y (;1' V t), <1· (.T -- V t) au voisi
nage de P en séries e n t i l ~ r e s uniformément con
vergentes de la quantitl' LI = c;u,(-r-~H). Nous n'in-
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sisterons pas sur ce calcul efl'eetué au chapi
tre III (*).

La courbe (Co) est, nous l'avons vu, asymptote,
lorsque x augmente indéfiniment par valeur po
sitive, à la courbe (H) d'équation ( I ) = y + ( q ~ j 2 g y 2 )

et la ligne d'eau d'équation y = y (x -- Vt) admet
une asymptote horizontale.

L'aspect de l'intumeseenee se déduit du t r a e l ~

de la courbe (Co) et eomme dans l'ôtude du ré
gime permanent nous serons eonduit à distin
guer deux cas suivant que le point P se trouve
sur la branche fluviale ou torrentielle de (H).

l'onde est grande IVI> v'gYo-lIo' Ce cas se
rencontre dans l'étude de la propagation de
l'onde marée, dans le lit de certains neuves, lors
que la vitesse de montée du flot est forte ct donne
lieu au phénomène connu sous le nom de « Mas
caret». II peut s'observer ISgalement dans les ca
naux d'amenée des usines hydroélectriques lors
que les disjoneteurs sautent et que les régula
teurs ferment rapidement l'arrivée d'eau sur les

PHEMIEH CAS :

Yo> Ye =

P sur la branche fluviale de (H).

c'est-il-dire q < Yo v'?T!lo: puisque q > 0 ou, en
tenant compte de la relation: q = (11 0

0
---- V) Yo

<Pt
1

(h)

C') Cf. lu Houille B/ullche, n" :1, l!Jfi:l, p. :181.

Il n'en est plus de même lorsque la célérité de

IV1< \/iiTio -- 11 0

o
FIG. 55

que lorsque la hauteur de l'in tumescence est
grande par rapport au tirant d'eau initial avant
le passage de celle-ci.

Au contraire, lorsque la hauteur normale !Jo
est peu inférieure à !Je' on voit apparaître
comme en régime permanent un ressaut on
dulé constitué par une onde initiale de faible
courbure suivie de quelques ondulations. Le
profil de l'onde initiale est d'ailleurs voisin de
celui de l'onde solitaire classique de même cé
lérité.

FIG. fiG

turbines. Les équations classiques de premlcre
approximation ne sont plus applicables car on
ne peut plus négliger la courbure de l'onde. II
est d'ailleurs impossible d'obtenir une solution
des équations de SAINT-VENANT se raccordant
avec le régime permanent uniforme à l'infini
amont. La théorie classique conduit alors à ad
mettre l'existence d'une discontinuité constituée
par un ressaut en régime variable animé de la cé
lérité V. Ce phénomène ne s'observe, en pratique,

IVI > v'g!Jo--lJo!Jo < !Je

DEUXI}~ME CAS :

Comme nous (\tudions ici les intumescences
qui remontent le courant [V < 0], ce cas ne peut
se produire que si 11 0 ---- v'g!lo < 0, c'est-à-dire si
le régime permanent et uniforme qui existe dans
le canal avant le passage de l'intumescence est
fluvial. Nous nous placerons désormais dans cette
h)1)othèse.

V étant négatif, la condition préeédente peut
s'écrire (cas d'une onde de faible célérité)

V > 110
0

- v'g !Jo

La courbe (Co) et le profil en long de l'intumes
sence à un instant donné, sont représentés sur les
figures 55 et 56.

Ce phénomène peut s'observer dans un cannl
où est réalisé un écoulement permanent et uni
forme lorsque le plan d'eau à l'extrémité aval
s'élève avec une vitesse constante. Lorsque la vi
tesse de montée est faible, la célérité de l'onde

satisfait à la condition IVI < v'g !Jo-llo et on
observe une « intlllnescence il courbure insen
sible » suivant l'expression employée par Bous
SINESQ. C'est le cas ordinaire des courants de
marée qui remontent l'estuaire des fleuves. La
courbe (Co) est alors voisine de (H) et les équa
tions (30) coïncident pratiquement avec celles
de SAINT-VENANT.
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(H)

p

Yc =

o
FIG. 57

Les équations (30) de seconde approx.ima
tion vont nous permettre de donner une thèorie
du ressaut ondulè et de calculer l'amplitude et l:l
longueur d'onde des ondulations. La courbe (Co)
et le profil en long de l'intumescence il un instant

ou en tenant compte du fait que V est nègatif

V = llo- ygif!

Ainsi se trouvent confinnées les constatations
expérimentales sur le profil du front de l'in
tumescence. Par ailleurs, if! étant peu inférieur
il Yn dans l'hypothèse d'un ressaut ondulè (Yo
voisin de Ye), la célérité de l'intumescence est
en valeur absolue légèrement inférieure à
\/g Yll U(), Yu ètant l'ordonnée du sommet de
l'onde initiale. Ce résultat est conforme aux ex
périences de BAZIN sur les remous d'une certaine
longueur.

En ce qui concerne l'amplitude et l:l longueur
d'onde des ondulations qui suivent l'onde ini
tiale, il est possihle de les déterminer par une in
tégration aux diffèrenees finies des équations OH).
On peut également, comme dans l'étude des nap
pes ondulées, remplacer la courhe (Co) par une
ligne en escalier.

Cela revient à confondre le front de l'intu
rnescence avec l'onde solitaire (S). L'ordonnl'e
du sommet de l'onde initiale est ainsi:

tenant compte de l'équation de l'onde solitaire,

FIG. 58

donné sont représentès respectivement sur les
figures 57 et 58.

En se reportant à l'étude du ressaut ondulé
en régime permanent, en voit que l'onde initiale
est située au-dessus de la courbe intégrale (S)
de l'équation différentielle (17) :

q~ (dIJ \2. 0 ,- q2 -1
~g d:r! c= CY - Yo)- g II 2 -- y... (17)

• • /... 0

Cette courhe CS), représentée en pointillé sur
la figure 58, est très voisine, dans sa partie
amont, du front de l'intumescence; l'ordonnèe
de son sommet if! = ({fig YI?) difl'ère peu de l'or
donnée Yll du sommet de l'onde initiale. Or, la
courbe (S) est précisément l'onde solitaire dont
la vitesse de propagation dans le courant de vi
tesse llo est égale à la célérité de l'intumescence.

On a en effet:

1w"i
i

o

V)2
FIG. 59

rev35
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avec

mescence, sera alors donnée par l'intégrale ellip_
tique:

on calcule la variation de 'I! à partir de
'11

0 = Yo + q~ /(2 g Y02
) lorsque !J croît de !Jo il !h

en utilisant la relation:

d'I' . /12
-- :=/--_ .
dx y c2 Cy)

soit 'Ill la valeur de '1' pour y =!h ainsi calcu
lée, l'ordonnée YOl du point bas de la première
ondulation s'obtiendra à partir de la relation
déjà démontrée:

1.0 =

équation dont il convient de prendre la racine la
plus grande. La demi-longueur d'onde 1.0 , dis
tance entre les deux premiers sommets de l'intu-

On déterminerait ainsi de proche en proche
l'am.plitude et la longueur d'onde des ondula
tions. La courbe (Co) étant asymptote à (H), cette
amplitude s'amortit rapidement et le profil de
l'intumescence tend asymptotiquement vers une
d roi te horizontale.

Ii'\Tl'MESCENCES A CI~LÉIUTÉ CONSTANTE SE HACCOHDANT A L'INFINI AVAL

AVEC LE H l ~ G n ! E PEHMANENT UNIFOHME.

Ce sont les solutions du système C:W) asymp
totiques à la solution particulière !J = Yo 'I! = '1,,)
lorsque x augmente indéfiniment par valeurs po
sitives. Elles correspondent aux deux racines non
positives J1l 2 et ma de l'équation caraeléristique
(13a). Ces racines sont, en général, imaginaires
conjuguées sauf lorsque la célérité de propaga
tion est en valeur absolue largement supérieure il
vg !Jo -~ 1/0 , mais leur partie réelle est négative.
L'étude de ces solutions est identique il celle
précédemment faite il propos du régime perJna
nent. II en existe une double infinité dépcndant
de deux constantes arbitraires.

De telles intmnescences peuvent êtrc obtcnues
de la manièl'e suivante. Considérons un canal
rectangulaire de grandc largeur, dc pente i, dans
lequel est réalisé un écoulcmcnt pcrmanent uni
forme. Désignons par Uo la hauteur d'eau nor
male et Ho la vitesse du courant. Nous supposc-
rons également le régime fluvial Ho < vr/1.1(;.

Considérons alors une vanne d'ouverture don-

née a, barrant toute la largeur du canal et se
déplacant dans ce dernier avec une vitesse cons
tante \r (on suppose V < 0, la vanne se déplacc
vers l'amont).

Au bout d'un temps très court, un état de ré
gime s'établit. On crée de cette manière à l'amont
de la vanne une intumescence (1]) de célérité V
se raccordant il l'amont avec le régime uniforme
existant auparavant el qui est analogue à celles
étudiées au paragraphe précédent. Sous certaines
conditions, on voit également apparaitre, à l'aval
de la vanne, une intull1escence ( 2) de célérité V
se raccordant à l'aval avec le régime uniforme de
vitesse lIo.

On est évidemment conduit à distinguer deux
cas suivant que le régime est fluvial ou torrentiel
par rapport à des axes animés de la vitesse V de
déplacement de la vanne. La forme des intumes
cences correspondant à ces deux cas est repré
sentée sur les figures 60 et ()1.

1° VI<vgyo-uo

ct-) CAS D'UNE GHANDE OUVEHTUHE a DE LA VANNE.

Le ressaut est nové à l'aval de celle-ci.
L'intumescence ( 2 ) n'existe pas (fig. 60 ct-).

[:l) CAS D'UNE OUVEHTUHE MOYENNE DE LA VANNE.

Ressaut ondulé à l'aval de la vanne
(fig. 6 0 ~ ) .

:ç-- 1· (1,) h-_"'-'.
' ~ ~ c i r ~ ----------.--<-... /// // / .. ~

FIG. 60 (J. FIG. 60 ~
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'Y) CAS D'UNE OUVEHTUHE FAIBLE DE LA VANNE. - Hessaut déferlant à l'aval (fig. 60 'Y).

FIG. 60 Y

2" V> VgYo--lIo

du système (iH) asymptotiques respectivement
pOUl' :r = - CI.; et .1.' = -+ CtJ à la solution pm·ticu
lière :

Dans tous les cas, le problème à résoudre est
le suivant : Pour une ouverture a et une vitesse
de translation V de la vanne, déterminer la hau
teur d'eau lz à l'amont de la vanne et les courbes
(Il) et (12),

Nous utilriserons des axes Ox et Oy représentés
sur la figure 61 et animés de la vitesse V de
translation de la vanne.

y = Yo

F ==-c= 1"0 =

Par rapport à ces axes, les intumescences (Il)
et (12) d'équations y =!ll Cr) y = !h (::r) sont des
solutions du système:

(SI) et (S2) dépendent donc respectivement
d'une et de deux constantes arbitraires. Ces cons
lanles seront détel'minées par les conditionsaux
limites au droit de la vanne [x = OJ.

fi esl une constante ayant pour valeur

qui, on le démontre aisément, est équivalent aux
deux systèmes (26) et (30).

Une première condition évidente s'écrit:

!f2 (0) = a

a étant l'ouverture de la vanne.

Les deux autres s'obtiennenl en appliquant le
théorème de BEHNOULLI et le théorème des quan
tités de mouvement à la portion de fluide com
prise entre la section de la vanne et une section
située légèrement en amont, ces deux sections
étant animées de la vitesse de translation V.

Un calcul immédiat, déjà eflectué lors de
l'étude du régime permanent, conduit aux deux
relations:

(i31)

11 2

y c 2 (y)
=i··

ri (1)

dx

ri F . 112

dx = 1 Y - c2 (y)

li = V + .3
y

fi = (11 0 - V) Yo

Il faut rechercher deux solutions:

(SI)

(S2)

y = !ll Cr)

y =!h (.r)

il) = (li l (x)

<li = <li 2 (x)
F = 1:\ (x)

F = F 2 (x)

P
FI (0) = 1"2 (0) +

? rI

oit P représente la poussée du fluide sur la face
amont de la vanne.

FIG. 61
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5. - Etude du ressaut déferlant en reglme variable.

FIG. 62

d'où on tire respectivement :

q~

2 g Yo~
!Jo

g!h~
'l' (Yo) =!il -\-,t, (!h)

. !fo2. + _3~:; =!Jl~_ + _q~._
2 !J!Jo- 2 g!h 2

vanlle placée dans cette section. On erée dans
ces conditions il l'amont de la vanne une intu
mescence qui remonte le courant avec une cer
taine célérité V.

V !Jo == (u]--- V) !h

= QI -- V !JI = q

On se propose de déterminer, dans l'hypo
thèse d'un ressaut déferlant la vitesse de pro
pagation V de l'in tumescence et sa hauteur YI'

Les relations (32) s'écrivent dans ces condi
tions :

Considérons dans ces conditions un canal rec
tangulaire de grande largeur où est réalisé un
écoulement permanent uniforme de vitesse Llo

correspondant il une hauteur normale !Jo' Le
débit dans une section quelconque est Qo=uo Yo.
Supposons alors qu'on maintienne à l'amont
d'une section déterminé'e du canal un débit cons
tant Q] < Qo par Ull réglage convenable d'une

situées à l'amont et il l'aval du ressaut. Les équa
tions OH!) donnent alors la discontinuité de la
fonction 'l' au pasasge du ressaut, c'est-il-dire la
perte d'énergie localisée:

Nous terminerons ces considérations sur les
intumescences il célérité constante par une théo
rie élémentaire du ressaut qui nous permettra
de retrouver les résultats obtenus par BAHHÉ
DE-SAINT-VENAl'iT, tou t en précisant leurs limites
d'application.

Les développements précédents sur le ressaut
ondulé ne sont valables que lorsque la hauteur
du corps de l'intumescence est inférieure au ti
rant d'eau initial. Lorsque cette hauteur aug
mente, on observe un raidissement du front de
['onde initiale, qui finit par déferler. Les équa
Lions (2(j) qui supposent la continuité de la li
gne d'eau ne sont plus applicables; on observe
d'ailleurs, même avant le déferlement, une va
riation de la répartition des vitesses entre deux
sections voisines et nos équations ne peuvent
plus alors que traduire l'allure du phénomène,
c'est-à-dire la tendance au raidissement et au d(',
ferlement du front de l'intumescence.

En fait, ce déferlement apparaît, pour une
hauteur du corps de l'in tumescence bien infé
rieure à la hauteur théorique qu'on pourrait dé
duire de nos équations. [Voir théorie du déferle
ment du ressaut en régime permanent.]

L'onde initiale perd sa forme caractéristique et
les ondulations qui la sui vent finissent par dis
paraître entièrement. Cette discontinuité dans
l'écoulement s'accompagne nécessairement d'une
perte d'énergie localisée qui correspond il une
variation de la fonction 'P qui intervient dans les
équations (30) par application du théorème de
BERNOULLI généralisé. On peut par contre ad
mettre qu'entre deu'X sections situées il l'amont
et à l'aval du ressaut il n'y a pas discontinuit{,
de la fonction F qui intervient dans l'application
du théorème des quantités de mouvement il con
dition de négliger entre ces deux sections l'in
fluence des forces de pesanteur et de frottement,
hypothèse qui est valable dans le cas d'un res
saut déferlant. Comme on peut également dans
la section aval négliger la courbure et la pente
de la ligne d'eau par suite de la disparition des
ondulations, on est conduit, par application des
équations (2(j) et eu égard à la discontinuité de la
surface libre, aux deux relations suivantes:

(LlO ---- V) !Jo = (u I --- V) !JI = q

Yo et!ll désignant respectivement les deux sections

_ QOYI-QI Yoq - ----
YI -!Jo

Les eourbes représentatives de ces deux fonc
tions de !h sont tracées sur les figure ((j3 I ) et
((j32 ) •

6
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: Yo lf9Yo

- Yo ..;gy;
....

Y,

Les deux cas de figures (631 ) ct (6:32) corres
pondent aux deux hypothèses:

(6:31) Qo < !Jo V g !Jo, régime permanent fluvial
dans le canal,

((}32 ) Q() > !Jo \1g !Jo, régime permanellt torren
tiel dans le canal.

La hauteur !JI de l'in tumescence est donnée par
l'abscisse des points d'intersection des courbes
(C]) et (C2 ). Le problème admet en général trois
solutions dont l'une au moins correspondant au
point A est réelle.

Les deux solutions qui correspondent aux
points B et C donnent des hauteurs d'intumes
cences !JI inférieures à !Jo.

Elles concernent des ondes descendantes à cé
lérité positive V dont l'une est plus rapide et
l'autre moins rapide que le courant de vitesse llo.

La solution correspondant à une onde remon
tant le courant [V < 0] est donnée par l'abscisse
!JI du point A.

Sa vitesse de propagation:

v = 110 ---- __(1_ = 11
0

_

!Jo

sa célérité relative par rapport au courant de
vitesse 110 :

constitue la formule classique de BARRÉ-DE
SAINT-VENANT.

Cherchons maintenant la limite de la hau
teur !JI de l'intumescence lorsque le débit QI
à l'aval du ressaut tend vers Qo. Cette limite,
on le voit immédiatement sur les figures (6:3 1)

et ((}:3 2 ), dépend de la nature du régime per
manent uniforme réalisé dans le canal avant le
passage de l'onde.

1" RÉGIIIIE FLUVIAL: Qo < !Jo V g !Jo. Lorsque QI
tend vers Qo, le, point A de (631 ) tend vers le
point El d'abscisse !Jo; !II tend vers !Jo, l'ampli
tude de l'intumescence tend vers O. Il ne peut
donc exister d'intumescence stationnaire en ré
gime fluvial permanent [QI = QoJ·

2° RÉGIME TûHRENTIEL : Qo > !Jo vg !Jo. Lors
que QI tend vers Qo, le point A de (632) tend
vers le point D d'intersection de (Cl) avec la
droite q = Qo' La hauteur de l'intumescence !iI
tend donc vers une limite !Jll' différente de !Jo qui
constitue la racine positive de l'équation:

Cette relation est précisément l'équation ca
ractéristique du ressaut en régime permanent.

La vitesse de propagation de l'intumescence
est donnée par :

Elle est alors nulle.

Ainsi se trouve justifié le fait de considérer
eomme une onde stationnaire le ressaut en ré
gime permanent.
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