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Controlabilidad Exacta de la Ecuacion
del Telégrafo Generalizada

J.A. SORIANO

ABSTRACT. In this paper we present a study of the exact controllability,
in the boundary, of the generalized telegraph equation

9 Jy
(aY) ! —_— .. —_— =
(Kia, 09 + Kale O + Kalarth= 3 50 (a,,(m,t) axj) =0en g,
where @ is the finite cylinder 2x]0,7[ and € is a bounded domain in
R". The result is obtained by the HUM (Hilbert Uniqueness Method)
method introduced by J.L. Lions [8} and [9].

1. INTRODUCCION

Sea 2 un dominic acotado de R® con frontera I' de clase C? y Q el
cilindro finito 2x]0,T[ con frontera lateral ¥ = I'x]0, T[. Consideremos
el sistema (*) que sigue con condiciones de contorno no homogéneas:
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[ (Ka(z,t)y) + Kq(z, )y + Ka(z,t)y

{ Li=

-3 -ﬁj(aij(m,t)a—?;) =0en@
1

Yy = v sobre ¥

L 9(0)=y°,¢y(0) =y en 0

El problema de la controlabilidad exacta para el sistema (*) se for-
mula de la siguiente forma: “Dado T > 0 suficientemente grande, es
posible, para cada par de datos iniciales en un espacio apropiado sobre
2, hallar un correspondiente control v, tal que la solucion y = y(z,t) de
(*), verifique la condicién de reposo

wT)=0,y(T)=0

El sistema (*) es una generalizaciéon de la ecuacién del telégrafo
unidimensional:

CLy" + (CR+GLY + GRy — yzr = 0,

en donde C, G, L y R son los coeficientes de capacidad, pérdida, aun-
toinduccion y resistencia, respectivamente, calculados para la unidad de
longitud, cf. A.N. Tijonov-A.A. Samarsky [19].

En este trabajo probaremos que el sistema (*) es exactamente con-
trolable. Para tal usamos el método HUM (Hilbert Uniqueness Method)
propuesto por J.L. Lions [8] y [9]. esto es posible, gracias a que en nues-
tro caso tenemos unicidad, reversibilidad y regularidad de soluciones.

Interesado en la controlabilidad exacta para el sistema (*) notamos
que el caso K,(z,t) = 1, Ka(z,t) = Ki3(z,t) = 0y aii(z,t) = &;a(t)
fue estudiado por J.L. Lions [10] y J.E. Mufioz Rivera [17], v el caso
Ki(z,t) = 1, Ky(z,t) = Ka(z,t) = 0y ai(z,t) = bja(z), por E.
Zuazua [21]. Seguidamente R. Fuentes [6} analizé la situacién Kq(z,1) =
1, Ky(z,t) = K3(z,t) = 0. Nuestro analisis es diferente al de los autores
mencionados arriba y los incluye.

Diversos autores usaron el método HUM en el estudio de la controla-
bilidad exacta de sistemas distribuidos, entre ellos podemos mencionar:
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L.A. Medeiros [14], L.A. Medeiros-R. Fuentes {13], C. Fabre-J.P. Puel [5],
E. Zuazua [20], [21], C. Fabre 4], V. Komornik [7] y M. Milla Miranda
[15], [16].

2. RESULTADO PRINCIPAL

Primero introduciremos algunas notaciones (cf. J.L. Lions [9]).
Sean z° € R®, m(z) la funcién z — z° y v(z) el vector normal uni-
tario en ¢ € I, dirigida hacia el exterior de 2. Consideremos:

n

Dz — =)

=1

1/2
R(z°) = max||m(z)|| = max
z€EQ rEL]

Dividimos la frontera I' de Q en dos partes:

I'(z%) = {z €T : m(z).v(z)> 0}

T.(z%) = {z € T': m(z).v(z) <0} =T\T(2°);

asi como la frontera lateral X:

2(z®) = T(z®)x]0, T[

2,(2%) = T, (z%)x]0,T[= T\ B(z°).

Representemos por A; el primer autovalor del problema espectral
—Ap=Adp, peE H&(Q)
Sean K1, K3, K3,ai; : R x [0, 00[—]0, oo funciones continuas.

Consideremos las siguientes hipétesis.

( K(z,t)> ag >0, Vt € [0,T] ct.p.en

Ky € C([0,T]; WH(Q)) n W4*(0,T; L=(R))
q (H1)
K7 € L'(0, 400, L™(R))

| 2 € 10,400, L%(R)), 1< £< n

By
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Ky € L=(0,T; Wh=(Q)) N W20, T; L*())
(H2)
K; € WH0, 400, L=(Q))
(3 € WHeo(0, 75 L(R)) .
(H3)
K3 € L0, +00, L=(R))
¢ La matriz (a;;) 1 < 4,j < n es simétrica y uniformemente
coerciva sobre @, cierre de Q.
ai; € C'(Q)
ai; € L=(Q)
. (H4)

a‘;j € LI(O! +OO, Lw(Q))
Existe é > 0 tal que
da; {x,t
(1= 8)ai;(z,1)&L; — %‘“‘é?(;x_)mtfifj >0

\ V{z,{} €Qef € R"

(Aqui y en lo que sigue adoptamos el convenio que dos indices repetidos
indicardn sumacién).

Deseamos actuar solmente sobre una parte de la frontera %, lo que
formularemos como sigue.

Consideremos el siguiente sistema:
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(Ky(z,t)y'Y + Koz, )y’ + Ka(z,t)y+ A(t)y=0en Q

_ | v sobre B(z?)
v= {0 sobre T \ (z°) 1)
y(0) =%,y (0) =y en Q

donde
Ksj ay
Altyy = —=— 1| a;. t)— 1.
( )y amz (a1] (“Ej )BIJ)
En (4.17) daremos un tiempo especial Ty dependiendo de n, R(z°),
A1, &, Go, 8, las funciones K, K, K3,a;; y sobre la geometria de .

Ahora enunciaremos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 2.1. Supongamos que las hipotesis (H1)-(H{) sean sat-
isfechas. Sea T > Ty. Entonces, para cada dato inicial {y°,y'} pertene-
ciendo a L*(Q) x H-1(Q), eziste un control v € L*(£(2°)) tal que la
solucion ultradébil y = y(z,t) del problema satisface

y(T)=0, y'(T)=0.
La prueba del teorema 2.1 sera dada en las tres secciones siguientes.

3. EL PROBLEMA HOMOGENEO

Introduciremos algunas notaciones que usaremos a lo largo del tra-
bajo. Con (,-,),]- | denotaremos el producto escalar y la norma de
L*(§) y con || - ||, ]a norma de Hg($2) dada por la forma de Dirichlet.
La dualidad entre el espacio F' y su dual F' serd denotada por {-,-}.

Fn esta seccion obtendremos la existencia y la identidad de la ener-
gia para soluciones del siguiente sistema homogéneo:
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(K1(e, 1)) — (Ka(z,1)9)' + Ka(z,1)¢+ A(t)p= fen Q
¢ = 0 sobre T (3.1)
$(0) = ¢°,¢'(0) = ¢' en Q.

Con dato {¢/,¢', f} en H(Q x L*(Q) x L*(0,T; L*(Q)). LLamaremos

solucion débil del problema (3.1) ala funcién ¢ : @ — R, si ¢ pertenece
a la clase

¢ € L=(0,T; Hy (), &' € L=(0,T; L(Q))

satisface la ecuacién

p S
K¢ w) - (K20),w) + (Ksp,w) + alt, 6, w) = (fw)  (3.2)
en el sentido de D’ (O,T), Vw € H3(Q) y las condiciones iniciales

¢(0) =¢°, ¢'(0)=¢°.
Aqui ,

S 9 8
(Al06,0) = olt,6,9) = [ ay(o )2 s

. " Teorema 3.1. Sean

¢° € HY Q)N HY(Q), ¢' € HI(Q), f e WH(0,T; L}(Q)).
Entonces existe una tinica funcién ¢S.: @ — R tal que

é € L™=(0,T; Hy(Q) N HA(N)), ¢’ € L=(0,T; Hy(R)),
(3.3)
¢" € L=(0,T; L))
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(K1¢') — (Kx$) + Ksp + A()g = f ctp.en Q. (3.4)

#(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢". (3.5)
El Teorema 3.1 se prueba aplicando el método de Faedo Galerkin

con dos estimaciones. La solucién ¢ obtenida en el teorema 3.1 se llama
solucién fuerte del problema homogéneo (3.1).

El Teorema 3.1 nos permite obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sean

¢° € Ho(), ¢' € LX(Q), feL'(0,T;1%1)).
Entonces

FEziste una unica solucion débil ¢ del problema (3.1) perteneciendo
a la clase

¢ € C([0,T]; Hg(R)) n C*([0, T]; (). (3.6)
La aplicacion lineal
HY(Q) x LA(R) x LX(0,T; L(Q)) — C([0, T); HY(R))N
CYlo,T}; I Q) (3.7

{6% ¢, 1~ ¢

es continua, ¢ obtenida en (3.6).

La solucion ¢ hallada en (3.6) satisface

SISO + Falt, 90, 60)) =
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= LK) + La0, 8, ¢°
- 2iK11 2(0)e! 2 + 2a(0,¢' @)+
+ %/0 a'(s, #(s), ¢(s))ds - %./o (K1(s)¢'(s): ¢'(s))ds+
(3.8)

t 3
+ [[(Ka()8(5),8Ns + [ (Ki()0(6), 8(5))ds-
1] 4]

t t
-j (K3(3)¢(8),¢'(3))ds+/ (f(s), ¢'(s))ds.
0 i}

El Teorema 3.2 se prueba utilizando el teorema (3.1) mediante apro-
ximaciones.

Ahora consideremos un problema homogéneo que sera utilizado en
el estudio de la regularidd de la solucién y = y(z,t) del problema (*) de
la introduccién. Esto es,

(Ki(z,t)¢") — (Ka(z,t)¢) + Ka(z,t)p+ A(t)p = f'en Q
¢ = 0 sobre ¥ (3.9)

$(0) = 0, ¢'(0) =0 en

Teorema 3.3. Sean

f € L¥0,T; HY(R), f' € L*(0,T; L} (%)), f(0)=0.

Entonces la solucion débil ¢ del problema (3.9) satisface
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|K1 (1) (1) — K720 F()] + Nlg(e)l] <
r (3.10)
<e / TOL R T

donde ¢ es una constante independiente de ¢ y f.

Demostracién: Laigualdad (3.8) del teorema 3.2 aplicada al prob-
lema (3.9) nos permite obtener:

S0 (O + 5alt, 60, 9(2)) =

3 [ @000, 8(6))ds - 5 [ (Ki()H (o), & 0)do

(3.11)
+ [ (a1 0(6)ds + [ (K3(6)6(), 8 (6))ds—
0 0
- / (Ks(5)0(s), #'(5))ds + / (F(s), &'(s))ds.
0 1]
Integrando por partes y notando que f(0) = 0, obtenemos:
| ), ¢ s = (10, 4 0)+
+ f(K;l(s)K;(s)f(s),¢'(3))ds— (3.12)
1} .

_/ot(Kl-l(s)f(s),(K1¢')'(3))d3

sabemos que
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(K14’ = f' — A()d + K2¢' + K36 — Ks¢ (3.13)
sustituyendo (3.13) en {3.12) resulta

[, 86pis = G, ¢
+/Ot(Kfl(S)K{(S)f(S),¢'(S))ds—fot(K;‘(s)f(S),ff(s))ds+
[ v o), A - ]Dt(Kfl ($)Ka(5)f(5), &/(5))ds-
fo t(K 1 (K ()f(s), #ls)ds + /0 t(K{‘(s)Kg,(s) F(s), #(s))ds

después de integrar por partes el tercer término del lado derecho de la
igualdad anterior, obtenemos:

[ s = (10,60 - 30T @), S0)-

-3 [ ETPORI6), Sis+ [ (DKL), ¢ )t
(3.14)

+ [ (K616, A8 ds = [ (KT (6 Ka()S(5),8/(6))ds—
0 4]

- [T @Ry s) BN+ [ (KT a1 (5), ).
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‘De las igualdades (3.11) y (3.14) se obtiene ficilmente:

%IKII P)#'t) - KT @0 fQF + %a(wttmu)) =
= 1 [ w0t otnas— 3 [ (i8¢ (oDt

* ./0 (K2(s)9'(s), 4'(s))ds + /D (K3(s)d(s), ¢'(s))ds—~
(3.15)

- % /0 (K2 (8)K1(s)f(s), f(s))ds + /0 (K ()KL () (s), 8'(s))ds+
+ [T O AHeNds = [ (KT (6)Ka(3)1(6), ¢/ (5))ds-
0 1)

__]0(Kl‘l(s)Ké(s)f(s),¢(s))ds+/0 (KM (s)K3(s)f(s), #(s))ds.

1/2

Haciendo 8 = K,"*¢/~ K['/* f en (3.15) y sustituyendo ¢' por K, '/*0+

K l_lf en esta igualdad, obtenemos después de calculos directos
1 g 1
518 + Salt, ¢(1), #(1)) =
1 t 1 i
= 5/0 a'(s, ¢(s), $(s))ds ~ 5/0 (KT (8)K ) (5)8(s), 8(s))ds+

+ [ (KT K0, 005+ [ (KT () Kal) (), Be))ds+
(3.16)
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" f (KT () K(s)1(5), 8(5))ds.

Mayorando la igualdad (3.16) deducimos

S0 + 316 < ¢ [ (807 + 1gCe)P)ds
(3.17)

e ] 1L£)II(6)] + H(s)1)ds,

donde ¢ es una constante independiente de ¢ y f. Utilizando la desigual-
dad de Gronwall en la estimacién (3.17) resulta

T
16()] + 16(D)]] < ¢ / 1£(s)|ds. (3.18)

Sustituyendo @ por su definicién en (3.18), se deduce la estimacién (3.10).
»

4. DESIGUALDAD DIRECTA E INVERSA

El objetivo de esta seccidn es estimar la derivada normal %g, ¢la
solucién débil del problema (3.1).

De acuerdo con la hipétesis (H4) tenemos

aodibi < aij(z, 1)k < ailibi, V{z,t} € Q, VE€ R (a0 > 0)  (4.1)
La energia del sistema (3.1) es

E(t) = S OO + Salt, 6(2), () (42)
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en particular

By = E©0) = 31K1 ()81 + 3a(0,4°,6°)

Teorema 4.1. Sea ¢ la solucién débil del problema (3.1). Entonces
st f=0,
EpeC < E(t) < Epe®, ¥t € [0, 00] (4.3)

donde,
Co = a5 ' 18l|L1(0,+00) + @5 1K1l 11(0, 400, L=y +

12, 1/2 -1/2

+ 205 || K2l L1(0, 400, () + G0 [HEC3 || L1 (0,4 00, Lo (2))+

a-l/zau—l/z -1/2

+ e || K3llL10,400,L50(0))

1/2
B(t) = sup ( 3 laly(a, t)P) € L}(0, +20).

i,7=1

sif#0,

E(t)<c¢

T 2
Eo+( /0 lf(t)l) ] vie[0,T]  (4.4)

donde ¢ es una constante independiente de la solucion débil del problema

(3.1).

Demostracién. Probaremos la parte (4.3) del teorema 4.1. La
parte (4.4) se obtiene de forma andloga a (4.3). Derivando con respecto
a t la igualdad (3.8) del teorema 3.2, con f = 0, y teniendo en cuenta
(4.2) resulta:
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E'(t) =5/(1, (1), #(1)) ~ 5 (KI(0)6(2), 8 () +

+ (E(1)¢'(1), ¢'(1)) + (Ka(2)e(1), ¢'(2))-

~ (K3(t)(t), 4'(1)).

Mayorando el lado derecho de la igualdad anterior obtenemos
|E(t)] < GR)E(H)

donde

G(t) = a3 ' B(t) + o || K1(®)||Le(a) + 2051||K2(t)||L°°(05+
(4.5)
ag 2 ag AT K ()|l peqa) + a5 Pag AT K a ()] L= ()

de la desigualdad anterior se sigue:

—G(t)E(t) < E'(t) < G(t)E(t). (4.6)

Usando las hipétesis (H1)-(H4), seccién 2, sobre las funciones K,
K3, K3 y ajjpodemos acotar cada término que define G y de (4.5) se
obtiene

/ T Gyt < Co. (4.7)
[1]

Combinando (4.6) y (4.7) concluimos la prueba de] teorema. ®

Seguidamente, probaremos una igualdad que es fundamental en la
obtencién de la estimacién para gy

Teorema 4.2. Sea (g¢)i1<e<n un campo de vectores tal que g €
CYQ) para | < £ < n. Entonces cada solucién débil ¢ del problema
(3.1) verifica:
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T

1 d¢ 2 ,  0¢
LatJVlVJqlV!(a ) d¥ = (K1¢5QZ6_Z_!) o

41 /8(K1qz)¢r2d dt — 1[0..@@‘_6_954151”

[\

98 00 09 2u; 06 09
+,/ dedt - 31:1 azchtc?

“i0e; Ox; 9z
1, 2 9¢
"/Q(Kztﬁ) QtaZIdIdt—j;K3¢Qzax£dzdt—

9¢
- jq f fIza—md:cdt.

473

(4.8)

Demostracién. Primero, probamos la igualdad (4.8) para solu-

ciones fuertes ¢ del problema (3.1). Luego por densidad se sigue para
soluciones débiles. Asi ¢(2) € H} ()N H3(RQ), ¢'(1) € HF (D).

Multiplicando la ecuacién (3.1); por qr—i e integrando sobre @,

obtenemos

/ (K14 q, dmdt j (K10 q,—dmdt+
24 0 1ot —
-|-/QK3¢Q¢Ed:Bdt+LA(t)¢q;'aT£dIdt_

_ 9¢
"/qu‘ax,d’“dt'

(4.9)
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Integrando por partes en t y aplicando luego la férmula de Green en el
primer término de la expresién (4.9) resulta:
¢ a¢) T
K [AY ——"d - ] P o}
/Q( 1¢')Qzam zdt (K1¢,Q'za“

+
]

(4.10)
1 [ 8(K1q.) 2
+ 2/@——-—-———6m (K1q¢)¢" dzdt.

Para el cuarto término de (4.9), usando la férmula de Green se obtiene:

./ A(t)¢qt3 dadt = / i 0z; 0z; thdzdt
(4.11)
| 0¢ a%¢ _ai 3_¢ .
]Q @ij Ox; qlaa:,-aa:gdwdt j,;a” Oz; qgamv,dE.

Aplicando el operador 8%1 sobre a;j%qlg% y notando que a;; = a;;,
deducimos usando la formula de Green en el segundo término del lado
derecho de (4.11), que

a:,-amg

2
2/ aﬁ@q,———a’xdt:

da;; 9¢
- iy 76 d _ )
[ 5o O, ‘a . dedt (4.12)

06 00 08 0 o
_/ JBmJ Bmgam‘d dt+] % Gz, q‘a

Se sabe que % = v,%g sobre T' (Ver J.L. Lions [9]}, por lo tanto
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1/.1:‘5%9':%1/:412—/ % 5¢ ;dY =
o 3:3, b

3 B2; % G- % 5y

1 8¢\’
— E_Laijuiythv£(6_f) dx.

Combinando las expresiones (4.11), (4.12) y (4.13) se obtiene:

(4.13)

9 g [, 090808, .. -
/QA(t)daqg amtd:cdtw /Qa,, 9z, Oz, Bmgdzdt

1 da;; 0¢ 0O¢ 1/ a 0¢ Oqp 0¢
Q

2 L dedt - = | a
2 Jq Bz, 0z; 102, " " 2 Jo " 8z; Bz, B2,

1 a4\’
- E-La,-jv,-vqum(b—;) dx.

Sustituyendo (4.10) y (4.14) en (4.9) y transponiendo términos ade-
cuadamente, resulta la identidad (4.8). ®

La siguiente desigualdad a demostrar se llama desigualdad directa
para el problema (3.1).

Teorema 4.3. Sea ¢ la solucion débil del problema (3.1). Entonces

2 cr}(n)y
T 2
Eo+ ( / lf(t)ldt) ]

a\?

donde ¢ es una constante independiente de ¢.

Demostracién: Del teorema (4.1) parte (4.4) se tiene la signiente
estimacion
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T 2
K20 (O + at,, 6(1), 6(1)) < cEo + ( | If(t)ldt) Vi€ [0,7].

(4.15)
Consideremos la identidad (4.8) con ¢; = v sobre I'. Observemos que,
usando la estimacion (4.15), Is integrales sobre 2 de (4.8) pueden ser

acotadas por
T 2
eleat ([ 1onar) |

las integrales sobre ¢ por

o+ 1) Eo+ ([ ' £t ]

y la integral [, f qga%%dzdt por

T T 2
1/2
£y | lf(t)Idt+c( ] if(t)!dt)-
Por otro lado

1 08\' o1 [ (98’
ELa;jUiVngVg(aj) d¥ _>_ 2(10L (all) dax.

Combinando las estimaciones anteriores y (4.8) con g = v; sobre T’
resulta:

/x (g_f)zdz T+ 1)[50 + (/OT If(t)ldt)z] +cEy? /:1f(t)|dt.

Mayorando la desigualdad anterior se obtiene el resultado el teorema
4.3. B

Para establecer la designaldad inversa para el problema 3.1 con
f = 0 introducimos algunas notaciones. Del Teorema 4.1 parte (4.3),
obtenemos '
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Ci1E; < E(t) < CgEo, Vit € [0,00[ (416)

(C1 =e~%, (Cp=e)
El tiempo Ty es definido por:

To = [2a5/*| Krl 12 ) B(z®) + 05 M 17|30 400 B(=")+
(4.17)
+ M, + M5 + M3}Cgcl_l6_1.

donde

n(t) = sup ess(z —(:c t)
a =

2\ 1/2
) € LY0, +o0)

M, =29 . 8) oA Gl

| K2l L1(0,4 00,2 (52))
+ 2053)/2||K£I|L1(0,+00,L°°(Q)}}
M = a5 a5 AT  R(2)ay”* Xl Kol 120,400, = ()

+ 200 A1 K 3| 300 400, Loo ()]

My = A7 tag 1Kl Lo 4 00, Le=qap (7 — 6) + 2212 R(2°)]
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Teorema 4.4. Sea T > Ty. Entonces cada solucion débil ¢ del
problema (3.1} con f = 0, verifica

! R(a%)a, / (3¢) dX > §C(T — To)Eo.

Obsevacion 4.1. Notemos que si las funciones K; = 1, K; =
K3=0ya,-j=¢5;jentoncescl=C'2=6:a0=1, Mi=My=n=10
lo que implica Tg = 2R(z°). Este es el tiempo T determinado en J.L.
Lions [9) y en V. Komornik [7] para la ecuacién " — Az = 0.

Demostracién del teorema 4.4.: Consideremos la identidad

(4.8) del teorema 4.2 con el campo particular ¢¢ = my = z,— 20 y
después de hacer cdlculos directos obtenemos

1 do\*
5‘/)30ij§ij¢0¢(%) dz:

do ! )
(K1 &m0 ) +6 / E(t)dt+
Oz, 2 0 0
3K1 "
+ 2/, 8m med“drdi+
(4.18)
e 10y, 06 00y

n_¢ ; . 0%
_.__/Q(qué) gdzdt — L(I(zqﬁ) mgaz!dzdt-f-

f Kaqug—“idﬂﬁdt
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donde § es un numero real positivo arbitrario.

Utilizando la hipotesis (H4)s en la identidad (4.18) obtenemos la
siguiente desigualdad

1 ds\*
ELaijUiijgw(‘é';) dr 2

3¢ T T
(A@ megt 2 qS) 0 +5/0 E(t)dt+
L[ Ok P dndi - (4.19)
3 Ts

- f (Kgqs)’mz%dxdm nT_a / Ka¢ dedi+
Q Te Q

-/ Kagpmy —d:l?dt

Haciendo cdlculos andlogos a los realizados en J.L. Lions [8] y [9]

(Klqb m¢§—¢ + ——qb)‘

£E+2¢

< K2 [”|K‘f2¢'|2 N

1 ¢ n-—6
L=(Q) 2™

]
Tomando g = ag /> R(z°) > 0 y utilizando la estimacién (4.16) en la
desigualdad anterior, resulta:

. ¢ n-—6 -1/2 1/2
(Ko meg + 2526)| < a5 AL ) RU)Ca
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lo que implica

3 oA
(516 megte+ 220 | 2 205" UKL ) R=")CaEo. (420)
0

Oz, 2

Los otros términos del miembro de la derecha de {4.19) quedan acotadas
utilizando la estimacién (4.16) de la siguiente manera:

T
5 / E(t)dt > 6T7C Ey. (4.21)
a

1 oK -
= | a—med?ddt > —ag " ||n]| L0, +00) R(2°)C2 Eo. (4.22)
2 Q 3:):2

_n-d / (K19) ddadt >
2 Jg

n—6 _ _ _ 3 4.23
2= & llzaol/ZAl1/2”-K2[|L1(0,+00,L°°(9))C2E0“ (423)
= (n = &)ag " AT K3 13 (0,4 00,1 (02)) C2 Ep-
o¢
~ [ (Ky¢)Y my——dzdt >
fQ( 20) meg —dodt 2
12 (4.24)

-1/2
> —ag a5 2 R(zO)|Ka|| 10 400, (2)y C2 Fo—

— 2¢5 AT R(2OWK Y 110,400,z (2)) C2 Fo-
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n—24 9 .
E LKg(f)dtdtZ—

n—2¢6

ag ' ATY |IK3“L1(0.+00,L°°(Q))02E0.
(4.25)

g .
-/Q K3¢m¢5;%d.’£dt 2 —2(10 lAl llzR(J’:O)l|K3”L1(0,+00'Loo(n))C2Eo.

(4.26)
Asi, utilizando las estimaciones (4.20)-(4.26) en la desigualdad (4.19)
obtenemos;

1

2 .
—/ Qi ViV VeTiy ((;_45) dx > 5CI(T — To)Eo. (4.27)
2 2(1.0) 14

El miembro de la izquierda de (4.27) se puede acotar como en J.L. Lions
[9] por

1., % ¢\ ?
TR(=%)a /E i (5;) dx. (4.28)

Combirando (4.27) y (4.28) finalizamos la prueba del teorema. ®

5. CONTROLABILIDAD EXACTA

En esta seccién concluiremos la prueba del teorema 2.1. Consider-
emos el problema

(Ki(z,t)z') + Ka(z,t)2' + K3(z,1)z+ A(t)z =0en Q
z = v sobre (5.1)

2(0) = 2%,2'(0) = 2’ en Q

Primero definiremos el concepto de solucién del problema 5.1. Mul-
tiplicando ambos miembros de {5.1); por 8§ = 6(z,t) e integrando por
partes sobre @ formalmente, resulta:
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/ (K12') + K32' + K3z + A(t)z]0dzdt =
q

__ f K1(0)7/(0)6(0)dz + / K1(0)2(0)'(0)dz—
1 Q

(5.2)
il
~ [ K2(0)2(0)6(0)ds + / aijviv; 2 2dn+
0 = dv
+ / zfdzdt,
q
donde 8 es la solucion del problema
(K710'Y — (K20)' + K30+ A()8 = f en Q
6 = 0 sobre & (5.3)

6(T) = 6'(T) = 0

Si f e L(0,T; L*)), por el teorema 3.2 y gracias a la reversibilidad
del problema (5.3) con respecto a la variable tiempo sobre el intervalo
[0, T, tenemos que la solucién & del problema (5.3) verifica

8 € C([0,T); Hy(@)) n C*([0, T}, L))

T (5.4)
O+ 6o < e [ 17lat
y por el teorema 4.3 y reversibilidad del tiempo se tiene
96 € L*(%) ‘ 96 < c/T [£(2)|dt (5.5)
BV ! 31/ Lg(z) - 1] )

donde ¢ es una constante independiente de ¢ y f.

Motivados por (5.2)-(5.5) introducimos la siguiente definicién: Sea
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2 e LXQ), 2 € H7Y(Q), v € LX) (5.6)

Decimos que z € L*(0,T; L}(Q2}) es una solucién ultradébil definida por
transposicién del problema (5.1) con datos en la clase (5.6) si

T
| e = a2, 00) - (1 0020, #(0)+
(5.7)

T
+ (K(0)2°, 6(0)) f (v,aijv.'ngg) dt.
o v/ gy

para cada f € L'(0,7; L%(Q)) donde & esti relacionado con f por el
problema (5.3).

Claramente la solucién z dada anteriormente es dnica. También

tenemos, de (5.4) y (5.5), que

[|2llLeoo,miL2qay) < e(|2°] + 12!l a-100) + |IvliLasy),  (5.8)

donde ¢ es una constante independiente de 2.

Seguidamente probaremos un resultado que utilizaremos para de-
mostrar la regularidad de la solucién ultradébil del problema (5.1).

Sea f € D(Q), D(Q) es el espacio de las funciones de prueba sobre
@, v 8 la solucién débil del problema

(K(z,)8') — (Ka(z,1)8) + Ka(z,8)0 + A(t)f = f' en Q
# = 0 sobre (5.9)
#(0) = 0,6'(0) = 0 en 2.

Del teorema 3.3 (Vea seccién 3), tenemos:

T
AR OUORS suOVOER O /0 1£(®)llaz, ¥t € [0, T]
(5.10)
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donde ¢ es una constante mdependwnte de 8 y f. En virtud del teorema
4.3, 3, € L} ().

Lema 5.1. Cada solucion débil @ del problema (5.9) verifica:

donde ¢ es una constante independiente de 8 y f.

el

T
Sl e [ s

L2(E)

Demostracién: Utilizando la identidad (4.8) del teorema 4.2 para
el problema (5.9) y las siguientes igualdades

¢ = K{2(K0 - KTV )+ KT

+ K7,

después de calculos directos se obtiene:

1 08 il
ZLG:JI":VJQ!V!(B ) dy = (K19’7QE3 )

-{—;/K 13(;{141)(1{1/29: ;1/2f)2d&"dt+

+
0

/ K—3/2 aKl f(Kllzﬂr l—lfﬂf)dxdt_

—1/2 O . -
- /q K zaf:qe(fx%”t?’ - KV fydodt—
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L[, 00 oq 00
/Q“‘f Ba; Bu 0a; Ut

00 dq, 39 1 30.,‘;‘ 08 98
+ L Qi 31‘_,' oz, B_dedt — -2- o —-—ae _Han-adxdt_

08
_ /Q Kigey,- bdvdi- (5.11)

- / K1_1/2K2Qt§_9(K:/29' - K7V fydedt—
Q Te

a6 o8
- | K7'Kyq,— fdzdt Kzq0— i
fq 1 w‘&rgf z +_/Q 3Q¢ a:‘L_!al:cai.’t

Tomando ¢; € C'(Q), 1 < £ < n tal que gy = 1 sobre I, y acotando la
expresién (5.11) por la estimacién (5.10) obtenemos una constante ¢ > 0

tal que
1 90\ T ?
3 Lo (32) ax<e( [ i)

lo que implica, por la hipdtesis de coercividad sobre las funciones a;;,

a8 T
sl <e [ e,

donde ¢ es una constante independiente de dy f. @&

L}(E)

Teorema 5.1. Cada solucién ultradébil z del problema (5.1) tiene
la regularidad

z € C([0,T); LX) n C'([0, T); H~(Q)) (5.12)

y la aplicacion lineal



486 J.A. Soriano

L2H(Q) x H7H(Q) x (%) — C([0, T} LA(@) 0 C([0, T]; H7H(R))

{%, 2, v} 2
es continua.

Demostracién: Primero probemos que z € C([0,T]; L*(Q)). Sien-
do 2%, 2!, v pertenecientes a la clase (5.6) existen sucesiones de vectores
(28),(z1), (vu) de HY(RQ), L*(Q), HE(O,T; H¥X(T)), respectivamente,
tal que

25 = 2% en L}(), z} — z' en H(2),

(5.13)
v, — v en L}(Z).
Sea 7, una funcién en HE(0,T; H*(Q)) tal que 73, = {v,,0}, v funcién
trazo sobre I', y u, la solucién del problema

(K + Koul + Ksu, + A(tu, =

= —[(Kli?;‘)' + KgﬁL + K376u + A(t)ﬁu] en Q
ﬁ (5.14)

u, = 0 sobre ¥

[ uu(0) =20, u,(0) =2, en Q

Entonces se demuestra de manera andloga al teorema 3.2 que la solucién
débil u, del problema (5.14) tiene la regularidad

u, € C([0,T; Hy(Q))n CY([0, T); L2(n)j.

Luego tenemos que z, = u, + ¥, es la solucién del problema (5.1) con
datos 2%, 2%, v, v z, € C([0,T]; L¥)). Por lo tanto, de (5.8)

By

lizs — z||Leoqo,7sL2(0y) < €IS — 2°1 + 1|z = 2 |-y + 1w = vll2m))-
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Tomando limite en esta expresién y usando la convergencia (5.13) y la
regularidad de z,, obtenemos z € C([0,T}; L*(Q)).

Ahora consideremos f € D(Q) y 8 la solucién débil del problema
(K 10') — (Kq28) + Kb+ A(1)0 = f'en Q
6 = 0 sobre & (5.15)
8(T)=10,8'(T)=0

Entonces por la reversibilidad del problema anterior y el teorema 3.3
obtenemos que

T
K000 - KT OIO]+ 100l < ¢ [ 1501, Ve € f0,7)
(5.16)
y por el lema 5.1

il

T
el <e [ e (5.17)

Tenemos que z' € H~Y0,T; L*(R)), ya que z € L%(0,T; LXQ)).
Entonces

L3(T)

T
() f) = (2 fixgy = — /0 (2, f')dt.

Como z es una solucién ultradébil definida por transposicién del prob-
lema (5.1) tenemos de (5.15)

T
/0 (2 f)dt = (K1 (0)21, B(0)) — (K1 (0)2°,6(0))+

T o8
+ (K02, 00) - [ (vangy)
0 dv L3(r)
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De las estimaciones (5.16) y (5.17) obtenemos

. T
(=", A < el + 112" -1y + IIvIILz(z)]/G 1£(2)lldt, Vf € D(Q)

lo que im}ﬂica por densidad de D(Q) en L1(0,T; H}(R))) que 2’ € L*(0,
T; H71(Q)) y

|12l | Loe 0,1 m-1¢0) < ell2°) + 112 |-y + 1 10]| L2y (5.18)
Por argumentos similares como en la primera parte de la prueba del

teorema y observando que 2}, € C([0,T]; H~'(2)) concluimos que 2’ €
C([0,T); H~1(Q)).

La continuidad de Ia aplicacién lineal {2°, 2, v} = z se obtiene por
(58)y (5.18). m

Ahora finalizaremos la prueba del teorema 2.1. Sea ¢ la solucion
débil del problema g

(K19") — (K20) + Ks¢+ A(t)¢p=0en Q@
¢ = 0 sobre T (5.19)
#(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢l en Q

Con {¢°,¢'} € H{() x L*(Q). Entonces debido a los teoremas 3.2, 4.3
y (4.4) tenemos '

$ € C([0,TJ; Hy(@)) n C([0, T]; (%)
o € 1(D)y

26C,

R(ﬂ?o )a1

dd

5y < cEy. (5.20)

(T - TU)EU s |
L2(E(=%))

Con ¢ construimos la solucidn ultradébil 4 del problema
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(K19'Y + K3’ + K39 + A(t)p =0 en Q

_ g‘f- sobre £(z?) .
v= { 0'sobre T \ Z(z9) (5.21)

Y(T)=0,¢'(T)=0en Q

Entonces por el teorema 5.1 y gracias a la reversibilidad con respecto al
tiempo en [0,7] del problema (5.21), tenemos que 3 pertenece a la clase

¥ € C([0,T]; LX(2)n CH([0,T]; H™H(2)).

También tenemos

(K1(0)9'(0) + K2(0)%(0), ¢°) — (K1(0)%(0), ¢') =

5.22
[ a-'V-u-(a—¢)2dE o
B(z%) A aV )
La expresién (5.22) induce a definir el siguiente operador
A: H}Q) x L¥(Q) — H™Y(Q) x L}(Q)
A{e°, 4"} = {K1(0)9'(0) + K2(0)1(0), ~ K1(0)(0)}
De (5.22), obtenemos
a9 ||" 0 41y (40 4l o¢
ao|| = <{A{¢" 0 L {e e ) <an|| 5
v || Lagziz0)) OV || La(x(zv)

De la estimacién anterior y (5.21) implica que A es inyectiva. Con
{#°, &'} determinamos la solucién débil del problema. (5.19) y con g%,
la solucién ultradébil definida por transpesicién 3 del problema (5.21).
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Analogamente a la expresién (5.22) se obtienen las siguientes expre-

" siones:

0 Ty N _-.8{56(;5
(A{g%, 81}, (P, B} = /E S e gD
» 5 _ 0809
(A{¢ ’¢ }s{d’osqbl}) = ./E(ID) @iV B ayd)]

De estas dos ltimas igualdades obtenemos que A es auto-adjunto. Asi

A es un isomorfismo de H}() x L} (@) en H~' x L*(Q).  (5.23)

Sea {3°, %'} € L*(Q) x H~!(Q). Entonces por (5.23), existe
{¢°,¢'} € HL() x L*(Q) tal que

A{¢% 8"} = {K1(0)y" + K2(0)y°, — K1(0)3°}.
De esta igualdad y de la definicién del operador A concluimos

$(0)=5", Y(0)=y¢ (5.24)
donde 9 es la tinica solucién ultradébil de (5.21) y ¢ es la tinica solucién
débil de (5.19).

Si consideramos 06
v= g en 2(z%)
en el problema (2.1) con datos iniciales {y°,y'} perteneciendo a L3(Q) x
H~1(f) resulta que tal problema tiene una tnica solucién ultradébil y.
Observemos que de (5.21) y (5.24) obtenemos que % es también solucién
ultradébil del problema (2.1). Luego por la unicidad de solucién vemos

que y = ¥ y consecuentemente de (5.21)3 concluimos que

yT)=0, ¥y(T)=0. m
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