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COOMOLOGIA SEPARATA
SULLE VARIETÀ ANALITICHE COMPLESSE

A. CASSA

Introduzione.

In questo lavoro sono studiate alcune delle proprietà del passaggio da
uno spazio vettoriale topologico al suo « spazio separato » ; in particolare è
studiata la possibilità di passare, separando, da una successione esatta ad
una ancora esatta o ad una debolmente esatta (cioè ad una successione in
cui l’immagine di ogni applicazione è densa nel nucleo della successiva).

Queste considerazioni permettono di stabilire un teorema di dualità per
l’omologia degli spazi di Fréchet-Schwartz.

Con queste premesse si può dimostrare il seguente teorema di dualità

per le varietà analitiche complesse :
Sia X una varietà analitica complessa numerabile all’infinito, di dimen-

sione complessa n, e sia V uno spazio fibrato analitico a fibra vettoriale di

base ~; per ogni coppia di interi q &#x3E; 1 e p h 0 esiste un isomorfismo to-

pologico tra lo spazio separato di ed il duale forte di

~y Dn-p (V*)).
Questo teorema generalizza il teorema di dualità di Serre che compare

nei Commentari Mathematici Helvetici Vol. 19 anno 1953 e costituisce una

nuova e più semplice dimostrazione di un risultato già ottenuto da Laufer
e pubblicato in Transactions of the American Mathematical Society Voi. 128

No. 3, anno 1967.
Infine è dato un esempio di come si può utilizzare il fatto che il pri-

mo spazio di coomologia a valore in un fascio abbia il separato nullo e sono
riportate due famiglie di varietà complesse per le quali questa proprietà è
vera per alcuni o per tutti i fasci analitici coerenti.

Pervenuto alla Redazione il 23 Gingno 1970.
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§ 0. Generalità sugli spazi di Fréchet-Schwartz e sui loro duali forti.

DEFINIZIONE. Si dice spazio di uno spazio vettoriale

topologico completo la cui topologia è generata da una successione crescente
di seminorme tali che la sfera unitaria di ogni seminorma Pn (con
51 &#x3E; 1) è relativamente compatta rispetto alla topologia data sullo spazio
dalla seminorma precedente.

Per tutto quello che è detto sugli spazi di Fréchet-Schwartz vedi [3].
Uno spazio di Fréchet-Schwartz sarà detto brevemente uno spazio (FS)

ed uno che è duale forte di uno spazio di Fréchet-Schwartz sarà detto uno

spazio (DFS).
Per gli spazi (FS) e (DFS) valgono le seguenti proprietà:

- Ogni sottospazio chiuso ed ogni quoziente separato di uno spazio (FS) è
uno spazio (FS).

- Lo spazio prodotto di una famiglia numerabile di spazi (FS) è uno

spazio (FS).
- Quindi il limite inverso di una successione di spazi (FS) e applicazioni

continue è uno spazio (FS).
- Ogni spazio (FS) è riflessivo (lo spazio è naturalmente isomorfo topolo-

gicamente con il suo biduale forte), ogni spazio (DFS) è uno spazio
(DF) (vedi [3]) completo, di Schwartz bornologico e riflessivo.

- Ogni sottospazio chiuso ed ogni quoziente separato di uno spazio (DFS)
è uno spazio (DFS).

- La somma diretta di una famiglia numerabile di spazi (DFS) è uno
spazio (DFS).

- Quindi il limite diretto di una successione di spazi (DFS) e applicazioni
continue se è separato è uno spazio (DFS)
Vale inoltre il seguente :

TEOREMA: Siano H, K due spazi (FS) oppure (DFS) e cp: H---&#x3E; K un’ap-
plicazione continua, le seguenti proprietà sono equivalent,i:

un oulomorfismo topologico.

è un omomorfismo topologico.

DIMOSTRAZIONE : 1) &#x3E; 2) poiché H/Ker 99 , im g é completo
e quindi chiuso in K.

2) &#x3E; 1) poiché 8 è uno spazio di Ptak (vedi [7] pagg. 162-166) e
im 99 è « barreled » (è riflessivo), p è un omomorfismo topologico.
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Analogamente 3)  &#x3E; 4).
1) -&#x3E; 4) Poiché nella successione

i, sono omomorfismi topologici, la successione duale

è esatta (vedi [8] lemma 3 pag. 64) e quindi g’ (g’) è chiuso in 

3) &#x3E; 2) Come sopra poiché 

ESEMPI: 1) Sia U un aperto di una varietà reale di tipo e,&#x3E;o lo spazio
é ( U ) delle funzioni infinitamente differenziabili su IT con la topologia
della convergenza uniforme sui compatti delle funzioni e di tutte le loro

derivate è uno spazio (FS).
2) Sia U un aperto di una varietà analitica complessa lo spazio 9~(~7)

delle funzioni olomorfe su U con la topologia della convergenza uniforme

sui compatti è uno spazio (FS).
3) Sia X una varietà analitica complessa y un sottofascio analitico

coerente del fascio strutturale O su X, II un aperto di X, lo spazio r ( U, 9)
con la topologia della convergenza uniforme sui compatti di ~T è uno spazio
(FS) ; le applicazioni di restrizione sono continue.

4) Sia X una varietà reale di tipo U un aperto di X, il duale

forte dello lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto
su U (vedi [6] pag. 89 teor. XXV), è uno spazio (DFS).

1. Separazione di spazi vettoriali topologici.

Sia .E uno spazio vettoriale topologico (s. v. t.) (su (t come corpo di base),
indicheremo con E0 il minimo sottospazio chiuso di E. Si verificano facil-

mente le proprietà seguenti :
= (0)

- se CJ1 è un sistema fondamentale d’intorni di 0 in .E, allora jE7n = fl 

- E è di Hausdorff se e solo se j67o = f 0).
- per ogni sottoinsieme X di E vale che X -f- Eo c .X

perciò se X è chiuso in E, X + ~o = X



294

- se A è un sottoinsieme aperto di E, A + Eo = A
-- se ~’ è un sottoinsieme localmente chiuso, allora X -~- Eo = X.

Lo spazio quoziente di Hausdorff e sarà detto spazio separato
di E, useremo la notazione .ER (oppure rS (E )) per indicarlo ; SE : E - E, in-
dicherà la proiezione canonica (applicazione di separaziorce).

Dalle proprietà richiamate sopra risulta che i sottoinsiemi aperti, oppu-
re chiusi, oppure localmente chiusi di E sono tutti saturati rispetto alla
proiezione SE : E - E 8 .

Nei confronti di ES valgono una serie di proprietà immediatamente ri-

cavabili che enunciamo :

2013 ~ = IOJ se e solo se .E ha la topologia banale
- se F è un complementare algebrico di Eo , allora E = Bo G) F in senso

topologico (vd. [7] es. 2 (a) pag. 34) e F è isomorfo con E, ; per mezzo
di questo isomorfismo la proiezione SE: E -+ E8 diviene la proiezione natu~
rale di E 2i Eo sul secondo addendo.

L’applicazione SE : è un’applicazione continua ed aperta, essa
inoltre :
- è un’applicazione chiusa
- se X è un sottoinsieme di E, l’applicazione ristretta SE IX : X- SE (X)

è ancora aperta è chiusa.
--- in particolare se G è un sottospazio vettoriale di E, SE 1,9 è un omomor-

fismo topologico di G su SE (G~.
Siano E, .~ due s. v. t. ogni applicazione lineare continua E - F

induce canonicamente un’applicazione lineare Es 2013~ ~ . Più precisamente
si ha la:

PROPOSIZIONE 1 : Siano E, F due S. v. t. e g2 E --~ F un’applieazione
lineare, continua, esiste una ed una sola applicazione lineare Ei. --&#x3E; F.,
(applicazione separata di q;) che rende commutatiroo il diagramma :

L’applicazione T. ri-sulta continua.

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto g c Fo , infatti p = g ((0)) c
c (ç (U)) = Fo e da questo segue l’esistenza e l’unicità dell’applicazione 
La continuità è una conseguenza del fatto che SE è aperta.
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- Se 99 è surgettiva lo è (più in generale çs = Sp (ç (E)).
- Non è vero in generale che se 99 è iniettiva, anche lo sia (consideria-

mo ad esempio uno spazio di Hausdorff .E # {O} e sia .E lo stesso spa.

zio vettoriale con la topologia banale, l’applicazione identica i : j67 2013 E
è iniettiva ma non lo è la sua separata ig : E - (0)).

- Se ç è un omomorfismo topologico, l’applicazione separata p,, è ancora

un’omomorfismo topologico (è una conseguenza della proprietà di S~ di
restare un omomorfismo topologico se la si considera ristretta (~)).
In particolare se .~ è un sottospazio di E, possiamo considerare in

modo naturale Fs come un sottospazio di 
Per ogni sottospazio di .~ risulta inoltre (F,) = (F)s, onde si potrà

usare senza ambiguità la notazione 
- Se ç è un’applicazione continua chiusa, anche p, lo è.
- se i : E - E è l’applicazione identica, la sua separata i, : --~ Es è

l’applicazione identica.
- sono due applicazioni lineari continue, la

separata della applicazione composta è la composizione delle applicazioni
separate, cioè :

infatti ambedue queste applicazioni completano in modo commutativo il

diagramma

Queste due ultime osservazioni dicono, in altre parole, che se indichiamo
con c19 la categoria degli s. v. t. su c e con cS la sottocategoria degli spazi
di Hausdorff, l’a,pplicazione ~S : definita S (E ) = E8 per ogni 8. v. t.

di C}9 e 8(g) = per ogni applicazione lineare continua y tra s. v. t.,
risulta un funtore covariante (funtore di separazione).

Osserviamo due importanti proprietà di questo funtore :

PROPOSIZIONE 2 : Sia una famiglia di ha un isomor-

topologico canonico :
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DIMOSTRAZIONE. Poichè

si ha che :

e questo isomorfismo è topologico in quanto le proiezioni jE~ 2013~ 
sono aperte.

PROPOSIZIONE 3 : Sia jE7 s. v. t. ed F un suo sottospazio vettoriale

si hanno degli isomorfis1ni topologici canonici:

DIMOSTRAZIONE : Sia n: E--~ .E/F la proiezione canonica e sia CJ1. = ( C g jr
un sistema fondamentale di intorni aperti in 0 in E.

Allora :

Perciò

e

Poiché, come si è visto, non è vero in generale che l’applicazione sepa-
rata di una applicazione iniettiva è ancora iniettiva, il funtore S non tra-

sforma in generale successioni esatte in successioni esatte.
Se esaminiamo una successione esatta

di s. v. t. e applicazioni lineari continue, poiché in generale vale che im (q~s~ =
~ SE (im cp’), si vede che condizione necessaria e succiente aftinché si abbia

la esattezza della successione separata :

è che valga Ker (p") = SE (Ker p").
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Tradurremo questa condizione in una condizione equivalente e più
maneggevole, ma verificheremo contemporaneamente che essa è soddisfatta

da una classe piuttosto ristretta di successioni; ad esempio anche se si

suppone che cp" sia un omomorfismo topologico, questo non basta a garan-
tire che Ker «p") 3 = SE (Ker cp"). Tuttavia in questo caso vale una proprietà
più debole, esattamente che

per questo motivo ci soffermeremo ad indagare per quali applicazioni cp"
vale quest’ultima proprietà.

Tornando alla successione esatta ~ 2013~ J~ 2013~- E" questo significa che

indagheremo per quali applicazioni ~" si può passare ad una successione.

per cui si abbia Ker g~s’ = im p’ cioè ad una successione che chiameremo

debolmente esatta.

PROPOSIZIONE 4 : Siacno E, E" due s. v. t. e ~" : ~ -~ E" 
lineare continua, si ha :

se e solo se

DIMOSTRAZIONE : Supponiamo p" iniettiva, in questo caso si tratta di

dimostrare che iniettiva se e solo se ep" (E) = Eó’ f1 im ç" ; ed infatti :
({1;’ è iniettiva se e solo se per ogni x E E, q" (x) E E~’ equivale a g" (x) E
E ql’ (Ea) che è un altro modo di dire g" (.EQ) = Eó’ n im 99,-~.

In generale dal diagramma commutativo :
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si vede che Ker = Ker s se e solo se a, è iniettiva ; poichè d’altra

parte per la proposizione 3 Ker n, = Ss(Iier p") risulta : = SE (Ker cp")
se e solo se o T)")O] = Eó’ f1 im a cioè se e solo se (Ker =

= cp" = ~o~ fl im ~~~.

PROPOSIZIONE 5 : ,Siano .E, E" due s. v. t. e 1 É - E" un’applica-
zione lineare continua si ha :

se e solo se

DIMOSTRAZIONE : Possiamo utilizzare la proposizione precedente osser-

vando che = se e solo se accadono le due seguenti
cose: 1) l(er q§’ = SE (Ker q;") e 2) Ker ~" -~- .Eo è chiuso in E ; poiché
dire Ker q~" + Eo chiuso in E equivale a dire Ker g" + Eo = Ker cp",
1) e 2) implicano g" (Ker ~" -~- Eo) _ .E~ n im cp", cioè appunto 99-’~’ (Eo) _

= ~ ~ im ~~.
’ infine se ~" (Eo) = im 99", Ker 99" + Eo --- (.Eó’) 8 chiuso,

cioè vale la 2), e w" (.Eo) = 9~ (Ker cp" + .Eo) _ ~" = f1 im q;",
cioè vale la 1).

- Un caso in cui l’ultima proposizione è banalmente vera si ha quando lo

spazio .E" è separato.

PROPOSIZIONE 6 : Se ; E --&#x3E; .E" e un omomorfisnio topologico allora

Ker (Ker c~~~) .

DIòIOSTRAzIONE : Chiaramente la tesi vale se f/J" è bigettiva.
In ogni altro caso dal diagramma commutativo

in cui l’applicazione as è iniettiva dato che a è un isomorfismo topologico,
segue che
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Possiamo perciò concludere con la:

PROPOSIZIONE 7 : Sia .E’ ~~ E ~~ E" una successione esatta di

s. v. t. e applicazioni continue. La successione separata :

_ 
_ _

i) debol nente esatta se e solo se (Ker q&#x3E;") = Eó’ n im q;" (quindi in
_particolare se un omomorfisnto topologico)

ii) esatta se e solo se ~" (.Eo) = Eó, n im cp".

Il seguente esempio mostra che esistono effettivamente dei casi in cui

da una successione esatta si passa separando ad una successione debolmente
esatta ma non esatta.

Sia .E uno s. v. t. separato ed F un suo sottospazio proprio denso, la
successione

è esatta e la successione separata

è debolmente esatta ma non esatta.

Se E è uno s. v. t. il duale topologico di E si identifica con il duale

topologico di E8. Anzi con una facile dimostrazione, si può vedere che

(Es )§ 2i E~, quindi in particolare che il duale forte (anche quello debole) di

ogni s. v. t. localmente convesso è di Hausdorff. Osserviamo infine che se E

è localmente convesso allora 2~== (0) se e solo se (01.

§ 2. Omologia separata di spazi vettoriali topologici.

In questo paragrafo studieremo la possibilità di passare dalla successione
esatta di omologia generata da una successione esatta di complessi

muniti di una struttura di spazi vettoriali topologici alla successione dei

separati degli spazi di omologia in modo che o si conservi l’esa,ttezza o si

possa stabilire almeno la debole esattezza.
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A proposito di quest’ultimo problema studieremo sotto quali ipotesi
si può affermare che l’applicazione naturale cS : - H (E’) è un omo-
morfismo topologico.

La seguente proposizione è una risposta a questo quesito.

PROPOSIZIONE 1 : Siano (E’, d’), (E, d), (.E", d") tre complessi con E’, E, E"
s. v. t. e d’, d, d" applicazioni lineari continue.

Siano cp’: E’ -~ E e q/’: E --~ E" due applicazioni lineari continue che

C01nmutano con gli operatori di bordo e tali che la 

sia esatta.

Sia a : H(E") - H(E’) l’applicazione lineare che rende esatto il 

e che è data c5 = n’ cp’-l (dove n’: Z’ ~ H (E’), n: Z --~ H (.E),
n" : Z" - _H (Eli) sono le proiezioni naturali).

Allora a) e cp"* sono continue.
¡3) se cp’ e p" sono oinoniorfismi topologici ~5 è continuo.

y) se d è un ornomorfisrno topologico, t5 7na7ida, aperti di H(E") in

aperti della sua inimagine in H(E’) (e quindi se q/’, d sono oi)ioii oi:fismi
topologici, anche ó è un ontoi)iorfismo topologico).

DIMOSTRAZIONE: a) è evidente.

03B2) Poiché ò-1 = n" cp" d-1 99’ si tratta di dimostrare che preso co -

munque un aperto A di H (E’), n" q" d-1 cp’ n’-l (A’) è un aperto di H (E").
Intanto poiché 99’ è un omomorfismo topologico iniettivo
d-1 (A’) è un aperto di d-1 (g~’ (Z’)).
Poiché d-1 g~’ (Z’) ~ allora p" d-1 (A’) è un aperto di

d-1 op’(Z’) e analogamente poiché cp" d-1 cp’ (Z’) ~ Ker n" allora c5-1 (A’) =
= (p" d _1 (A’) è un aperto di ~" ~,~ d-1 ~, (Z,) = ~-l (H(E’)) =H(E")).

y) Dimostriamo ora che se A" è un aperto di H (E") allora ó (A") è
un aperto di ó (.H~ (E")).

Cioè dimostriamo che : è un aperto di
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- È chiaro che se .E’, E, .E" sono tre spazi di Fréchet le applicazioni
cp’ e ~3" sono degli omomorfismi topologici e quindi l’applicazione
Ó:~(~)2013~~T(~) è continua.
Inoltre amnché ~ sia un omomorfismo topologico basta che d sia un

omomorfismo topologico, cioè che H (E ) sia uno spazio di Hausdorff (e quindi
di Fréchet).

PROPOSIZIONE 2 : 1 Nelle ipotesi della 1 se E’, E, -lÉ" sono spazi
di Fréchet e H (E) è di Hausdorff (e quindi di Fréchet) la successione (*)

è esatta in g$ (E’) e debolmente esatta in H8 (E’’).

COROLLARIO. Nella ipotesi della prop. 1 se H(E) e H (E") sono di

Hausdorff (e quindi di Fréchet) la successione è esatta in H(E’) e g (.E) e

debolm,ente esatta in H (.E’’).

(*) D’ora in poi, se non ci sarà pericolo di confusioni scriveremo ~8 (E) in Inogo di
(H (E))8 .

6. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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- Queste considerazioni possono estendersi ad ogni categoria di spazi v. t.

per cui rimanga valido il teorema che afferma : ogni applicazione lineare
continua ad immagine chiusa è un omomorfismo topologico (Teorema
di omomorfismo). Ad esempio per gli spazi (DFS) (duali di Fréchet.

Schwartz : ved  § 0).

Se particolarizziamo queste considerazioni al caso della coomologia e
della omologia graduata otteniamo i seguenti enunciati (la cui dimostrazione
è analoga a quella delle proposizioni 1 e 2) :

PROPOSIZIONE 3 : Siano (E’, d’) (E, d) (E", d") tre c01nplessi eoomologiei 
*

(E’ = II 9 E = 11 Eq, 9 E" = II E"q) tali che E’, E, E" siano s. v. t. e

q»0

d’, d, d" applicazioni lineari continue.

,Siano cp : E--&#x3E; E e p": .E --&#x3E; E" due applicazioni lineari continue com-

patibili con le graduazioni, che commutano con gli operatori di cobordo e

tali che la successione

sia esatta.

Siano, per tutti i q ¿ 0

le applicazioni lineari che rendono esatta la successione

e che sono date da ~q = dq 

Le applicazioni e cp"flJq sono continue per ogni q ~ 0.
Se q;’q+1 e sono omomorfismi topologici allora ~q risulta continua.

Se dq è un omomorfismo topologico, l’applicazione ~q manda aperti di

Hq (Eli) in aperti della sua immagine g~+1 (.E’). (e quindi se e dq

sono omomorfis1ni topologici 03B4q è un omontorfismo topologico.

-- Se .E’, E, E" sono tre spazi di Fréchet, tutte le applicazioni CP’q, per

ogni q ¿ 0 sono omomorfismi topologici e di conseguenza tutte le appli-
cazioni ~q sono continue.

PROPOSIZIONE 4 : Nelle ipotesi della prop. 3, se E, .E’, E" sono spazi di
Fréchet e Hq+, (E) è uno spazio di (di Fréchet), la successione
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per q ~ 1

è esatta in (.E’) e debolmente esatta in H/ (E").
Per q = 0, la successione :

è debolmeute esatta 2rc HO (E") ed esatta altrove.

COROLLARIO : Quindi sempre nelle ipotesi della prop. 3 se H q+l (E) è
di Hausdoigf e H,,q+1 (E’) = 0, l’applicazione :

laa imí iagine densa iya .Hq (E").

- Al solito queste considerazioni possono estendersi ad ogni categoria di
~. v. t. per cui valga il teorema di omomorfismo.

PROPOSIZIONE 5: 1 Siano (E’~ à’) (Ey d) (E", d") tre complessi onaologici
graduati (E’ = EB .Eq , E = EB Eq , E’! = (D .Eq’) tali che E’, E, E" siano

q~0 qz0

s. v. t. e d’, d, d" applicazioni lineari continue.

Siano E E e cp" : Ey --&#x3E; E" due applicazioni lineari continue com-
patibili con le graduazioni, che commutano con gli operatori ài bordo e tali

che la successione

sia esatta.

Siano per tutti i q &#x3E; 0

le applicazioni lineari che rendono esatta la successione :

e che sono date da (



304

Le applicazioni e sono continue per ogni q ~ 0.
Se qq e sono oinoinorfisini topologici allora ris tlta continua.

Se dq+1 è un topologico, l’applicazione ~q aperti di

Hq+1 (E") in aperti della sua imiiiagiiie in Hq (E) (e quindi se e

dq+1 sono o1nomorfismi topologici, ~q è un omomorfismo topologico).

- Se E’, E, E" sono di Fréchet, tutte le applicazioni 99’ , sono omomor-

fismi topologici e quindi tutte le applicazioni óq sono continue.

PROPOSIZIONE 6 : Nelle ipotesi della prop. 5 se .E’, .E, .E’’ sono spazi di
Fréchet e Hq (E) è uno spazio di Hausdorff (di la successione :

è esatta in (Hq (E’))s e debolmente esatta in (E’’))8.

COROLLARIO. Quindi serrzpre nelle ipotesi della prop. 5 se Hq (E) è di

Hausdorf e (Hq+, (E"».,= 0, l’applicazione : 
E) è di

Hausdorff e (Bq+1 (L’"))s = 0, 

è iniettiva.

- Come nei casi precedenti, tutte le considerazioni svolte si possono esten-

dere ad ogni categoria di s. v. t. per cui sia valido il teorema di omo-

morfismo.

- Diamo ora un esempio di successione di omologia che, separata, è debol-
mente esatta ma non esatta.

Siano F, G due s. v. t. di Hausdorff e 99 : F- G una applicazione
lineare continua.

Poniamo E = F X G X G e d (x, y, z) --- (0, 09 p (x) - y) risulta in questo
caso d2 = O e

perciò H (E) ni F.

Poniamo poi
Allora
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perciò H (E’) Ker p X Coker q.
Poniamo infine .E" = E!E’ cioè E" ~ G.
Si verifica che l’unico operatore di bordo d" su .E" che commuta con

la proiezione canonica n di E in .E" (cioè tale che nd = d" ~) è l’operatore
nullo, perciò poniamo d" = 0 e quindi risulta H (E") G.

Sia i : .E’ --~. ~ l’immersione naturale ; la successione :

è esatta e le applicazioni i, n commutano con gli operatori di bordo.
Esiste perciò un’applicazione lineare (continua perchè i e n sono omo-

morfismi topologici) ó : H (E") -+ H (E’) che rende esatto il diagramma :

Se ora identifichiamo H (E) con F e .g ( k ") con G e .H (E’) con lier y m
X Coker cp, l’applicazione i* diviene l’applicazione :

definita p (x, y) = x.
L’applicazione c’* diviene proprio l’applicazione

e l’applicazione 5 diviene l’applicazione

definita Coker 99 è la proiezione
canonica.
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Il triangolo di omologia si può pertanto riscrivere cos  :

Passando al diagramma degli spazi e delle applicazioni separate si ba il

diagramma :

_

dove q è la proiezione naturale di G su G /9’ (F).
Si verifica (direttamente o per mezzo del corollario alla proposizione 2)

che questo diagramma è esatto in Ker q X (F)] ed in F, ed è debol-
mente esatto in G.

Affinché si abbia l’esattezza anche in G occorre che g abbia immagine
chiusa.

Perciò se si sceglie una applicazione lineare g : F --~ G continua che
non abbia immagine chiusa si ottiene l’esempio di una successione di omo-

logia che separata è in un suo elemento, debolmente esatta ma non esatta.

- Con ovvie modifiche questo esempio può essere adatta.to al caso graduato.
Ad esempio, se si considera la coomologia, siano (F9)q*o e 

= due successioni di spazi vettoriali topologici di Hausdorff e
siano per ogni q &#x3E; 0 Fq -~ Gq delle applicazioni lineari continue.

e

e quindi

e
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Poniamo poi analogamente al caso trattato sopra

si ha che H q (E’) Tu Ker ggq X Coker r’-J Coker gq-1 X Ker qgq per ogni
q &#x3E; 1 e .g ° (E’) 2~2 Ker 9)0.

Poniamo infine --- zx Gq per ogni q &#x3E; o e d"q = 0 risulta

perciò gq (E") ~’ 6’~ per ogni q &#x3E; 0.
Se indichiamo con iq : .E’q ---&#x3E; Eq e --&#x3E; rispettivamente l’im-

mersione e la proiezione naturale per ogni q &#x3E; 0 otteniamo una sequenza
di successioni :

esatte ed in cui le iq e le nq commutano con gli operatori di cobordo.

In definitiva si può stabilire la successione esatta di coomologia :

Con le identificazioni j

si ottiene la successione esatta :

La successione separata

è esatta in ed in ogni Fq e (Fq-]) ed è debolmente
esatta in ma non è esatta se non ha immagine chiusa.

Altri esempi si vedranno nello studio della coomologia delle varietà

complesse.
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§ 3. Z’eorelu i d i 

TEOREMA 1 : Sia (E, d) un complesso E spazio di 
e sia (-E, d’) il suo coml)lesso duale (forte)..Esiste uu isomorfismo topologico
naturale :

DIMOSTRAZIONE : 1 Definiamo un’applicazione lineare

in questo modo : sia h un elemento di H (E) ; sia poi x E Z (E) un elemento tale
che h = x mod (imd) e sia fx : la forma lineare continua associata ad

x. Poiché d (x) = 0 si ha che fx (imd’) = (0). Perciò la forma lineare fx ri-
-"’...

stretta a Z (E ) si può passare al quoziente in una forma fx : - C.
-’....

Poniamo a (h) = jz . Questa è una buona definizione perché se x’ mod (imd) = h,
cioè se esiste x" E E tale che x’ - a; = d (x"), poiché == O su Ker d’

-"’...

allora fz, = fx su Ker d’ e quindi fx = ·

L’applicazione a è surgettiva. Infatti una forma lineare continua

A : - G si rialza ad una forma continua l’: Ker d’- C. Per il

teorema di Hahn-Banach A’ si può estendere ad una forma continua , : - C.

Poiché E è riflessivo esiste xEE tale che fx = ’Ò °’ e si ha che a (x mod (imd)) = A.
Il nucleo di a è (g (E j)o , infatti :

..

ia h = x mod (imd), a (h) = O se e solo se = 0 cioè se e solo se

fz = 0 su Ker d’ vale a dire se e solo se ogni forma lineare continua

1 : 2~ 2013~ C che si annulla su imd si annulla anche su x, ma questo avviene

se e solo se x E imd, cioè se e solo se h E (g (E ))~ .
Perciò passando al quoziente per si ottiene una applicazione

lineare :

che è un isomorfismo di spazi vettoriali.
Rifacendo le stesse considerazioni per (.E~, d’) in luogo d  (E, d), si

troverà un isomorfismo di spazi vettoriali

Poiché Ha (E) ) è riflessivo (è uno spazio (DFS)) si può identificare Ha (E) )
con il biduale forte di e (Ha (E))’p con (H ((.E~ )~ ));~ . 1
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Con queste identificazioni ys risulta l’applicazione duale di oca e questo
permette di stabilire che CXH è un’applicazione lineare continua (vedi [7],
prop. 7.4, pag. 158).

Lo spazio (Hs ))’p come duale forte di uno spazio (DFS) è uno spazio
di Fréchet, perciò as è un isomorfismo topologico.

Utilizzando la prima parte della dimostrazione appena data si può
enunciare il :

TEOREMA 2 : Sia (E, d ) un complesso con E spazio semi-rijlessivo e sia

suo complesso duale ( forte) 

TEOREMA 3 : Sia (E, d) un coniplesso con E spazio di Fí-échet-Schwartz
e sia (E’p, d’) il complesso duale.

Le seguenti affermazioni sono equivalenti :
1) H (E) è di Hausdorf.
2) d : .E ---&#x3E; E è un omomorfisnio topologico.
3) d’ : E~ -~ E~ è un omomorfismo topologico.
4) H (E~ ) è di Hausdorfi£.
5) esiste un isomorfismo topologico

DIMOSTRAZIONE: Le prime quattro proprietà son equivalenti per il

Teorema del § 0 e chiaramente 5) implica 4).
Viceversa se H (E’p) è di Hausdorff il teorema 1 dà appunto la 5).
Analogamente ai teoremi precedenti sussistono i corrispondenti teoremi

per il caso graduato :

TEOREMA 4. Sia (E, d) un complesso coomologico (E = II Eq) in cui E
q&#x3E;»0

è uno spazio di Fréchet-Schwartz e sia (-E’, d’) il complesso duale ( forte) di

(E, d). Esso risulta irc maniera naturale un complesso omologico graduato
Per ogni q &#x3E; 0 si ha un isomorfisnto topologico

q&#x3E;0

DIMOSTRAZIONE : Si procede come per il Teor. 1.
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TEOREMA 5 : Si(i, (E, d ) un complesso coomologico (E --- Il Eq) in cui E
q&#x3E;0

è uno spazio di Fréchet-Schwartz e sia (E~, d’) il complesso omologico gra-
duato duale ( forte) di (E, d).

Per ogni q &#x3E; 0 sono equivalenti le proprietà, :
1 ) .gq (E~ ) è di 

2) (dq’ è un oiiton orfisino topologico.
3) dq è un topologico.
4) (E) è di 

5) esiste un isomorfismo topologico

DIMOSTRAZIONE : come per il teorema 3.

Un esempio in cni H (.E ) non è isomorfo a (H (E ))’.
Sia G uno spazio ed F un sottospazio proprio denso in G. Sia

e definita si ha d2=0, 
e imd = (0) e quindi H (E) - G’/F non è di Hausdorff (anzi ha la

topologia banale), perciò per il teorema 2 H (.E~ ) non è isomorfo topologi-
camente a (H (.E ))~ ; non può sussistere neanche uu isomorfismo soltanto

algebrico perché (H (E))’ = {0~.

TEOREMA 6: Se la successione

di spazi (FS) ad applicazioni continue è debolrnente esatta, la successione duale

(forte) : 
..

è debolmente esatta. E,gsa, è esatta se e solo se l’applicazione ’~P è 2~n omomor-

fismo topotogico.

DIMOSTRAZIONE : La successione :

è debolmente esatta e definisce un complesso di coomologia E = (0) X
&#x3E; ( Ker (Klim ep) X (0) 1 che ha coomologia separata nulla.

Quindi anche il complesso omologico duale forte L~ _ (0) X (Ker X

X 6’1 X Kj X X (0) ha omologia separata nulla, cioè la suc-
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cessione :

è debolmente esatta.

Se l’applicazione 1p è un omomorfismo topologico la successione duale

è esatta (si procede come nel lemma 3 a pag. 64 di [8]).
Se la successione duale è esatta ~y’ ha immagine chiusa e quindi è

un omomorfismo topologico.

§ 4. Coomologia a valori in nn fascio di Fréchet.

Ricordiamo la definizione ed alcune proprietà dei fasci di Fréchet (per
altre informazioni vedi [5]).

DEFINIZIONE 1 : 1 Sia X uno spazio topologico e sia ~’ un fascio su X di
spazi vettoriali topologici, 9 è un fascio di Fréchet se, per ogni aperto U di

X, uno spazio di Fréchet e per ogni coppia di aperti U, V di X
con U e V l’applicazione

- u 
, . , , , ,

è continua.

PROPOSIZIONE 1 : Sicc X uno spazio topologico a base numerabile e sia

un fascio su X di spazi vettoriali, di Fréchet relativamente ad una base

di aperti c?3 di X, esiste uno ed un solo modo di porre una topologia di spazi
vettoriali topologici di Fréchet su ) per ogni aperto U di X, in modo

risulti un fascio di Fréchet, e che ristretto a 93 restituisca il fascio
inizia le.

DEFINIZIONE 2 : Sia X uno spazio e 9 due fasci di 
chet su X un omontorfismo di si dice un omomorfismo

di fasci di Fréchet se per ogni aperto U di X l’applicazione indotta

è continua.

- Sia X è uno spazio topologico a base numerabile, 7 un fascio di Fré-
chet su JT e CJ1 un ricoprimento numerabile di X.
Su
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porremo sempre la, topologia prodotto (che risulta di Fréchet). Le applica-
zioni di cobordo

risultano continue. 
’ ’ ’ ’

Su H~ (C~Z@ = Zq (C~Z@ (~, porremo la topologia quoziente
(che se è di Hausdorff è di Fréchet) e su .gq ( ) = lim q (C?Z, 9) la to-

-
C]

pologia del limite diretto.

- Come prima conseguenza delle considerazioni svolte nel § 2, possiamo
enunciare la seguente proposizione :

PROPOS1ZIONE 2 : Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto a base numerabile e sia

una successione esatta di fasci e di omomorfi,smi di Fréchet, se gz è un rico-

primento numerabile di X di Leray rispetto a. ~’ si stabilisce la successione

esatta di coomologia :

in cui tutte le applicazioni sono continue, inoltre se Hq+1 è di Haus-

dorjf, aq è un omomorfisiiio topologico.

Sussiste la segnente proposizione (vedi [5] pag. 165).

PROPOSIZIONE 3 : Sia X è uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto a base numerabile, 9 : un fascio di Fréchet su X e c?Z, C19 due rico-
primenti aperti numerabili di X che sono di Leray rispetto ad 9:. Se C}9 è un

ra, .ffinamento di CJ1; l’applicazione indotta dall’applicazione di raffinamento
t C)2 ---&#x3E; C i

è un isomorfismo topologico.

Questa proposizione suggerisce una famiglia di fasci di Fréchet per i

quali l’isomorfismo algebrico che esiste tra la coomologia gq (X, J) e

Hq (~, 7) definita su un ricoprimento di Leray è anche un isomorfismo

topologico.
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Precisamente diciamo che un fascio di Fréchet è normale se esiste
nn ricoprimento U1 di X di Leray per 97 tale che per ogni ricoprimento 01.
di X ne esiste uno c» c U1 che raffin,,i allora si ha che è normale

di Fréchet, se c t e C» sono due ricoprimenti numerabile di Leray esiste
un isomorfismo topologico tra ~q (~~ ~ ) e H q Possiamo perciò
enunciare la :

PROPOSIZIONE 4: Se X è uno spazio topologico di Hausdor ff localmente
compatto e a base numerabile, 9’ è un fascio di Fréchet normale e u un ri-

copi-iiiieitto numerabile di Leray algebrico

è isomorfisii o topologico.

DEFINIZIONE 3 : Sia X uno spazio topologico e 7 un fascio di Fréchet
su X, una risoluzione fine di fasci di Fréchet è una successione esatta

di fasci e di oínoiiiorfismi di Fréchet

in cui 90, 91 , ... , ~,~ , ... sono fasci fini.

TEOREMA 1 : Sia, X uno spazio topologico di localmente com-

patto a base un fascio di Fréchet normale su X e

una risoluzione ,fine di fasci di Fréchet.
Sia

la successione indotta per le sezioni globali, allora : esistono degli isomorfismi
topologici :

e

DIMOSTRAZIONE : Sia kq c 9q il sottofascio nucleo di dq. L’esattezza

della risoluzione equivale all’esattezza delle successioni :
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in cui ko = 71.
Sia W un ricoprimento aperto di .~’ numerabile e di Leray per 9. Se

per ogni aperto U di X su si pone la topologia indotta da 9p),
poiché si ha uno spazio di Fréchet, e quindi, ogni
fascio lcp è di Fréchet

Per o si stabilisce la successione :

è un isomorfismo algebrico, quindi :

I , , .E" 
. 

I I # C’ -, 
- 

’I , I , 1

cioè T è un ricoprimento di Leray per ogni fascio (In particolare se
U1 è il ricoprimento su cui si è stabilità la normalità di J, si ha che

ogni fascio kp è di Fréchet normale sul ricoprimento 
Poichè Hq+1 (c2Z, 9p) = 0 (per q &#x3E; 0) l’applicazione q : ,H q (C? , Z -

-- (, kp) è un omomorfismo topologico surgettivo, anzi per q ] 0 è
un isomorfismo (vedi la prop. 3 § 2).

Perciò per q = 0, la successione esatta :

permette di stabilire un isomorfismo topologico

cioè

Mentre per q h 1 si hanno degli isomorfismi topologici :
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Poichè per ogni aperto 7 di X, l’isoinorí snio continuo

è un isomorfismo topologico, si ha un isomorfismo topologico tra

e quindi ponendo p = 0 si ottiene

e per q = 0

§ 5. Applicazioni agli spazi analitici complessi.

Come prima applicazione dei risultati ottenuti finora daren10 una ge-
neralizzazione del teorema di dualità di Serre che compare in [9]. Le nota-

zioni sono tratte da quell’articolo.
Sia X una varietà analitica complessa e V uno spazio fibrato analitico

a fibra vettoriale di base X.

Poichè la risoluzione

è una risoluzione flne di fasci di Fréchet.Schwartz di QP (V) (che è un
fascio normale sul ricoprimento di tutti gli aperti di Stein di X per il

Teorema 1 del § 4 si ha che esistono degli isomorfismi topologici :

dove le applicazioni d~ sono le applicazioni della successione indotta dalla

risoluzione per le sezioni globali :

Questo risultato migliora il teorema di Dolbault e mostra cosa vuol dire

che per una varietà X si abbia (Hq (X, Sép))a = 0 : significa che l’immagine
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di è un sottospazio denso di cioè che ogni forma 
chiusa di classe C- è approssimabile sui compatti, insieme alle derivate di

ogni ordine dei coefficienti, con forme 

Analogamente considerando la risoluzione :

e la coomologia a supporti compatti (che denoteremo con gk ) esistono degli
isomorfismi algebrici :

e

dove le applicazioni sono tratte dalla successione :

e poichè su Fk (X, ( Y~)) si può porre la topologia duale forte di

1’(X, Apq (V)), cioè una topologia (DFS), possiamo porre su Hk 0 (X, Q" ( V’~))
la topologia di Ker d*k "po e su S~p (V*)) con q h 1 la topologia di

Ker q-’ vale a dire delle topologie che se sono separate sono (DFS).
Siamo ora pronti per enunciare il :

TEOREMA 1: Sia X una varietà analitica conaplessa, numerabile all’ in-

finito, di di1nensione complessa n, e sia V uno spazio fibrato analitico a

fibra vetturiale di base X, per ogni q &#x3E; 1 e p &#x3E; 0 esiste un isomorfismo
topologico :

DIMOSTRAZIONE : I due complessi :

sono uno il duale forte dell’altro (a meno dei segni delle applicazioni
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Il complesso coomologico Fp = II è il duale forte del complesso’

omologico 7)p ==’ O (Dp)q, perciò per il teorema di dualità :
q&#x3E;_0

e poichè

e

si ottiene il risultato cercato.

Esempio di varietà per cui Hi (X, O) non è di Hausdorff.
Procedimento come in [9] (esempio a pag. 22).
Sia Y = G2 e ~ = G2 - 1R. (1R essendo una qualsiasi retta reale di G2).

Si ha che Hl (~, (~) = Hk (X, Q2) = 0 e quindi (H (X, 0))8 = 0, ma X non
è di Stein perciò H 1 (X, C) 0, cfr. ad esempio: Hòrmancler, Teor. 4.2.9,
quindi .g1 (X, O) non è di Hausdorff ed è più precisamente uno spazio di

dimensione infinita con la topologia banale.
Questo esempio può essere generalizzato come segue : osserviamo pre-

liminarmente che si ha :

Consideriamo i tre spazi seguenti, ciascuno sottospazio aperto del pre-
cedente :

dell’asse complesso zi;

Si ha un omomorfismo naturale (di restrizione).

che è iniettivo per q C n - 2. Sia a E (X2, 0) e si consideri ,8 = J2,g(a) E
Poichè fl può estendersi a qualche punto di (cioè a

7. della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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tutti i punti di y mediante a), il teorema 4 di Scheja (Riemansche
Helbarketssätze fur Kohomologieklassen, Math. Annalen 144, 345 360 (1961)),
assicura che fJ appartiene all’immagine dell’omomorfismo 

(X3 , y 0)y ossia per l’iniettività di J2,3 , esiste y E H q (Xi, O) tale che

~12 (y) = a.
Ora se 1  q  n - 2 si ha y = 0 e quindi a = 0. Poichè a era arbi-

trario, ciò prova che Hq (X2 , O) = O per q == 1,... n - 2.

DIMOSTRAZIONE : Poiché ~ (Cn - ’IR, 0), ... , Hn-, (en - JR, O) sono

nulli non può essere nullo anche Hn-1 (tn - 1Ry 0)y perché 1R non è
un aperto di olomorfia di (tn, cfr. il già citato Teor. 4.2.9 di Hòrmander.

Dal teorema di dualità segue che :

Si ha (vedi [9] n. 14 pag. 22) la successione esatta :

Ora .gk (1R, nonché H# O) sono nulli (vedi sempre [9]), quindi anche

Hkl (tn - 1R, O) = Hl (en - lR, = o.

Perciò ("
di Hausdorff.

e quindi non

DEFINIZIONE 1 : Sia X una varietà analitica complessa ed Y una sua

sottovarietà chiusa, Y si dirà una sottovarietà di Runge di X se le funzioni
olomorfe su Y sono approssimate uniformemente sui corrapatti di Y dalle re-

strizioni ad Y delle funzioni olomorfe su x.
Se 9y indica il fascio di ideali di Òx relativo a Y si stabilisce la

successione esatta di fasci

in cui ~g/~’p ristretto ad Y si può identificare con 
Questi fasci sono dotati naturalmente di una struttura di fasci di Fré-

chet, per cui nella successione esatta :
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tutte le applicazioni sono continue e se H1 (X, è di Hausdorff ~O è un

omomorfismo topologico.
È semplice a questo punto dimostrare il seguente

TEOREMA 3 : Sia X una varietà analitica complessa e Y una sua sotto-

varietà chiusa.

Se H1 (X, Ô) é di Hausdorff e (H1 (X, 9y)), = 0 Y è una sottovarietà di

Runge di X.
Se in più Hi (X, Ô) = 0, Y è una sottovarietà di Runge di X se e solo

se 

DIMOSTRAZIONE : Infatti separando la successione di coomologia si ha

la successione :

che è esatta ovunque fuori che in dove è debolmente esatta e

questo significa che è denso in 

Supponiamo ora jS~(~0)=0. La successione separata della succes.

sione di coomologia è :

res ao
O --~ ~ (.~~ 9y) ~.r (.~~ Ox) 20132013~ r (Y, Oy) 20132013~ (Hi (X, 9y)), -+ O

che è esatta ovunque fuori che in dove è debolmente esatta.

Poiché ~~ è un omomorfismo topologico surgettivo gli spazi :

sono isomorfi topologicamente e quindi Y è una sottovarietà di Runge di

ESEMPIO. Sia X una varietà per cui g1 (X, Ò) = 0 ed in cui le fun-

zioni olomorfe separano i punti.
Sia y = una successione di punti di ~ senza punti di accumu-

lazione ; le funzioni olomorfe su Y sono le successioni a valori complessi.
Poichè i compatti di Y sono tutti e soli i sottoinsieni finiti si può

sempre trovare una funzione olomorfa su X che assuma dei valori prefissati
su un compatto di Y, cioè è possibile approssimare sui compatti ogni
funzione olomorfa su Y con funzioni globali.

Quindi ogni successione Y di X senza punti di accumulazione è una

sottovarietà di Runge di X e si ha (.g 1 (X, ~p))~ = 0.
Non è detto però che sia vero in più che g1 (~, ~p) = 0, perché questo

implica in particolare che esiste una funzione olomorfa f su X tale che

f(xn) = n.
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Per cui se X non è di Stein, per ogni successione Y senza punti di

accumulazione per cui non è possibile trovare una funzione olomorfa globale
che diverga in valore assoluto su Y si ha che .H~(~5~F)~0 e (H (X,
~’Y))g = U.

Tali sono ad esempio in .X = C3 - (0) tutte le successioni di X con-

vergenti a 0 in G3.

TEOREMA 4 : Sia X uno spazio topologico di Hausdor ,ff localmente com-

patío a base numerabile, :f un fascio di Fréchet su X normale su ogni aperto
di una successione crescente E ~) che ricopre X e sia q un intero positivo
tale che (Hq 91 I --- 0 per allora :

DIMOSTRAZIONE : I Per Ogni n&#x3E; O possiamo trovare un ricoprimento
numerabile di di Leray rispetto facendo in modo che

Gi,ly C CJLn+ 1 .
Quindi (.H q 71 I = O per ogni n h 0. Poniamo % = U CJ1n ,

n*o

questo è un ricoprimento numerabile di X di Leray rispetto ad ‘F.
Sia 71) e W un intorno aperto di O in individuato

dai q. simplessi : Q1 = ( 01 ... , ql) 2=(02’ q2 .. , Uiqm)
e dagli intorni aperti di O W1 di I"’ ( , ~ ), W2 di r ( ~ a2 ~ , , 71), ... , W m
di 7).

Si può trovare un intero no tale che l’insieme S = ... , 

U; , ... , U; , ... , U; , ... , sia contenuto in Un0 . 02 ’" q2 sia contenuto in 

Sia fno la restrizione di f a Cq (CJ1no , F| I fno è un q-cociclo e poiché
(H q l~no ~ ~ I Uno))s = O, cioè ( Uno) (CJ1no , 7! I esiste una

(q 2013 l).cocatena Uno E (CJ1no’ F| I Uno) tale che :

Sia g la (q - 1)-coeatena di (9Z, definita per ogni (q - 1) sim-

plesso a = .., , g (a) = g,,. (o) se ( ITso , ... , S e g (o) = 0
altrimenti.

Poiché f e W erano arbitrari abbiamo dimostrato che ~) =
= Z q ~~, 7) cioè (X, (H q ~~, = 0.

- Come immediata conseguenza di questo teorema si ha il:
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TEOREMA 5 : Sia X una varietà analitica complessa numerabile all’infinito
e sia una successione crescente di aperti di Stein che ricoprono X.

Per ogni fascio analitico coerente 9: 81£ X si ha che :

-- Si ha inoltre (vedi [2]) che j5~ (X, ~) = 0 per q &#x3E; 2, ma non è dimo-
strato, eccetto che in casi particolari anche se importanti (vedi ad esem-
pio : Kajiwara, On the limit of a monotons sequence of Cousin’s domains,
J. Math. Soc. Japan 17, (1965), che anche H1 (~ 5~) = 0 (cioè che

anche è di Stein).
- Questo teorema precisa il significato di un teorema ottenuto sullo stesso

problema da V. Villani (vedi [10]).

TEOREMA 6 : due policilindri di (tn e X = Po U per

ogni fascio analitico coerente 9: su X si ha :

DIMOSTRAZIONE : Sia CJ1 = P1}, CJ1 è un ricoprimento di Leray di
X rispetto perciò H1 ~ (W, ~)·

Inoltre se indichiamo con .H1 (~, ~) la coomologia di y sul ricopri-
mento CJ1 costruita a partire dalle cocatene alternanti, si può dimostrare
con un procedimento simile a quello usato da Kaup in [5] pag. 165, che
g ~) rv g1 7).

Sia - foi) con 9:) un 1.cociclo alternante e

W = X wio) n Z1 (CJ1, ~) un intorno di 0 in Z1 (CJ1., 7) con W1o
intorni di 0 in I’(Pp n P1, 7). La restrizione :

ha immagine densa in (cfr. [4] Teor. 11 pag. 241) e quindi
si può trovare una sezione 91 E tale che :

Consideriamo la 0.cocatena (alternante) g = (O, gl) il suo cobordo è

ao (g) = r, (gl), 2013 

r, (gl» e si ha : i (aO (g) - f ) E W. Per l’arbitra-

rietà di f e W si ha
Con opportuni adattamenti la dimostrazione appena data consente di

dimostrare più in generale il:
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TEOREMA 7 : Sia X u,na varietà di Stein e Po , Pi , ... , Pn dei _poliedri
analitici di X tali che due poliedri diversi Pi, -Pj hanno intersezione non

vuota se e solo se i e j sono due interi consecutivi. Posto A = Po U P, U ...
... U Pn , per ogni fascio analitico coerente 97 su A, si ha che :

Utilizzando poi il teorema 4 si può dimostrare un risultato più gene-
rale. Premettiamo che diremo che un sottoinsieme S di Z è un segmento se
ha la proprietà : se m, n sono due interi di S con n e p è un intero

tale che m S p à n, allora anche p E S.

TEOREMA 8 : ,Sia X una varietà di Stein, S un segmento di Z, 
una famiglia di _poliedri analitici di X tali che due poliedri diversi Pi, Pj
hanno intersezione non vuota se e solo se i e j sono due interi consecutivi.

Posto A = nUs Pn, per ogni fascio analitico coerente 9 su A si ha che :n e S

OSSERVAZIONE : non è vero in generale, anche per un unione di due

soli poliedri analitici P1 non disgiunti, che H 1 (Po U P1, y) = 0 per
ogni fascio analitico coerente y non è vero cioè che l’unione di due poliedri
analitici non disgiunti è in generale un aperto di Stein.

Consideriamo il seguente esempio :

L’aperto Po U P1 non è di olomorfia in (t2, infatti ogni funzione olomorfa
su Po U Pt può estendersi ad un aperto più grande, perché ogni funzione
olomorfa su Pí è una serie con centro in 0 ed il dominio di conver-

genza di ognuna di queste serie è un insieme che contiene Po U P1 e che
deve avere immagine convessa secondo l’applicazione :

definita T&#x3E; (z, , z2) = (log 1 log | z2 | ). (vedi [1] pag. 3).
Dato che questo non accade per Po U Pi il dominio di convergenza di

ognuna delle serie contiene propriamente Po U 
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Per questo aperto si può concludere perciò che : 
’

(anzi dim

OSSERVAZIONE : Tutto ciò che è stato dimostrato nei teoremi 3, 5, 7, 8
a proposito delle varietà complesse può essere dimostrato, in maniera ana-

loga, per gli spazi complessi.
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