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OOOMOLOGIA SEPARATA
SULLE VARIETA ANALITICHE COMPLESSE

A. Cassa

Introduzione.

In questo lavoro sono studiate alcune delle proprietd del passaggio da
uno spazio vettoriale topologico al suo «spazio separato »; in particolare &
studiata la possibilitd di passare, separando, da una successione esatta ad
una ancora esatta o ad una debolmente esatta (ciod ad una successione in
cui Pimmagine di ogni applicazione & densa nel nucleo della successiva).

Queste considerazioni permettono di stabilire un teorema di dualita per
Pomologia degli spazi di Fréchet-Schwartz.

Con queste premesse si pud dimostrare il seguente teorema di dualita
per le varieta analitiche complesse:

Sia X una varietd analitica complessa numerabile all’infinito, di dimen-
sione complessa n, e sia V uno spazio fibrato analitico a fibra vettoriale di
base X ; per ogni coppia di interi =1 e p = 0 esiste un isomorfismo to-
pologico tra lo spazio separato di H9(X, £2?(V)) ed il duale forte di
H (X, Q7P (V*).

Questo teorema generalizza il teorema di dualiti di Serre che compare
nei Commentari Mathematici Helvetici Vol. 19 anno 1953 e costituisce una
nuova e pitt semplice dimostrazione di un risultato gia ottenuto da Laufer
e pubblicato in Transactions of the American Mathematical Society Vol. 128
No. 3, anno 1967.

Infine & dato un esempio di come s8i pud utilizzare il fatto che il pri-
mo spazio di coomologia a valore in un fascio abbia il separato nullo e sono
riportate due famiglie di varieta complesse per le quali questa proprietd &
vera per alcuni o per tutti i fasei analitici coerenti.

Pervenuto alla Redagione il 23 Gingno 1970.
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§ 0. Generalith sugli spazi di Fréchet-Schwartz e sui loro duali forti.

DEFINIZIONE. Si dice spazio di Fréchet-Schwartz uno spazio vettoriale
topologico completo la cui topologia & generata da una successione crescente
di seminorme {p,},>, tali che la sfera unitaria di ogni seminorma p, (con
n=>1) & relativamente compatta rispetto alla topologia data sullo spazio
dalla seminorma precedente.

Per tutto quello che & detto sugli spazi di Fréchet-Schwartz vedi [3].

Uno spazio di Fréchet-Schwartz sard detto brevemente uno spazio (FS)
ed uno che & duale forte di uno spazio di Fréchet-Schwartz sard detto uno
spazio (DFS).

Per gli spazi (FS) e (DFS) valgono le seguenti proprieta:

— Ogni sottospazio chiuso ed ogni quoziente separato di uno spazio (FS) &
uno spazio (FS). .

— Lo spazio prodotto di una famiglia numerabile di spazi (FS) & uno
spazio (FS).

— Quindi il limite inverso di una successione di spazi (I'S) e applicazioni
continue & uno spazio (FS).

— Ogni spazio (FS) & riflessivo (lo spazio & naturalmente isomorfo topolo-
gicamente con il suo biduale forte), ogni spazio (DI'S) & uno spazio
(DF) (vedi [3]) completo, di Schwartz bornologico e riflessivo.

— Ogni sottospazio chiuso ed ogni quoziente separato di uno spazio (DFS)
& uno spazio (DFS).

— La somma diretta di una famiglia numerabile di spazi (DFS) & uno
spazio (DFS).

— Quindi il limite diretto di una successione di spazi (DFS) e applicazioni
continue se & separato & uno spazio (DFS)

Vale inoltre il seguente :

TEoOREMA: Siano H, K due spazi (ES) oppure (DFS) ¢ ¢ : H— K un’ap-
plicazione continua, le sequenti proprield sono equivalenti:
1) ¢ : H— K é un omomorfismo topologico.
2) ¢ (H) é chiuso in K.
3) ¢/ Kg—r Hy & un omomorfismo topologico.
4) ¢’ (K’) é chiuso in Hj.

DIMOSTRAZIONE : 1)=—> 2) poiché im ¢ & H/Ker ¢, im ¢ & completo
e quindi chinso in K.
2)=> 1) poiché H & uno spazio di Ptak (vedi [7] pagg. 162-166) e
im @ & «barreled » (& riflessivo), ¢ & un omomorfismo topologico.




sulle varietd analitiche complesse 293
Analogamente 3) <—> 4).
1) => 4) Poiché nella successione
i P q .
0 —>Kerg——>H—>K-—— Klimp —0
i, , ¢ sono omomorfismi topologici, la successione duale

4 ’ ’
?

@ q
0 < (Ker )z < Hp < K; (K/im @) <— 0.

8 esatta (vedi [8] lemma 3 pag. 64) e quindi ¢’ (K’) & chiuso in Hg.
3) =—> 2; Come sopra poiché ¢’’ = ¢;

EsEMPI: 1) Sia U un aperto di una varietd reale di tipo @= lo spazio
E(U) delle funzioni infinitamente differenziabili su U con la topologia
della convergenza uniforme sui compatti delle funzioni e di tutte le loro
derivate & uno spazio (F'S).

2) Sia U un aperto di una varietd analitica complessa lo spazio G (U)
delle funzioni olomorfe su U con la topologia della convergenza uniforme
sui compatti & uno spazio (FS).

3) Sia X una varietd analitica complessa, & un sottofascio analitico
coerente del fascio strutturale O su X, U un aperto di X, lo spazio I'(U, F)
con la topologia della convergenza uniforme sui compatti di U & uno spazio
(FS); le applicazioni di restrizione sono continue.

4) Sia X una varietd reale di tipo @, U un aperto di X, il duale
forte dello spazio & (U), lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto
su U (vedi [6] pag. 89 teor. XXV), & uno spazio (DFS).

1. Separazione di spazi vettoriali topologici.

Sia E uno spazio vettoriale topologico (8. v.t.) (su € come corpo di base),
indicheremo con E, il minimo sottospazio chiuso di E. Si verificano facil-
mente le proprieta seguenti :

— By = {6}

— se Y @ un sistema fondamentale d’intorni di 0 in E, allora E, =Un% U.
€

— E & di Hausdorff se e solo se B, = {0}.

— per ogni sottoinsieme X di F vale che X | E, c X

(X + E0=X+qyg%Uc Ug%(x+ U) = X)

percio se X & chiuso in B, X 4+ F;=X
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— se A & un sottoinsieme aperto di B, A + B, = 4
— 8¢ X & un sottoinsieme localmente chiuso, allora X 4 B, = X.

Lo spazio quoziente E/E, ¢ di Hausdorff e sard detto spazio separato
di E, useremo la notazione E, (oppure 8 (#)) per indicarlo; Sy: F — E, in-
dichera la proiezione canonica (applicazione di separazione).

Dalle proprietd richiamate sopra risulta che i softoinsiemi aperti, oppu-
re chiusi, oppure localmente chiusi di # sono tutti saturati rispetto alla
proiezione Sz: E — E,.

Nei confronti di E, valgono una serie di proprietd immediatamente ri-
cavabili che enunciamo:

— E,= {0} se e solo se E ha la topologia banale

— se F & un complementare algebrico di E,, allora F = E, @ F in senso
topologico (vd.[7] es. 2(a) pag. 34) e F & isomorfo con E,; per mezzo

di questo isomorfismo la proiezione Sy: H — E, diviene la proiezione natu-

rale di E 2> E, @ E, sul secondo addendo.

L’applicazione Sg:F — HE; & un’applicazione continua ed aperta, essa
inoltre:

— & un’applicazione chiusa

— se X & un sottoinsieme di E, ’applicazione ristretta Sz |z : X — 8z (X)
¢ ancora aperta & chiusa.

— in particolare se G & un sottospazio vettoriale di H, Sy|¢ & un omomor-
fismo topologico di G su Sy (G .

Siano E, F due s.v.t. ogni applicazione lineare continua ¢: E— F
induce canonicamente un’applicazione lineare @s . B, — F, . Pil precisamente
si ha la:

PROPOSIZIONE 1: Siano E, F due 8.v.t. ¢ ¢p: E— F un’applicazione
lineare, continua, esiste una ed wuna sola applicazione lineare @, : E; — F,
(applicazione separata di @) che rende commutativo il diagramma :

@
F—— s F

e

! !

@
Be—r 5 F,

L’applicazione ¢, risulta continua.

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto ¢ (B c F,, infatti ¢ (By) = ¢ ((0)) c
c {p (0)} = F, e da questo segue l’esistenza e l'unicitd dell’applicazione g, .
La continuitd & una conseguenza del fatto che Sz & aperta.
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— Be ¢ & surgettiva anche ¢, lo & (pill in generale ¢, (H;) = Sr(p (X))
— Non & vero in generale che se ¢ & iniettiva, anche ¢, lo sia (consideria-

mo ad esempio uno spazio di Hausdorff E 3= [0} e sia F lo stesso spa-

zio vettoriale con la topologia banale, Papplicazione identica i:BE—E
¢ iniettiva ma non lo & la sua separata i, : E — {0}).

— Se ¢ & un omomorfismo topologico, 'applicazione separata ¢; & ancora
un’omomortismo topologico (¢ una conseguenza della proprietda di Sz di
restare un omomorfismo topologico se la si considera ristretta a ¢ (F)).

In particolare se ¥ & un sottospazio di ¥, possiamo considerare in

modo naturale F, come un sottospazio di E;.

Per ogni sottospazio F di F risulta inoltre (F,) = (f’)s , onde si potra

usare senza ambiguita la notazione F,.

— Se ¢ & un’applicazione continua chiusa, anche ¢, lo é.

— se i:E-— E & lapplicazione identica, la sua separata ,:H, — F, &
Papplicazione identica.

— 8¢ p: B —>F e yw:F-— G sono due applicazioni lineari continue, la
separata della applicazione composta & la composizione delle applicazioni
separate, cioé :

(W) = s 955

infatti ambedue queste applicazioni completano in modo commutativo il
diagramma

v
B —

Sy l Se

!

By ——m8m— G,

Queste due ultime osservazioni dicono, in altre parole, che se indichiamo
con <Y la categoria degli 8. v.t. su ¢ e con & la sottocategoria degli spazi
di Hausdorff, Papplicazione §: Y — S definita S (¥) = E, per ogni 8. v. t.
di Y e S(p)= @, per ogni applicazione lineare continua ¢ tra s.v.t.,
risulta un funtore covariante (funtore di separazione).

Osserviamo due importanti proprietd di questo funtore:

PROPOSIZIONE 2: Sia {E,)aca una famiglia di s.v.t. 8i ha un isomor-

Jismo topologico canonico :
S( I E)x= IT S(&,).

acd aed
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DIMOSTRAZIONE. Poiche

(I By = {0) P« = I, (04" = II (By),

a

si ha che:
S (I E) = (II B,)/(II (E,),) 2= Il (E,/(E,),) = II 8 (E,)

a

e questo isomorfismo & topologico in quanto le proiezioni F,— E,/(H,),
sono aperte.

PROPOSIZIONE 3: Sia E wno 8.v.t. ed F un suo sottospazio vettoriale
st hanno degli isomorfismi topologici canonici :

S(B/F) > E/F ~ E,/F,.

DIMOSTRAZIONE: Sia n: E— E/F la proiezione canonica e sia W = {Ui}ic1
un sistema fondamentale di intorni aperti in 0 in Z.
Allora :

(B/F), = iOIn V) =na? iQIﬂ Ui) =

=alataU)=al U+ F)=a(F) > FF.
Percid B 3
8 (BE/F) = (E/F)/(F/F) X E/F

E/F ~ (E/B,)|(F|E,) = Es/Sg(F) = E,/F,.

Poiché, come si & visto, non & vero in generale che ’applicazione sepa-
rata di una applicazione iniettiva & ancora iniettiva, il funtore S non tra-
sforma in generale successioni esatte in suceessioni esatte.

Se esaminiamo una successione esatta

’ 144

2 5% g

di s.v.t. e applicazioni lineari continue, poiché in generale vale che im (g;) =
= Sz (im ¢’), si vede che condizione necessaria e sufficiente affinche si abbia
la esattezza della successione separata :

q)l q)l!
By,—> BE,— B

& che valga Ker (p;") = S8z (Ker ¢”’).
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Tradurremo questa condizione in una condizione equivalente e piu
maneggevole, ma verificheremo contemporaneamente che essa ¢ soddisfatta
da una classe piuttosto ristretta di successioni; ad esempio anche se si
suppone che ¢’’ sia un omomorfismo topologico, questo non basta a garan-
tire che Ker (p;') = Sg(Ker ¢’’). Tuttavia in questo caso vale una proprietd
piu debole, esattamente che

Ker (¢3') = 8g (Ker ¢’*)

per questo motivo ci soffermeremo ad indagare per quali applicazioni ¢’/
vale quest’ultima proprieta.

Tornando alla successione esatta E’— E — E’’ questo significa che
indagheremo per quali applicazioni ¢’/ si puo passare ad una successione.
1A

P4 ®
ARG RN

per cui si abbia Ker ¢’ =im ¢;, ciod ad una successione che chiameremo
debolmente esatta.

PRrOPOSIZIONE 4 : Siano B, E’’ due s.v.t. ¢ ¢’/ : E— B un’applica-
ztone lineare continua, 8i ha:

Ker ¢,' = Sg(Ker ¢’*)
se¢ ¢ solo se

¢’ (Ker ¢’') = By Nim ¢”’.

DIMOSTRAZIONE : Supponiamo ¢’/ iniettiva, in questo caso si tratta di
dimostrare che ¢, & iniettiva se e solo se ¢/’ (B} = By nim ¢’/ ; ed infatti:
¢, & iniettiva se e solo se per ogni x€E, ¢’ (x)€Ey equivale a ¢’/ (x) €
€¢’’ (B, che & un altro modo di dire ¢’/ (H;) = Ey' nim ¢”’.

In generale dal diagramma commutativo :

@8
E, By

i Os

(E/Ker @)
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si vede che Ker (¢;') = Kern; 8¢ e solo se o, & iniettiva; poiché d’altra
parte per la proposizione 3 Ker n,=W risulta: Ker(g,') =W
se e solo se o[(E/Ker¢))] =E, Nimo ciod se ¢ solo se omx(Kerqp’)=
= ¢’ (Ker ¢”) = By Nim ¢,

I4

PROPOSIZIONE 5: Siano B, E’/ due s.v.t. ¢ ¢’ 1 E— E’’ un’applica-

zione lineare continua si ha :
Ker ¢;' = 8z (Ker ¢’’)

se e solo se
¢’ (By) = Ey nim ¢,

DiMoSTRAZIONE : Possiamo utilizzare la proposizione precedente osser-
vando che Ker ¢, = Sg(Ker ¢’’) se e solo se accadono le due seguenti
cose: 1) Ker g, = Sp(Ker¢”’) e 2) Ker¢o’ | E, & chiuso in F; poiché
dire Ker ¢’/ + E, chiuso in E equivale a dire Ker ¢’/ 4 E,= Ker¢’’,
1) e 2) implicano ¢’ (Ker ¢’/ + E,) = E; nim ¢’/, ciod appunto ¢’ (H,) =
= Ky 0im ¢,

Infine se ¢’ (E,) = Ey nim ¢’*, Ker ¢’/ 4 E, = (¢’")~' (Ey) & chiuso,
ciod vale la 2), e " (H,) = ¢’ (Ker ¢’* + Hy) = ¢’/ (Ker ¢’’) = Ei' N im ¢’’,
cioe vale la 1).

— Un caso in cui 'ultima proposizione & banalmente vera si ha quando lo
spazio B’/ & separato.

PROPOSIZIONE 6: Se ¢’/ : B— B’ é un omomorfismo topologico allora

Ker ¢,' = Sy (Ker ¢’’) .

DIMOSTRAZIONE : Chiaramente la tesi vale se ¢’/ & bigettiva.
In ogni altro caso dal diagramma commutativo

@i
E, > (im @)

T
Os

(E/Ker ¢’’),
in cui Papplicazione o, ® iniettiva dato che ¢ & un isomorfismo topologico,

segue che
Ker ¢’ = Ker n,= Sp(Ker ¢’’).
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Possiamo percido concludere con la:

’ ”

. @ @ . ,
ProOPOSIZIONE 7: Sia B —— E—— E’' una successione esatia di

8. V. b. e applicazioni continue. La successione separata :
(p! (77”
B, —— B,—— B}
i) debolmente esatta se e solo se " (Ker p”)= By nim ¢" (quindi in
particolare se ¢” & un omomorfismo topologico)
ii) esatta se e solo se ¢" (E,) == Ey Nim ¢".

Il seguente esempio mostra che esistono effettivamente dei casi in cui
da una successione esatta si passa separando ad una successione debolmente
esatta ma non esatta.

Sia ¥ uno s.v.t. separato ed F un suo sottospazio proprio denso, la
successione

) 7
0O—>F-——>F——>E/F—0

¢ esatta e la successione separata

i
0 —»F——s>E—0—>0

& debolmente esatta ma non esatta.

Se F & uno 8.v.t. il duale topologico di ¥ si identifica con il duale
topologico di H,. Anzi con una facile dimostrazione, si puo vedere che
(Es); =2 Ej, quindi in particolare che il duale forte (anche quello debole) di
ogni §.v.t. localmente convesso & di Hausdorff. Osserviamo infine che se H
¢ localmente convesso allora Ej;= {0} se e solo se E;= {0}.

§ 2. Omologia separata di spazi vettoriali topologici.

In questo paragrafo studieremo la possibilita di passare dalla successione
esatta di omologia generata da una successione esatta di complessi

’ n

4 @
00— —— B——> E'—0

muniti di una struttura di spazi vettoriali topologici alla successione dei
separati degli spazi di omologia in modo che o si conservi Vesattezza o si
possa stabilire almeno la debole esattezza,
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A proposito di quest’ultimo problema studieremo sotto quali ipotesi
si pud affermare che ’applicazione naturale §: H(E"Y— H(E') & un omo-
morfismo topologico.

La seguente proposizione & una risposta a questo quesito.

ProrosizioNe 1: Siano (E', d), (¥, d), (E”, 4") tre complessi con E', E, B”
s.v.t. e d',d,d"” applicazioni lineari continue.

Siano ¢ : B' — K e ¢’ : E— E" due applicazioni lineari continue che
commutano con gli operatori di bordo e tali che la successione :

4 ¢"
0O —>E% ——F——F' —0
sia esatta.
Sia 6: H(E"Y— H(E') Vapplicazione lineare che vende esatto il diagramma :

(Pl*
H@E) ——® H(E)

E/I

e che & data 6 =a' ¢ 1de""'a"1 (dove n':Z'— H(BE'), n: Z— H(E),
n’: Z"— H(E") sono le proiezioni naturali).
Allora o) ¢ ¢ @"* sono continue.
B) se ¢’ e @ sono omomorfismi topologici 6 é continuo.
y) se d é un omomorfismo topologico, & manda aperti di H(E") in
aperti della sua immagine in H(B') (e quindi se ¢’y ¢, d sono omomorfismi
topologici, anche 0 é un omomorfismo topologico).

DIMOSTRAZIONE : a) & evidente.

B) Poiché 61 =a"" ¢ d~' ¢’ a'~1 si tratta di dimostrare che preso co-
munque un aperto A’ di H(E"), "’ ¢"”" A~ ¢’ a'~1(4") & un aperto di H (E").

Intanto poiché ¢’ & un omomorfismo topologico iniettivo

d-1¢ a'~1(A’) & un aperto di d—1 (¢’ (Z")).

Poiché d—1 ¢’ (Z')D Ker ¢", allora ¢"d—! ¢ n'~1(4’) & un aperto di
¢" d—1 ¢’ (Z’) e analogamente poiché ¢” d—! ¢’ (Z') DKer z” allora 6—1(4') =
=ana"¢"d"1¢ a'—1(A") & un aperto di n"¢" d-1 ¢'(Z')= 61 (H(E)=H(E")).

y) Dimostriamo ora che se A” & un aperto di H(E") allora 3(4") &
un aperto di é (H (E")).

Cioé dimostriamo che =’ ¢'-1 dp"~1 n"-1 (4") & un aperto di

a @V -de""t a1 (H(E").
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Intanto @"—1x"~1(A”) & un aperto di ¢"—!(Z") e poiché ¢"—1(Z"}2
Kerd allora dp"'x”"—1(A") & un aperto di dp”"~1(Z") e quindi ¢'"1dp"—1z"—1(4")
& un aperto di ¢p'—! de"—1(Z"), infine poiché ¢'—1 dp”—1(Z")> B’ allora (4")=
=un ¢~ dp"-1 n"~1(A") & un aperto di =’ ¢! dp"~1(Z")= 3 (H(E").

— R chiaro che se E', E, E” sono tre spazi di Fréchet le applicazioni
¢ e @' sono degli omomorfismi topologici e quindi P’applicazione
0:H(E")— H(E') & continua.

Inoltre affinché 6 sia un omomorfismo topologico basta che d sia un
omomorfismo topologico, ciod che H (E) sia uno spazio di Hausdorff (e quindi

di Fréchet).

PROPOSIZIONE 2: Nelle ipotesi della prop. 1 se E', E, B" sono spazi
di Fréchet ¢ H(B) é di Hausdor(f (¢ quindi di Fréchet) la successione (*)

v,
By ———» H(E)

\ /ut
E/I

é esatta in H,(E') e debolmente esatta in H,(E").

"

COROLLARIO. Nella ipotesi della prop. 1 se H(E) e H(E") sono di
Hausdorff (e quindi di Fréchet) la successione é esatta in H.(E') ¢ H(E) ¢

"

H,(E") > H(E)
H(E/I)

debolmente esatta in H (B').

(*) D’ora in poi, se non ci sard pericolo di confusioni scrivereme H,(E) in lunogo di
(H (E))y.

6. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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— Queste considerazioni possono estendersi ad ogni categoria di spazi v.t.
per cui rimanga valido il teorema che afferma: ogni applicazione lineare
continua ad immagine chinsa & un omomorfismo topologico (Teorema
di omomorfismo). Ad esempio per gli spazi (DFS8) (duali di Fréchet-
Schwartz : vedi § 0).

Se particolarizziamo queste considerazioni al caso della coomologia e
della omologia graduata otteniamo i seguenti enunciati (la cui dimostrazione
& analoga a quella delle proposizioni 1 e 2):

PRrROPOSIZIONE 3: Siano (E',d) (E,d) (E",d") tre complessi coomologici

(= Il B9, E= II B?, E"= Il E") tali che E', E, B’ siano 8.V.t. ¢
g=0 q=0 g=0
d', d, d" applicazioni lineari continue.

Siano ¢': B' — E ¢ ¢": E— E" due applicazioni lineari continue com-
patibili con le graduazioni, che commutano con gli operatori di cobordo e
tali che la successione

00— E j—>E—q—p——>E’ — 0
sia esatta.

Stano, per tulti i ¢ =0

80: HY(B")— H (E)

le applicazioni lineari che rendono esatta la successione
S0
00— HYE'Y)— H*(E)— H'(E"Y)—— H'(E)— H'(E)— ...

o7
w.—> HY(E')— H?(E)— HY(B")——> HIt (F') — HI 1 (B)— ..

e che sono date da 07 = 7’911 (¢p/9t))~1 d1 ("))~ (791 .

Le applicazioni ™1 e ¢"* sono continue per ogni q = 0.

Se @7+ e @"? sono omomorfismi topologici allora 07 risulta continua.

Se d2 ¢ un omomorfismo topologico, Vapplicazione &7 manda aperti di
HI(E") in apertt della sua immagine HI+1(E'). (¢ quindi se ¢'i+!, ¢"t ¢ d?
sono omomorfismi topologici 67 é un omomorfismo topologico.

— Se E', E, E" sono tre spazi di Fréchet, tutte le applicazioni ¢'9, ¢"? per
ogni ¢ = 0 sono omomorfismi topologici e di conseguenza tutte le appli-
cazioni §¢ sono continue.

PROPOSIZIONE 4 : Nelle ipotesi della prop. 3, se E, B', E" sono spazi di
Fréchet e Hit! (E) é uno spazio di Hausdorff (di Fréchet), la successione
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per ¢=1
q

ds
H{(B)— H}(B") —— H () — H™ (B)

¢ esatta in HIT'(E') ¢ debolmente esatta in HI(E").
Per q =10, la successione:

0

é
0— HO(E')— H°(E)— H(E") —— HNE)— H'(E)
¢ debolmente esatta in HO® (E'') ed esatta altrove.

COROLLARIO : Quindi sempre nelle ipotesi della prop. 3 se Hit1(E) &
di Hausdorff e HIT' (B')= 0, Papplicazione :

¢"*: H(B) — H/ (B")
ha immagine densa in HY(E").

— Al solito queste considerazioni possono estendersi ad ogni categoria di
8. v.t. per cui valga il teorema di omomorfismo.

PROPOSIZIONE 5 : Siano (E',d) (E,d) (E”, d") tre complessi omologici
graduati (B'= D By, E= G B,, B'= P B) tali che E,E, E" siano

=0 =0 =0
8.v.t. e d',d,d” applicazioni lineari continue.
Siano ¢’ : BE'— E e ¢": B — E' due applicazioni lineari continue com-
patibili con le graduazioni, che commutano con gli operatori di bordo e tali
che la successione

R (pl (p/l
O—>F ———E——E'—0
sia esatta.
Siano per tutti ¢ ¢ =0

8yt Hyp (B')— H, (E)

le applicazioni lineari che remndono esatta la successione :
r 1 6(1
o > Hypy (BY— Hoyyy (B)—> Hyp (B")——> H,(B')— Hy (E) — ...
3
w.— H,(B)— H (B)— H(B")—— H,(E')— Hy (F)— H,(E")— 0

= @1 "1 1
e che sono date da Bq =7, @, dq+1 Pott Pqpr
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Le applicazioni q,, € @yq sono continue per ogni g => 0.
Se @y e pi’Ly sono omomorfismi topologici allore J, risulta continua.
Se dgy1 € un omomorfismo topologico, Dapplicazione o, manda aperti di
ArI s . . . . g . . ’ "
Hgp (B7) in aperti della sua immagine in H,(E') (e quindi se g, g1 €
dgy, sono omomorfismi topologici, 6, é un omomorfismo topologico).

— Se F, E, E" sono di Fréchet, tutte le applicazioni ¢,, ¢g sono omomor-
fismi topologici e quindi tutte le applicazioni d, sono continue.

PROPOSIZIONE 6 : Nelle ipotesi della prop. 5 se E', B, E"' sono spazti di
Fréchet ¢ Hy(E) ¢ uno spazio di Hausdorff (di Fréchet) la successione :

(8
(Hyg1 (BNs— (Hypr (B))s—— (Hy (B —> H, (E)

¢ esatta in (Hy(E"); e debolmente esatta in (Hyp((E")).

COROLLARIO. Quindi sempre nelle ipotesi della prop. 5 se Hy,(E) ¢ di
Hausdorff ¢ (Hqy, (B");= 0, Uapplicazione :

(Puq)s® (Hy (B))s—> Hy (B)
é tniettiva.

— Come nei casi precedenti, tutte le considerazioni svolte si possono esten-
dere ad ogni categoria di s.v.t. per cui sia valido il teorema di omo-
morfismo.

— Diamo ora un esempio di successione di omologia che, separata, & debol-
mente esatta ma non esatta.

Siano ¥, @ due s.v.t. di Hausdorff e ¢ : F—> G una applicazione
lineare continua.

Poniamo E=F <X G <X Ged(xy,?2) = (0,0, ¢ () — y) risulta in questo
caso d? =0 e

Ker d = {(x,y,2): y = ()} = Graf (p) X G
imd = {(0,0,p@) —y)z€F,yc G} ={0} < {0} X @

percid H (E) & Graf () x F.
Poniamo poi B =F X {0} X G e d’' =d |g, ciod d'(x,0,2)=(0,0, ¢ (x)).
Allora
Kerd = {(,0,2): ¢ () =0} = Ker ¢ < {0} < @
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imd ={(0,0,p(x)z€F}=1{0] <{0} <img¢

percido H (E') = Ker ¢ >< Coker ¢.

Poniamo infine B’ = E/E’ ciod B = G.

Si verifica che I'unico operatore di bordo d” su E’ che commuta con
la proiezione canonica n di E in E" (cio® tale che nd = d” n) & 'operatore
nullo, percid poniamo d”’ = 0 e quindi risulta H (E") > G.

Sia ¢: B’ — K Pimmersione naturale; la successione :

1 7
0 >F ——E—E'"—>0

& esatta e le applicazioni ¢, # commutano con gli operatori di bordo.
Esiste percio un’applicazione lineare (continua perché ¢ ¢ = sono omo-
morfismi topologici) 6 : H (E'")— H (E') che rende esatto il diagramma :

i*
H(E) ) H (E)
H (EII)

Se ora identifichiamo H (¥) con F e H(E") con G e H (') con Ker ¢ <
< Coker ¢, Papplicazione ¢* diviene I’applicazione :

p: Ker ¢ < Coker ¢p — F
definita p (x, y) = .
L’applicazione =* diviene proprio I’applicazione

p: F— @G
e DPapplicazione 6 diviene l’applicazione
0 < (— ¢q): G— Ker ¢ < Coker ¢

definita (0 >< (— ¢)) (¥) = (0, — ¢ ()} dove ¢q: G — Coker ¢ & la proiezione
canonica.
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Il triangolo di omologia si pud pertanto riserivere cosi:

Ker ¢ < Cokerp —— > F

RNIVL

Passando al diagramma degli spazi e delle applicazioni separate si ha il
diagramma :

—_ P
Kerp < [G/ ¢ (F)] ——» F
N
0 < (—gq) \ ?
@

dove/(; ¢ la proiezione naturale di G su G/WIT).

Si verifica (direttamente o per mezzo del corollario alla proposizione 2)
che questo diagramma & esatto in Ker ¢ < [G/p(F)] ed in F, ed & debol-
mente esatto in @.

Affinché si abbia lesattezza anche in @ occorre che ¢ abbia immagine
chiusa.

Percio se si sceglie una applicazione lineare ¢: F-—> G continua che
non abbia immagine chiusa si ottiene ’esempio di una successione di omo-
logia che separata & in un suo elemento, debolmente esatta ma non esatta.

— Con ovvie modifiche questo esempio pud essere adattato al caso graduato.
Ad esempio, se si considera la coomologia, siano [F%,», e {G¥=_4
(G—! = {0]) due successioni di spazi vettoriali topologici di Hausdorff e
siano per ogni ¢ =0 ¢?: F7—» G9 delle applicazioni lineari continue.

Poniamo F1 = F? < Q1 X Q¢ 1 e a9 (x,y,2) = (0, 0, p? () — y) per ogni
g=0; si ha che d?+1d? =0

Ker d? = Graf. (p?) X Gi—1

e
im @91 = {0} < {0} < G9! (per ¢ =1)
e quindi
H(¥) > Graf (¢9) X2 F¢ per ¢ =1
e

HO(E)> F°.
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Poniamo poi analogamente al caso trattato sopra
B = F1 {0} X Gl e dT=d1 [E/q

si ha che H7(E’)2> Ker ¢? < Coker ¢?-! > Coker ¢?! >< Ker @7 per ogni
g=1e H°(E)> Ker ¢°

Poniamo infine E’'? = K9/E’9 > G2 per ogni ¢ =0 e d’/? = 0 risulta
percio H?(E’’) > G7 per ogni ¢ = 0.

Se indichiamo con i?: B9 — EY e 77: B?-— E’’? rispettivamente ’im-
mersione e la proiezione naturale per ogni ¢ =0 otteniamo una sequenza

di successioni :
19 e
0 —FB1—— B! ——> F'"'1—0

esatte ed in cui le i e le n? commutano con gli operatori di cobordo.
In definitiva si puo stabilire la successione esatta di coomologia :

0
0— HY(E)— H°B) —> HY(E"”)—— H*(E')— H'(E)— ...

&
..— HY(E'y— HY(E) — HY(E'"') —— H\ (') >H+ (B)— .

Con le identificazioni H?(E)= F?, H? (E') = Coker 2! < Ker ¢?. per
g=1e H*(E')= Ker ¢’ H?(F’)= (9 si oftiene la successione esatta :

(po 1
0 — Ker ¢ — F° ——» G° — Coker ¢° < Ker <p1~—>If‘1—(p—+ @t — ...

... — Coker ¢?—1 >< Ker ¢? — F¢ —(pq—> G — ...
La successione separata
0 — Ker p° — F° — @° — [¢°/¢0 (F)] < Ker ¢! — F!— Gt — ...
oo — (G971t (F91)] < Ker p? — F1— G4 — ...
o esatta in Kerg®, FO, G° ed in ogni F¢ e Gi~'/pi—1 (Fe—1) ed & debolmente
esatta in G'9, ma non & esatta se ¢! non ha immagine chiusa.

Altri esempi si vedranno nello studio della coomologia delle varietd
complesse.
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§ 3. Teoremi di Dualita.

TEOREMA 1: Sia (£,d) un complesso con E spazio di Fréchet Schwartz
¢ sia (Ej, d’) il suo complesso duale (forte). Esiste un isomorfismo topologico

naturale ;
H, (By) > (H (E))j.

DIMOSTRAZIONE : Definiamo un’applicazione lineare
a: H(E) — (H (B

in questo modo : sia k un elemento di H (F); sia poi x€Z (¥ ) un elemento fale
che b = x mod (imd) e sia f,: E;— € la forma lineare continua associata ad
2. Poiché d(x)=0 si ha che f; (imd’) = {0}. Percido la forma lineare f, ri-
stretta a Z(E;) si pud passare al quoziente in una forma }; : H(Ez)— C.
Poniamo « (k) =]7'; . Questa & una buona definizione perché se #’ mod (imd) = h,
ciod se esiste x’/ € F tale che x’ — a = d ("), poiché fy,~ = 0 su Ker d’
allora f,y = f, su Ker d’ e quindi f/,:= ],“;» .

L’applicazione « & surgettiva. Infatti una forma lineare continua
A:H(E;) — @ si rialza ad una forma continua 1’: Ker d'— €. Per il

teorema di Hahn-Banach 1’ si pud estendere ad una forma continua 1: Bz —C.

Poiché E & riflessivo esiste x€F tale che f, —7 e siha che a (¢ mod (imd)) = A.
Il nucleo di « & (H (H)),, infatti:

gia h = mod (imd), «(h)=0 se e solo se }; = 0 cio¢ se e solo se
J-=0 su Ker d’ vale a dire se e solo se ogni forma lineare continua
l: E— ¢ che si annulla su imd si annulla anche su x, ma questo avviene

se e solo se x€imd, ciod se e solo se h€(H (1)), -
Percido passando al quoziente per (H (F)), si ottiene una applicazione

lineare :
ost H, (E) - (H (-E;'f ))/’9

che & un isomorfismo di spazi vettoriali.
Rifacendo le stesse considerazioni per (Hj, d’) in luogo di (&, d), si
trovera un isomorfismo di spazi vettoriali

vs: Hy (Bp) — (H (Ej)5))s-

Poiché H,(Ej;) & riflessivo (¢ uno spazio (DFS)) si pud identificare H, (Hj)
con il biduale forte di H(E;) e (H,(E)); con (H (Ej)s)s-
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Con queste identificazioni y, risulta Vapplicazione duale di «, e questo
permette di stabilire che a, ® un’applicazione lineare continua (vedi [7],
prop. 7.4, pag. 158).

Lo spazio (H,(Hp)); come duale forte di uno spazio (DFS) & uno spazio
di Fréchet, percid «, ¢ un isomorfismo topologico.

Utilizzando la prima parte della dimostrazione appena data si puo
enunciare il :

TEOREMA 2: Sia (E,d) un complesso con E spazio semi-riflessivo e sia
(Bg,d’) il suo complesso duale (forte) esiste un isomorfismo algebrico naturale :

H,(E) > (H(Ep)/.

TEOREMA 3: Sia (E,d) un complesso con E spazio di Fréchet-Schwartz
e sia (B, d’) il complesso duale.
Le seguenti affermazioni sono equivalenti :
1) H(¥E) ¢ di Hausdorff.
2) d: E— E & un omomorfismo topologico.
3) d’: By — Ej & un omomorfismo topologico.
4) H(E;) é di Hausdorff.
5} esiste un isomorfismo topologico

H(Ep) = (H(E))-

DIMOSTRAZIONE : Le prime quattro proprietd son equivalenti per il
Teorema del § 0 e chiaramente 5) implica 4).

Viceversa se H (Hz) & di Hausdorff il teorema 1 di appunto la 5).

Analogamente ai teoremi precedenti sussistono i corrispondenti teoremj
per il caso graduato:

TEOREMA 4. Sia (E,d) un complesso coomologico (E = II E%) in cui E
q=0

é uno spazio di Fréchet-Schwartz e sia (Eg, d’) il complesso duale ( forte) di
(E,d). Esso risulta in maniera naturale un complesso omologico graduato

(Bp = @O(Eq);g ). Per ogni ¢ =0 si ha un isomorfismo topologico
q

(Hy (Bp))s = (H(B))p.

DIMOSTRAZIONE : Si procede come per il Teor. 1.
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TEOREMA 5: Sia (H,d) un complesso coomologico (E = II B9) in cui F
q=0

¢ uno spazio di Fréchet-Schwartz e sia (Ep, d’) il complesso omologico gra-
duato duale ( forte) di (B, d).
Per ogni q>0 sono equivalenti le proprietd :
1) H, (Hy) ¢ di Hausdorff.
2) (d‘l) é un omomorfismo topologico.
3) d? é un omomorfismo topologico.
4) H‘H’l (B) é di Hausdorff.
5) esiste un isomorfismo topologico

H, (Bj) = (H (B)).

DIMOSTRAZIONE : come per il teorema 3.

Un esempio in cui H (Ey) non & isomorfo a (H (E)) .

Sia @ ano spazio (FS) ed F un sottespazio proprio denso in @. Sia
E=FxG e d:E— E definita d(z,y)=(0,x) si ha d®*=0, Kerd= {0} <X &
e imd={0} < F e quindi H(E)X G'/F non & di Hausdorff (anzi ha la
topologia banale), percid per il teorema 2 H(E;) non & isomorfo topologi-
camente a E))z; non pud sussistere neanche un isomorfismo soltanto
algebrico pelche (H (B)Y = {0].

TEOREMA 6: Se la successione

14 L4
Foy G—— K

di spazi (F3) ad applicazioni continue é debolmente esatia, la successione duale

( forte):
(P/ I,U'
Fg «~———— Gy «——— Ky

é debolmente esatta. Hssa & esatta se e solo se Vapplicazione v é un omomor-
Jismo topologico.

DIMOSTRAZIONE : La successione :

[ —
0—>Ker<p——>F—(p——> G ——> K — (K/img)— 0

& debolmente esatta e definisce un complesso di coomologia E = {0} <

>< (Ker @) X F < @ < K X (K/img) < {0} che ha coomologia separata nulla.
Quindi anche il complesso omologico duale forte Epz= {0} > (Ker ¢); <

X Fg <X Gp < K4 < (K/im ¢); < {0} ha omologia separata nulla, cioe la suc-
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cessione :
7

' ' (P, ' ¥ ' PR
0 <—(Ker @)g <— Fg <—— Gp «~——— Kg < (K/im )5 <— 0

¢ debolmente esatta.

Se Vapplicazione ¢ & un omomorfismo topologico la successione duale
esatta (si procede come nel lemma 3 a pag. 64 di [8]).

Se la successione duale & esatta vy’ ha immagine chiusa e quindi y &
un omomorfismo topologico.

[ 4

§ 4. Coomologia a valori in un fascio di Fréchet.

Ricordiamo la definizione ed alcune proprieta dei fasci di Fréchet (per
altre informazioni vedi [5]).

DEFINIZIONE 1: Sia X uno spazio topologico ¢ sia F un fascio su X di
spazi vettoriali topologici, F é un fascio di Fréchet se, per ogni aperto U di
X, I'(U, F) & uno spazio di Fréchet e per ogni coppia di aperti U, V di X
con Uc V Papplicazione

eg: I'(V, F)— I'(U, F)

é continua.

PROPOSIZIONE 1: Sia X uno spazio topologico a base numerabile e sia
F un fascio su X di spazi vettoriali, di Fréchet relativamente ad una base
di apertt B di X, esiste uno ed un solo modo di porre una topologia di spazi
vettoriali topologici di Fréchet su I (U, F) per ogni aperto U di X, in modo
che F risulti un fascio di Fréchet, e che ristretto a B3 restituisca il fascio
niziale.

DEFINIZIONE 2: Sia X uno spazio topologico, F e G due fasci di Fré-
chet su X e ¢: F—> G un omomorfismo di fasci; ¢ si dice un omomorfismo
di fasci di Fréchet se per ogni aperto U di X Papplicazione indotia

pU): I'(U,F)— I'(U, Q)
¢ continua.

— Sia X & uno spazio topologico a base numerabile, & un faseio di Fré-
chet su X e 9/ un ricoprimento numerabile di X,
Su
01U, Fy= I I'(U;n..nU) (g=0)
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porremo sempre la topologia prodotto (che risulta di Fréchet). Le applica-
zioni di cobordo
07 C1 (U, F)y— Co+ (U, F)
risultano continue.
Su HY (U, F) = Z1(U, F)/B? (U, F) porremo la topologia quoziente

(che se & di Hausdorff & di Fréchet) e su HI (X, F) = lim H? (U, F) la to-
—
74

pologia del limite diretto.

— QCome prima conseguenza delle considerazioni svolte nel § 2, possiamo
enunciare la seguente proposizione :

PRrROPOSIZIONE 2: Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto a base mumerabile e sia

0> F—>F—>F”"—0

una successione esatta di fasci e di omomorfismi di Fréchet, se U & un rico-
primento numerabile di X di Leray rispetto a F’ si stabilisce la successione
esatta di coomologia :

0
0— HO (U F')— H (U, F)—> H (U, F"') ——> H (U, F') —

8¢
e > HO(U, F)— HI (U, F)—> HI (U, F'') ——> HIHL (Y, F')— ...

in cui tutte le applicazioni sono continue, inoltre se H I (U, F) é di Haus-
dorff, 87 é un omomorfismo topologico.

Sussiste la seguente proposizione (vedi [5] pag. 165).

PROPOSIZIONE 3: Sia X é uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto a base numerabile, F un fascio di Fréchet su X e U, VY due rico-
primenti aperti numerabili di X che sono di Leray rispetto ad F. Se <V é un
raffinamento di YU ; Vapplicazione indotta dallapplicazione di raffinamento
1: YUY

& HY (U F)— H (Y, F) (q=0)

é un isomorfismo topologico.

Questa proposizione suggerisce una famiglia di fasei di Fréchet per i
quali D’isomorfismo algebrico che esiste tra la coomologia H? (X, F) e
H (U, F) definita su un ricoprimento di ILeray & anche un isomorfismo
topologico.
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Precisamente diciamo che un fascio di Fréchet F & normale se esiste
un ricoprimento YW di X di Leray per & tale che per ogni ricoprimento
di X ne esiste uno Y < U che raffina 9 ; allora si ha che se F & normale
di Fréchet, se U e <V sono due ricoprimenti numerabile di Leray esiste
un isomorfismo topologico tra HYI (Y, F) e HI(YV,F). Possiamo percid
enunciare la:

PROPOSIZIONE 4: Se X ¢ uno spazio topologico di Hausdorff localmente
compatto e a base numerabile, F & un fascio di Fréchet normale e U un ri-
coprimento numerabile di Leray Visomorfismo algebrico

H?(X, F)— HI (U, F)
é un isomorfismo topologico.

DEFINIZIONE 3: Sia X uno spazio topologico e F un fascio di Fréchet
su X, una risoluzione fine di fasci di Fréchet di F & una successione esatta
di fasci e di omomorfismi di Fréchet

£ dg d, d,
0>F—>9Jy—>9 — =T —> Ty —
in ocui Iy, Iy, vy Tuy. sono fasci fini.

TEOREMA 1: Sia X uno spazio topologico di Hausdorff, localmente com-
patto a base numerabile, F un fascio di Fréchet normale su X e

dy d, d,
0 —+F—>YJy—> I — 0> —— ..

una risoluzione fine di fasci di Fréchet.
Sia
& ag

d#
0 — I'(X, F) —— I'(X, I)) —— I'(X, J,) —> I'(X, Ip) — ...

la successione indotta per le sezioni globali, allora : esistono degli isomorfismi
topologici :
H® (X, F) > Ker dy
e
H? (X, F) = Ker dy/im dy_, (g =1).

DIMOSTRAZIONE : Sia k, € J, il sottofascio nucleo di d,. L’esattezza
della risoluzione equivale all’esattezza delle successioni :
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0>k —>Jy—% —0

0=k —>9 —k —0

0 —>ky—>Jp —> kyyy — 0

in cui k,= %

Sia U un ricoprimento aperto di X numerabile e di Leray per <~ Se
per ogni aperto U di X su I'(U,k,) si pone la topologia indotta da I" (T, I,),
poiche I'(U, k,) = Ker dy (U) si ha uno spazio di Fréchet, e quindi, ogni
fascio k, & di Fréchet

Per o€ N (U) si stabilisce la successione :

Hq(|ol,gp)——>Hq(|o|,k,,+1)——6q—>Hq+1([ol,kp)—>Hq+1(|o|,9p).
Per ogni ¢ =1 risulta H?(|o|,J,) = Ht' (||, T,) = 0 e percid
01: Ha(|o|, kyp)— He (|6, kp)
& un isomorfismo algebrico, quindi:
He(|o|, kyy X H (|0, ko)) X2 .. 2 H?(|0]|,F)=0

ciod Y & un ricoprimento di Leray per ogni fascio k,. (In particolare se
QY =W & il ricoprimento su cui si & stabilitd la normalita di % si ha che
ogni fascio %, & di Fréchet normale sul ricoprimento ).

Poiché Het! (U, J,) = 0 (per ¢>>0) Dlapplicazione 07 : HY (U, kpy1) —
— Het1 (Y, k,) & un omomorfismo topologico surgettivo, anzi per ¢ >0 &
un isomorfismo (vedi la prop. 3 § 2).

Percid per ¢ = 0, la successione esatta :

ay &9
HO (U, ) —— HO (U, k1) ——> H1 (U, k) —> 0

permette di stabilire un isomorfismo topologico
H' (U, kp) o2 HO (Y, "/j}—i—l)/d’:’,}E HO (U, gp)
cioe
HY (X, Ip) 2 T' (X, kepy1)/dy T'(X, Tp).

Mentre per ¢ =1 si hanno degli isomorfismi topologici :

HY (X, ) 2 HI (X, by ) 22 2 HE (X, hpygey) 22 Ker @3y ofim @y, .
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Poich® per ogni aperto U di X, lisomorfismo continuo
&(U): I'(U, F)— (U, k)
® un isomorfismo topologico, si ha un isomorfismo topologico tra
HY(X,F) e HI(X, k)
e quindi ponendo p = 0 si ottiene
H? (X, F)X H? (X, k) > Ker dj /im dg, (per ¢ = 1)

e per q=20
HY(X, F)X HO(X, k) 22 I'(X, k) 2 Ker d .

§ 5. Applicazioni agli spazi analitici complessi.

Come prima applicazione dei risultati ottenuti finora daremo una ge-
neralizzazione del teorema di dualitd di Serre che compare in [9]. e nota-
zioni sono tratte da quell’articolo.

Sia X una varieta analitica complessa e V uno spazio fibrato analitico
a fibra vettoriale di base X.

Poiche la risoluzione

d//po
> AP (V) —> .. —> AP (V) —> 0

&
0— QP (V) —— APY(V)

& una risoluzione fine di fasci di Fréchet-Schwartz di 027 (V) (che & un
fascio normale sul ricoprimento di tutti gli aperti di Stein di X per il
Teorema 1 del § 4 si ha che esistono degli isomorfismi topologici :

H® (X, Q7 (V)) > Ker d #°
He(X, Q» (V)) > Ker d22/im d[2 -1 (¢ =>1)

dove le applicazioni d; sono le applicazioni della successione indotta dalla
risoluzione per le sezioni globali:

az°
—> . —> (X, AP™(V)) — 0.

0— I'(X, Q7 (V) — I'(X, AP (V)

Questo risultato migliora il teorema di Dolbault e mostra cosa vuol dire
che per una varietda X si abbia (H? (X, 27)),= 0: significa che I'immagine
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di dp9=1 & un sottospazio denso di Kerd 7, ciod che ogni forma d'7 -
chiusa di classe (> & approssimabile sui compatti, insieme alle derivate di
ogni ordine dei coefficienti, con forme d'? 9-esatte.

Analogamente considerando la risoluzione :

€
0—> Q7 (V)—— K?(V)— KP(V)— ...— Kr(V)—0

e la coomologia a supporti compatti (che denoteremo con Hy) esistono degli
isomorfismi algebrici :
HY (X, OF (V*) ~ Ker du’

HE(X, Q° (V*) =2 Ker duk?/Im dsf ™! (g=1)
dove le applicazioni dy; sono tratte dalla successione:
0 — I (X, Q2 (V) — L (X, K (V*)— . — 13 (X, KP" (V) —> 0
e poich® su I} (X, K#7"—2(V*) si pud porre la topologia duale forte di
I'(X, A»2(V)), ciod una topologia (DFS), possiamo porre su Hy (X, 27 (V*)
la topologia di Kerdy) e su HE(X, QP (V*) con ¢=1 la topologia di

Ker d,27/im d 2. ¢~ vale a dire delle topologie che se sono separate sono (DFS).
Siamo ora pronti per enunciare il:

TEOREMA 1: Sia X una varietd analitica complessa, numerabile all’ in-
finito, di dimensione complessa n, ¢ sia V uno spazio fibrato analitico a
fibra vettoriale di base X, per ogni ¢g=1 e p =0 esiste un disomorfismo
topologico :

(HT (X, Q7 (V) 2 (Hy ™ (X, Q"7 (V*);

e H1(X,Q0(V)) é di Hausdorff se e solo se lo & H{ 7 (X, Q"2 (V¥
DIMOSTRAZIONE : I due complessi :

0— (X, APV ))—> ... T(X, AP 91 V) =T (X, AP9( V ))—>... —>T'(X, A2 V))—>0
e
0« [} (X, Er2:0 (V) 4 oo <— I (X, K22 =0 +1(V*)) «—
T (X, K2 0=2(V*) <— ... < T (X, K720 (V*) —0

sono uno il duale forte dell’altro (a meno dei segni delle applicazioni).
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Poniamo (Fp)¢ = I'(X, A?1(V)) e (dp)? = d, 79 per g <n, (Fp)? =0 per
g>ne (Dp)q = I (X, K ( V*)), (dp)q = d:;:_p, ne per g << n e (Dy)g=10
per ¢ > n.

Il complesso coomologico F, = [I (F,)? & il duale forte del complesso
g=0
omologico D, = P (Dyp),, percid per il teorema di dualita:
q=0

(H (Fp))s > (Hy (Dy))p
e poiche

He (X, Qv (V) > H(Fy)
e

HY (X, Q"7 (V*) 2 Hy (Dy)

gi ottiene il risultato cercato.
Infine H? (X, Q27 (V)), ciod H(F,), ¢ di Hausdorfl se e solo se lo &
H,_{(D,) ciod H{ " (X, Q"7 (V¥

Esempio di varieta per cui H' (X, O) non é di Hausdorf.

Procedimento come in [9] (esempio a pag. 22).

Sia Y=_C?e¢ X =(C? — R. (IR essendo una qualsiasi retta reale di C?).
Si ha che Hi (X, 0)= Hi (X, 92 =0 e quindi (H'(X,0))s=0, ma X non
& di Stein percid H1(X, O) £ 0, cfr. ad esempio: Hoérmander, Teor. 4.2.9,
quindi H!(X,0) non & di Hausdorff ed & pill precisamente uno spazio di
dimensione infinita con la topologia banale.

Questo esempio pud essere generalizzato come segue: osserviamo pre-
liminarmente che si ha :

H1( " — R, 0)=0 pern>2 e ¢g=1,2,.. ,n— 2,

Consideriamo i tre spazi seguenti, ciascuno sottospazio aperto del pre-
cedente :

X, =(0;X,=0"— {2, =... =2, =0, Im 2, = 0} =(C" —asse reale
dell’asse complesso z,;

X, =Q"—{e,=23= .. =2, =0} =("—asse z,.
Si ha un omomorfismo naturale (di restrizione).
Jys: HY (X, ,O0)— H? (X,,0)

che & iniettivo per ¢ <<n — 2. Sia a € H1(X,, O) e si consideri f = Jz3(x)€
€ H?(X;,0). Poiché 8 pud estendersi a qualche punto di X, — X, (ciod a

7. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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tatti i punti di X,, mediante a), il teorema 4 di Scheja (Riemansche
Helbarketssiitze fur Kohomologieklassen, Math. Annalen 144, 345-360 (1961)),
assicura che § appartiene all’immagine delPomomorfismo Jp30d1,2: H1(X,,0)—
— H? (X, , O), ossia per Viniettivita di J,;, esiste y € H7(X,, O) tale che
Jyp () = a.

Ora se 1 <<qg<_n— 2 s8i ha y =0 e quindi o = 0. Poiché o era arbi-
trario, ¢id prova che H?(X,, 0)=0 per ¢g=1,... ,n — 2,

TEOREMA 2 : H"1(C"—1R, O) non ¢ di Hausdorff e (H*(C"—1MR, O));= 0.

DIMOSTRAZIONE : Poiché H! (C* — R, O), ... , H*2(C*» — R, O) sono
nulli non pud essere nullo anche H"!(C* — R, O), perché C* — IR non &
un aperto di olomorfia di ¢*, cfr. il gid citato Teor. 4.2.9 di Hormander.

Dal teorema di dualitd segue che :

(E"HC" — R, O 2 (He (@ — R, Q)5
Si ha (vedi [9] n. 14 pag. 22) la successione esatta :
-Hko (1R; O) —> Hrlc1 (an - TR; O) — chl (Gny O)'

Ora Hy (R, O), nonché Hy (C", O) sono nulli (vedi sempre [9]), quindi anche
I (C"—1MR,0)=H!(C"— R, 2"y = 0.

Percid (H*1(C*"— MR, 0)=0 e A1 (C*" — M, O) = 0 e quindi non
di Hausdorff.

DEFINIZIONE 1: Sta X una varteta analitica complessa ed Y una sua
sottovarieta chiusa, Y si dira una sottovarietd di Runge di X se le funzioni
olomorfe su Y sono approssimate uniformemente sui compatti di Y dalle re-
strizioni ad Y delle funzioni olomorfe su X.

Se Iy indica il fascio di ideali di Ox relativo a Y si stabilisce la
successione esatta di fasei

0— 9y —>0x— Ox/Iy —0
in eni Ox/Jy ristretto ad Y si pud identificare con Oy .

Questi fasei sono dotati naturalmente di una struttura di fasei di Fré-
chet, per cui nella successione esatta :

d
0—> I'(X, Ty)—> I'(X, Ox) — s T'(Y, Op)—r H* (X, Ty)—> H* (X, Ox) —> o
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tutte le applicazioni sono continue e se H!(X,Ox) ¢ di Hausdorff é° & un
omomorfismo topologico.
E semplice a questo punto dimostrare il seguente

TEOREMA 3: Sia X una varietd analitica complessa ¢ Y una sua sotio-
varietd chiusa.

Se H' (X, O) é di Hausdorff ¢ (H' (X, Iy)s==0 Y & una sottovarietd di
Runge di X.

Se in pit HY1(X,0)=0,Y ¢ una sottovarietd di Runge di X se e solo
se (HY(X,Iy)s=0.

DIMOSTRAZIONE : Infatti separando la successione di coomologia si ha
la successione:

00— I'(X, 99)— 1" (X, Ox) —r—eLF(Y, Or)— 0 — H1 (X, Ox)

che & esatta ovunque fuori che in I'(Y,Oy) dove & debolmente esatta e
questo significa che res I'(X, Ox) & denso in I'(Y, Oy).
Supponiamo ora H?! (X, O) = 0. La successione separata della succes-

sione di coomologia & :
60

0 — I'(X, Iy) —T'(X, Ox) s T'(Y, Op) ——> (H! (X, Tr))s—> 0

che & esatta ovunque fuori che in I'(Y,Oy) dove & debolmente esatta.
Poiché 4 ® un omomorfismo topologico surgettivo gli spazi:

F(YJ Oy)/res F(X, O) € (H'1 (-X} 9Y))s

gono isomorfi topologicamente e quindi ¥ e una sottovarieth di Runge di
X (ciod I'(Y, Oy) =res I'(X, Ox)) se e solo se H! (X, Jy)),=0).

EsgEMPIO. Sia X una varietd per cui H1(X,0)==0 ed in ecui le fun-
zioni olomorfe separano i punti.

Sia Y = {#n},>0 una successione di punti di X senza punti di accumu-
lazione; le funzioni olomorfe su Y sono le successioni {aﬂ}nzo a valori complessi.

Poiche i compatti di Y sono tutti e soli i sottoinsieni finiti si pud
gsempre trovare una funzione olomorfa su X che assuma dei valori prefissati
su un compatto di ¥, ciod & possibile approssimare sui compatti ogni
funzione olomorfa su Y con funzioni globali.

Quindi ogni successione Y di X senza punti di accumulazione & una
sottovarietd di Runge di X e si ha (H!(X, Jy))= 0.

Non & detto perd che sia vero in piut che H! (X, Iy) = 0, perché questo
implica in particolare che esiste una funzione olomorfa f su X tale che

S (@) = n.
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Per cui se X non ¢ di Stein, per ogni successione ¥ senza punti di
accumulazione per cui non & possibile trovare una funzione olomorfa globale
che diverga in valore assoluto su Y si ha che H!(X,Jy)s<0 e (H!(X,
gY))s=0-

Tali sono ad esempio in X = €% — {0} tutte le successioni di X con-
vergenti a 0 in (3

TEOREMA 4: Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente com-
patto a base numerabile, F un fascio di Fréchet su X normale su ogni aperto
di una successione crescente {Uy,l,.g) che ricopre X e sia q un intero positivo
tale che (H9 (U, F| Un))s= 0 per ogni n =0, allora :

(H1 (X, F))y = 0.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni » >0 possiamo trovare un ricoprimento
pumerabile U, di U, di Leray rispetto a | U, facendo in modo che
%n c Clzn-l-l .

Quindi (H? (WU, , F| Uy))s = 0 per ogni n = 0. Poniamo Y = go WU s

n.
questo & un ricoprimento numerabile di X di Leray rispetto ad .

Sia f€Z7(U, F) e W un intorno aperto di 0 in €2 (Y, ¥) individuato
dai ¢-simplessi: o, = (Us,..., qux) 0g={(Uipy s, Uiqz)’-"’ om =(Usiy, s r Us
e dagli intorni aperti di 0 W, di I'(Jo, |, F), Wy di I'(|oy|, F)yeery W

gm)

di I'(|om|, F.
Si pud trovare un intero n, tale che linsieme § = (U;, ,..., U"q1’
Uiggyoovs Uiy oy Uiy s oons Uiqm} sia contenuto in U, .

Sia f,, la restrizione di f a C? (WU, , F| Uny)y fa, & un g-cociclo e poiché
(HY (Uny y F| Ung))s = 0, €iod BI (Un,, F| Uny) = Z9 (WU, , F| Uy,) esiste una
(@ — 1)-cocatena g, € C9=1 (Uy, , F| Uy, tale che:

(897 (gng) — fiuy) (0,) € W, per 1<<r<m.

Sia ¢ la (¢ — 1)-cocatena di €1 (Y, F) definita per ogni (¢ — 1) sim-
plesso o= (Ui .., Us_,), g(0)=gn,(0) se {Usy s oo s Uiq—l} cSego)=0
altrimenti.

Si verifica che (9771(g) — 1) (0,) = (0971 (gn,) — Jno) (0-)€ W, per 1<"r=<"m
e quindi (921 (g) — fle W.

Poiché f e W erano arbitrari abbiamo dimostrato che B? (U, F)=
=21 (Cu’ F) ciod (H (X, F)s 2 (H? (U, F))s = 0.

— Come immediata conseguenza di questo teorema si ha il:
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TEOREMA 5: Sia X una varietd analitica complessa numerabile all’infinito
e sia {Unlncp una successione crescente di aperti di Stein che ricoprono X.
Per ogni fascio analitico coerente F su X si ha che :

(Hi (X; ?))3 = 0.

Py

— 8i ha inoltre (vedi [2]) che H? (X, F)= 0 per ¢ =2, ma non & dimo-
strato, eccetto che in casi particolari anche se importanti (vedi ad esem-
pio: Kajiwara, On the limit of a monotons sequence of Cousin’s domains,
J. Math. Soc. Japan 17, (1965), che anche H!(X,J)=0 (cioé¢ che
anche X & di Stein).

— Questo teorema precisa il significato di un teorema ottenuto sullo stesso
problema da V. Villani (vedi [10]).

TEOREMA 6: Siano P,, P, due policilindri di C" ¢ X = PyU P, ; per
ogni fascto analitico coerente F su X st ha:

(H (X, Flhe = 0.

DIMOSTRAZIONE : Sia U = (P,, P,}, %% & un ricoprimento di Leray di
X rispetto a F percid H (X, F) > H* (U, F).

Inoltre se indichiamo con H LU, F) la coomologia di ¥ sul ricopri-
mento U costruita a partire dalle cocatene alternanti, si pud dimostrare
con un procedimento simile a quello usato da Kaup in [5] pag. 165, che

H (U, F) =2 HY (U, F).

Sia f=(fo1, —JSor) con fo, €' (P,nP,,F) un 1l-cociclo alternante e
W= (W, < W)nZ1 (U, F) un intorno di 0 in Z* (Y, F) con W, , W,,
intorni di 0 in I'(P, N P,, ¥). La restrizione :

resf;;nPl: I’(Pi,%—>I’QP0nP1,‘7)

ha immagine densa in I'(P,N P;, ) (cfr. [4] Teor. 11 pag. 241) e quindi
si pud trovare una sezione g, € I'(P,, &) tale che:

g1 € Wo 1 Wy
Consideriamo la 0-cocatena (alternante) g =(0,¢,) il suo cobordo &
5° (9) = (respia ? (9. — resﬁ}nﬂ (9,)) e si ha: (8°(g) — f)€ W. Per l'arbitra-

rietd di fe W si ha BY(U, F)=Z1(U, F) ciod (H! (X, F)), 22 (H* (U, F))s 0.
Con opportuni adattamenti la dimostrazione appena data consente di
dimostrare piu in generale il:
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TEOREMA 7: Sia X wna wvarietd di Stein ¢ Py, P,,..., Py dei poliedri
analitici di X tali che due poliedri diversi P;, P; hanno intersezione non
vuota se e solo se ¢ ¢ j sono due intert consecutivi. Posto A = P,U P, U ..
..U P, , per ogni fascio analitico coerente F su A, st ha che:

(H* (4, F))s = 0.

Utilizzando poi il teorema 4 si pud dimostrare un risultato pitt gene-
rale. Premettiamo che diremo che un sottoinsieme S di Z & un segmento se
ha la proprieta: se m, n sono due interi di § con m<n e p & un intero
tale che m < p << n, allora anche p€ S,

TEOREMA 8: Sia X una varietd di Stein, S un segmento di Z, {Pulnes
una famiglia di poliedri analitici di X tali che due poliedri diversi P;, P;
hanno intersezione non vuota se e solo se i e j sono due interi consecutivi.

Posto A =nleJS P, per ognt faseio analitico coerente F su A s$i ha che:

(Hi (A7 g:))s =0,

OSSERVAZIONE: non & vero in generale, anche per un unione di due
soli poliedri analitici P,, P, non disgiunti, che H!(P,U P,, )= 10 per
ogni fascio analitico coerente & non & vero c¢iod che l'unione di due poliedri
analitici non disgiunti & in generale un aperto di Stein.

Consideriamo il seguente esempio :

sia X=C% P=[zeQ: |2|<2 e |z]|<1}

P=zeQ: |2 |<1 e |2z]<2)

L’aperto P, VU P, non & di olomorfia in C?, infatti ogni funzione olomorfa
su PyU P, pud estendersi ad un aperto pitt grande, perché ogni funzione
olomorfa su P,U P, & una sgerie con centro in 0 ed il dominio di conver-
genza di ognuna di queste serie & un insieme che contiene P,U P, e che
deve avere immagine convessa secondo V’applicazione :

@: 62‘(¢1U02)"—>1R2
definita P (2, , 2,) = (log | 2, |, log |2, |). (vedi [1] pag. 3).

Dato che questo non accade per PyU P, il dominio di convergenza di
ognuna delle serie contiene propriamente P, U P, .
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Per questo aperto si puo concludere percid che:
(H*(P,UP,,0)s=0 ma HY(P,UP,,0 0,
(anzi dim H! (P U P,, O) = -+ oo).

OSSERVAZIONE: Tutto cid che & stato dimostrato nei teoremi 3, 5, 7, 8
a proposito delle varietd complesse pud essere dimostrato, in maniera ana-
loga, per gli spazi complessi.
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